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RESUMO

Modelagem da dinamica populacional e interacGes mutualisticas em formigas-
cortadeiras e fungo simbionte

Formigueiros sdo sistemas biologicos de alta complexidade em razdo das interacfes
intra e interespecificas. Somente apds a compreensdo dos aspectos ecoldgicos do sistema, €
que pode-se planejar programas eficientes de manejo baseados no MIP. A modelagem
matematica e/ou computacional constitui importante ferramenta para a analise e compreensdo
compartimentalizada do sistema e a elaboracdo de predigcdes espaco-temporais geradas por
simula¢fes numéricas. Dessa forma, o objetivo do estudo foi de adequar um modelo
matematico para formigas do género Atta utilizando um modelo ja elaborado por Kang et al.,
2011, para o género Acromyrmex. Para tanto, se ajustou o cddigo em linguagem R e 0s
resultados foram expressos por simulacfes graficas da variacdo populacional das formigas e
do fungo simbionte. Os resultados encontrados mostram que o hovo modelo é adequado para
simular o crescimento populacional do fungo e das formigas, sobretudo na comparacao entre
fungBes curvilineas. As trajetdrias temporais encontradas tém natureza ndo linear e sdo
semelhantes a descri¢do grafica da funcdo logistica. O ponto de inflexdo das duas curvas
diferiu entre as duas espécies, ocorrendo no fungo com cerca de dezesseis semanas e nas
formigas em torno de vinte e cinco semanas. A analise pds pontos de inflexdo indica
comportamento assintético para o fungo. Ja para as formigas ndo se verificou saturacdo da
curva dentro do periodo de tempo analisado. Os resultados obtidos foram discutidos no
contexto de taxas de variacdo instantanea para cada organismo, observando-se a analise de
concavidade e as regras de derivacdo. Com base na andlise feita e resultados obtidos, a
conclusdo geral é que a estrutura algébrica do modelo permite simulagdes comparativas entre
Acromyrmex e Atta no que diz respeito as dindmicas interativas. Ao comparar com dados reais
de Bueno et al., 2024, o modelo ndo se mostrou capaz de acompanhar os valores reais de Atta,
com relagdo ao tipo de funcéo estatistica utilizada. O padrdo de aumento temporal de peso em
A. sexdens &, possivelmente, caracterizado por diferentes estratégias de consumo do fungo
simbionte se comparado ao desempenho observado em Acromyrmex, ainda que haja alguma
similaridade comportamental entre os grupos. H& uma provavel relacédo entre o ganho de peso
nas formigas e a dindmica da populagdo no tempo, razéo pela qual o estudo realizado carece
da realizacdo de simula¢Ges numeéricas de parametros do modelo, com vistas a compreender o
papel do ganho de peso sobre a relagcdo temporal simbiotica.

Palavras-chave: Dindmica de populagdes, maltiplos fatores, interacdes interespecificas, Atta,
Acromyrmex



ABSTRACT

Modeling of population dynamics and mutualist interactions in leaf-cutting ants and
symbiotic fungus

Ant colonies are highly complex biological systems due to intra and
interspecific interactions. Only after understanding the main ecological aspects of the system
can efficient management programs based on IPM be effectively planned. Mathematical and
computational modeling is an essential tool for analyzing and compartmentalizing the system,
as well as for generating spatial-temporal predictions through numerical simulations. The aim
of this study was to apply a mathematical model for ants of the genus Atta, using a model
previously developed by Kang et al. (2011) for the genus Acromyrmex. To this end, a code in
R language was developed and adjusted, and the results were presented through graphical
simulations of the population variation in both the ants and their symbiotic fungus. The results
show that the new model is suitable for simulating the population growth of both the fungus
and the ants, especially when comparing curvilinear functions. The temporal trajectories
found were nonlinear and resembled the graphical description of the logistic function. The
inflection point of the two curves differed between the two species, occurring in the fungus at
approximately sixteen weeks and in the ants around twenty-five weeks. Post-inflection point
analysis indicates asymptotic behavior for the fungus, whereas no curve saturation was
observed for the ants within the analyzed period. The results were discussed in the context of
instantaneous variation rates for each organism, considering concavity analysis and the rules
of differentiation. Based on the analysis and the results obtained, the general conclusion is
that the algebraic structure of the model allows for comparative simulations between
Acromyrmex and Atta with regard to their interactive dynamics. However, when compared
with real data from Bueno et al. (2024), the model was unable to match the actual values for
Atta, particularly in relation to the type of statistical function used. The pattern of temporal
weight gain in A. sexdens is likely characterized by different strategies for consuming the
symbiotic fungus, as compared to the performance observed in Acromyrmex. However, there
are behavioral similarities between the two groups. There is a probable relationship between
weight gain in ants and population dynamics over time, which suggests that the study requires
sensitivity analysis through numerical simulations of model parameters to better understand
the role of weight gain in the symbiotic temporal relationship.

Keywords: Population dynamics, multiple factors, interspecific interactions, Atta,
Acromyrmex



1 INTRODUCAO

Os géneros Atta e Acromyrmex, constituem os principais géneros de formigas
cortadeiras, conhecidas pelo potencial de se tornarem pragas agricolas e florestais (Lerma et
al., 2012). Além da disponibilidade de alimento em vastas &reas de cultivo, praticas
frequentes de adubagdo com compostos nitrogenados levam a um aumento do forrageio
desses animais, nutriente que € fundamental para o desenvolvimento do fungo simbionte
(Berish, 1986). A dificuldade em controla-las esta relacionada ndo apenas a organizacao
social presente dentro das col6nias, mas também, as interacdes entre a populacdo de formigas
e o fungo simbionte (Della Lucia, 2011).

As principais estratégias de manejo destes insetos consistem de métodos de controle
quimicos, fisicos e culturais (Lerma et al., 2012). O controle quimico, principal forma
utilizada pela sua praticidade, eficiéncia e baixo custo, se da principalmente por formulacGes
de iscas granuladas e nebulizadores, contudo, a baixa seletividade destes produtos acarreta
diversos problemas (Boaretto; Forti, 1997). J& o controle fisico e cultural, por demandar
atuacdo no sistema de producdo e/ou do uso intensivo de mao de obra, torna-se viavel apenas
em propriedades de pequeno porte e para coldnias no estagio inicial de desenvolvimento
(Montoya-Correa et al., 2011).

O controle biolégico vem se mostrando uma ferramenta eficiente, no entanto,
particularmente para formigas, sua implementacdo ainda se mostra incipiente, demandando
mais estudos para consolidar a estratégia. As iscas com microrganismos patogénicos (fungos
como Meharhizium e Beauveria), (Lerma et al.,, 2012) apresentam boa eficiéncia em
laborat6rio, porém, para uso em campo carecem de investigacdes mais detalhadas, sobretudo
no que diz respeito a aplicacdo (Boaretto; Forti, 1997).

Dessa forma, se torna fundamental a expansdo do conhecimento cientifico sobre estes
insetos. Para tal, o uso de ferramentas computacionais e modelos matematicos, tem bom
potencial sobretudo no que diz respeito a compreensdo da dinamica do inseto em relacdo a
parametrizacdo dos modelos (Moral & Godoy 2023). Modelos mateméticos podem ser vistos
como caricaturas de sistemas e que, portanto, permitem simplificar processos biolégicos e
assim estudar interagdes mais profundamente, com gradual insercdo de complexidades
inerentes do sistema (Saltelli et al., 2020).

1.1 Objetivos gerais
Compreender o formalismo matematico e a estruturacdo algoritmica computacional de

um modelo de crescimento do volume do fungo em conjunto com o crescimento populacional
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de operérias, proposto inicialmente para investigar a dindmica de coldnias de formigas do
género Acromyrmex e posteriormente de Atta.

1.2 Objetivos especificos
e Conhecer a estrutura matematica e computacional do modelo desenvolvido na
pesquisa de Kang et al., (2011) testando algoritmos computacionais para analisar
pontos de inflexdo das curvas de crescimento do fungo simbionte e das formigas em
um software de manipulacéo algébrica, comparando os géneros Acromyrmex e Atta.
e Adaptar e aplicar o modelo acima mencionado aos dados j& existentes de
desenvolvimento de fungo simbionte, obtidos por Bueno et al., 2024.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

A presente revisdo bibliografica busca fornecer ao leitor um panorama basico do
assunto tratado no presente estudo, fornecendo assim 0s pontos principais para a discussao de
resultados no contexto de modelagem de colbnias de formigas cortadeiras, enfatizando a
relacdo estrutural para modelar populacdes de formigas e fungo simbionte. N&o foi nosso
intuito revisar o assunto na sua maior amplitude e sim no contexto restrito ao tema do

presente trabalho.

2.1 Formigas-cortadeiras

Mais de 80% das espécies de eucariotos descritas mundialmente sdo invertebrados
(Brusca; Moore; Shuster, 2018). Destes, 75% sdo insetos, distribuidos em 30 ordens e as
formigas, abelhas e vespas integram a ordem Hymenoptera (Zhang, 2011). Apesar de ndo ser
0 grupo taxondmico mais diverso, em comparacdo com as familias da ordem Coleoptera, a
familia Formicidae apresenta alta diversidade e abundancia. Estima-se que o numero total de
formigas no planeta seja de 20 x 10*®. Esse valor corresponde a 12 megatons de carbono, que
representa aproximadamente 20% da biomassa humana (Schultheiss et al., 2022).

Por se tratar de um pais continental, o Brasil apresenta uma grande variedade e
densidade de formigas, reflexo da diversidade e complexidade de biomas (Schultheiss et al.,
2022). Esses ambientes, sdo caracterizados pela selecdo de individuos especializados, como é
0 caso das formigas cultivadoras de fungo simbionte (Branstetter et al., 2023). No entanto,
somente 27 milhdes de anos atrds é que as interacbes simbidticas se tornaram obrigatorias,
devido a expansdo de habitats mais secos pela América do Sul, o que acarretou na selecdo das
formigas-cortadeiras (Schultz et al., 2024).

Exclusivas do novo mundo, as formigas cultivadoras de fungos fazem parte de um
grupo monofilético de aproximadamente 230 espécies ja descritas (Mehdiabadi; Schultz,
2009). A principal caracteristica dessas espécies € a eussocialidade e a relacdo simbidtica com
cultivares de fungo (Agaricaceae: Leucocoprineae e Pterulaceae: Pterula) (Hervey; Rogerson;
Leong, 1977), que servem como alimento as formigas, que por sua vez fornecem protecéo,
propagacao e nutricdo ao fungo (Weber, 1972).

Assim como na agricultura humana, a utilizagdo de insumos para nutri¢do do cultivar é
essencial e com as formigas ndo € diferente. A partir disso, é possivel separar as formigas
cultivadoras de fungo em dois grupos, aquele que nutre fungo com flores, frutos e corpos de

insetos, chamados de géneros de categoria inferior (Mehdiabadi; Schultz, 2009), e géneros de
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categoria superior, composto pelas formigas-cortadeiras, que alimentam o fungo com
substrato vegetal fresco (género Atta e Acromyrmex) (Schultz; Brady, 2008).

As formigas-cortadeiras sdo organismos chave para o0 ecossistema neotropical, de tal
forma que sdo denominadas de engenheiras de ecossistema (Folgarait, 1998). Isso significa
que diretamente ou indiretamente sdo responsaveis por disponibilizar recursos para outras
espécies através da alteracdo de estado bidtico e abidtico de recursos (Jones; Lawton;
Shachak, 1994). As principais formas pelas quais as formigas-cortadeiras atuam
positivamente no ambiente sdo: aumento da concentragdo de macronutrientes, melhora na

estrutura fisica do solo (Sternberg et al., 2007) e dispersdo de sementes (Oliveira et al., 1995).

2.2 Formigas-cortadeiras como pragas agricolas

Apesar dos servicos ecoldgicos exercidos por esses insetos, formigas cortadeiras
podem se tornar pragas chave de diversas culturas, tanto florestais quanto agricolas,
dependendo da abundancia de formigueiros e da homogeneidade vegetal, sobretudo a
existéncia de grandes monocultivos. Em sistemas agricolas, o uso de fertilizantes e corretores
de solo podem levar a0 aumento de ataque das formigas-cortadeiras, como € o caso do
nitrogénio do e fosforo em folhas (Berish, 1986). Outro fator que pode promover a
propagacdo de formigas para areas de cultivo € o espaco plano. Sem obstaculos, rainhas
conseguem completar o voo nupcial facilmente e fundar novos ninhos (Vasconcelos; Cherrett,
1997).

As principais culturas agricolas atacadas pelas formigas cortadeiras sdo: algodao
(Gossypium hirsutum L.), café (Coffea arabica L.), cacau (Theobroma cacao L.), citros
(Citrus spp.), mandioca (Manihot esculenta) e milho (Zea mays L.) (Lerma et al., 2012).
Apesar de ndo ser uma praga principal da cultura, as perdas de cana de aglUcar (Saccharum
spp.) podem chegar a 3 toneladas/ha em uma densidade de ninhos de 0.5 por hectare (Della
Lucia, 2003). J& em espécies florestais os danos podem variar, mas os principais danos
ocorrem no periodo em que as mudas estdo recém implantadas (< 6 meses) e o dano pode
causar reducdo de 32% de tamanho, 25% de reducdo de circunferéncia e 60% de perda de
rendimento da madeira (Della Lucia, 2003). A despeito das formigas ndo exibirem problemas
somente em eucalipto, a exploracdo cultura por formigas vem ganhando atengdo cada vez
maior pelo impacto econdmico dos danos gerados (Della Lucia, 2003).

Para a prevencdo de danos, € necessario o controle nos ninhos, acdo dificil de ser

realizada. Por se tratarem de insetos eussociais, realizam divisdo de tarefas, apresentam
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sobreposicdo de geragdes e tem cuidado da prole (Wilson, 1971). Essas caracteristicas
permitem que explorem de forma mais eficiente os recursos do ambiente, principalmente
alimento, que é fornecido ao fungo em suas camaras subterraneas (Martin; Weber, 1969). O
fungo apresenta inumeras barreiras de defesas quimicas, como exsudatos e outros organismos
associados que o protegem de infeccdo e outras doencas (Craven et al. 1970). As formigas
também apresentam grande nimero de glandulas com fungéo asséptica, garantindo protecédo a
col6nia e também a sua fonte de alimento (Hélldobler; Wilson, 1990).

Outro fator importante no controle destas formigas é o comportamento envolvido em
suas interacdes. A comunicacdo quimica é fundamental a esses animais e esse mecanismo
permite uma troca de informacdo répida e eficiente na colénia (Marinho et al., 2006). Além
da interacdo entre individuos, a experiéncia individual no forrageio pode ser de extrema
importancia, através do aprendizado e eventuais respostas comportamentais, 0s insetos podem
rejeitar uma fonte alimentar com substanciais nocivas (Fowler et al.,1991).

As principais estratégias de controle em formigas cortadeiras consistem de controles
quimico, fisico e cultural (Lerma et al., 2012). O controle quimico se da principalmente por
formulacbGes de iscas granulares e nebulizadores, contudo, 0 emprego destes produtos
sistematicamente traz problemas devido a baixa seletividade dos produtos (Boaretto; Forti,
1997). Ja o controle fisico e cultural, por demandar atuacdo no sistema de producdo e/ou do
uso intensivo da mao de obra, torna-se viavel apenas em propriedades de pequeno porte e
colbnias no estagio inicial de desenvolvimento (Montoya-Correa et al., 2011). Apesar do
controle biolégico com iscas com microrganismos patogénicos (fungos como Meharhizium e
Beauveria) (Lerma et al., 2012) apresentar boa eficiéncia em laboratério, a aplicacdo em
campo nado tem trazido resultados plenamente satisfatorios (Boaretto; Forti, 1997).

2.3 Modelagem como ferramenta para compreensao de mecanismos, processos e
interacgdes

Para melhor compreensdo de sistemas dindmicos bioldgicos, o uso de modelos
matematicos tem recebido crescente atengdo nos ultimos anos. Particularmente no contexto de
interface entre teoria e experimentacdo vem demonstrando grande potencial, j& que permite a
abstracdo de sistemas complexos, facilitando a compreensdo de mecanismos, processos e
interacOes (Saltelli et al., 2020). Esta ferramenta permite ilustrar como um sistema se
comporta mediante sua parametrizacao, e, se de interesse, predizer o que pode vir, em caso de

modelos preditivos (Murray, 2002).
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A modelagem da interagdo entre as formigas e o fungo, pode, a principio, inspirar-se
em pressupostos de um modelo baseado inicialmente na relagdo “presa-predador”, (Hassell,
1978). Um tipo de modelo que inclui dois componentes principais, como as populacdes
crescem e como interagem. Dessa forma, pode-se obter duas respostas ao consumo de
recursos, a resposta funcional, que é definida pela relagdo da densidade da presa e 0 consumo
do predador e a resposta numérica, definida pela conversdo da populagdo de presa em
predadores pelo consumo (Evans et al., 2013). Particularmente no caso do presente estudo, o
fungo faria o papel de presa e as formigas de predador.

Entretanto, para a aplicabilidade dessa abordagem em formigas cortadeiras e
interacbes com o fungo simbionte, algumas modificacdes algébricas sdo necessarias, como
proposto por Holland e DeAngelis, 2010 e Kang et al., 2011, levando assim a um modelo
mutualistico. Neste caso, 0 consumo de uma espécie pela outra pode levar a um crescimento
equilibrado para ambas, dependendo da forca da interagdo, mais particularmente do grau de
consumo de “presa” pela espécie que dela se alimenta (Holland; DeAngelis,. 2010).

Dessa forma, o estudo com modelagem populacional permite a visualizagdo conjunta
da variacdo da populacdo do fungo e do desenvolvimento da colénia de formigas,

possibilitando compreender como ocorre a dindmica interativa dos organismos.
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3 MATERIAIS E METODOS

3.1 Fundamentacéo tedrica para o0 modelo matematico

O modelo desenvolvido por Kang et al. (2011) consistiu de equacOes diferenciais
propostas para investigar a dinamica populacional de formigas e fungo simbionte. As

equacOes podem ser respectivamente escritas como:

dA
2= (raF —doA)A e

dF _ (rfpzq(l—q)A2
dt b+p2q(1—-q)A?

—dsF — racA) F,

Onde, A(t) é a biomassa total de formigas, incluindo trabalhadoras, larvas, pupas e ovos no
tempo t, pA (0<P<1) é a biomassa de trabalhadoras e (1-p)A é a biomassa das formigas
restantes. J& F(t) representa o total de biomassa do fungo no tempo t. As suposicoes
ecologicas de Kang et al. (2011) na interacdo entre trabalhadoras e fungo nos estagios inicias
da coldnia foram:

Al: Cada trabalhadora tem uma razéo fixa da energia gasta dentro e fora da col6nia,
que é g/(1-g). Essa suposicdo € equivalente a situacdo em que trabalhadoras com uma
populacdo de gpA (0<g<l) coletam folhas, e o restante (1-q)pA determina o cuidado com
jardim de fungos, rainha e larvas.

A2: A populacdo de formigas aumenta conforme a rainha, larvas e formigas adultas se
alimentam do fungo. Dessa forma, assumiu-se que a resposta funcional das formigas segue o
padrdo Holling tipo I. Dessa forma, a biomassa de fungo F é multiplicada pelo nimero
constante r,. Além disso, assume-se também que as formigas sdo dependentes da densidade
de mortes devido ao consumo de energia através do forrageio de folhas, cuidados das larvas,
jardim de fungos e os outros estagios do ciclo de vida que modificam o crescimento da
populacdo através da limitacdo da densidade populacional. (Holland; DeAngelis, 2010).
Portanto, a dinamica da populacdo de formigas pode ser formalmente descrita pela equacéo

(1) como:

82 = (1,F — dA)A (D).

Dessa forma, r, é o0 pardmetro que estima a frequéncia de crescimento maximo das
formigas e d,é a frequéncia de morte das formigas.

A3: O mutualismo das formigas-cortadeiras é Unico porque as trabalhadoras realizam

atividades especificas para manter o fungo. A populagédo do fungo aumenta somente se:
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houver gpA trabalhadoras trazendo folhas e processando para o jardim de fungos; houver (1-
q)pA trabalhadoras cuidando do fungo e se existirem fungos F saudaveis nos jardins. Dessa
forma, o crescimento do fungo é um produto de duas atividades realizadas pelas trabalhadoras

que pode ser representado pelo seguinte diagrama:
q p A = Energia das trabalhadoras coletando e processando folhas
+ (1 — q)pA = Energia de novas trabalhadoras cuidando do fungo
+F = F + fungos novos

Aplicando o conceito de resposta cinética funcional (REAL, 1977), podemos assumir
que a resposta numérica do fungo em relacdo as formigas € uma funcdo Holling tipo IlI,

escrita como:

p?q(1 — q)A?
b +p?q(1— q)A?

Onde, b é a constante da saturacdo média. A populagdo do fungo diminui conforme ocorre o
consumo das formigas e sua mortalidade natural. Assume-se que o fungo sofre de mortalidade
dependente da densidade devido a sua propria limitacdo (Holland; DeAngelis, 2010). Assim, a

dindmica da populacédo do fungo pode ser formalmente descrita pela equacao (2) como:

dF (TfPZCI(l—CI)AZ
dt

= m— dfF —TaCA)F (2)

A fim de simplificar as equacdes utilizadas, se optou por fazer o uso da diviséo de
trabalho (a) diretamente. Assim, inserindo a equacdo 3 na equacao 2, chega-se a equacao 4.

a= p*q(1—q) (3)

dF _ (r FaA?
b+aA?

— dF —1ocA)F (4),

dt

onde, 7y € a taxa de crescimento do fungo; c € a taxa de conversdo de fungo em formigas e dy
é a taxa de mortalidade do fungo. A tabela 1 apresenta a lista de parametros biologicos.

Dessa forma, tanto a equacdo 1, de crescimento populacional de formigas, quanto a

equacdo 4, de crescimento populacional do fungo, ambas em gramas de biomassa, foram

simuladas pela construgdo de um cddigo (ver anexo A) em linguagem R. Os pacotes
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utilizados foram deSolve, responsavel por resolver numericamente as equagdes e o ggplot2

para gerar os gréficos de crescimento populacional.

3.2 Levantamento e processamento de dados da literatura para Atta

Para a utilizagdo dos valores dos parametros do modelo de Kang et al. (2011) aplicado

ao contexto de Atta, foi realizada a pesquisa em bases de dados de acesso aberto (Google

académico e Web of Science). A tabela 1 sintetiza os parametros e as suas respectivas fontes

na qual a informacdo foi encontrada. As fontes que tiveram seus dados utilizados estdo com *

e a forma na qual foram utilizados é explicada a seguir.

Tabela 1 — Lista dos parametros para Atta com seu respectivo significado bioldgico, fonte de origem e valor

Parametros Significado bioldgico Origem do dado Valor
T, Taxa de crescimento maximo de formigas Camargo et al. (2008)* 0.219
15 Taxa de crescimento maximo do fungo Bueno et al. (2024)* 0.368
C Taxa de conversao entre fungos e formigas Kang et al. (2011) 0.0045
dg Taxa de mortalidade de formigas Lacerda et al. (2009)* 0.1585
df Taxa de mortalidade do fungo Kang et al. (2011) 0.2
p Proporcao de formigas que séo Wilson. (1983)* 0.4

trabalhadoras
q Proporcao de trabalhadoras que cuidam do Wilson. (1983)* 0.6
fungo
b Constante de saturacdo média Kang et al. (2011) 0.002
a Diviséo de trabalho Wilson. (1983)* 0.24
A Biomassa inicial de formigas Bueno et al. (2024)* 0.05
F Biomassa inicial do fungo Bueno et al. (2024)* 0.3
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Para a determinacdo da taxa de crescimento maximo de formigas () foram utilizados
dados da variacdo do numero de operarias pequenas e medias obtidos por Camargo et al.
(2008). Os tamanhos, pequeno e médio, foram escolhidos porque melhor representam a
populacédo de formigas que seriam encontradas em uma col6nia real, com 0 mesmo tempo de
vida que a simulada pelo modelo. A taxa foi mensurada através da média entre as variagoes.

Uma das etapas do estudo foi verificar a pertinéncia do uso de dados de Bueno et al.
(2024) no modelo. Para tanto, foi preciso converter os dados de volume de fungo e nimero de
formigas para gramas de fungo e gramas de formigas. Para tanto, se utilizou a equacao
desenvolvida no préprio estudo de Bueno et al. (2024) para transformar o volume de fungo,
de cm?, para massa, em gramas Umidas. Dessa forma, com a diferenca de gramas do fungo
entre as semanas, foi possivel obter a taxa de crescimento maximo do fungo (r¢). Ja para
converter os dados de nimero de formigas em gramas, 10 individuos foram separados, com
tamanho cefalico entre 1,4 a 2,2 mm, de 10 col6nias diferentes e pesados. Para pesagem, foi
utilizada a média de individuos separados e identificado o valor respectivo de uma formiga.
Assim, individuos, foram escolhidos aleatoriamente do jardim de fungos para a medicdo do
tamanho cefalico com régua milimetrada, respeitando sempre a faixa de valores cefalicos ja
mencionada. Partindo de valores semanais de biomassa inicial de formigas (A) e biomassa
inicial do fungo (F), foi escolhida a semana sete, por ser a primeira semana que apresentava
0s dois conjuntos de dados simultaneamente.

A taxa de mortalidade de formigas (d,) foi obtida através da média das variacdes das
mortalidades em experimentos realizados por Lacerda et al. (2009). Foram utilizados somente
os tratamentos de coldnias alimentadas apenas com folhas, sem a presenca do lixo da colénia.

A divisdo de trabalho (a), foi estimada com base na tabela de tamanho mandibular de
formigas de Wilson (1983). A estimativa da proporcao de formigas que trabalham diretamente
no fungo (g) e que ndo trabalham (p), se deu pela escolha de col6nias com individuos de
tamanho cefalico entre 0.6 a 1.8 mm. A faixa entre 0.6 & 1 mm representa formigas que
trabalham diretamente com o fungo, conhecidas como jardineiras, (q) e a faixa 1.2 até 1.8
representa as que ndo trabalham no fungo, denominadas generalistas, (p). A fim de se permitir
variagdo natural nos dados, foi realizada a média da frequéncia de operarias por tamanho
cefalico entre as repeti¢Oes e o calculo da divisdo de trabalho (a) foi feito utilizando a formula

apresentada no item 3.1.
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3.3 Simulagdes numéricas com o modelo

Para averiguar o comportamento do modelo de Kang et al. (2011), se utilizou de
simulacdes numéricas por meio de manipulacdo algébrica computacional. Nesse sentido, sete
cenarios distintos foram criados, descritos como: padrdo, em que ndo se teve variaveis
alteradas, cenario com divisdo de trabalho méaxima (a), mortalidade maxima de formigas (d,),
mortalidade maxima do fungo (dy), taxa de converséo entre fungo e formiga (c) elevada,
crescimento maximo do fungo (75) e crescimento maximo de formigas (r,). Os valores e seus
limites foram determinados no proprio trabalho de Kang et al. (2011) e as simulacbes
executadas no RStudio. Os cenarios denominados “maximo” refere-se aos que atingiram o
limite comportado pelo modelo, ja aquele com “elevado” ainda ndo.

A tabela 2 ilustra as variaveis e seus respectivos parametros para cada simulacéo, o0s
valores em negrito e com asterisco sdo aqueles alterados em relacdo a simulacdo padrdo. A

Tabela 3 ilustra a faixa de valores existentes de cada variavel no modelo.

Tabela 2 — Lista das simulacdes e os valores adotados para cada pardmetro em cada simulacéo

Divisdo . . Taxa d? . .
Simulacio de Mortalidade Mortalidade conversdo Crescimento Crescimento
Parametros p 0 maxima de maxima de fungo e maximo do maximo de
adrao trabalho . . .
g formigas fungo Formiga fungo formiga
maxima
elevada
0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.3*
ra
s 0.7 0.7 0.7 0.7 0.7 1* 0.7
c 0.0045 0.0045 0.0045 0.0045 0.5* 0.0045 0.0045
d, 0.1 0.1 1* 0.1 0.1 0.1 0.1
df 0.2 0.2 0.2 0.7* 0.2 0.2 0.2
b 0.002 0.002 0.002 0.002 0.002 0.002 0.002
a 0.2 0.25* 0.2 0.2 0.2 0.2 0.2
A 0.05 0.05 0.05 0.05 5* 0.05 0.05

= 0.3 0.3 0.3 0.3 10* 0.3 0.3
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Tabela 3- Lista dos pardmetros e a respectiva faixa de valores limites existentes no modelo

Faixa de valores

Parametros para cada parédmetro
Ta 0.05<X<0.3
Ty 0.01<X<1.0
¢ 0.001<X<10
d, 0.001<X<1
df 0.001<X<1
b 0.001 < X < 10
a 0< X<0.25
A 0.001<X<0.1
F 0.001<X<1

3.4 Aplicacao do modelo e célculo do ponto de inflex&o

A aplicacdo do modelo ocorreu através da utilizacdo dos dados coletados da
literatura, do desenvolvimento das col6nias do género Atta (Bueno et al., 2024) combinados o
modelo adaptado de Holland e DeAngelis, 2010 por Kang et al., 2011. Os resultados foram
obtidos com a construcdo de algoritmos computacionais em linguagem R, a principio
reproduzindo os resultados de Kang et al (2011) e seguidamente utilizando os dados coletados
na literatura. Os valores utilizados para Atta estdo na tabela 1.

O ponto de inflexdo de ambas as curvas populacionais, de formigas e do fungo
simbionte, foi estimado para que se obtivesse o0 valor da constante de meia saturacéo, ou seja,
para caracterizar o instante em que o crescimento populacional inverte sua aceleragéo,
deixando o padrdo de crescimento exponencial para assumir um crescimento assintotico
suavizado. O ponto de inflexdo foi calculado através da obtencdo da segunda derivada das
equacdes, marcando o exato ponto tangenciado na curva para alterar sua concavidade. A
relacdo do ponto de inflexdo com a derivada vem da necessidade de estimar a variagcdo do
crescimento em algum ponto especifico da curva (derivada), ja que trata-se de trajetéria ndo-
linear, portanto, sujeita a diferentes derivadas a medida que a curva se desenvolve no tempo.

No caso, 0 ponto de interesse neste estudo é o exato instante em que o crescimento deixa de
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ser expressivo para perder forca através de movimentacdo assintética. A derivada € na
verdade obtida a partir de um pequeno intervalo infinitesimal, dado por uma reta tangente na
curva desejada, capaz de expressar a minima variacdo possivel para que o ponto de inflexdo
possa ser calculado. De certa forma, o ponto de inflexdo poderia ser visto como a velocidade
instantanea calculada em algum ponto especifico da curva. Os célculos da segunda derivada

foram feitos empregando o pacote numDeriv, utilizando RStudio (ver anexo B).

3.5 Comportamento de modelo vs Dados reais

As equacgBes dindmicas também receberam valores de pardmetros a partir de
estimativas obtidas com os dados utilizados, apresentados na tabela 4, oriundos de Bueno et
al. (2024). O valor da semana nove foi utilizado como valor inicial nas simula¢bes do

programa e as demais semanas, treze e dezessete, serviram para as comparagoes.

Tabela 4. Relagéo de semana e peso em gramas de biomassa de formiga e fungo

Semana 9 Semana 13 Semana 17
Peso de formiga (g) 3.64 2.67 5.25
Peso de fungo (g) 4.907 6.1218 10.566

3.6 Analise da normalidade de dados de Bueno et al. (2024)

Os dados que serviram para uso no modelo foram também analisados estatisticamente.
Inicialmente foi aplicado o teste de Shapiro-Wilk para analisar a propensdo dos dados a
distribuicdo normal. Dada a auséncia de normalidade dos dados, fungdes ndo lineares
descritas por modelos aditivos generalizados (GAM) foram utilizadas para que se
conhecesse a natureza da funcdo matematica capaz de capturar a esséncia ndo linear dos

dados.
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4 RESULTADOS

4.1 Simulacdo numérica do modelo de Kang et al. (2011)

As simulagBes numeéricas geradas por manipulacdo algébrica sdo apresentadas nas
figuras 1-7 e através delas é possivel avaliar aspectos importantes do comportamento
dindmico do modelo. No cenério com maior divisdo de trabalho (c), o fungo apresenta um
crescimento caracterizado por curvas assintéticas (Fig. 2). As formigas apresentam também
um aumento similar ao do fungo, porém no espaco paramétrico analisado ndo exibem a
assintota visivel para o fungo (Fig. 2).

Em ambos os tratamentos com alta taxa de mortalidade, seja no cenério de alta
mortalidade de formigas (d,) ou alta mortalidade de fungo (dy), houve efeito negativo no
desenvolvimento de ambas as populagdes (Fig. 3). No caso de alta mortalidade do fungo (dy),
as populagGes mal chegaram a 1g de biomassa (Fig. 4). Esse resultado difere da simulagéo
com alta mortalidade de formigas (d,), cendrio em que o fungo conseguiu se desenvolver
relativamente bem, atingindo 1,5g na semana 50 (Figs. 3 e 4).

No cenéario com alta conversdo de fungo em formiga (c¢) foi necessario simular
partindo dos aumentos do tamanho das populagdes iniciais, caso o contrario, as populagdes
atingiriam 0. As populacdes de formiga e fungo iniciaram a trajetéria decrescendo a biomassa,
mas com aumento subsequente para o fungo (Fig. 5) por volta do dia 15, com repercussao
sobre a populagéo de formiga (Fig. 5).

No cenéario com alto crescimento do fungo (rf) e das formigas (r,), a biomassa de
ambos exibiu crescimento sigmoide similar a curva logistica, contudo a populacdo de fungo
sempre situada em patamar acima da populacdo de formiga (Fig. 6). Ja para o crescimento
maximo de formigas as trajetorias iniciam-se como descritas na figura 6, porém, apds 12
semanas uma inversdo no posicionamento das curvas pode ser observada, indicando um

crescimento superior para formigas em relagéo ao fungo (Fig. 7).



24

Simulac&o Padréo

3- colour
— Formigas

— Fungo

Biomassa em gramas

10 15 20 25

Tempo em semanas

Figura 1. Comportamento dindmico das equagdes em um cendrio inicial. A linha vermelha representa a
biomassa em gramas do fungo simbionte, j& a linha azul representa a biomassa de formigas.
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Figura 2. Comportamento dindmico das equa¢des com a méaxima divisao de trabalho (a). A linha
vermelha representa a biomassa em gramas do fungo simbionte, j& a linha azul representa a biomassa de
formigas.
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Figura 3. Comportamento dindmico das equagdes com a taxa maxima de morte de formigas (d,). A
linha vermelha representa a biomassa em gramas do fungo simbionte, ja a linha azul representa a biomassa
de formigas.
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Figura 4. Comportamento dindmico das equagGes com a taxa maxima de morte do fungo (d). A linha

vermelha representa a biomassa em gramas do fungo simbionte, ja a linha azul representa a biomassa de
formigas.
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Figura 5. Comportamento dindmico das equagdes com uma taxa elevada de converséo entre fungo e
formiga (c). A linha vermelha representa a biomassa em gramas do fungo simbionte, ja a linha azul
representa a hiomassa de formigas.
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Figura 6. Comportamento dinamico das equagdes com uma taxa de crescimento maximo do fungo ().
A linha vermelha representa a biomassa em gramas do fungo simbionte, j& a linha azul representa a
biomassa de formigas.
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Figura 7. Comportamento dindmico das equages com uma taxa elevada de crescimento de
formigas(r,). A linha vermelha representa a biomassa em gramas do fungo simbionte, ja a linha azul
representa a biomassa de formigas.

4.2 Simulagdes do crescimento populacional e ponto de inflexdo em formigas e fungo

O resultado encontrado mostra que o novo modelo é adequado para simular o
crescimento populacional de ambos os organismos, sobretudo na comparacdo entre funcdes
curvilineas. As trajetérias temporais encontradas tém natureza ndo linear e sdo semelhantes a
descricdo gréafica da funcéo logistica.

Na simulacdo com dados de Kang et al. (2011), as formigas apresentaram um
crescimento sigmoide assintotico, enquanto que o fungo, manteve-se crescendo, porém, ndo
atingiu a saturacdo dentro do intervalo analisado. Os pontos de inflex&o das curvas diferiam
em nove semanas, assim, o ponto do fungo ocorreu na semana dezoito e o ponto de saturacao
das formigas ocorreu na semana vinte e sete (Fig. 8).

Para os dados de Atta obtidos neste estudo, figura 9, ambas as espécies apresentaram
crescimento sigmoide assintotico. A populacdo do fungo manteve-se a maior parte do tempo
com valores mais elevados que as formigas. Porém, a partir de cerca de 23 semanas 0s
tamanhos populacionais inverteram-se, tendo a populacdo de formigas o maior tamanho (Fig.
9). O ponto de inflexdo das duas curvas diferiu temporalmente entre as duas espécies,
ocorrendo no fungo com cerca de quinze semanas e nas formigas em torno de vinte e uma
semanas. A analise pos pontos de inflexdo indica comportamento assintético para o fungo

ligeira tendéncia a assintota para formigas (Fig. 9).
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Pontos de inflexdo com dados de Kang et al. (2011)
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Figura 8. Comportamento dindmico das equagdes com dados de Kang et al.,(2011). A linha vermelha
representa a biomassa em gramas do fungo simbionte, ja a linha azul representa a biomassa de formigas. A
regido demarcada com asterisco em cada uma das curvas € o ponto de inflexdo, momento em que a curva

altera sua concavidade. O primeiro valor entre parénteses representa as semanas e 0 segundo biomassa em
gramas.
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Figura 9. Grafico do comportamento das equaces com dados de Atta. A linha roxa representa a
biomassa em gramas do fungo simbionte, ja a linha verde representa a biomassa de formigas. A regido
demarcada em cada uma das retas é o ponto de inflexdo, momento que a curva altera sua concavidade, 0
primeiro valor representa o eixo X € 0 segundo 0 eixo y.

4.3 Comportamento do modelo versus dados reais e distribuigéo

O ajuste dos dados de Bueno et al. 2024 ao modelo néo foi coerente (Fig. 10), ja que
tantos os dados do fungo como das formigas exibiram trajetoria linear crescente, com pontos
discordantes das curvas do modelo. O teste de Shapiro-Wilk foi empregado para avaliar se 0s

dados tinham residuos normalmente distribuidos, com resultados indicando auséncia de
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normalidade, razdo pela qual os modelos aditivos e generalizados (MAG) foram utilizados
para 0 ajuste aos dados resultando na relacdo expressa na figura 11. A figura 11 é uma
descricdo da relacdo entre peso e tempo dada pelos modelos MAD. A relacdo entre as
variaveis é significativa (P < 0.05) e indica visivel aumento de peso médio a partir da 152

semana, com gradual declinio na tendéncia de aumento de peso a partir da 192 semana.

Simulac&o de Atta vs Dados reais de Bueno et al.(2024)
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Figura 10. Curva do crescimento populacional de formigas (verde) e do fungo (roxo) em biomassa
em gramas. Os pontos representam respectivamente as gramas de biomassa nas semanas 9,13 e 17.

Apesar da semelhanca morfoldgica e comportamental entre os géneros de formigas-
cortadeiras, Atta e Acromyrmex, o modelo desenvolvido por Kang et al., (2011) ndo se
mostrou capaz de acompanhar os valores reais de Bueno et al,. (2024), sobretudo no que diz
respeito a tendéncia aos valores teoricos gerados na simulagdo em face aos dados obtidos.

Ao investigar a relacdo entre peso de Atta e tempo usando as funcgdes originais de
Kang et al., (2011) notou-se que as funcdes séo inadequadas para explicar a relacdo entre as

variaveis.
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Figura 11: Funcdo de GAM ajustada ao peso com pontos azuis indicando o peso médio
semanal e a curva verde representando a linha de tendéncia da funcéo aditiva.



31

5. DISCUSSAO

O presente estudo teve a finalidade de analisar como as equacgdes desenvolvidas por
Kang et al., (2011) para formigas do género Acromyrmex se comportavam, a principio usando
0s préprios dados dos autores e subsequentemente buscando confrontar os resultados do
modelo com os dados de Atta e fungo simbionte, obtidos em experimento laboratorial. As
curvas geradas por meio de manipulacdo algébrica em linguagem R foram compativeis com a
dindmica de crescimento populacional esperada para fungos simbiontes de formigas
cortadeiras, particularmente Leucoagaricus gongylophorus (Moller) Singer (Agaricales:
Agaricaceae) (Souza et al. 2011) e também para Acromyrmex (Adams et al. 2021).

O presente estudo investigou pontos de inflexdo, simulacGes numéricas para analise
de comportamento dinamico de equacdes frente aos parametros do modelo matematico e
comparou o comportamento do modelo frente a dados reais de experimentos desenvolvidos
por Bueno et al., (2024). As simulagdes numéricas permitiram que se estudasse a influéncia
de cada variavel sobre o comportamento dindmico do modelo, e dessa forma, como isso afeta
0 modelo e sua relacdo com a realidade.

A anélise e interpretacdo do ponto de inflexdo, também conhecido como constante de
meia saturacdo, pode ser importante ferramenta analitica para investigar tanto o potencial de
crescimento do fungo como dos formigueiros, na perspectiva do manejo integrado de pragas
(Fitri et al. 2021). O ponto de inflexd@o representa o exato momento que a taxa de crescimento
da equacdo tem seu sinal invertido, reduzindo sua velocidade de crescimento e eventualmente
atingindo um limite (Fronhofer et al. 2023). A estimativa do ponto de inflexdo poderia ser
uma aproximacdo de valores criticos para técnicas de manejo para formigas-cortadeiras e
outras pragas. A partir do terceiro més de formacdo da coldnia, as formigas do género Atta
comecam a expandir e aprofundar novas panelas. Seguindo este raciocinio este periodo estaria
proximo aos pontos de inflexdo encontrados neste estudo, em Atta com 15 semanas e
Acromyrmex com 18 semanas.

Ao se comparar os 2 pontos de inflexdo, é perceptivel que a meia saturacdo com
dados de Atta ocorreu 3 semanas antes que com dados de Acromyrmex. Uma possivel razdo
para esse resultado é a diferenca nos valores dos parametros, ou seja, a taxa maxima de
crescimento do fungo. Para Atta o valor é metade do que foi encontrado para Acromyrmex.

Utilizando o cenario com o crescimento maximo do fungo (r¢), foi possivel
visualizar uma limitacdo do modelo. Em condic¢des naturais, em que o fungo atinge um limite

de crescimento, as formigas do género Atta podem expandir o ninho, aumentando o numero
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de panelas, permitindo também o aumento do volume de fungo (Jacoby, 1943). Nesse sentido,
0 modelo nédo foi formulado com estrutura que permita a expansao do formigueiro para novas
panelas, limitando o desenvolvimento do fungo e consequentemente das formigas. A razdo
principal da limitacdo é exatamente o grupo taxondmico, ja que o modelo foi proposto para o
género Acromyrmex, na qual as espécies ndo realizam a expansdo do numero de panelas, 0
que corrobora a estrutura fixa do modelo original (Weber, 1972).

No cenario com mortalidade méxima de formigas (d,), 0 modelo realca a
importancia do entendimento das interagdes mutualisticas. Em um cenario com maior
mortalidade de formigas, a colonia pode se manter viavel, mas fragilizada, condicao
observavel em campo. A queda na produtividade da coldnia pode ser devido a baixa atividade
de cortadeiras. No cenario com mortalidade do fungo (df), o sucesso € menor ainda,
corroborando assim os principios do MIP e o uso de métodos diversos para o controle
(Boaretto; Forti, 1997).

A baixa taxa de crescimento do fungo pode ter sido um dos fatores causadores de
discrepancia entre 0 modelo e os dados reais, isso porque na semana 13 o dado simulado de
formigas € superior ao dado encontrado, mesmo com o fungo em decrescimento.O padrdo de
aumento temporal de peso em A. sexdens €, possivelmente, caracterizado por diferentes
estratégias de consumo do fungo simbionte se comparado ao desempenho observado em

Acromyrmex, ainda que haja alguma similaridade comportamental entre os grupos.
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6 CONCLUSOES

Apesar da semelhanca morfologica e comportamental entre os géneros de formigas-
cortadeiras, Atta e Acromyrmex, o modelo desenvolvido por Kang et al., (2011) ndo se
mostrou capaz de modelar a dindmica a partir dos valores reais de Atta. A insercdo de uma
funcdo ndo linear do tipo MAG nas equagOes diferenciais, como testada no presente estudo,
poderia viabilizar o uso dos dados de Bueno et al. (2024) no modelo de Kang et al. (2011).

A comparacdo das curvas e pontos de inflexdo através do modelo sugere que
diferentes estratégias de consumo do fungo simbionte podem explicar as diferencas no padrao

curvilineo de cada género de formiga.
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ANEXOS

ANEXO A - Cddigos utilizados no modelo matematico

#Dinamica predador-presa em tempo continuo
library(deSolve)

library(ggplot2)

# Definic8o das equacdes diferenciais
equacoes <- function(t, y, params) {
A<-y[1]
f<-y[2]
ra <- params$ra
rf <- params$rf
rc <- params$rc
da <- params$da
df <- params$df
b <- params$b
a <- params$a
dAdt <- ((ra * f) - (da*A))*A
dfdt <- (((rf*a*(A"2))/(b+a*(A"2)))-(df*f)-(rc*A))*f
return(list(c(dAdt, dfdt)))}
# Funcdo para simular a dindmica predador-presa
simular_dinamica <- function(params, cond_iniciais, tempo)
{
solucao <- ode(y = cond_iniciais, times = tempo, func = equacoes, parms = params, method = "rk4™)
return(solucao)
}
# Parametros
params <- list(
ra=0.219,
rf = 0.368,
rc =0.0045,
da =0.1585,
df=0.2,
a=0.24,
b =0.002)
# Condicdes iniciaias
cond_iniciais <- ¢(A =0.05, f=0.3)
# Intervalo de tempo
tempo <- seq(0, 30, by =0.1)
# Simulacéo
resultado <- simular_dinamica(params, cond_iniciais, tempo)

# Gréfico
df_resultado <- as.data.frame(resultado)
df_resultado$tempo <- tempo
ggplot(df_resultado, aes(x = tempo)) +
geom_line(aes(y = A, color = "Formigas")) +
geom_line(aes(y = f, color = "Fungo")) +
labs(x = "Tempo em semanas”, y = "Biomassa em gramas", title = "Simula¢do com dados de Atta ") +
scale_color_manual(values = c("Formigas" = "darkgreen", "Fungo" = "purple")) +
ylim(0,4)
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ANEXO B - Cdodigos utilizados no modelo matematico

# Dinamica formiga-simbionte em tempo continuo
library(deSolve)

library(ggplot2)

# Definicdo das equacdes diferenciais
equacoes <- function(t, y, params) {

A <-y[1]

F<-y[2]

ra <- params$ra

rf <- params$rf

da <- params$da

df <- params$df

¢ <- params$c

p <- params$p

q <- params$q

b <- params$b

a <- params$a

rc <- params$rc

dAdt <- ((ra * F) - (da*A))*A
dfdt <- (((rf*a*(A2))/(b+a*(A"2)))-(dF*F)-(rc*A))*F

return(list(c(dAdt, dfdt)))}

# Funcdo para simular a dindmica formiga-simbionte

simular_dinamica <- function(params, cond_iniciais, tempo) {
solucao <- ode(y = cond_iniciais, times = tempo, func = equacoes, parms = params, maxsteps = 10000)
return(solucao)

}

# Parametros
params <- list(
ra=0.1,
rf=0.7,
rc =0.0045,
da =0.1,
df=0.2,
a=0.2,
b =0.002

)

# Condigdes iniciais
cond_iniciais <- ¢c(A = 0.05, F = 0.3) # A: biomassa das formigas na 6a semana; F: biomassa do fungo na 6a
semana

# Intervalo de tempo
tempo <- seq(0, 30, by = 1)

# Simulagéo
resultado <- simular_dinamica(params, cond_iniciais, tempo)

# Convertendo para dataframe
df_resultado <- as.data.frame(resultado)

# Funcéo para calcular a segunda derivada humericamente
calc_segunda_derivada <- function(time, data) {

derivada <- numeric(length(time))

for (i in 2:(length(time) - 1)) {
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derivada[i] <- (data[i + 1] - 2 * data[i] + data[i - 1]) / ((time[i + 1] - time[i])*2)
}

derivada

¥

# Definindo uma magnitude minima mais baixa para considerar um ponto de inflexao
magnitude_minima <- 0.001 # Valor reduzido para permitir a deteccdo de mudancas mais sutis

# Filtrando pontos de inflexdo com base na magnitude minima
filtrar_inflexao <- function(segunda_derivada, tempo, data) {
inflexoes <- which(abs(diff(sign(segunda_derivada))) == 2)
if (length(inflexoes) == 0) {
return(data.frame(time = numeric(0), value = numeric(0)))

inflexoes <- inflexoes[abs(segunda_derivada[inflexoes]) > magnitude_minima]
return(data.frame(time = tempo[inflexoes], value = data[inflexoes]))

}

# Calculo da segunda derivada para formigas e fungos
segunda_derivada_A <- calc_segunda_derivada(df resultado$time, df resultado$A)
segunda_derivada_F <- calc_segunda_derivada(df_resultado$time, df resultado$F)

# Filtragem dos pontos de inflexdo com base na magnitude minima ajustada
coord_inflexao_A <- filtrar_inflexao(segunda_derivada_A, df resultado$time, df resultado$A)
coord_inflexao_F <- filtrar_inflexao(segunda_derivada_F, df resultado$time, df resultado$F)

# Gréfico da simulagdo com os pontos de inflexao filtrados
ggplot(df_resultado, aes(x = time)) +
geom_line(aes(y = A, color = "Formigas")) +
geom_line(aes(y = F, color = "Fungo™)) +
geom_point(data = coord_inflexao_A, aes(x = time, y = value), color = "blue", size = 3.5, shape = 8) +
geom_point(data = coord_inflexao_F, aes(x = time, y = value), color = "red", size = 3.5, shape = 8) +
geom_text(data = coord_inflexao_A, aes(x = time, y = value, label = pasteO("(", round(time, 2), ", ",
round(value, 2), ")),
vjust = -1, hjust = 0.5, color = "blue", size = 3.5) +
geom_text(data = coord_inflexao_F, aes(x = time, y = value, label = pasteO("(", round(time, 2), ", ",
round(value, 2),")")),
vjust = -1, hjust = 0.5, color = "red", size = 3.5) +
labs(x = "Semanas", y = "Biomassa em gramas", title = "Pontos de inflexdo com dados de Kang et al. (2011)")
+
scale_color_manual(values = c("Formigas” = "blue”, "Fungo" = "red")) +
ylim(0,4)
theme_minimal()



