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“Um pessimista vé uma dificuldade em
cada oportunidade; um otimista vé uma
oportunidade em cada dificuldade”

-- Winston Churchill



RESUMO

Muitos fenomenos em Engenharia Quimica sao modelados como deterministicos, isto
é, sem nenhum termo aleatorio. Propostas de construcao de modelos estocdsticos sao
geralmente feitas a partir de modelos deterministicos acrescentando-se a eles uma parte
estocastica. Essa tarefa pode ser feita, considerando-se que um dos parametros do mo-
delo seja estocastico. Este trabalho se desenvolve em duas partes: a primeira, na qual se
exploram os pacotes e médulos de processos estocasticos do software Maple, com algumas
aplicagoes em Mercado Financeiro e Engenharia Quimica; e a segunda, na qual se im-
plementam cédigos em MATLAB para resolucao de dois modelos para a dispersao axial
estocdstica: um, denominado modelo v’, no qual a velocidade é o parametro estocdstico; e
outro, denominado modelo D', no qual o parametro de dispersao axial apresenta estocasti-
cidade. Tais modelos sao estudados, via simulacoes graficas, mas também sob argumentos
assintéticos simples que permitem inferir sobre a relevancia da parte estocéastica de cada
um deles com o passar do tempo. Por fim, realizam-se simulacoes a estilo Monte Carlo
para a construcao de regioes de confianca para a concentracao de um tracador em dis-
persao axial.

Palavras-Chave — Processo Estocastico, Dispersao Axial, Célculo de Ito.
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1 INTRODUCAO

Modelagens deterministicas estao presentes na grande maioria dos fenomenos estu-
dados nas ciéncias aplicadas e engenharia. Por exemplo, modelos de reatores quimicos,
tais como os CSTR’s, utilizam equacoes diferenciais ordinédrias para a descricao de seu
comportamento ao longo do tempo, até se atingir, muito provavelmente, um estado es-
tacionario. Modelos de fenomenos de transporte também em sua maioria sao estudados
como deterministicos, muitas vezes empregando equagoes diferencias parciais no tempo e
no espaco para a descrigao da transferéncia de uma propriedade de interesse, tal como a

quantidade de movimento, a energia e a massa de um componente especifico.

E fato que tais modelos sao bastante tteis e funcionam realmente bem em muitos
casos, mas infelizmente, em alguns casos eles também falham, justamente por negligenci-

arem fenomenos aleatorios existentes.

A modelagem estocéstica muito provavelmente ganhou for¢a na matemaética aplicada
com o desenvolvimento da equagao de Langevin, [10], que procura descrever o movimento
aleatério de particulas microscépicas em um meio fluido. Ela se baseia na hipdtese de
tais particulas microscopicas estarem submetidas a forgas aleatérias, oriundas do choque
também aleatério entre as préprias particulas. Assim, a equacgao pode ser obtida via

balanco de forgas, basicamente sob a seguinte forma:

Az dx
m - _ =4 1.1

em que x ¢ a posi¢ao da particula, m ¢ a sua massa, d, ¢ o diametro da particula e n é a
viscosidade do fluido. O termo —67r77dp‘fi—f ¢ uma forca resistiva, linearmente dependente

da velocidade % e £(t) ¢ uma forga aleatéria.

O presente trabalho sera desenvolvido em torno de modelos regidos por equagoes

diferenciais estocésticas de interesse em Engenharia Quimica.



PARTE 1

FUNDAMENTOS
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 Aspectos Teédricos

2.1.1 Processos Estocasticos

Processos estocasticos estao presentes em inimeras areas do conhecimento. Desde o
ato de se lancar um dado e se verificar o resultado que sai, até formulagoes no Mercado
Financeiro e na Mecanica Quantica abordam em maior ou menor grau conceitos e re-
sultados sobre eventos aleatérios. Este trabalho se inicia, considerando-se que o leitor ja
possui certa familiaridade com tais assuntos, tais como, probabilidade, variaveis aleatorias
e distribuigoes de probabilidade. A seguir, sao discutidas algumas definigoes importantes

no decorrer do trabalho, grande parte delas retirada de [3].
Primeiramente, é dada a definicdo de um processo estocastico:
Definigao 1. (Processo estocastico) Uma cole¢iao { X (t)|t > 0} de varidveis aleatdrias

dependentes do tempo t € chamada de um processo estocastico.

Assim, um processo estocastico é um conjunto que indexa para cada tempo t > 0,
uma variavel aleatoria que pode ter uma distribuicao de probabilidade conhecida ou nao.
Além disso, dado o processo estocastico X (), é possivel estabelecer o conceito de uma

trajetoria amostral correspondente a ele.

Definigao 2. (Trajetéria amostral) Seja Q um espago amostral. Entdo, para cada
ponto w € §, a transformagao t — X (t,w) € uma trajetéria amostral correspondente ao
processo { X (t)|t > 0}.

A seguir, serao definidos os processos de Markov:

Defini¢ao 3. (Processo de Markov) Um processo estocdatico { X (t)|t > 0} é chamado
um processo de Markov se Vn > 3,Vt| <ty < ... <t,,Vri,29,....,2, €R

Plxy, < x| Xy = @1, .0, Xy, | = Ty = Ploy, < xp| Xy, | = Tpoi] (2.1)
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Isto é, a probabilidade condicional de uma variavel aleatéria dado um ntimero finito

de variaveis aleatorias anteriores depende apenas da ultima dessas variaveis.

Uma o6tima aplicacao de um processo de Markov estd nos processos com incrementos
independentes, isto é, um processo no qual o estado atual X(¢,) depende apenas do
estado anterior, X (¢,_1). Assim, um processo com incrementos independentes é também

um processo de Markov.

Existem intimeros processos de Markov descritos na literatura, tais como, os a parametro
discreto, a exemplo das Cadeias de Markov, e os a parametro continuo, a exemplo do Mo-

vimento Browniano, que sera estudado mais adiante.

Definicao 4. (Movimento Browniano Unidimensional) Um processo estocdstico

com valores reais € chamado Movimento Browniano ou Processo de Wiener se:
e W(0)=0;
o W(t)—W(s)= N(0,t—s), para ¥Vt > s > 0;

e (Incrementos Independentes) Para toda sequéncia de tempos 0 < t; < to < ... < t,

as varidveis aleatorias W(t;) — W(t;), (1 <i < j <n) sao independentes.
Em particular, fazendo s = 0 no segundo item da definicao do movimento browniano,
W (t) = N(0,t) para ¥Vt > 0, (2.2)

isto é, todo processo de Wiener W (t) é um processo normalmente distribuido com média 0

e variancia t. Perceba-se, dessa forma, que um processo de Wiener também é um processo

de Markov.

Defini¢ao 5. (Ruido Branco) Seja W(-) um Processo de Wiener, entdo designa-se por

ruido branco, o processo £(-) que satisfaz a sequinte equagao:
dW (t) = &(t)dt (2.3)

isto €, o ruido branco € a derivada temporal de um Processo de Wiener. Na forma integral,

o Processo de Wiener é dado por:
t
W(t) = / £(s)ds (2.4)
0

As tltimas duas definigoes sao estabelecidas para processos unidimensionais. De modo
analogo, os conceitos de movimento browniano e ruido branco multidimensionais podem

ser enunciados. De modo simplificado,
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Defini¢ao 6. (Movimento Browniano n-dimensional) Um processo estocdstico W(-) =
(W), W2(), ... W"(+)) com valores em R™ é chamado Movimento Browniano ou Pro-
cesso de Wiener n-dimensional se:

e paraVk € {1,2,....,n}, W*(:) é um movimento browniano unidimensional.

o Wi(-) e Wi(-) sao independentes.
A dltima condigao é equivalente ao seguinte lema demonstrado em Evans [3]:
EWHt)W'(s)) = min{t, s}6y para k,l=1,2,...n. (2.5)

em que 0y € o delta de Kronecker, que vale 0, para k # [; e 1, para k = [. De modo

analogo, o ruido branco n-dimensional pode ser definido como

) = 0O (2.6)

que é bastante utilizado em processos multidimensionais.

2.1.2 Equacoes Diferenciais

Introduz-se nesta secao o conceito de equacoes diferenciais estocasticas. Inicialmente,
considere o conhecido Problema de Valor Inicial, também chamado de Problema de Cau-

chy das equagoes diferenciais ordinarias:

{ i = f(t,x)

2.7
.T(t()) = 2o ( )

em que x(ty) = x¢ é chamada condicao inicial, z : I C R — R" é chamada solu¢ao do
problema, e f : [ x U — R", para U C R", é frequentemente chamado de campo de

vetores, ou mesmo, campo de velocidades, do problema.

Uma férmula andloga de se dizer que uma fungao ¢(t, o) é solugao do problema de

Cauchy é dizer que ¢(t, zo) satisfaz a seguinte equagao integral:

o(t, zo) = o —i—/t f(s,¢(s,xq))ds (2.8)

em que (t,zg) é chamada fluxo da EDO e depende da condi¢ao inicial do problema.

Existem intdmeros teoremas e resultados de equagoes diferenciais ordinérias (EDO’s)
que nao sao enunciados aqui, tais como o Teorema de Existéncia e Unicidade, que analisa a

existéncia e a unicidade de solucoes para o Problema de Cauchy, a partir de condi¢oes que
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o campo f precisa satisfazer. A seguir, a definicao de uma equagao diferencial estocéstica
sera abordada como uma modificacao que inclua um termo aleatério na EDO acima. Para

isso, seja

{ X = f(t,X) + F(t, X)&(t) (2.9)

X(to) = Xo
em que £(t) é o ruido branco definido anteriormente e F': R" — M"™*"™ e M"*™ é o espago

das matrizes n X m.

Lembrando que dW (t) = £(t)dt e X = %, pode-se reescrever a tultima equacao,

obtendo a forma usual de uma equacao diferencial estocastica:

{ dX = f(t,X)dt + F(t, X)dW (t) (2.10)

X(ty) = Xo

que sera frequentemente usada no decorrer deste trabalho.

2.1.3 Calculo Estocastico

A seguir, serao apresentados alguns elementos do céalculo estocéstico, associando-
os aos respectivos elementos no calculo convencional, destacando a diferenca entre eles.

Emprega-se nesta segdo a mesma notagao de Evans [3].

Definigao 7. (Integral Estocastica de It6) Seja G € L%(0,T) um step process [5].
Entao

/T GdW = mz_l Ge(W(th1) = W(te))

¢ a integral estocdstica de It6 de G no intervalo ]0,T7.

Uma analogia classica que pode aqui ser mencionada é entre a Integral de Ito e a

Integral de Riemann utilizada no célculo convencional.

Definigao 8. Seja X (-) um processo estocdastico com valores reais satisfazendo
X(r)=X(s) +/ th—l—/ GdW

para todos os 0 < s < r < T. FEntio diz-se que X(-) satisfaz a equacao diferencial
estocéstica
dX = Fdt + GdW para 0 <t <T.

Aqui, uma boa analogia existe entre a solugao de um equagao diferencial estocastica

(EDE) e a solugao da sua EDO correspondente.
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Teorema 1. (Férmula de Ité6 ou Férmula da Cadeia de 1t6) Suponha que X(-)
satisfaca:
dX = Fdt + GdW

Seja u: R x [0,T] — R continua com %—1‘, g—z, 2277; existentes e continuas. Entao
ou ou 10%u ou  Ou 10%u ou
du(X(),t)) = —dt + —dX + ———G?dt = | — + —F + ———G* | dt + —GdW.
(w(X(0):1) = Gt + 53X+ 5 52 (8t+8:c T ) T o

Aqui, a analogia existente é entre a regra da cadeia do calculo convencional e a regra

10%u

de It6. Perceba-se a presenga do termo 2WG2dt adicional que diferencia as duas regras

da cadeia.

Como exemplo de aplicagao da Formula de Ito, serda apresentada mais adiante uma

deducao da Fquacao Diferencial de Black-Scholes.

Teorema 2. (Regra do Produto de It6) Sendo

dX, = Fidt + GidW
1 1 1 (0 S t S T)
dX2 == ngt + GQdW
Entao
d(XlXQ) = XQXm + X]_dX2 + GlGth (211)

Por exemplo, como dW = dW, entao na notacao utilizada no enunciado da Regra do

Produto de Ito, F; = F5, =0 e Gy = Gy = 1, o que implica:
d(W?) = dt + 2WdW

Na forma integral, obtém-se uma identidade muito conhecida do calculo estocéstico:

/deW _ W) W) b-a

2 2

Perceba-se que a regra de [to difere da regra do produto convencional, ao se considerar o

termo G1Gadt, que depende da variagao no tempo.

2.2 Processos Estocasticos com o Maple

Nesta secao, sao apresentados exemplos de processos estocasticos que podem ser si-

mulados com o auxilio do software Maple.
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2.2.1 Metodologia

A simulagao de processos estocasticos no Maple foi executada na versao 18. Empregou-
se o médulo Finance e o pacote Stochastic Processes. Tal médulo, usado em modelagem
financeira, suporta uma vasta biblioteca de processos estocasticos utilizados em Engenha-
ria Financeira. Processos para preco de acoes, opgoes e taxas de juros estao presentes. Nas

proximas secoes sao abordados alguns exemplos simulados com os seguintes comandos:

e Movimento Browniano: BrownianMotion(zo, i, o)
e Processo de Ito: ItoProcess(xg, i, 0, z,t)

e Movimento Browniano Geométrico: GeometricBrownianMotion(xg, i, o,t)

Processo de Ornstein-Uhlenbeck: OrnsteinUhlenbeckProcess(zo, 1,6, o)

Processo CIR: SquareRootDiffusion(x, %, 8, o)

em que xg € o estado inicial, 4 é um parametro que depende de processo para processo,
o é a volatilidade e k é um parametro especificado posteriormente. Alguns comandos,
tais como o ItoProcess permitem simular casos em que p e o variam com o tempo e com
o préprio processo, representado por x. Por fim, como aplicacao adicional do comando

ItoProcess resolve-se um problema, descrito em [4], sobre demanda bioquimica de oxigénio.

2.2.2 Movimento Browniano

O Movimento Browniano foi assim chamado quando o botanico escocés Robert Brown
analisou o movimento aleatério do polen ao microscopio sobre uma superficie de liquido.
Depois de varios estudos, observou-se que o movimento se da devido aos choques aleatérios
entre o pélen e as particulas do meio. O movimento browniano tem intimeras aplicacoes
em diversas areas do conhecimento, principalmente por ser um objeto central na teoria
dos processos estocasticos. Exemplos das aplicagoes sao a dinamica de particulas mi-
croscopicas, a variacao dos precgos de ativos no Mercado Financeiro e o ruido térmico nos

circuitos elétrico.

Seja X um processo estocastico, entao diz-se que X é um Movimento Browniano se

X satisfaz a seguinte equacao diferencial estocastica:

dX (1) = p(t)dt + o (t)dW (¢)

X(0) - X, (2.12)
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em que p(t) é conhecido como drift e o(t) é a volatility de X.

A figura [I| mostra alguns resultados de simulacées do Movimento Browniano, quando
0 processo estocastico é governado apenas pela parte aleatoéria, isto €, quando se descon-
siderou a parte deterministica, igualando-a a zero. Nessas figuras, a volatilidade utilizada
varia com o tempo, conforme uma resposta senoidal: o(t) = sin(t). As figuras (a), (b) e

(c) diferem entre si pelo nimero de trajetérias geradas.

Figura 1: Movimento Browniano: X, = 0, u(t) = 0, o(t) = sin(¢). (a) com 1 trajetéria

gerada; (b) com 3 trajetérias geradas; (c) com 10 trajetérias geradas.

Entretanto, se o valor da parte deterministica do processo for alterado, alterando-o
para 1, o comportamento do processo ja se assemelha mais ao do comportamento deter-
ministico, como pode ser verificado na figura[2] uma vez que a volatilidade o (t) = sin(t) <
1, sendo relativamente pequeno. Assim, para esses exemplos, verifica-se que o processo
alcangou, para t = 30, valores bem maiores, superiores a 25 na figura (b), e superiores a
30 na figura (c), enquanto que na figura (a) os valores nao ultrapassam um tergo do valor
percebido nas outras condigoes. As equagoes para as simulagoes sao: dX (t) = sin(t)dW (t)

para a simulacao (a) e dX(t) = dt + sin(t)dW (t) para as simulagdes (b) e (c).

Figura 2: Movimento Browniano: X, = 0, o(t) = sin(¢). (a) p(t) = 0 com 50 trajetérias

geradas; (b) u(t) =1 com 1 trajetéria gerada; (c¢) p(t) = 1 com 3 trajetérias geradas.

A figura [3] elucida a evolucao das mesmas condigoes do processo, quando varias tra-
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jetorias diferentes sao geradas.

Figura 3: Movimento Browniano: X, = 0. (a) p(t) = 1, o(t) = sin(f) com 1 trajetéria
gerada; (b) u(t) =1, o(t) = sin(t) com 10 trajetdrias geradas; (c¢) u(t) =1, o(t) = sin(t)

com 50 trajetorias geradas.

A figura [4] elucida o caso em que o drift varia com o tempo. Nas figuras (a) e (b),
o(t) = cos(2t), enquanto pu(t) = sin(3t) em (a), e u(t) = cos(3t) em (b). As equagoes
simuladas sdo: dX (t) = sin(3t)dt+cos(2t)dW (t) para a simulacao (a), dX (t) = cos(3t)dt+
cos(2t)dW (t) para a simulacao (b).
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Figura 4: Movimento Browniano: Xy, = 5. (a) u(t) = sin(3t), o(t) = cos(2t) com 10
trajetérias geradas; (b) wu(t) = cos(3t), o(t) = cos(2t) com 10 trajetérias geradas.

Uma generalizacao interessante do Movimento Browniano é o Processo de Ito:

2.2.3 Processo de Ito

Seja X um processo estocastico, entao diz-se que X é um Processo de Ito se X satisfaz

a seguinte equacao diferencial estocéstica:

(2.13)

AX (1) = (X (1), O)dt + o(X (), )dW (1)
X(0) = X,

em que p(X(t),t) é chamado de drift e o(X(t),t) de volatility.
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A grande vantagem do Processo de Ito, frente ao Movimento Browniano, é poder
ser mais genérico, de modo que fenomenos, nos quais o drift e a volatility variam com o

processo X (), possam ser modelados por este processo.

Como aplicacao do Processo de Ito, é estudado um exemplo no qual a volatilidade

o(X(t),t) tende a zero quando t — 400, isto é,

lim o(X(t),t) =0

t—o00

Tal exemplo tem uma grande aplicabilidade quando o processo estocastico no infinito

apresenta aleatoriedade pequena.

2.2.3.1 Primeiro exemplo

Seja X um processo estocastico governado por um Processo de Ito, cujo drift é dado

por (X (t),t) = X(1 — X) e cuja volatilidade é dada por o(X(t),t) = 1. Assim, o

modelo de processo a ser simulado sera:

{ dX(t) = X(1 - X)dt + 478 (2.14)
X(0) =X,

A figura 5| apresenta o resultado das simulagoes para Xy = 2. Perceba-se que quanto

maior o valor de t, menor é a aleatoriedade apresentada pela trajetoria simulada.

Figura 5: Realizagoes do processo dX (t) = X (1 — X)dt + dlmig) com Xy = 2. (a) com 1

trajetéria gerada; (b) com 3 trajetérias geradas; (c¢) com 10 trajetérias geradas.

A figura [6] apresenta o resultado das simulagoes para X, sendo diferentes valores de
posicao de equilibrio da EDO correspondente, isto é, valores de Xy que sao solugoes da
equacao u(X,t) = 0. Perceba-se que o desvio de X das posi¢oes de X para tempos
pequenos dependem exclusivamente do termo aleatdrio, isto é, de o(X,t)dW (t). Além
disso, como se analisa 0 mesmo modelo, percebe-se que a aleatoriedade do processo diminui

com o tempo.
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Figura 6: Realizagoes do processo dX(t) = X (1 — X)dt + dﬁg). (a) com Xg =1el
trajetoria gerada; (b) com Xy = 1 e 3 trajetérias geradas; (c) com Xy = 0 e 1 trajetéria

gerada.

Por ltimo, analisa-se o caso em que Xy = 0, 5, valor entre as duas raizes de u(X,t) =

0. A figura [7] mostra os resultados de duas simulagoes.

03

Figura 7: Realizagoes do processo dX(t) = X (1 — X)dt + dIV_VFg) com Xy = 0,5. (a) com

1 trajetéria gerada; (b) com 3 trajetdrias geradas.

2.2.3.2 Segundo exemplo

Agora, considere um exemplo que troca o drift e a volatilidade com o 1ltimo exemplo,

1
142

isto é, agora u(X,t) = e o(X,t) = X(1—X), logo o o processo a ser simulado é:

1442

{ dX (t) = 125 + X (1 — X)dW (t) (2.15)
X(0) =Xy

A figura [§| apresenta o resultado de 2 simulagoes para Xg = 2. Note que para valores
pequenos de t, X é bastante influenciado pelo drift, enquanto que para valores grandes
de t, o drift contribui pouco com a variacao de X. Logo, se X atingiu valores proximos
de 1, a volatilidade fica muito baixa, ou seja, proxima de zero, e consequentemente a

aleatoriedade das trajetorias tende a ficar pequena.
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Figura 8: Realizagoes do processo dX (t) = L&, + X(1 — X)dW (t) com Xy = 2. (a) com

1+2
1 trajetéria gerada; (b) com 3 trajetdrias geradas.

A figura [9] apresenta o resultado de 2 simulagées para X, = 0,5. Perceba-se que
para valores pequenos de t, o drift contribui com inclinagoes acentuadas que tendem a
se aproximar de zero para t — 400. Note que na primeira simulagao, o processo X se
aproximou de 0, o que fez com que o(X,t) = X(1 — X) ~ 0 e como o drift foi ficando
cada vez menor, o processo X se aproximou da solucao estacionaria, com um erro cada

vez 1menor.

Figura 9: Realizacdes do processo dX (t) = %45 + X(1 — X)dW(t) com X, = 0,5. (a)

1+2
com 1 trajetéria gerada; (b) com 3 trajetdrias geradas.

A figura [10| apresenta o resultado de 2 simulagoes para X, = 0. Perceba-se que para
valores pequenos de t, o drift contribui com uma elevada inclinacao e a medida que para
essas duas simulacoes, X se aproxima de 1, a contribuicao da volatilidade sobre o fenomeno

aleatorio fica bem pequena, o que caracteriza uma solucao préxima da estaciondria.
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Figura 10: Realizagoes do processo dX (t) = %, + X (1 — X)dW (t) com X, = 0. (a) com

1+e2
1 trajetéria gerada; (b) com 3 trajetdrias geradas.

Um caso particular de processo de It6 é o Movimento Browniano Geométrico:

2.2.4 Movimento Browniano Geométrico

Seja S um processo estocastico, entao diz-se que S é um Movimento Browniano

Geométrico se S satisfaz a seguinte equacao diferencial estocastica:

(2.16)

O caso, em que u(t) e o(t) sdo constantes, é¢ conhecido como Modelo Cldssico de
Black-Scholes, que modela o comportamento do prego de um ativo S(-) com a risk free

rate p e a volatility o.

2.2.4.1 Foérmula analitica

Resolvendo o caso u(t) e o(t) constantes:

dS = pSdt SdW (t
psdt + o SAw(t) (2.17)
S(0) = Sp
Pela Férmula de It6, considerando dX = dW = F =0 e G = 1, basta que:
9S
= =05
e 218
o tager = 1S
A primeira equagao implica
S =e7". Cl (t)

2SS 9 [0S )
w—%@)—"s
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Substituindo o resultado na segunda equacao:

1 12

Para a condigao inicial S(0) = Sy e como S = e’V - Cy(t) e W(0) = 0, tem-se que:

S(t) = Spe”W W+ (n=go%)t (2.19)

2.2.4.2 Equacao Diferencial de Black-Scholes

Seja C' = C(S(t),t) o prego de uma opgao sobre um ativo financeiro (uma agao, por

exemplo) que satisfaz a seguinte equacao diferencial estocdastica:
dS = pSdt + o SdW

isto é, o prego do ativo ¢ um Movimento Browniano Geométrico. Pela Férmula de Ito,

oC  9C 1 ,,0°C oC
A0 = (& 4 s 4~ o282 dt +0S22d
¢ <8t+383 5352) TG
9C 1 ,,0°C ac
(8t oS 52 )dt dC—%(uSdthanW)
00 1, ,0%C\ oC
(a 7" asz)dt—do 25%°

Construindo um portfélio constituido da opgao e do ativo com uma estratégia de
hedge, a estratégia de hedge ¢ um mecanismo de protecao que visa minimizar o risco
da perda financeira decorrente de uma variagao inesperada no preco da opgao e do seu

ativo-objeto. Assim, o valor do portfélio é dado por:

oC
II:= A - =
C—-AS=C aSS

ac
em que para cada opgao se escolhe o niimero de ativos-objeto A no portfdlio igual a 5.

Logo o retorno esperado para o portfélio em um intervalo de tempo dt é dado por:

oC 0C 1, ,0°C
M=dC - — 262
dll = dC' = 55d5 = <at NPT ) dat

Para uma condi¢ao de nao-arbitragem, é necessario que esse retorno seja dado por uma

taxa livre de risco, isto é,
dIl = rlldt
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em que r é a taxa de retorno livre de risco. Logo,

dIl oC 1 0*C
I = | 2242292
a (at T30 852)

oc 1, ,0°C oC B
BT —|—2US 852—1—7’585—7’0—0 (2.20)

que ¢é conhecida como Equagao Diferencial de Black-Scholes.

Essa ultima deducao apenas exemplifica uma importante aplicacao dessa modelagem
de processos estocésticos no Mercado Financeiro. Cabe ressaltar que o Modelo de Black-

Scholes utiliza-se de varias hipoteses. Podem-se enunciar as principais, conforme [2]:

e O Prego do ativo-objeto S segue um Movimento Browniano Geométrico.

A taxa de juros livre de risco r é conhecida e constante no tempo.

O ativo nao paga dividendos.

O mercado é perfeito.

e A opcao é do tipo europeia, ou seja, o direito oferecido pela opcao sé pode ser

exercido na data de vencimento.

Nao existem condigoes de arbitragem sem risco.

2.2.4.3 Simulagoes

A figura [I1] apresenta o resultado de duas simulacoes para o Movimento Browniano
Geométrico com o drift e a volatilidade constantes. Perceba-se que para uma realizacao do

movimento com um volatilidade o = 0, a realizacao se aproxima da trajetéria exponencial

da equacao diferencial ordinaria dS = pSdt, ou, como de costume: ‘fl—f = uS. Por outro

lado, ao se alterar a volatilidade para ¢ = 0,4, percebe-se um distanciamento entre a

trajetéria exponencial da EDO e a realizacao do movimento.
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Figura 11: Movimento Browniano Geométrico com Sy =1 e p = 0,6 com (a) o = 0; (b)
o=0,4.

Do mesmo modo, a figura [12| mostra duas simulagoes para o movimento para valores
diferentes de volatilidade. Perceba-se que na segunda simulacao, quando a volatilidade
o = 1,5 é maior que o valor da volatilidade da primeira simulacao, em que ¢ = 1, a
aleatoriedade da trajetéria nao foi maior para valores grandes de t. Isso se deve ao fato
de a contribuicao estocastica do modelo, que é dada por o SdW, ficar menor com o passar
do tempo justamente por causa dos valores que S foi tomando. Note que os valores de
S foram ficando cada vez mais proximos de zero e, por consequéncia, o termo estocastico

o SdW do movimento foi se reduzindo a 0.

10 04

Figura 12: Movimento Browniano Geométrico com Sy =1 e p = 0,6 com (a) o = 1; (b)
o=1,5.

2.2.5 Processo de Ornstein-Uhlenbeck

Um Modelo muito conhecido em Econometria, utilizado frequentemente para modelar
a curva de juros, é o Modelo de Vasicek. Ele considera uma caracteristica de a Curva de
Juros no longo prazo retornar a um valor médio. O Modelo de Vasicek é também conhecido

como Processo de Ornstein- Uhlenbeck.

Seja X um processo estocastico, entao diz-se que X é um Processo de Ornstein-
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Uhlenbeck se X satisfaz a seguinte equacao diferencial estocéstica:

(2.21)

dX(t) = 0(pn — X (t))dt + o(t)dW(t)
X(0) = X,

em que Xy é o valor inicial, 6 é o speed of mean reversion, p é o long-running mean e o é

a volatilidade.

De fato, tal modelo considera uma reversao a média, como pode ser verificado resolvendo-

se a equacao diferencial ordinaria referente ao processo:

EROL — 0(u — E[X(1)])
X(0) =X,

por separacao de variaveis,
BIX(1)] = o — (11— Xo)e ™" (2.22)

Isso significa que
lim E[X ()] = u

t—00
que é a média historica do processo. Assim, no longo prazo o modelo recupera o retorno

a média do processo X.

2.2.5.1 Simulagoes

O Processo de Ornstein-Uhlenbeck é aproveitado aqui para se analisar a sensibilidade
do processo frente a variagoes na volatilidade o(t), quando esta é constante. A figura
mostra o resultado da realizacao de trés processos, que diferem entre si pelo valor da
volatilidade. A primeira simulacao mostra a realizacao dos processos, cujas volatilidades
sao dadas por o = 0; isto é, um processo deterministico; oo = 0, 1; um processo com uma
volatilidade pequena; e o3 = 0,3; um processo com uma volatilidade maior. Perceba-
se que quanto menor a volatilidade, mais proxima a trajetéria estocdstica tende a estar
de uma trajetéria deterministica. A segunda simulacdo também aborda este ponto, ao
considerar trés processos com volatilidades o1 = 0, 05 = 0,01 e 03 = 0, 1. Percebendo-se
isso, é possivel induzir a modelagem de fendmenos, sempre com uma parte aleatéria, que

pode ser tao pequena quanto se queira. Isso é usado nas proximas secoes.
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Figura 13: Processo de Ornstein-Uhlenbeck com Xy = 0,5, u = 1 e # = 1. (a) com

01=0,00=0,1e03=0,3; (b) como; =0,0,=0,01e03=0,1.

A figura[14] aborda o mesmo ponto, quando se compara um processo estocéstico, cuja
realizacao é dada apenas por um fenémeno aleatério, isto é, u(X,t) =0 e o = 0,5; com

uma solucao estacionaria deterministica.

g WA
VW [V\/ Y

0

Figura 14: Processo de Ornstein-Uhlenbeck com Xg =1, p = 1e 0 =0e o = 0,5

comparado com uma trajetéria estacionaria Xy = 1.

2.2.6 Processo CIR - Cox, Ingersoll e Ross

Segundo , um dos problemas do Processo de Ornstein-Uhlenbeck é que as taxas de
juros nominais podem se tornar negativas. Qutro problema é que a volatilidade da taxa de
juros é constante, diferentemente dos dados reais. Assim, um modelo que procura corrigir
o problema da volatilidade e das taxas negativas, mantendo a tendéncia de reversao a

média, é o modelo desenvolvido em 1985 por Cox, Ingersoll e Ross.

Seja X um processo estocastico, entao diz-se que X é um Processo CIR - Cox, Inger-

soll, and Ross se X satisfaz a seguinte equacao diferencial estocastica:

{ dX(t) = k(0 — X (8))dt + o/X ([£)dW (t)

X(0) - X, (2.23)
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em que Xg é o valor inicial, k é o speed of mean reversion, 6 é o long-running mean e o é

a volatilidade.

Aproveita-se o Processo CIR para abordar um novo ponto interessante em simulacoes
estocdsticas, estimacao de parametros estatisticos, via Simulagoes Monte Carlo. Um
esboco do que pode ser feito é ilustrado nesta secao. A figura [15| mostra trés simulacoes
do processo, nas quais se podem gerar inimeras trajetorias, permitindo induzir o valor
esperado, a variancia e um intervalo de confianca para a média, por exemplo. Perceba-se
que na primeira simulacao, a simulac¢do (a), apenas uma trajetéria foi simulada; em (b),
trés trajetorias foram realizadas; enquanto que em (c), 10 trajetérias foram simuladas.
Assim, é possivel ver graficamente onde mais provavelmente estda o valor que X assume

para um instante de tempo ¢.

Figura 15: Processo CIR com Xy =0, Kk = 1,0 =1 e o = 0,5. (a) com 1 trajetéria

gerada; (b) com 3 trajetérias geradas; (¢) com 10 trajetérias geradas.

Por outro lado, apenas interpretando melhor este processo, é possivel ver na figura
a resposta a alteracao do parametro 6 na simulacao. Perceba-se que alterando o valor

de 6 de 2 para 1, a média histérica da trajetoria foi reduzida.

Figura 16: Processo CIR com Xy =0,x=1e o =1. (a) com § =2; (b) com 6 = 1.

A resposta a alteracao de 0 pode ser vista melhor, simulando-se varias trajetorias,

como verificado na figura[17} Perceba-se que a média histérica foi reduzida, reduzindo-se
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o valor de 6.

Figura 17: Processo CIR com Xy =0, k = 1 e o = 1. (a) com § = 2 e 3 trajetérias

geradas; (b) com 6 = 1 e 10 trajetérias geradas.

2.2.7 Aplicacao em Engenharia Quimica

Como aplicacao dos processos estocasticos vistos no Maple, em especial o Processo
de Ito, um exemplo de aplicacao em Engenharia Quimica serd estudado: um exemplo
de DBO, demanda bioquimica de oxigénio, reportado em . A demanda bioquimica de
oxigenio é a quantidade de oxigénio consumida na degradacao da matéria organica no

meio aquatico por processos biologicos, sendo expresso em miligramas por litro.

Para isso, seja t uma pseudo-variavel para a distancia percorrida em um corrego, isso
é feito, considerando-se a velocidade de escoamento constante. A DOB By, mg/L, satisfaz
a seguinte a equagao diferencial ordinaria:

dB

% = —KlB + s1 (224)

em que K é a velocidade especifica de reagao, em dia™!, sy, mg/L, é o termo independente
de producao ou consumo ao longo do corrego.

A modelagem estocastica de demanda bioquimica é dada, considerando-se uma aleato-
riedade na velocidade especifica de reacao K, sendo considerada normalmente distribuida
com média K e variancia o2K?. Assim, a equagao diferencial estocdstica de BOD, na

interpretacao de uma SDE de Stratonovitz, é dada pela equagao:
dBt = (81 - Bt.f(l)dt - aBt.f(lth (225)

em que W; é um processo de Wiener. Por outro, a simulacao deste problema usaréd a

equacao estocastica na forma de It6 que é dada por:

_ 1 .- =
dBt = (81 — BtKl + EO-QK%Bt) dt - GBtKldM/t (226)
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A simulagao aplicando o software Maple pode entao ser feita, empregando-se o co-

mando referente ao Processo de Ito, considerando-se as seguintes adequacoes:

(X (t),t) = s1 — BiKy + 302 KB, (2.27)
o(X(t),t) = —0B: K,

2.2.7.1 Resultados

A andlise do modelo via variagao de parametros e condicoes iniciais segue os seguintes
passos. Primeiramente, analisa-se o estado estacionario da parte deterministica da SDE,
de modo que:

% L 50
S1 —BtKl +§O' KlBt =0=
S1

BS—_— "t
t 1 92772
K, - 10?K?

(2.28)

é o ponto de equilibrio da parte deterministica do modelo. Se a condigao inicial B;(0)
for igual a By, a evolugao de uma trajetéria do modelo sera dada, para o instante ¢t = 0,
apenas pelo termo aleatério da SDE. Porém, a medida que o termo aleatorio altera o
valor de B;, a parte deterministica se torna diferente de 0, o que faz com que a evolugao
da trajetéria seja dada novamente pelos termos deterministico e estocastico. Tal analise
é fundamental, pois mostra uma diferenca importante entre as evolucoes de trajetérias
para uma EDO e para uma EDE. Além disso, analisando que o ponto de equilibrio B} é
estavel, o que fisicamente corresponde ao alcance de um equilibrio de demanda bioquimica
de oxigénio, espera-se que a evolugao de uma trajetoria da EDE nao va se distanciar tanto

de B} no infinito.

A figura mostra o resultado de trés simulacoes, nas quais se considerou o valor
de By(0) =~ B;. Embora nao seja facil perceber, mas cabe ressaltar novamente que a
evolugao de B; é dada preponderantemente pela parte aleatéria inicialmente, mas depois
se torna dependente também da parte deterministica. A terceira simulagao, simulacao
(c), foi realizada em uma janela maior de tempo, para mostrar que as trajetérias da EDE

permanecem proximas de Bj.
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Figura 18: Problema da DBO com B;(0) = 1,005, s, =1, K; =1 e o =0,1. (a) com 1

trajetéria gerada; (b) com 3 trajetérias geradas; (¢) com 3 trajetérias geradas até ¢ = 100.

Além disso, a solugao pode apresentar carater estocastico ou nao conforme se escolhem
os valores dos parametros. Por exemplo, escolhendo o = 0 ou K; = 0, a trajetéria nao

apresentara carater estocastico, sendo portanto determinada pela parte nao aleatéria da
SDE.

Figura 19: Problema da DBO. (a) B;(0) = 2, s; = 1, K; = 1 e 0 = 0; (b) B;(0) = 2,
si=1,K;=0e0=0,1; (c) B(0) =10, 8, = -1, K; =0e o =0,1.

A figura mostra o resultado de trés simulacoes nas quais, verifica-se a auséncia
de termo estocastico no resultado da trajetéria. Isso acontece, porque em (a), a volati-
lidade ¢ = 0, caracterizando um decaimento exponencial de DBO; ja em (b) e em (c),
isso acontece porque a velocidade especifica de reacao era nula, sendo, portanto, a DBO
linearmente crescente para o termo fonte s; > 0 e linearmente decrescente para o termo

de consumo s; < 0.
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Figura 20: Problema da DBO: s;

=1, K1 =1e o0 =0.1 com 10 trajetérias realizadas.
(a) B:(0) = 0; (b) B:(0) =0,5; (c) B:(0) =1,5.

A figura mostra o resultado de trés simulagoes nas quais se alterou o valor da
condigao inicial B;(0), replicando 10 realizagoes do processo. Note que em todas elas,
o valor esperado para t = 10 se aproxima de 1. Realizando 10* trajetérias, o software
forneceu um valor esperado para t = 10 de 1.0046 £ 0.0007, para o caso (a); um valor
esperado de 1.0043 £ 0.0007, para o caso (b); e de 1.0054 + 0.0007, para o caso (c). Esses
resultados, obtidos das simulagoes permitem verificar com uma dada probabilidade se o
valor de DBO para um instante de tempo, por exemplo ¢ = 10, ultrapassa um valor limite
critico. Por fim, tal abordagem é muito importante e utilizada em intimeras simulagoes

estocasticas.

2.3 Conclusoes

Obtém-se com o auxilio do Maple um bom conhecimento aplicado sobre processos
estocasticos e equagoes diferenciais estocasticas, que sao construidas a partir de equagoes
diferenciais ordinarias. Varias simulagoes de modelos foram feitas, utilizando o software,
com a estratégia de perceber a sensibilidade do termo aleatério nos modelos, além de fazer
algumas aplicagoes 1teis no Mercado Financeiro e em Engenharia Quimica com o modelo
da DBO. Também, uma formalizacao matematica de alguns principios que fundamentam

a area em estudo foi apresentada, grande parte retirada de [3].

Nos proximos capitulos serao analisados modelos para a dispersao axial estocastica,
implementando um cédigo em MATLAB e analisando os resultados das simulacées. Para
isso, emprega-se o método de Crank-Nicolson estocastico de discretizacao de equagoes
diferenciais e o método de Thomas para resolucao de sistemas lineares tri-diagonais. Ao

final, os modelos sao comparados e recomendacoes de trabalhos futuros sao feitas.



PARTE I1

DISPERSAO AXIAL
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3 MODELAGEM

Neste capitulo sao apresentadas as hipoteses de desenvolvimento dos modelos de dis-

persao axial em estudo.

3.1 Hipoteses

O Modelo de Dispersao Axial sem reacao é aplicado a reatores tubulares para descrever
a concentracao de um tragador, uma espécie que nao reage no meio. Primeiramente,
assume-se como hipotese primaria, um meio fluido continuo, no qual se considera uma
geometria cilindrica. Assume-se que apenas a coordenada axial da geometria interfere nas
variaveis de interesse, sem efeitos radiais, e que a velocidade v é uniforme ao longo da
coordenada axial. A coordenada axial deve representar o comprimento do reator tubular.
Assim, a concentragao do tragador é afetada por um termo convectivo e um termo de
dispersao:
— +v—=D— (3.1)

. . 20, . . , .
em que v% é um termo convectivo, D% ¢ um termo de dispersao, v é a velocidade do

fluido e D é um parametro de dispersao axial.

A presente modelagem analisa o efeito dos dois parametros do modelo: v e D, se cada
um, em separado, for considerado parametro estocastico, com uma componente média: v

ou D; e uma componente flutuante: v ou D’

3.1.1 Modelo 2/

O modelo v’ considera uma flutuacao na velocidade axial do fluido. Assim, propoe-se
um modelo aditivo para a velocidade, de modo que ela possa ser considerada como a soma

entre uma componente média ¥ e uma componente estocastica v’. Assim,

v="0+ (3.2)
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de modo que

oc _ 9*C__9C 90

ot 02 Yoz Yoz
3.1.2 Modelo D'

O modelo D', desenvolvido em [5], por sua vez, considera uma flutuagao no parametro

de dispersao axial. Assumindo um modelo aditivo,
D=D+D (3.4)

obtém-se )
oC — 0<C oC
— =(D+D)— —v—
o~ PHD)5E Ve,

3.2 Adimensionalizacao

Para a obtencao dos modelos a serem simulados, serao empregadas as variaveis adi-
mensionalizadas:

(3.6)

em que L é o comprimento do reator.
t
9:;:_ (3.7)

em que t é o tempo médio de residéncia no reator. E a concentracao adimensionalizada

C—C,
_ v =bo 3.8
V= —a (3.8)

em que Cy é a concentracao inicial ao longo do reator, antes da perturbacao degrau na

entrada, e Cy é a concentracao em estado estacionario.

Definindo-se o nimero de Peclet Pe, que serd empregado nas adimensionalizagoes,

como [5]

P vl taxa de transporte por convecgao
e:=—=

(3.9)

D taxa de transporte por dispersao axial

Adimensionalizam-se os modelos:
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3.2.1 Modelo '

Utilizando-se as variaveis adimensionalizadas e a definicao do nimero de Peclet,

obtém-se: , /
0 10 0 oy v
Y_ (Y _ Y\ _ Y (3.10)
00 Pe0xz? Ox ox v

em que ﬁ% — % ¢é chamada parte deterministica do modelo e %% ¢ chamada parte

estocastica do modelo. A simulagao considera % como um processo de Wiener. Assim,
chamando %’ = JW(H), em que o corresponde a um parametro de "relevancia estocéstica”,
o equivalente em Econometria a uma volatilidade: se ¢ = 0, nao existe estocasticidade no
modelo e quanto maior for o valor de o, maior serd o fendmeno aleatorio. Rearranjando-se

a ultima expressao, obtém-se a equagao diferencial parcial estocéstica:

dy 1% Oy Oy .
90 Peoxt T or T (0 =0 (3.11)

ou, sob outra forma:

1 0%y Oy oy

com as condigoes:

Condigao inicial: [5]

l,sex =0
y(,0=0=4 °F (3.13)
0,se 0 <z <1

y(07) = y(07) g (3.14)
dy(17)
=0 (3.15)

3.2.2 Modelo D'

Utilizando-se as variaveis adimensionalizadas e a definicao do nuimero de Peclet,

obtém-se: , ,
0 10 0 0%y D'
9 _ (Y _ YY),V (3.16)
00 Pe0z? Ox Ox?vlL

em que ﬁ% — % ¢ chamada parte deterministica do modelo e %% ¢é chamada parte es-

tocéstica do modelo. Por outro lado, a parte estocastica sera considerada como a\/@W(Q)



[5]. Assim,
0 1 9% 0 -
- y+ai_0\/§”(9):0

00  Pedax?
ou, sob outra forma:
1 0%y Oy

com as condigoes:
Condicao inicial: [5]

l,sex =0

0,se0<z<1

M%9=®={

y(07) = y(0*) — 16+ dyflgﬂ
dy(17)
dx =0

¢ o modelo a ser simulado.
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(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)
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4 METODOLOGIA

A simulag¢ao dos modelos foi desenvolvida no software MATLAB, empregando-se o
gerador de ntimeros aleatorios normalmente distribuidos do mesmo. Nele, desenvolveram-
se o método de Crank-Nicolson estocastico e o método de Thomas para resolugao de

sistemas tri-diagonais lineares.

4.1 Meétodo de Crank-Nicolson

Para resolucao dos modelos apresentados anteriormente, serd empregado o método de

Crank-Nicolson estocastico, discutido no artigo de [7].

O artigo trata sobre as condicoes de estabilidade do método de Crank-Nicolson apli-

cado a uma EDP estocastica da forma:

ur(z,t) + augy (x,t) + bug(x,t) + cu(z, t) + (dug(z, t) + yu(z, t))W(t) =0 (4.1)

O método de Crank-Nicolson consiste-se em usar a média entre as férmulas de dife-
rengas finitas aplicadas nos pontos (z,t;) e (z,;41). Assim, usam-se as seguintes férmulas

de discretizagao:

Pu_ 1 (o =2+l |l -2l 4l -
ox2 2 (Az)? (As)? .
Ou _1 ulyy — ] N wlt — ™ "
or 2 Ar Ar '
J j+1
‘e % (4.4)
o 1 45
ot At (4.5)
With — Wi
W(t) = "
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em que AW; = WIt! —T¥J é um incremento browniano, satisfazendo as mesmas condigoes
da Definicao 4. Isto é, AW; = VAt - N(0,1).

, . , . . - JHL gt
Convém analisar que a férmula de discretizacao 2% = 1 [ 22 T é uma
ox 2 Az Ax

, . . . , . . ~ 2
formula de primeira ordem em Az, diferentemente da férmula de discretizacao para %.

Uma abordagem comum em um problema de discretizagao como este se caracteriza pela

i i j+1 j+1
ou 1 <U§+1 — Ui, n Ui — uf_l) (4.7)

substituigao

or 2 2A7 INT

de modo que o método seja de segunda ordem em Azx.

O artigo [7] enuncia e prova o seguinte teorema de estabilidade do método:

Teorema 3. (Estabilidade do Método de Crank-Nicolson) O método de Crank-

Nicolson aplicado a equacao

u(2,t) + Qg (x,t) + bug(x,t) + cu(z, t) + (dug(z,t) + yu(z, t))W(t) =0

¢ estavel em erro quadrdtico médio com rela¢do & norma |.|s, norma do mdaximo, com:
(n+1)At =T,2R, + Ry — Rs <0 e Ry = a5 AL, Ry = bAL, Ry = At

2(Azx)27 2Az’ 2

A condicao de estabilidade é empregada nas simulagoes. Escolhendo-se uma malha
computacional (n, + 1) x (n;+ 1), com os indices i (1 <i<mn,+1)ej (1 <j<m +1)
sendo associados a x e t, respectivamente, o ponto u(z;,t;) serd denotado por uf . Assim,

as condicoes de contorno discretizadas sao dadas por: [5]

1 ,
1| uf — 7=1 4.8
[PeAx * } 1T PeAr (4:8)
1 1
— _A.IUZZI + _Aacui“”“ =0 (4.9)

para 1 < j <n;+ 1. E a condigao inicial é dada por:

uj =1, parai=1ewu; =0, parai# 1. (4.10)

4.1.1 Modelo ¢/

Aplicando o método ao modelo, obtém-se:

L
Con L g T o )+l + ] +
At 2Pe (Ax)

U
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1
2Az

J J j+1 j+1 g J J j+1 j+1 _
[uiﬂ—ui—l—uiﬂ—ui ]+2A$At[ui+1_ui+ui+1_ui ]AV[@-—O

Desse modo, os pontos internos na malha satisfazem a seguinte equagao rearranjada:

j 1 ; 1 1 o AW,
g+ - J+i| _ _ j
i [ 2Pe (A:U)Ql T {At * Pe(Az)?  2Ax 2AJ;At1
- 1 1 o AW - 1
7+1 . j )
ot { 2Pe(Ax) | 2Ax T QA:L"AJ i [2Pe(m~)2} *

J
i

+

; N
up | —— — 5 +

ui+1 |:2Pe (A{[)2 B 2A£C B QAZL'At
paral <i<n,el <j<mn,.

Na forma matricial, constroi-se para cada 1 < j < n; o sistema

by ¢, 00 ... 00 0 0 wlt! 1

b ¢0..00 0 0 uj ! d}

. .

a bc ...00 0 0 ul’ &,
SR N (1)
0000 ..ab ¢ 0 utt @,

0000 ...0a b c uit! d,,
(00000 ... 00 aner buwr | | | | &y
em que
1 1 1 1 1 o AW,
bl = [PeAz + 1}7 1 = T PeAzx’ b= |:E + Pe(A:v)2 T 2Ax 2A1A]t:|’
. 1 1 o AW, _ 1
= [_W oAz T 2Aa:Ajt:|’ a= [_ 2Pe(Ax)2]’
. ) 1 i1 1 1 o AW; j 1 1 o AW;
di =u;_, |:2P_6(Az)2] i [E T Pe(aey? T T m} Ui [W e m]
j+1

e cuja solucao é dada pelo Método de Thomas. Se w > 1, emprega-se a seguinte

condigao [5]

u/™ < min [1 ujﬂ}

)
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Aplicando o método ao modelo, obtém-se:

j+1 {_ At At

UL 2Pe(Az)? 4Ax]

: At At |
ult [— +

L 2Pe(Az)? 4Az)

. At o
Wl — = |

7 |: P€ (A:E)2:| i+1

paral<i<ng,el <j<ny.

' Pe (Ax)?
At At

_ + +
! [QPe (Az)? 4A$}

)
= u;

| 2Pe (Az)?

At At p
+ 4A:J + o/ ul AW,

De modo analogo, para cada 1 < j < ny, constréi-se o sistema

(b ¢, 00 00 0
a b ¢ O 0 0
a b c 0 0
0O 0 0O a b c
0O 0 0O 0 a b
i 0O 0 0O 0 0 an,+1
em que
bl = [PelA:r + 1}’ a1 = PeAa:’ b = |:
_ At At _ At
€= |:_ 2Pe(Am)2 + m}’ a= |:_ 2Pe(Am)2
D A A .
dl = ul_, [ZPG(A{T)Q + ﬁ] + u [1 —

o)

]H + min [1 u]

Pe(Ax)
cuja solugao é dada pelo Método de Thomas. Se u] 1

o ) _ _
0 w)t 1
Jj+1 J
Uy dy
]+1 i
Uz dy
= : (4.12)
Jj+1 J
O 'u’nzfl dnz 1
j+1 j
c u dl
Jj+1 J
bro+r | | Ungi1 | | Dy
At
Pe(Az)? |’

_ At
4Azx |

At

J
2} .—i_uiﬂ [2Pe(Az z T 4Axi| T o\ u] AW; e
> 1, emprega-se a seguinte condigao

j+1}
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Nessa segao, é apresentado o método numérico para resolucao dos sistemas obtidos

com a discretizagao dos modelos. Para o sistema tri-diagonal

(b ¢, 00 ... 0 0 0 0
as by ¢ 0 ... O 0 0 0
0 a3 by ¢c3 ... O 0 0 0
0 0 0 Up—o bp_og Cp_oa 0O
0 O 0 0  ap_1 bp_1 cp-1

00 0 0 ... 0 0 a, by

Define-se, por conveniéncia, a; = ¢, = 0 e definem-se as varidveis auxiliares:

Uy
Uz

us

Up—2
Up—1

Unp

[ —

v bi,seZ—l

P . :
b#,,se2§2§n—1
i~ @iC_q

e

di geq=1

d/_ bi’

P di—a;d’ .
3o .se2<i<n-—1
i~ AiC;_q

Entao a solucao do sistema tri-diagonal é dada por:

dy,
Uy = ‘
{d;—cguiﬂ,sen—lZzZl

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)
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5 RESULTADOS E DISCUSSOES

5.1 Comparacao entre os modelos

Primeiramente, observa-se que a parte deterministica dos dois modelos sao exatamente
iguais a EDP para um tracador em dispersao axial. O que difere os dois modelos é apenas
a forma como se adiciona uma parte aleatéria em ambos. Assim, a primeira andlise a
ser feita é estudar o comportamento de uma solugcao no caso nao-estocastico para assim

poder inferir conclusoes sobre o comportamento de cada modelo em separado.

5.1.1 Solucao da equacao nao-estocastica

A solucao da equagao da dispersao axial nao-estocéstica

é simulada com as mesmas condicoes iniciais e de contorno dos modelos estudados.

A razao de se estudar tal EDP é analisar a tendéncia da concentracao ao longo do
reator e também ao longo do tempo. Dessa forma, serd possivel concluir para quais (z, 6)
as partes deterministicas e estocédsticas dos modelos terao contribui¢oes nao nulas e talvez

inferir sobre a magnitude da contribuicao de cada uma delas.
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Concentragao na saida
i .

o

Pe=10,a=0
0.9r

0.7

0&r

04r

03r

0ar

Figura 21: Concentracao y(t) para = 1 da dispersao axial nao-estocastica.

A figura 2T mostra a solugao do problema, para a condi¢ao de saida do reator, quando
o nimero de Pe = 10 e 0 = 0. Perceba-se que no inicio a concentracao é nula, aumenta e
atinge o estado estacionario em y = 1. Assim, espera-se que para 6 ~ 0, as solucoes dos

dois modelos nao tenham influéncia das partes estocasticas.

A figura 22| por sua vez, mostra curvas de concentragdo y em fungdo de x, para
tempos fixados. Perceba-se na figura que, para tempos menores, as inclinacoes das
curvas y = y(z) sdo maiores que as das curvas para tempos maiores. Isso significa que
%‘ " > %| 1y S€ t; < tg, ou seja, o gradiente de concentragao diminui com o passar do
tempo, de modo que no modelo v’ a relevancia estocéstica também diminuira ao longo do

tempo.



Concentragao ao longo do reator
1 T T T
1 \ \

|
0.9 \

0.8
!
0.7 H '

1
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0.4 | "
| \

0.3

0.2 |
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Figura 22: Perfis de concentracao y(x) para diferentes ¢’s. As linhas representam as
concentragoes y para um mesmo instante de tempo t. Simulagao obtida para Pe = 1000,

n, = 1000 e t; = 1000. Curvas a esquerda representam tempos menores que curvas a
direita.

Ainda na figura , analisando as retas horizontais y(z) = 1, percebe-se que o gradi-
ente gy =
T

0, de modo que, para t — 0o, o modelo v" serd totalmente governado por sua
parte deterministica.

Por outro lado, como o modelo D’ tem a sua parte estocdstica dependente de ,/y,

espera-se que para t pequeno, quando y ~ 0, a parte estocastica serd aproximadamente
nula e a medida que y — 1, a parte estocastica sera cada vez maior. Assim, nessa
simulagao, a concentragao y muito provavelmente nunca atingira um valor estacionario

como no caso deterministico, pois o estado estacionario da parte deterministica, dado por

1 0%y Oy
Peon or (52)

¢ dado para y = 1, quando a parte estocdstica nao esta em estado estacionario, caso que
ocorre somente em /y = 0.

O modelo v/, por sua vez, tem como estado estacionario da parte estocdstica quando
dy
— =0 5.3
e (5.3)
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a0 passo que o estado estacionario da parte deterministica é dado por:

1 02 0

—9Y_9% (5.4)
Pe0x? Ox

Assim, se a parte estocdstica estiver em estado estaciondrio, a parte deterministica também

estara, pois
1 0% 0y

Pedz?  Or

Dessa forma, o modelo v pode nao ser bom para representar flutuacées mesmo em estado

0

estaciondrio.

A seguir, sdo apresentados resultados de simulagoes dos modelos v' e D’.

5.1.2 Simulacao do modelo v’

Concentragdo na saida

_-’/- )
ol
08r r/

0.7r ‘

D6 f

03F |

oo |

Figura 23: Perfil de concentragao y(t) na saida do reator, para uma simula¢ao do modelo

v com Pe =10, 0 = 0.5.
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5.1.3 Simulacao do modelo D’

Concentragao na saida

T e f J\ |"'“'"v"""‘l,.‘f‘1 u‘,—“,u* "",..m. | \
0s} ﬂ I \.ﬂ,\,«mf‘“ l o Py

nar

07r J"

o5 |

04 llﬂ
0.3 I|
0.2 |

0r Il

Figura 24: Perfil de concentragao y(t) na saida do reator, para uma simula¢ao do modelo

D’ com Pe =10, 0 =0.1.

A figura [24] mostra o resultado de uma simulacao da dispersao axial via modelo D',
para uma escolha de Pe = 10 e 0 = 0.1. Perceba-se o carater nao-ergodico do modelo, de

modo que o perfil de concentragao nunca ficara uniforme ao longo do reator, apresentando

sempre uma aleatoriedade.

5.2 Analise de sensibilidade

Nesta secao serao abordados resultados e discussoes sobre analise de sensibilidade

frente aos dois parametros dos modelos: o nimero de Peclet e o termo de relevancia

estocastica o.



5.2.1 Caso nao-estocastico

Concentragao na saida

| 7

Pe=1
Pe=5
Pe=10
Pe =20
Pe =40
Pe =50
Pe =100
Pe =200
Pe = 1000

Figura 25: Perfis de concentracdo y(t) na saida do reator, para diferentes valores do

numero de Peclet no caso nao-estocastico.

o1

A figura mostra a variacao dos perfis de concentragao com o numero de Peclet.

Perceba-se que quanto maior o niimero de Peclet, mais préximo de um degrau unitario em

0 =1 é o perfil de concentracao. Por outro lado, quando menor o Peclet, mais parecida

é a resposta a de um CSTR.

5.2.2 Modelo 7'

Concentragdo na saida

11 e

Pe=05
Pe=2
Pe=10

Figura 26: Perfis de

com o = 0.1.

Concentragdo na saida

Pe=1

Pe=5

Pe=10
Pe =20
Pe =40
Pe =50
Pe =100
Pe =200

concentragao y(t) na saida do reator, para diferentes valores de Pe
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A figura[26) mostra a variagao dos perfis de concentra¢ao com o niimero de Peclet para

o modelo v'. O comportamento com o nimero de Peclet para este modelo se assemelha ao

comportamento do modelo nao-estocastico, sendo que para Pe suficientemente pequeno

a resposta se assemelha a de um CSTR.

Concenti

ragdo na saida

Concentragdo na saida

a=0
==0.05
a=01
=02

Figura 27: Perfis de concentragao y(t) na saida do reator, para diferentes valores de o

com Pe = 10.

Variagoes no o para o modelo v’ nao implica em grandes desvios dos casos deter-

ministicos, como se pode verificar na figura 27, Como complemento, simula-se o modelo

para varios ¢’s diferentes na figura

Concen

tragdo na saida

ir L e———
o " o
A = =0
081 / o/ =005
/] a=01
08 ——s=02
——— =04
071 a=1
0.6
Fosr
0.4
0.3
0.2t
01
D 1 1 1 1 1 ]
0 15 2 25 35 45 5

Figura 28: Perfis de concentragao y(t) na saida do reator, para diferentes valores de o

com Pe = 10.
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5.2.3 Modelo D’

Concentragdo na saida
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Figura 29: Perfis de concentragao y(t) na saida do reator, para diferentes valores de Pe

com o = 0.1.

O numero de Peclet influencia apenas a parte deterministica do modelo, pela figura
percebe-se que o nimero de Peclet apenas interfere na inclinagao da curva y = y(t),

de modo que a medida que Pe cresce, a inclinacao cresce.

Concentragdo na saida Concentragdo na saida

1r P e T TN Tand sy e 1r v 7 "
1“~.wwﬂ=‘“ “'w‘,!r\’ v "‘*”‘uw.‘ vV \_/ Y i'r‘%-"’\‘ il = ™ 4 Nf.ﬁ pf’
| \y AT N[ W
0.9 / A "W‘WU | W
osf | y/
[ / [ f Wy f
|
orp |
| o/
06f | =008 v
Tosf J
04 ‘ =0
| =005
03fF | a=01
| 2=02
0z |
|
i
01|
|
oL . . ) . . . ,
0 5 10 15 35 4 45 5

Figura 30: Perfis de concentragao y(t) na saida do reator, para diferentes valores de o

com Pe = 10.

Ja o o interfere basicamente a parte estocéstica do modelo, conforme pode ser verifi-

cado na figura

5.3 Regioes de confianca

Nesta secao serao apresentadas, via analise grafica, as regioes mais provaveis, nas

quais um dado experimental pode estar. Tal analise se baseia em simular inimeras vezes
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os modelos estocdsticos e plotar os resultados em uma mesma figura. A seguir, sao

apresentados resultados para 3 e 50 simulagoes dos modelos.

5.3.1 Modelo 7'

Concentragdo na saida - Concentragdo na saida

Figura 31: Perfis de concentracdo y(t) na saida do reator, para Pe = 10, ¢ = 0.2. (a)

com 3 simulagoes; (b) com 50 simulagoes.

Desvios de y = 1, para 6 suficientemente grande, nao sao capturados pelo modelo v/,

a0 passo que para o

5.3.2 Modelo D’

Cnn nentra;an na salda

09l '"I 0.9

Concentragao na saida
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Figura 32: Perfis de concentragao y(t) na saida do reator, para Pe = 10, 0 = 0.1. (a)

com 3 simulagoes; (b) com 50 simulagoes.

esses desvios sao capturados.
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CONCLUSAO

A seguir sao listadas as principais conclusoes do trabalho:

A parte estocdstica tanto do modelo D’ quanto do modelo CIR de 1985 para as

taxas de juros sao iguais.

O modelo D’, na sua forma adimensionalizada, pode ser obtido tanto por flutuacoes
na velocidade quanto no parametro de dispersao axial, desde que se faca a hipotese

adequada.
O modelo D’ representa melhor o fenémeno estocéstico em estado estacionario.

O modelo v’ foi simulado sem aplicacao de nenhuma hipétese sob a forma do gradi-

oy
ente B

A construcao dos modelos poderiam ter sido feitas, sem assumir flutuacao nos
parametros, sendo o modelo estocédstico dado pela parte deterministica, cuja forma
¢ conhecida como o modelo deterministico convencional, e uma parte estocastica,

cujo parametro de volatilidade o pode vir a ser estimado com dados experimentais.

Incluir o fenomeno estocastico no parametro que ja engloba, como de costume na
literatura, as nao idealidades do reator é uma passagem sutil que pode ser caracte-

rizada como um ajuste fino para representacao dos dados experimentais.

Os resultados das simulacoes do modelo v" podem, em trabalhos futuros, ser con-

frontados com argumentos de turbuléncia.
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ANEXO A - METODO DE MONTE
CARLO

O procedimento desenvolvido para determinacao das regides de confianga na parte de
resultados é uma forma simplificada dos métodos classicos de simulagao Monte Carlo, nos
quais se geram inumeras variaveis aleatérias identicamente distribuidas e independentes,
obtendo-se um valor médio a partir dos dados simulados e um intervalo de confianca para
a média da varidvel y(t).

Sejam Y (t), Ya(t),..., Y, (t) varidveis aleatérias, independentes e identicamente dis-

2

tribuidas, com média ¥y, e variancia o7, oriundas de n simulagdes para y(t). Para cada

tempo t o valor médio esperado das simulagoes é definido como:
_ 1 —
V()= -3 Vi) (A1)
i=1

e a variancia amostral como:

SUP = —— 37 (i) - Y1) (A2)

Pelo Teorema Central do Limite, Y ~ N (yt, %), para n — oo, de modo que é possivel

construir intervalos de confianga para y; [13]:

e Em caso de a variancia o? nao ser conhecida, o intervalo de confianga para y; a um

nivel de confianca 1 — a é:

1Ci0) = [F(0) = ton 22,7 () 4 s> (A3)

em que to/2 € tal que P [T < ta/g] =1—-a/2, com T ~ t, 1 é a distribuicao t-Student

com n — 1 graus de liberdade.

e Em caso de a variancia o ser conhecida, o intervalo de confianca para y; a um nivel

de confianga 1 — « é:
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IC(y; ) = |V (1) - za/g%,m) + zm% (A.4)

em que 2,2 ¢ tal que P [Z < Za/g] =1—-a/2, Z ~N(0,1).

Em ambos os casos, a probabilidade de y; € IC(y;;a) é de 1 — . O algoritmo de

Monte Carlo pode ser enunciado do seguinte modo [8]:

Algoritmo 1. (Algoritmo de Monte Carlo)

o Gerar Yi(t), Ys(t),..., Yo(t) identicamente distribuidas e independentes com média

A . 2
Yy € variancia oy .

e Calcular o valor médio Y (t) e o intervalo de confianca 1C(ys; ).



