UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
Instituto de Fisica de Sao Carlos
Trabalho de Conclusao de Curso

Uma Formulacao da Mecanica (Quantica na
Geometria de Kahler

Renato da Silva Alves de Oliveira

Trabalho de conclusdo de curso apresentado
ao Instituto de Fisica de Sao Carlos da Uni-
versidade de Sdo Paulo para obtencdo do ti-
tulo de Bacharel em Fisica com habilitacdo
Teorico-Ezxperimental.  Orientador:  Prof.
Fernando Manfio - Instituto de Ciéncias Ma-
temdticas e de Computagdo

Sao Carlos - SP
2025



AUTORIZO A REPRODUCAO E DIVULGACAO TOTAL OU PARCIAL DESTE
TRABALHO, POR QUALQUER MEIO CONVENCIONAL OU ELETRONICO
PARA FINS DE ESTUDO E PESQUISA, DESDE QUE CITADA A FONTE.



Resumo

Este trabalho apresenta uma formulacao geométrica da mecanica quantica baseada na es-
trutura de Kahler do espago projetivo de Hilbert. Partindo dos fundamentos da geometria
riemanniana e simplética, mostra-se que o espaco de estados quanticos pode ser interpre-
tado como uma variedade de Kéhler, na qual a métrica, a forma simplética e a estrutura
complexa coexistem de modo compativel. Nessa perspectiva, a equacao de Schrodinger
é reinterpretada como um fluxo hamiltoniano no espago projetivo, e as probabilidades
de transicao entre estados sao descritas em termos de distdncias geodésicas. Além disso,
o postulado de colapso e o principio da incerteza de Heisenberg emergem naturalmente
como propriedades diferenciais e métricas desse espaco. Essa abordagem unifica a me-
canica quantica e a geometria diferencial em um mesmo formalismo, evidenciando que a
quantizacao nao é uma imposicao externa a fisica classica, mas o desdobramento natural
de uma geometria intrinsecamente complexa e simplética. O formalismo desenvolvido
oferece ainda uma base conceitual solida para extensoes em teorias de quantizacao geo-
métrica, coerente e em campos quanticos sobre variedades curvas.

Palavras-chave: Geometria Diferencial. Geometria Simplética. Geometria de Kéhler.
Espaco de Hilbert. Mecanica Quantica.



1 Introducao

Derivada do grego geo—metria, nasceu como tentativa de traduzir o mundo em me-
dida, proporc¢ao e relagao, proporcionando uma linguagem em que a ordem da natureza
se tornava compreensivel ao pensamento. Seguindo esse legado, a geometria diferencial
constitui o alicerce conceitual sobre o qual repousa grande parte da fisica contempora-
nea. Desde a formulagao da relatividade geral, tornou-se claro que as leis fundamentais
da natureza podem ser expressas como propriedades geométricas de espagos dotados de
estruturas localmente lineares e independentes de coordenadas. Essa mesma linguagem
revelou-se indispensavel nas abordagens modernas da teoria quéantica de campos, suge-
rindo que a geometrizagdo nao é apenas um recurso matematico, mas uma tendéncia
profunda na formulagao da fisica.

Neste trabalho, propoe-se aplicar tal perspectiva a mecanica quantica, reconstruindo-
a a partir da geometria de Kéhler. O espago projetivo de Hilbert é entao interpretado como
uma variedade de Kéhler, onde a métrica, a forma simplética e a estrutura complexa se
articulam em uma tripla compativel capaz de reproduzir todo o comportamento quantico.
Nesse cendrio, a evolugao temporal surge como um fluxo hamiltoniano, as probabilidades
sao expressas em termos de distancias geodésicas e o postulado de colapso adquire for-
mulacao puramente geométrica. Essa visao nao apenas unifica os aspectos algébricos e
analiticos da teoria, mas revela o espaco de estados como um objeto matematico dotado
de significado fisico intrinseco, ou ainda, um dominio em que a mecénica quantica deixa
de ser vista como uma abstracao formal e passa a integrar, de modo natural, o projeto
mais amplo de compreender a fisica como expressao da geometria.

2 Geometria Riemanniana

A geometria riemanniana, usufruindo da definicdo de métrica, realiza-se ao importar
coerentemente a ideia de um produto interno em R™ para todos os espagos vetoriais
tangentes, o que torna possivel generalizar a medicao de normas e angulos de vetores,
possibilitando a emergéncia de objetos mateméticos indispensaveis.

Definicao 2.1: Em uma variedade suave M, um tensor métrico g : X(M) x X(M) —
§(M) é um campo tensorial de rank (0,2) que obedece as seguintes propriedades:

o Simétrico: Dados dois campos vetoriais U,V € X(M), vale que g(U, V) = g(V,U);

« Nao Degenerado: Sendo g” : T,M x T,M — R a restricao da métrica em p € M,
se gP(w,u) = 0 para todo v € T,M, temos obrigatoriamente que w = 0;

« Positivamente Definido: Para todo p € M e u € T,,M nao nulo, g”(u,u) > 0.

Defini¢ao 2.2: Uma variedade riemanniana (M, ¢g) consiste em uma variedade suave M
e um tensor métrico g sobre ela definido.

Definicao 2.3: Sejam (M, gn) e (N, gy) duas variedades riemannianas, um difeomor-
fismo ¢ : M — N é dito uma isometria se preserva a métrica, isto é ¢*(gy) = gm. Se
existe uma isometria entre duas variedades, elas sao ditas isométricas.



2.1 Conexao e Geodésicas

Ao estabelecer derivagoes de campos vetoriais na geometria riemanniana, a métrica
desempenha um papel fundamental, permitindo a definicao de um operador de derivacao
unico a ela associado.

Defini¢ao 2.4: Uma conexao D sobre uma variedade suave M é uma fungao D : X(M) x
X(M) — X(M) que obedece:

o §(M)-linearidade: Dy W é F(M)-linear no argumento V;

o R-linearidade: Dy W é R-linear no argumento W;

« Propriedade de Leibniz: Dy (fW) = V(f)W + fDyW para f € F(M).
Chamamos Dy W de derivada covariante de W com respeito a V' para a conexao D.

Teorema 2.5: Em uma variedade riemanniana (M, g), existe uma tnica conexao V cha-
mada de conexao de Levi-Civita que cumpre as seguintes propriedades:

« Livre de torgao: O colchete de Lie segue [V, W] =V V -V, W VU,V € X(M);
o Compativel com a Métrica: Vg = 0 para todo V € X(M).

Definigao 2.6: Em um sistema de coordenadas (z!,...,2") : % € M — R"™ sobre uma
vizinhanga de uma variedade riemanniana M, indicamos por simbolos de Christoffel F%
as fungoes que obedecem a:

Z YOk

Proposicao 2.7: Em uma variedade riemanniana (M, g), sobre um sistema de coorde-
nadas (z',..,2") : 4 C M — R", dado V € X(M), podemos expressar a derivada
covariante e os simbolos de Christoffel respectivamente por:

V(S V) = TG + SV T = 3 g Y Sy
J

oxt oxJ ox™

Definic¢ao 2.8: Uma geodésica em (M, g) é uma curva suave v : [0, 1] — M cuja derivada
covariante ao longo de si mesma se anula, isto ¢, V44 = 0.

Definicao 2.9: Dada uma geodésica v : I — M entre pontos p,q € M, sua distancia é

definida como:
= [ Vo050 de

Defini¢ao 2.10: Se I' = { € C*°([0,1], M) | v(0) = p, v(1) = ¢} é o conjunto de todas
as geodésicas entre p,q € (M), a distdncia geodésica minima entre esses pontos é

o(p,q) = inf o(v)

yel



2.2 Campos de Killing

Finalizamos esta se¢cao abordando um género especifico de campos vetoriais, os quais
se demonstrarao tteis no formalismo geométrico da mecanica quantica.

Proposigao 2.11: Dado um campo vetorial X € X(M) e um tensor covariante de se-
gunda ordem A € T9, entdo:

1o,
LxA = lim=[4;(4) - 4]

Sendo Lx a derivada de Lie, ¥, o fluxo e 1} seu pushforward associados ao campo X.

Definigcao 2.12: Em uma variedade riemanniana M, um campo de Killing é um campo
vetorial X € X(M) que obedece a Lxg = 0.

Proposicao 2.13: As seguintes colocagdes sao equivalentes:
e X é um campo de Killing, ou seja, Lxg =0
« X(VW) = (X, V], W) +(V.[X,W]), VV.W € X(M)
o (Vy X, W)+ (VyX,V)=0, VYV,IWeX(M)

Proposigao 2.14: Um campo vetorial X € X (M) é de Killing se e somente se o0s estiagios
1y de todos os seus fluxos locais sao isometrias.

3 Geometria Simplética

A teoria simplética é a linguagem natural para sistematizar geometricamente a me-
canica classica. Sob essa perspectiva, o formalismo hamiltoniano, outrora o cenario usual
para a elaboracao de problemas mecanicos, cede lugar a uma abstracao ainda mais ele-
gante, isto é, a associacao, por meio da forma simplética, de fungoes suaves com campos
vetoriais suaves, os quais podem vir a descrever a evolucao de sistemas fisicos.

Definicao 3.1: Em um espaco vetorial m-dimensional real V', chamamos 2: V xV — R
de aplicagdo simplética se é bilinear, antissimétrica, ou seja, Q(u,v) = —Q(v,u) para
todos u,v € V, e ndo degenerada, em outras palavras, Q(u,v) =0,Vv € V leva a u = 0.

Proposicao 3.2: Podemos sempre encontrar uma base ey, ..., €,, fi,..., f, dita simplética
para (£2,V) de modo que (e;,e;) = 0 = Q(fi, fj) e Q(e;, f;) = 0;;. Nessa base, Q pode

ser reapresentada matricialmente por:

o = ][ 9] |

Portanto, temos que dim (V') = 2n. Assim, conclui-se que espagos simpléticos tém sempre
dimensao par como fruto da aplicacao simplética ser nao degenerada.

Definigao 3.3: Em uma variedade suave M, uma 2-forma w € Q?(M) é simplética se a
restri¢ao w|, : T,M x T,M — R é uma aplicagdao simplética para todo p € M e se dw = 0.



Defini¢ao 3.4: Um conjunto (M,w) é chamado de variedade simplética. Em particular,
pelo visto anteriormente, dim(M) = dim(7,M) ¢é par.

Defini¢ao 3.5: Sejam (M,w) e (M’,w’) duas variedades simpléticas 2n-dimensionais e
@ : M — M’ um difeomorfismo, dizemos que ¢ é um simpletomorfismo se p*w’ = w.

3.1 Fibrado Cotangente

O fibrado cotangente desempenha um papel central na geometria simplética, pois,
pelo o teorema de Darboux, constitui o protétipo local de toda variedade simplética.
Através dele, é possivel formalizar a estrutura diferencial dos espagos de fases da mecanica
classica, onde coordenadas de posicao e momento emergem de modo natural.

Defini¢ao 3.6: No fibrado cotangente T*M, dada uma carta (xq,...,2,, &1, ..., &) -
T*U C T*M — R?", estabelecemos a seguinte 2-forma:

i=1

Por desenvolvimentos analogos aos anteriores, vemos que w, denominada forma simplética
canodnica, prové ao fibrado uma estrutura simplética.

Defini¢ao 3.7: No fibrado cotangente T*M, dada uma carta (xq,...,2Z,, &1, ..., &) -
T*U C T*M — R?", definimos a 1-forma de Liouville ou tautolégica como a = 7, &;da;.

Teorema 3.1 (Darboux) Dada uma variedade simplética 2n-dimensional (M,w) e um
ponto p € M, existe uma carta de Darboux (zy,...,2n, y1,..., %) : U C M — R?*" com
p € U tal que:

n
w= Z dx; N\ dy;.
i=1
Portanto, notamos que toda variedade simplética é localmente isomorfa ao fibrado cotan-
gente dotado da forma simplética candnica (T*M,w) que estabelecemos anteriormente.

3.2 Campos Vetoriais Hamiltonianos

Veremos agora como a estrutura simplética associa naturalmente func¢oes suaves
sobre uma variedade a campos vetoriais, denominados hamiltonianos. Tais campos de-
sempenham um papel central na formulagdo geométrica da mecanica classica.

Definicao 3.8: Em uma variedade simplética (M,w), dada uma fungdo H € F(M),
estabelecemos o campo vetorial hamiltoniano Xy € X(M) como o aquele que satisfaz a:

Lxyw = dH

A existéncia e unicidade de Xy decorrem diretamente da nao degenerescéncia de w. Desse
modo, a aplicacao H é muitas vezes denominada energia ou hamiltoniana associada a Xp.

Proposicao 3.9: Sendo (M, w) uma variedade simplética e Xy um campo hamiltoniano,
o fluxo p; de Xy preserva a forma simplética, isto €, p;w = w para todo t.



Exemplo 3.10: No fibrado cotangente (7*M,w), com coordenadas globais dadas por
(@1, Gn, D1, ---,Dn) tais que w = Y1, dg; A dp;, se H € F(T*M) é uma fungao hamil-
toniana, temos que o campo associado Xy é definido por tx,w = dH. Decompondo Xy
nas coordenadas (g;, p;), escrevemos:

” 0 0
X = al—+b,— s
" ;( dq; api)

Onde a; e b; sao fungoes a serem determinadas. Assim, aplicando a contragao, temos:

" " OH oH
= Jdp; — bidg;)) =dH =) ——dg; + ——dp;.
ey = 3 (aidp ¢) > 5, i+ 5P
=1 =1
Ou seja a; = OH/0p; e b; = —0H /0q;. Portanto, o campo hamiltoniano assume a forma:

Xy =3 (ZH.;A - gﬁj) ’
i=1 Pi 0G; q; Op;
E as ditas equagoes de Hamilton correspondentes sao:
OH . OH
:api’ pi:_a%’
Desse modo, vemos que as equagoes que caracterizam o formalismo hamiltoniano da

mecanica classica surgem naturalmente da estrutura simplética (7% M, w), mostrando que
a dindmica do sistema ¢ inteiramente determinada pela forma w e pela Hamiltoniana H.

s i=1,...,n.

3.3 Colchete de Poisson

Uma das estruturas mais relevantes associadas a geometria simplética é o colchete
de Poisson, que traduz a interagao entre fungoes suaves em uma variedade simplética
através da acao dos respectivos campos hamiltonianos.

Defini¢do 3.11: Em uma variedade simplética (M,w), dados os campo hamiltonianos
Xr, X¢ € X(M) associados as fungoes suaves F,G € F(M), define-se o seu colchete de
Poisson como:

{F,G} = w(Xp, Xq).
Proposigao 3.12: Para quaisquer F,G € §(M), temos que {F, G} = X¢(F) = —Xp(G).

Proposigao 3.13: Em uma variedade simplética (M, w), o colchete de Poisson estabelece
em §(M) uma estrutura de algebra de Lie, isto é, satisfaz:

o (Antissimetria) {F,G} = —{G, F'};
+ (Regra de Leibniz) {F.GH} = {F,G}H + G{F, H};
+ (Identidade de Jacobi) {F,{G,H}} +{G,{H,F}} +{H,{F,G}} = 0.

Exemplo 3.14: No espago simplético canonico (R*", wy), com wy = 3; dg; A dp;, temos:

XF:Z<8F8 8F(’9>.

i Op; 0q; - dq; Op;
Logo, o colchete de Poisson assume a forma explicita e ja conhecida:

" (OFO0G OF 0G
F.G} = — .
{ J ; (a% Op;  Op; 5%‘)

6




4 Geometria de Kahler

Nesta se¢ao introduziremos o conceito de estrutura complexa e sua compatibilidade
com formas simpléticas e métricas riemannianas, culminando na definicio de uma va-
riedade de Kéhler. As construgoes aqui apresentadas formam o elo entre a geometria
simplética e o formalismo geométrico da mecanica quantica.

4.1 Estruturas Complexas

Como sera visto, certos operadores lineares permitem dotar espagos vetoriais reais
das mesmas estruturas que caracterizam um espacgo vetorial complexo, sendo esta ideia
fundamental para a geometria quase complexa e suas aplica¢oes em variedades.

Definicao 4.1: Seja V um espago vetorial real de dimensao 2n. Uma estrutura complexa
em V é uma aplicacdo linear J : V — V tal que J? = —Id.

Proposicao 4.2: Dada uma base {ey,..., e, f1,..., fn} para V, estabelecemos um ope-
rador J : V' — V por meio de:

J(ei) = fi, J(fi) = —¢€,

Para todo i = 1,...,n. Desse modo, (V,J) é isomorfo ao espago vetorial complexo C"
pela identificagao z; = e; + i f;.

Definicao 4.3: Em M uma variedade suave, uma estrutura quase complexa é um campo
tensorial J € ] = End(TM) tal que, Vp € M, J|, : T,M — T,M satisfaz:

J’Z - _IdTpM'
Desse modo, o par (M, J) é chamado de variedade quase-complexa.

Defini¢ao 4.4: Se (M, J) é uma variedade quase complexa e [-,:] é o colchete de Lie
usual, definimos o tensor de Nijenhuis N; pela expressao:

Ny(X,Y)=[JX,JY] = JJX,Y] = JIX,JY] - [X,Y], VXY €X(M).

Definicao 4.5: Uma estrutura quase complexa J é dita integravel se N; = 0.

4.2 Variedades Complexas

Toda variedade complexa induz naturalmente uma estrutura quase complexa cano-
nica. Por outro lado, apenas quando o tensor de Nijenhuis se anula, uma variedade quase
complexa permite a introdugao de coordenadas holomorfas locais, elevando-a ao status de
complexa. Portanto, o estudo das condigoes de integrabilidade revela o ponto exato em
que a geometria quase complexa se torna genuinamente complexa.

Definicao 4.6: Uma variedade complexa M com dimensao complexa n é uma vari-
edade suave real 2n-dimensional munida de um atlas {(U,,pa)}, no qual cada carta
Yo Uy CM — p,(U,) C C" é um difeomorfismo suave sobre sua imagem e as fungoes
de mudancas de coordenadas sdo biholomorfas. Em outras palavras, o diagrama a seguir



comuta, sendo ¢z o ¢, holomorfa com inversa holomorfa:

U N Us

Po B

@a(Ua M Uﬂ)

0p(Ua NUp)

PaoPa
Proposicao 4.7: Toda variedades complexa tem estrutura quase complexa candnica.

Teorema 4.8: (Newlander-Nirenberg, 1957) Uma variedade quase complexa (M, J)
¢ também uma variedade complexa se e somente se sua estrutura quase complexa J é
integravel, ou seja, Ny = 0.

4.3 Triplas Compativeis

Avancamos agora para apresentar a compatibilidade entre estruturas complexas,
métricas riemannianas e formas simpléticas, comecando pelo caso vetorial, mais simples,
e estendendo em seguida essas ideias ao contexto mais geral das variedades.

Defini¢ao 4.9: Em um espago vetorial simplético (V, ), uma estrutura complexa J é dita
compativel com €2 se podemos estabelecer um mapa G : V' — V simétrico, positivamente
definido e nao degenerado por meio de G(u,v) := Q(u, Jv) para todos u,v € V.

Definigao 4.10: Em uma variedade simplética (M, w), uma estrutura quase complexa J
¢ dita w-compativel se g : T,M x T,M — R dada por g,(u,v) = wy(u, Jv), YVu,v € T,M,
¢ um campo tensorial métrico. Assim sendo, (w, g, J) é chamada de tripla compativel.

Proposicao 4.11: Se (M,w) é uma variedade simplética e g uma métrica riemanniana,
entao existe um estrutura quase-complexa J que é w-compativel.

Proposicao 4.12: Seja (w, J, g) uma tripla compativel, se §(u) = g(u, ) e @(u) = w(u,-)
sao os isomorfismos naturais induzidos entre o T,M e Ty M, temos que:

w(u,v) = g(Ju,v), J(u) =g H(@(u)) para wu,v € T,M

Exemplo 4.13: Dado R*" com coordenadas globais (1, ...,Zn, ¥1,-..,Yn) € estruturas
euclidianas naturais go = Y. do' ® da’ + > dy' @ dy’ e wy = 3 dz* A dy’, podemos definir
um operador linear Jy em T,R?" = R?" tal que:

0 0 0 0
J0<a$i> B aTJz" Jo(ayi) B _aili'z"

Assim, temos que J§ = —Id e, pela identificagdo R** = C" via 2; = x; + 1y;, o operador
Jo torna (R?", Jy) em uma variedade quase complexa. Além disso, niao é dificil obser-
var computacionalmente que (wo, go, Jo) s80 uma tripla compativel, visto que a seguinte
relacao ¢é valida:

go(u,v) = wo(u, Jo(v)), Yu,v € T,R*"



4.4 Variedades de Kahler

As variedades de Kéhler representam o encontro natural das estruturas complexas,
métricas e simpléticas pela ideia de compatibilidade, consolidando, desse modo, o palco
que utilizaremos na formalizacao geométrica da mecanica quantica.

Definicao 4.14: Uma variedade de Kéahler ¢ uma variedade simplética (M, w) munida de
uma estrutura quase complexa integravel J que é w-compativel, ou seja, g(+,-) := w(-, J+)
¢ uma métrica Riemanniana. Assim, chamamos (M, g, J,w) de uma estrutura de Kéhler.

Portanto, uma variedade de Kéhler retine consistentemente as trés geometrias até
aqui trabalhadas. E simplética por construgao, riemanniana em razao da w-compatibilidade
e complexa pela integrabilidade de .J, conforme o teorema de Newlander-Nirenberg.

Proposigao 4.15: Se (M,w, J, g) é uma variedade de Kahler, a conexao de Levi-Civita V
associada a ¢ satisfaz VJ = 0 e, consequentemente, Vw = 0, tornando as trés estruturas
g, J e w mutuamente paralelas.

Exemplo 4.16: Na variedade complexa C" com coordenadas globais (z1, ..., z,), onde
zj = xj+1y;, se consideramos a forma simplética wy = § 31, dz; Adz; e a estrutura quase
complexa integravel candnica .J, a qual satisfaz J(0,,) = d,, e J(9,,) = —0,,, obtemos:
/l; n _ 7/ n ) ) n
wo =5 > dzy Ndzy = 3 > (dxj +idy;) A (dxy — idy;) =Y dz; A dy;,
j=1 j=1 j=1
go = wo(-, J) =D day Ndy;(-,J) = (dxj ®dx; +dy; ® dyj) = (da} + dy?).
j=1 j=1 j=1
Portanto, wy e gg reproduzem a forma simplética e a métrica euclidiana usuais de modo
que (C™, wy, J, go) constitui o exemplo mais trivial de variedade de Kéahler.

5 Formulacao Geométrica da Mecanica Quantica

Nesta secao apresentaremos uma formulagao intrinsecamente geométrica da meca-
nica quantica. Nosso objetivo é reconstruir o formalismo quantico a partir das estruturas
diferenciais que emergem naturalmente de um espacgo de Hilbert, mostrando que ele cons-
titui um caso particular de variedade de Kéahler. Tal abordagem permite compreender
a evolucao de Schrodinger como um fluxo hamiltoniano e as incertezas e probabilidades
como manifestagoes riemannianas do espaco de fases quantico.

5.1 Espacgo de Hilbert Kéahleriano

Antes de reinterpretar a mecanica quantica geometricamente, é necessario compre-
ender a estrutura diferencial e topologica subjacente ao espaco de Hilbert complexo. O
objetivo desta subsecao é estabelecer as propriedades que permitem tratar o espaco de
estados fisicos distintos, o espago projetivo de Hilbert, como uma variedade de Kéahler, ou
seja, simultaneamente complexa, riemanniana e simplética.

Definicao 5.1: Um espago de Hilbert real é um espago vetorial real Hg munido de um
produto interno simétrico positivo definido dado por:

G:Hr X Hg — ]R, G((I), \If) = G(\I/, CI)),



Satisfazendo as propriedades usuais de linearidade e completude:
||| =G(¥,¥), e Hg écompletosob | -

Analogamente, um espaco de Hilbert complexo é um espago vetorial complexo H com pro-
duto interno hermitiano (®, V) : H x H — C, linear no segundo argumento e conjugado-
linear no primeiro, tal que (¥, ¥) > 0 para ¥ # 0. Além disso, H é também completo em

relacdo a norma || V]| = /(¥, V).

A formulagao quéantica tradicional opera sobre o corpo dos complexos, mas podemos
reconstrui-la em sua inteireza em termos de um espago vetorial real Hr equipado de
uma estrutura complexa J : Hrg — Hgr a desempenhar o papel da multiplicagdo por
imaginarios. Essa reinterpretacao serda fundamental para a geometrizacao da teoria.

Proposigao 5.2: Dado um espago de Hilbert complexo (H, (-, ")), podemos considera-lo
como um espaco de Hilbert real (Hg, G) munido de uma estrutura complexa J tal que:

J(U) =iV, J? = —1Id.

Reciprocamente, dado (Hg,G,J) com J? = —Id e G(J®,J¥) = G(®,¥), o produto
interno (-, ) estabelecido por:
1 7
P U) = —G(D,¥ — o,V
Define sobre Hg a estrutura de um espaco de Hilbert complexo.

Prova: Dado um espago de Hilbert complexo (H, (-, -)), consideremos o mesmo conjunto
Hr := H, mas restrito a linearidade real. Por G(®, V) := 2k Re(®, ¥) estabelecemos
um produto simétrico, bilinear sobre R e positivo-definido como serd visto futuramente.
Assim, basta tomar J(¥) = ¥, o qual é R-linear e satisfaz J> = —Id. Nota-se que:

G(J®,JVU) = 2h Re(i®,iV) = 2h Re(®, V) = G(P, V),
Reciprocamente, dado (Hg,G,J) com J? = —Id e G(J®,JV¥) = G(P,¥), definimos a
multiplica¢do por imaginarios como ¥ := JW e, portanto, tem-se (a+ib)¥V := aW¥V +bJ V.
Assim, Hr adquire estrutura de espago vetorial complexo. Definimos entao um produto:

(®, 1) :— 2171(0@, W) +iG(JD, W)).

Segue por computagao direta que (P, ) = (¥, ®) e (U, ¥) = -G(¥,¥) > 0. De modo
que (-, -) é reconhecido como um produto interno hermitiano. Por fim, resta justificar que
a completude de um implica a do outro. As normas induzidas por G e (-, -) satisfazem:

19]2 = G(¥, W) = 24 Re(¥, W) = 20| ¥

Logo, || - |lg e || - || sdo equivalentes, isto é, induzem a mesma topologia em H. Como a
completude é uma propriedade topoldgica, segue que H é completo com respeito a (-, -)
se, e somente se, Hg é completo com respeito a G. U

Teorema 5.3: Seja (H, (-, -)) um espago de Hilbert complexo. Definimos:
G(P, V) := 2k Re(P, V), Q(P, V) := 2h Im(D, V).
Desse modo, temos que:

1. G é uma 2-forma bilinear simétrica, positiva definida e nao degenerada;

2. ) é uma 2-forma bilinear antissimétrica e nao degenerada, ou seja, simplética;
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Prova: Para (1), notamos que G é simétrica pois Re(®, ¥) = Re(V¥, ). Como (&, V) >
0, por defini¢ao, é também positiva definida. Além disso, para a nao degenerescéncia, se
G(®, V) = 0 para todo ¥, entdo temos G(®,®) = 2h||®|> = 0 e, assim, & = 0. J4

para (2), reconhecemos que €2 é antissimétrica, uma vez que Im(®, ¥) = —Im(¥, O).
Outrossim, se Q(®, ¥) = 0 para todo ¥, entdao Q(®,iP) = 2hIm(®P,1®) = 21 ||P||> =0 ¢,
consequentemente, ® = 0. Logo €2 é nao degenerada. 0

Teorema 5.4: A quadrupla (H, J, G, ) é uma estrutura complexa compativel, ou seja:

G(®, V) = Q(, JT).

Prova: Como (-,-) élinear no segundo argumento e conjugado-linear no primeiro, temos
que:
Q(P, JU) = 2h Im(P, V) = 2h Re(P, V) = G(P, V).

O

Defini¢ao 5.5: Uma variedade de Hilbert complexa é um par (M, A) em que M é um
espago topologico Hausdorff e segundo contavel, e A = {(U,, o)} é um atlas tal que,
para cada «, o mapa de coordenadas ¢, : U, € M — H, é um homeomorfismo sobre sua
imagem aberta em um espago de Hilbert complexo H,, e, para toda interse¢ao nao vazia
U, N Upg, a funcao de transigao:

030 9o @a(Us NUs) = 05(Us N Up)

E holomorfa entre abertos de espacos de Hilbert complexos. Desse modo, H é trivialmente
uma variedade de Hilbert complexa, sendo a aplicacao identidade sua carta global.

Definicao 5.6: Dado um espaco de Hilbert complexo H, estabelecemos o espago projetivo
de Hilbert como P(H) = {[V]: ¥ € H\ {0}, [¥] = AP, XA € C*}, em outras palavras, o
conjunto das retas complexas em H passando pela origem. Pontos nesse espaco quociente
descrevem estados fisicos distintos de um sistema, uma vez que o escalonamento complexo
da func¢ao de onda ¥ é desprovido de significado empirico.

Proposicao 5.7: O espaco projetivo P(H) é uma variedade de Hilbert complexa.

Prova: Seja H um espago de Hilbert complexo separavel e S(H) = {v € H : ||v| = 1}
a esfera unitdria. Assim, o grupo U(1) atua sobre S(H) por multiplicacdo escalar por:

p: U(l) x S(H) — S(H), p(e? v) = ev.

Essa acao é livre, continua, propria e holomorfa. Portanto, pelo teorema da variedade
quociente para variedades de Hilbert, o espago quociente P(H) ~ S(H)/U(1) herda na-
turalmente uma estrutura de variedade de Hilbert complexa. O

Variedades de Hilbert complexas estendem naturalmente as suaves - com dimensao
finita ou infinita - e permitem, caso desejado, generalizar sem complica¢des as estruturas
simplética, riemanniana e de Kéhler ja introduzidas. Assim, esse formalismo geométrico
permanece valido na descri¢ao tanto de sistemas com graus de liberdade discretos quanto
continuos, bastando adotar o modelo local hilbertiano adequado em dimensionalidade.

Teorema 5.8: O espago projetivo de Hilbert P(H) herda de ‘H uma estrutura de Kéhler.
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Prova: Dada a fibragao m : S(H) — P(H), onde S(H) é a esfera unitdria, o espago
tangente em [U] € P(H), representado por W € S(H), identifica-se canonicamente com
o subespaco horizontal Hy da fibragdo. Sem duvidas, como os pontos na esfera sao
caracterizados por (¥, V) = 0, temos Ty S(H) = {v € H | Re(¥,v) = 0}, uma vez que:

d
0= 2 (U t0, W+ t0)|mo = (¥, 0) + (v, ¥) = 2Re(V, v)

Além disso, notamos que o subespago vertical, tangente a acao do grupo unitario, é dado
por Vg = spang{i¥}, pois seu vetor base tangente é 4 (e?W)|o_y = i¥. Desse modo,
identificamos o subespaco horizontal como o complemento ortogonal complexo de ¥, em
outras palavras, Hy = {v € H | (v,¥) = 0} = ¥+, Como Hy é um subespaco complexo
de H, ele herda naturalmente o produto interno Hermitiano (-, ), o qual permite definir

a tripla (J, g,w) sobre Trg)P(H), o qual identificamos antes com Hy, da seguinte forma:

o (Estrutura Complexa) Como Hy é um subespaco complexo, a multiplicagio
por imagindrios prové um operador candnico J : Hy — Hy tal que J(v) = iv.

Sem duvidas, se (v, ¥) = 0, entdao (iv, ¥) = —i(v,¥) = 0 e obtemos iv € Hy.
Trivialmente J?> = —Id. Por fim, visto que P(H) ¢ uma variedade complexa, J é
integravel.

» (Métrica Riemanniana) Definimos g como a parte real do produto interno Her-
mitiano restrito a Hy, isto é, g (u,v) := 2hRe (u,v) para todos u,v € Hy. Tendo
em vista que (-,-) é um produto interno, concluimos que g é simétrica, positivo
definida e nao degenerada, ou seja, é uma métrica riemanniana.

o (Forma Simplética) De modo anélogo, estabelecemos w como a parte imaginaria
do produto interno ww(u, v) := 2hIm (u,v). Essa forma é bilinear, ndo degenerada
e anti-simétrica em Hy, uma vez que Im(v, u) = — Im(u,v). Além disso, w é fechada
(dw = 0), podendo ser interpretada como a forma de curvatura associada a conexao
candnica da fibragao U(1). Portanto, w é uma forma simplética.

Isto posto, para reconhecer que (P(H),J,g,w) é realmente uma variedade de Kahler,
basta verificarmos que vale a relacdo de compatibilidade da tripla:

gy (u, v) = 2hRe(u, v) = 2hIm(i(u, v)) = 2hIm(u, iv) = wy(u,v), Yu,v € Hy.
U

5.2 Observaveis Extrinsecos

Tendo em vista que, no formalismo usual da mecanica quantica, os observaveis
sao representados por operadores auto-adjuntos sobre o espago de Hilbert, podemos, na
formulagdo geométrica, associar a cada um deles uma fungao suave no espago projetivo,
correspondente ao valor esperado do operador.

Definicao 5.9: Em um espago de Hilbert #, chama-se observavel todo operador linear
auto-adjunto F': D(F') C ‘H — H, cujo dominio D(F') é denso em H.
Defini¢do 5.10: Dado um observavel F' e ¥ € D(ﬁ )\ 0, definimos a fungao expectativa:
(v, Fu)
FU).=——F€R.
W= ©

Claramente, essa fungao é homogénea de grau zero, ou seja, F(AV) = F(¥), VA € C\ 0.
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Proposigao 5.11: A restrigio de F a esfera unitdria de normalizacao S(H) C H é
constante ao longo das 6rbitas da agao de U(1). Logo, existe uma fungdo bem-definida:

f+P(H) =R, f([¥]) = F(¥)
Tal que 7* f = F|g(3), onde 7 : S(H) — P(H) é a projecao candnica da fibracio.
Prova: Se ¥ € S(H) e a agao de grupo p: U(1) x S(H) — S(H) é estabelecida por
p(e?, V) = eV com w(e?V) € [V] € P(H), entdo temos:
00 Fel®T) e el (U, F'T)

i gy _ _ _
F(e™W) = R ) = F(V),

O

Proposi¢io 5.12: Se F' ¢ auto-adjunto e limitado em # (logo D(F) = H), entdo a
fungao expectativa F' é suave em H \ {0}. Dessa forma, a restricio F'|g) e a projetada
f: P(H) — R também sdo suaves.

Prova: Como F é linear e limitado, ¥ — <\I/,}A7 U) é polinomial de grau dois e, por
consequéncia, C* em H. Analogamente, ¥ — (¥, ) é também C™ e positiva em H\ {0}.
Portanto, sua razao define uma fungéo expectativa F' suave nesse mesmo conjunto. Assim
sendo, a restrigdo F'|gs) é suave e invariante sob U(1), e como 7 : S(H) — P(H) é uma
submersao, a aplicagdo induzida em P(H) é igualmente suave. 0]

5.3 Dinamica de Schrodinger Simplética

Descrevemos agora como a dinamica dada pela equacao de Schrodinger admite uma
formulagao simplética quando projetada para o espaco projetivo de Hilbert. Trabalhamos
com operadores auto-adjuntos limitados de forma que suas as fungdes expectativa sejam
suaves, garantindo a boa definicao dos campos a elas hamiltonianos associados.

Definicao 5.13: Se H ¢é um operador auto-adjunto e limitado, a equagao de Schrodinger
para WU(t) € H e o campo vetorial de Schrodinger a ela associado sdo respectivamente:
d

ih W) = HU(),  Xg(V) = —%th ETyH=H.

Em particular, se Héo hamiltoniano, W(t) descreve a evolu¢ao temporal do sistema.

Proposigao 5.14: Campos de Schrodinger sao tangentes a esfera unitéria S(H).

Prova: Sabemos que fluxo ®; gerado por X (V) = —%ﬁ v é dado pela solucao da

equacdo de Schrédinger (V) = ¥(t) = e~ # Wy, Assim, se definimos o operador de

evolucdo temporal U(t) = e~#%* temos, levando em conta Ft=F, queU (t) é unitario:
DU = () (e H7) = ebPlie b = bttt = g0 =
Notamos ainda que o fluxo preserva a norma, pois:
(W(t), W(t)) = (U(t)Wo, U(t)Wo) = (Wo, Ut)TU(t)Wo) = (¥o, ¥) = (W, Vo)
Portanto, se Uy € S(H), isto é, (Vg, Vo) = 1, entdo V() € S(H) para todo t. Como o

fluxo ®; deixa S(H) invariante, seu campo gerador X ; deve ser tangente a S(H). O
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Teorema 5.15: (Campos de Schrédinger +» Campos Hamiltonianos) Dado um
operador auto-adjunto limitado F' e sua funcao expectativa f : P(H) — R, o campo Xz
projeta-se 7 : S(H) — P(H) no campo hamiltoniano Xy por meio de 7T*(X ) = X;.

Prova: Tomamos v € TyS(H) de modo que (¥,v) =0e (¥, ¥) = 1. Assim, usando de
sua pushforward dmy (v) = V' € Tiy1P(H) e do diferencial de f(V) = (¥, F'¥), computa-se:

dfry (V) = C;Zt (O(t), FU(t)) = (v, FO) + (I, Fv) = 2Re(v, )

Isto posto, o vetor X4 (W) = —%F\I/ € Ty S(H) tem parte horizontal em P(H) dada por:

vl = Xp— (U, X )0 = — v - <\D —hF\If> V= (F = f(0)P

Aplicando as convengdes w(Vi, Vo) = 2hIm(vf v} e X := 7, (X ), obtemos:

'R

= 2Tm (i(v, (F = f(¥))¥)) = 2Re(v, (F — f(¥))¥)
= 2Re((v, F¥) — f(¥){v, 1))

W(X,, V) = —2hTm({v, vt >——2ﬁ1m<v —ﬁ(F FU) U >

Como v é horizontal, concluimos que w(X,,V) = 2Re(v, F¥) = df(V) e, consequente-
mente, pela unicidade do campo hamiltoniano, vale X, = X;. U]

Teorema 5.16: Se F' é um operador auto-adjunto limitado e f sua funcao expectativa
associada, entdo o campo hamiltoniano Xy sobre P(H) é um campo de Killing.

Prova: Vimos que o fluxo ®, gerado por X em H é descrito pelo operador de evolucao
temporal unitério U(t) = exp(—fF t), o qual preserva o produto hermitiano h = (-, -).
Além disso, o fluxo ¢, em P(H) gerado por X é a projecao de ®;, pois m.(Xz|sx)) = X;.
Desse modo, como &, preserva h em H, ¢; faz 0 mesmo para 7*h = g+iw em P(H), onde
m: S(H) — P(H) é a projecao canonica da fibracao. Portanto, ja que ¢;w = w pelas
propriedades de campos hamiltonianos, concluimos que ¢;g = g. 0

5.4 QObservaveis Intrinsecos

O resultado a seguir nos motiva a executar uma definicdo intrinseca de observaveis
quanticos no espaco projetivo, isto é, uma formulacao independente de operadores auto-
adjuntos estabelecidos externamente no espacgo de Hilbert.

Teorema 5.17: Se f : P(H) — R é uma funcao suave e Xy ¢ de Killing, entao existe
um operador auto-adjunto limitado F': H — H tal que 7" f = F|g(z)

Prova: Seja ¢, o fluxo gerado por X;. A condigao de que Xy é um campo de Killing
implica pela compatibilidade que ¢; preserva a estrutura de Kéahler (g,w, J). Isto posto,
sabemos que grupo de todos esses automorfismos de Kahler em P(H) é o grupo unitario
projetivo PU(H) = U(H)/U(1). Portanto, ¢; é um subgrupo a um parametro de PU(H).
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Pelo Teorema de Stone sobre grupos unitarios a um parametro, existe um operador auto-
adjunto FemH que gera um fluxo unitario U(t) = e~ #" em H, tal que ¢, é a projecio
de U(t). Ou seja, mo U(t)|sm) = ¢ o m. Derivando esta relagao em t = 0, obtemos que
o gerador de U(t) é o campo de Schrodinger X (V) = —%F\If e o gerador de ¢; é Xy.
Assim, obtem-se que:
T (Xplsan) = Xy

Pelo teorema 5.15, sabemos que 7, (X | s(x)) € igual ao campo hamiltoniano X associado
a funcdo expectativa f'([¥]) = (U, F'W) e, consequentemente, X; = X . Como ambos
sao campos hamiltonianos, ix,w = df e ix oW = df’ implicam em df = df’, e como P(H)
é conexo, f = f' + ¢ para alguma constante ¢ € R. f([¥]) = f/([¥]) 4+ ¢ = (¥, FT) + ¢
Assim, definimos um novo operador auto-adjunto Erovo = F4¢1d com funcao expectativa
Fhovo sobre S(H) dada por:

A

Frovo(¥) = (U, F0o0) = (U, (F + ¢ 1) W) = (T, F0) + (T, T)

Como U € S(H), (I, U) = 1, entdo Flow(¥) = (U, F¥) + ¢ e, assim, temos que
Frovo(¥) = f([¥]) para todo ¥ € S(H), ou seja, 7f = Fhouo|s(n). Resta mostrar
que Floo ¢ limitado. Seja Q(¥) = (U, F,,,,¥). Como Q|S(H) é continua e S(H) é
compacto na topologia do quociente projetivo, o supremo de |Q| em S(#H) é finito, logo
existe M = sup® € S|Q(®)| < oo e |Q(¥)] < M|¥U|%. Pela identidade de polarizagao,
(D, F,000T) é combinacao linear de valores de Q e, 3C' > 0 tal que [(®, F,,,, )| < C| |||
U

Defini¢ao 5.18: Na variedade de Kéhler (P(#), g,w, J), observaveis quanticos sao fun-
¢Oes reais suaves f : P(H) — R cujos campos vetoriais hamiltonianos X sdo de Killing.

5.5 Incerteza de Heisenberg

Podemos empregar as estruturas definidas até aqui para derivar o principio da incer-
teza de Heisenberg como uma repercussao da geometria do espaco projetivo de Hilbert.

Defini¢ao 5.19: Dada uma variedade de Kéahler (K, g,w, J) e fungoes a,b € F(K), defi-
nimos seu colchete de Poisson e colchete de Riemann respectivamente por:

h
{XaaXb}w = (.U(Xa, Xb)) {Xava}g = §g(Xa7Xb)

Definicao 5.20: Sendo C:H— Hum operador observavel, sua incerteza obedece a:
(AC)2(D) = (U, C*T) — (U, CT)?, VU e H.

Lema 5.21: Se C' : H — H é um operador observivel e ¢ : P(H) — R sua fungao
expectativa associada, entdo temos que (Ac)? := (AC)?|par = 29(Xe, Xo) = {Xa, Xo }y.

Prova: Como vimos antes, se ¥ € S(H), a componente horizontal do campo de Schro-
dinger X (V) = —+CW em P(H) é expressa por:

UH:—%C’\I/Jr—(\II,C\If)\If.

15



Logo, levando em conta que || V|| = 1, obtemos:

9(vi, )|y = 25 Re(vg, vg) = 20 - 1(@,(}2@ _ <x1/,é\1/>2) — 2 (AC(D).

2
2 h

O

Em particular, se h : P(H) — R é a fungao energia de um sistema quantico, notamos
que a norma do seu campo vetorial hamiltoniano X}, é proporcional ao quadrado da
incerteza energética desse sistema. Portanto, o fluxo de evolugao temporal demora-se em
regides de alta incerteza e acelera-se em de baixa.

Teorema 5.22: Em (P(H),g,w,J), se a,b € F(P(H)) sdo observaveis quanticos com
respectivas incertezas (Aa)? = g(Xq4, X,) e (Ab)? = g(X3, X3), entdo a seguinte relacao,
denominada principio da incerteza de Heisenberg, é valida:

@apan? > (5) 0 x4 )

Prova: Pela desigualdade de Cauchy—Schwarz para h(-,-) = g(-,-) +iw(-, -), sabe-se:
h(Xa, Xa) h(Xp, X3) > |h(Xq, X) [
Expandindo o lado esquerdo em termos da métrica e forma simplética, temos:
[ Xa, Xo)* = [9(Xa, Xp) + i w(Xa, Xp)[ = 9(Xa, Xp)* + (X, X3)?

Ja para o lado direito, usufruimos da anti-simetria de w e do lema para constatar que:

4
ﬁ(ACLF(Ab)Q = g(Xav Xa) g(Xb7 Xb) > ("J(Xav Xb>2 + g(Xav Xb)2'

5.6 Mensurabilidade Quantica

A formulagao geométrica da mecénica quantica permite reinterpretar o processo de
medicao de um observavel como uma questao puramente intrinseca ao espaco projetivo.
Em vez de tratar autovalores e autoestados como entidades externas ao formalismo, es-
tes emergem como valores e pontos criticos da funcao expectativa associada. Assim, a
estrutura de mensurabilidade é inteiramente descrita pela geometria de Kéhler.

Definigdo 5.23: Sabemos que, para um observével extrinseco F' : H — H com funcio
expectativa associada f € F(P(H)), seu espectro é expresso por:

sp(f) = {\ € R | det(F — AId) = 0}.
Definicao 5.24: Para )\ € R, definimos a fun¢ao multiplicidade como:
—1
ny: P(H) = RsgU{oo},  ma(p) = [(AF)(p) + (f(p) = V)]

Proposigao 5.25: Se f € F(P(H)), entdo X € sp(f) <= X é ponto critico de f.
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Prova: A funcao ny(p) é ilimitada se e somente se seu denominador pode ser arbitra-

riamente préximo de zero. Contudo (Af)*(p) = 2g(Xy, Xy)(p) = 0 e (f(p) — A)? > 0 de

modo que o denominador se anula se e somente se ambos os termos sao nulos simultane-
amente. Logo, obtemos que:

(F0) =N =0 = fB) =X (APD)= So(Xp. X)) =0 = X1(p) =0

Da geometria simplética a relacdo tx,w = df nos leva a X¢(p) = 0 <= df(p) =0
Portanto, A\ é valor critico de f, sendo p seu ponto critico. O

Corolario 5.26: Se f € §(P(H)) é um observavel, A € sp(f) <= n, ¢ ilimitada.

Defini¢ao 5.27: Seja A C sp(f) um conjunto fechado de autovalores, seu autoespaco é:
En={peP(H)| df(p) =0 e f(p)=A VA€ A}

Nessa perspectiva, £ caracteriza-se como subvariedade, ou melhor, autovariedade de
P(H) e seus pontos sdo denominados autoestados de A.

Definigao 5.28: Dadas duas fungoes observaveis f, h € §(P(H)), definimos seu colchete
simetrizado, ou produto de Jordan, como a fungao {f,h}, : P(H) — R dada por:

h

{f>h}+ = {fah}g_l_fh: §g(Xf7Xh)+.fh

Construimos também {f, ... }S:L), denominada a n-ésima poténcia simetrizada de f, como:

NP =f  {f =05

Lema 5.29: A funcao f.(p) :={f,... S:l) (p) é a funcdo expectativa do operador ™.

Prova: Seja p = [V] e (A), = (V|A|V)/(¥|¥). Ja vimos antes que a componente

horizontal do campo de Schrodinger é o campo Hamiltoniano X¢(p) = %(F — (F),)¥ de
forma que:

90X X)) = 3 ((B(FH + HE)), — (P, (1), ).
Multiplicando por //2 e somando fh = (F),(H),, resulta:

{f,h}+(p) = Lg(Xs, Xu)(p) + f(p)h(p) = 3(FH + HF),,

Em particular, {f, f},(p) = (F?),. Por inducéo, supomos {f}gf) (p) = (F*), e assim:

) = ()t = T ey,

Proposicao 5.30: Se A C sp(f) é fechado e A" = {\" | A € A}, entao temos:

Ea=1{pe P(H) | {f....}\"(p) € A", ¥n € N},
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Prova: (=) Sejap € &p com df(p) =0e f(p) = A para algum A € A. Como vimos,
isto equivale a p = [¥] ser um autoestado do operador extrinseco F tal que F|U) = \|F).
Assim sendo, se aplicamos E' repetidamente, obtemos "W) = A"|¥) para todo n € N.
Portanto, segue que f,(p) € A", Vn, pois:

(| FP) (AT

ey ey

fn(p> =

(<) Reciprocamente, suponha que f,(p) € A" para todo n € N. Logo, se n = 1, entao
f(p) = XA € A. Outrossim, para n = 2, temos (F?), = fa(p) = A\* € A% Diante do
exposto, a equacgao da incerteza de f em p anula-se:

(Af)(p) = (E%), = (F)2 = folp) = (f(p))* = X = N> =0.

J& reconhecemos anteriormente que (Af)?(p) = 0 implica df (p) = 0 pela estrutura sim-
plética. Como resultado, p satisfaz a df(p) =0e f(p) = A € A. d

Definicao 5.31: Para p € P(H) e A C P(H), se o(+,-) é a distancia geodésica minima
induzida pela métrica g, estabelecemos a distancia entre p e A por:

k(p, A) == ggga(p, q),

Se o infimo é atingido e unico, denotamos por proj,(p) o ponto de A que minimiza a
distancia. Desse modo, podemos ainda definir as projecoes de reducao intrinsecas:

P P(H) — Ern, Pf,A(p) = Projgf,A(p)-

Lema 5.32: Em (P(H), g,w, J), dados p,q € P(H) com representantes (V] =pe [®] = ¢
na esfera S(H), temos que a distancia geodésica minima o(p, ¢), satisfaz a relagao:

(1| D)|? = cos? (“3?2’_?)

Logo, minimizar o(p, q) equivale a maximizar a probabilidade de transigao |(¥|P)
Essa observacao é particularmente relevante, pois evidencia a correspondéncia entre a
acao de Pry e a do projetor espectral da mecanica quantica tradicional. De fato, este
ultimo se caracteriza por projetar a funcao de onda sobre o estado de maior probabilidade
de medicao, isto é, pela projecao direta do vetor sobre o autoespago espectral associado.
Sendo esses o caso, somos naturalmente conduzidos naturalmente ao seguinte resultado:

%

Teorema 5.33: (Regra de Born Geométrica) Seja p € P(H) e A C sp(f) fechado.
Além disso, vamos supor que Py a(p) esteja bem definido. Assim, a probabilidade de que
a medicao do observavel f no estado p produza um resultado em A é:

P;(A|p) = cos® (W) = cos’ (H(p,\/j_;;/\)>

No caso discreto £ 4 = {px}, simplificamos para P;({\} | p) = cos? (J(p,p,\)/\/ 2h).
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6 Conclusao: Os Postulados Geométricos

Apos o desenvolvimento de toda a formulagao, podemos agora consolidar os resul-
tados alcancados na forma de um conjunto de postulados geométricos. Tais principios
sintetizam, em linguagem puramente diferencial, a estrutura fundamental da teoria quan-
tica. A partir deles, torna-se possivel compreender a dindmica, a medi¢cao e a probabi-
lidade como manifestacdes da geometria de Kéhler que emerge naturalmente do espaco
projetivo de Hilbert. Desse modo, apresentamos os fundamentos que encerram e unificam
a proposta aqui construida:

1. Espaco de Estados: O espaco de estados de um sistema quéantico ¢ uma variedade
de Kéahler (P(H), g,w, J), na qual P(H) denota o espago projetivo de Hilbert.

2. Observéaveis: Observaveis quinticos sao fungoes reais suaves f : P(H) — R cujos
campos vetoriais hamiltonianos X sao de Killing.

3. Dindmica: Estabelecida uma fungao energética h € F(P(H)), a evolugao temporal
do sistema é determinada pelo fluxo do campo hamiltoniano X} a ela associado.

4. Interpretagdo Probabilistica: Dados p € P(H) e A C sp(f) fechado, a pro-
babilidade da a medicao do observavel f no estado p produza um resultado em A

Pr(A|p) = Cosz(g(zi’/_;;[\)> — cog? (’{(p’\/j_;;/\)>

No caso discreto €y 4 = {p,}, simplificamos para Pr({\} | p) = cos? (U(p,p,\)/\/Qh).

5. Redugao de Estados: Se f € F(P(H)) ¢ um observavel e A C sp(f) um subcon-
junto fechado, medigdes de um estado p € P(H) consistem em verificar se o valor
obtido de f estd em A. Em caso afirmativo, apés a medicao, o sistema migra para
P a(p) e, em caso negativo, para a proje¢do no complementar Pf ac(p).

A formulagao aqui exposta permite reinterpretar a mecanica quantica de modo in-
teiramente geométrico. Assim como a introducao do espago de Minkowski representou, na
teoria da relatividade restrita, a insercao decisiva da geometria na descricao do espaco-
tempo, a identificacdo do espaco projetivo de Hilbert como uma variedade de Kahler
cumpre papel analogo para o dominio quantico. A partir dessa estrutura, conceitos como
evolugao temporal, observaveis e medigoes passam a derivar de propriedades diferenciais
e topologicas, e ndo mais de postulados externos e aparentemente arbitrarios.

Tal perspectiva evidencia que a quantizacao nao é um acréscimo artificial a fisica
classica, mas o desdobramento natural de uma geometria mais rica, onde a métrica, a
forma simplética e a estrutura complexa coexistem e interagem de modo inseparavel.
Esse enfoque abre também novas possibilidades de investigagdo como teorias de quanti-
zagao geométrica e coerente, campos quanticos em variedades de curvatura nao trivial
e estudos sobre o papel da curvatura na decoeréncia e nas transi¢coes de fase quanticas
encontram aqui uma base conceitual sélida. A crescente interseccao entre geometria di-
ferencial e teoria quantica de campos sugere, portanto, que este formalismo nao apenas
reformula a mecanica quantica, mas também contribui para o avango de um dos ramos
mais promissores da fisica matematica contemporanea.
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