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“Equations are just the boring part of mathematics.
I attempt to see things in terms of geometry.”
S. Hawking



RESUMO

SODRE, E. V. Introdugao & Geometria Riemanniana. 2022. 84 p. Monografia (Bacharelado em
Matematica) — Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sdo Paulo,
29 Semestre de 2022.

Nesta monografia, tracamos um passeio pelos diversos conceitos da geometria riemanni-
ana elementar. Discutimos métricas, conexdes, geodésicas, curvatura e subvariedades, assim
como teoremas importantes nos temas vistos. Eventualmente engajamos em digressdes, apon-
tando topicos de pesquisa futura e caminhos a serem seguidos ao aprofundar-se na teoria. As
referéncias principais utilizadas foram [Gor22] e [GHL12], com a originalidade do presente texto
concentrada na escolha estilistica de apresentacdo dos tépicos, na incorporagao de assuntos em
artigos e livros buscando enriquecer a discussdo, e no célculo de resultados ndo necessariamente
encontrados nas obras referidas.

Palavras-chave: Geometria riemanniana. conexdo de Levi-Civita. Geodésicas. Tensores de cur-
vatura. Subvariedades.



ABSTRACT

SODRE, E. V. Introduction to Riemannian Geometry. 2022. 84 p. Monografia (Bacharelado em
Matematica) — Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sdo Paulo,
29 Semestre de 2022.

In this monography, we trace a path through many concepts of elementary riemannian ge-
ometry. We discuss metrics, connections, geodesics, curvature and submanifolds, as well as
important theorems in the themes studied. Eventually we engage in digressions, pointing to to-
pics of future research and routes to be followed when immersing oneself deeper in the theory.
The main references utilized were [Gor22] and [GHL12], with the originality of the present text
concentrated in the stylistic choice of the presentation of the topics, in the incorporation of sub-
jects from articles and books seeking to enrichen the discussion, and in the calculation of results
not necessarily found in the referred texts.

Keywords: Riemannian geometry. Levi-Civita connection. Geodesics. Curvature tensors. Sub-
manifolds.
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Capitulo 1

Meétricas e Conexoes

“I consequently restrict myself to those
manifolds where the line element can be
expressed by the square root of a
differential expression of the second
degree.”

B. Riemann [Spi99, vol. 1I, p. 157]

Uma métrica riemanniana numa variedade suave é, essencialmente, uma maneira de se cal-
cular comprimentos e dngulos de vetores tangentes, sendo um dos primeiros objetos introdu-
zidos numa variedade que permite realizar contas efetivamente geométricas. Neste capitulo,
assumindo as construgdes topoldgicas usuais em variedades suaves, introduzimos as métricas
riemannianas e defini¢des que seguem delas, e exibimos exemplos de variedades riemannianas.
Em sequéncia, chamamos atengdo a nogao de conexdes em fibrados vetoriais suaves, como ma-
neira de se derivar se¢des com respeito a campos em analogia ao caso de R”, culminando na
conexao de Levi-Civita candnica em variedade riemannianas. Discutimos também a relagdo de
conexdes com transporte paralelo, derivada covariante e nogdes correlatas.

1.1 Meétricas Riemannianas

Seja M uma variedade suave n-dimensional. Uma métrica riemanniana g em M é um (0, 2)-tensor
suave simétrico em M e positivo-definido em cada T, M. Em coordenadas locais (U, (x,...,x"))
para M, escreve-se

g = Zgijdxi ®dxl = Zgijdxidxf,

] i<j

onde os coeficientes g;; sdo fungdes suaves em M, dadas por

o 0 0
gl]_g @/aixj 7

e i = i, §ij = 2gij parai < je dx'dx = }(dx' ® dx/ 4+ dx/ @ dx'). Apesar da definigdo
abstrata, a ideia por trds de uma métrica riemanniana é determinar uma maneira de se medir
comprimentos e dngulos de vetores nos espagos tangentes (por meio de produtos internos), para
depois transportar estas informagdes infinitesimais em informagdes de objetos construidos sobre
a prépria variedade. O requisito de que o tensor seja suave € para enfatizar que a variagdo dessa
medicdo ocorre suavemente entre espagos tangentes proximos.

Por argumentos usuais de parti¢cdes da unidade, definindo métricas riemannianas em cartas
locais e somando-as para obter uma global, obtém-se que:
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Proposicao 1.1.1. Toda variedade suave M admite uma métrica riemanniana.

As métricas obtidas em M desta maneira sdo arbitrdrias, e ndo necessariamente traduzem
informagdes geométricas relevantes a variedade M. Notadamente, uma classe de problemas
importantes em geometria riemanniana é identificar quando uma dada variedade suave (a partir
de uma métrica inicial ou ndo) pode ser munida de métricas possuindo propriedades especiais,
como por exemplo métricas homogéneas, completas, de curvatura constante, positiva, Einstein,
entre outras [Ber02; LP87].

Comenta-se também que uma possivel generalizagdo de variedades riemannianas é ao rela-
xar a suposigao de g ser positivo-definida em cada T, M, exigindo apenas que seja ndo-degenerada.
As variedades obtidas sdo as semi-riemannianas ou pseudo-riemannianas, e em particular se a as-
sinatura da forma associada for (—,+,...,+), a métrica é dita lorentziana. Este nome vém da
métrica lorentziana associada ao espago-tempo de Minkowski da relatividade especial, expressa
como

—dt? +d(x)? + -+ d(x)2

No entanto, diferentemente de métricas riemannianas, nem toda variedade admite métricas
lorentzianas, existindo obstrugdes topoldgicas. Se M é compacta, é necessdrio e suficiente que
a caracteristica de Euler de M se anule, existindo um campo vetorial globalmente definido que
ndo se anula em nenhum ponto.

Um exemplo basico de objeto geométrico possivel de se definir é o comprimento de curvas
suaves por partes y : | C R — M, dado por

L) = [ gy (305),4(6)) s = [ ) s

com a ultima expressdo utilizando um leve abuso de notacdo, em que a norma é calculada com
respeito a métrica g () de cada espago tangente.

Se M é orientada, pode-se definir também uma n-forma de orienta¢do candnica, dita o volume
riemanniano e denotada por vol,. Ela é unicamente definida pela propriedade que, se (e, ..., ey)
é base ortonormal positivamente orientada de T, M, entéo

volg(ey, ..., en) = 1.

Em coordendas locais, escreve-se
volg = \/|gldx" A -+ Adx",

onde [g| = det(g;j). Outra notagdo utilizada para o elemento de volume riemanniano é dV.
Define-se o volume de (M, g) por vol(M) = [ v VOlg, em que, se M é compacta, o volume é finito.
O elemento de volume riemanniano permite dar uma formulagdo preferencial para a integral de
fungdes mensuraveis f : M — R, considerando

/Mf = /M(fvolg).

Mais geralmente, se M é variedade riemanniana ndo necessariamente orientada, ainda é
possivel definir uma medida canénica em M dada por uma densidade, colando medidas abso-
lutamente continuas com respeito a medida de Lebesgue em cartas locais [GHL12, p. 165].

Ha uma nogao natural de morfismo entre variedades que respeite suas respectivas métricas.
Se (M, g), (N, h) sdo variedades riemannianas, uma isometria local de M para N é um mapa suave
F: M — N tal que, para todo p € M, dF, seja uma isometria linear entre os espacos tangentes.
Em particular, teremos que ¢ = F*h como pullback de tensores e F serd difeomorfismo local, pelo

2
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teorema da fungdo inversa. Ainda, se F for difeomorfismo, dizemos que é uma isometria de M
para N. Naturalmente, isometrias entre variedades riemannianas preservam todas as suas pro-
priedades geométricas e topolégicas, e nos preocupamos em estudar variedades riemannianas a
menos de isometrias.

Descrevemos agora diversos exemplos importantes de variedades riemannianas.

1.1.1 O Espaco Euclidiano R"

O exemplo basico de métrica riemanniana é a métrica euclidiana usual g em R”, dada nas
coordenadas globais canénicas (x!,...,x") por

Q0 = (dxl)2 + (clx2)2 + ...+ (dx”)Z,

ou seja, para p € R",

; d
(80)p (U i

onde utilizamos a notagao de Einstein para somatodrios. Identificando cada espago tangente T,R"
com R” por

;0

S — = o'w!' + v*w? + - + "W = VW,
p o 0xy

9

n
i
gv odxi

os produtos internos g, em cada T,R" coincidem com o produto escalar v - w usual em R".

= (oh,...,0"),
p

1.1.2 A Esfera "

A esfera n-dimensional " C R"*! também possui uma métrica riemanniana candnica, em que,
para cada x € 5", seu espaco tangente pode ser concretamente descrito por

T,8" = {v € R"™: v.x = 0} = (Rx)*,

onde v - x é o produto escalar usual em R"*!. Restringindo o produto escalar a cada espaco
tangente e realizando as identificagdes adequadas, obtém-se esta métrica riemanniana. Com res-
peito as coordenadas dadas pela projecéo estereografica pelo ponto N = (1,0, ...,0) e projetando
no plano x% = 0, temos a métrica dada esférica dada por

4 n
g= W((dxl)2 + o (dxM)?).

1.1.3 O Espaco Hiperbélico H"

Outro exemplo de grande importancia é o espago hiperbélico H", sendo usualmente descrito por
uma das seguintes maneiras. Em uma, considera-se o espaco R = R x R” munido de um
produto interno lorentziano definido por

(x,y) = —xoyo + x1y1 + - - - + XY
Com isso, toma-se uma das componentes conexas do hiperboloide de duas folhas:
RH" := {x € R"" | (x,x) = —1, xo > 0}.

Cada espaco tangente T,JRH" pode ser visto como subespago vetorial de R'", e restringindo
o produto interno lorentziano a ele, obtém-se uma forma bilinear simétrica positivo-definida.

3



1.1. METRICAS RIEMANNIANAS CAPITULO 1. METRICAS E CONEXOES

Tomando-se isso para todo x € RH", obtém-se uma métrica riemanniana em RH", dita a métrica
hiperbélica. Outro modelo dos espacos hiperbdlicos é considerando a bola unitéria aberta

D" = {(x},...,x") e R" | (x1)* 4+ - 4+ (x")* < 1} C R",

com R” C R dada pela inclusdo (x!,...,x") — (0,x!,...,x") e tomando, para cada x €
RH", o tnico ponto em D" colinear com x e o ponto (—1,0,0,...,0). Tal associagdo serd um
difeomorfismo, e transportando a métrica por ele, obtém-se nas coordenadas globais que

4
g = W((dﬁfl)z + o (dx")?)
onde || - || é a norma usual em R”. Por fim, um terceiro modelo dos espagos hiperbdlicos é
considerando a inversdo da bola em R” de centro (—1,0,...,0) e raio V2, levando a bola unitaria

ID" no semiespago superior
R = {(x!,...,x") | x! > 0}

e a métrica levada pelo difeomorfismo sendo

§= Gyl +-o+ (@),

1.1.4 Imersoes Isométricas

O exemplo da esfera acima, como subvariedade de R"™!, pode ser generalizado da seguinte
maneira. Se (M, g) é variedade riemanniana, N uma variedade suave e F : N — M uma imersdo
suave (ndo necessariamente injetora), de modo que para todo p € N o diferencial dF, : T,N —
Tr(p)M € injetor, toma-se a métrica pullback F*g em N dada por

(F8)p(v,w0) = gr(p) (dFp(v), dFy(w))

como o pullback usual de tensores por mapas suaves. O tensor sobre N resultante sera uma
métrica riemanniana em N, e dF, serd isometria sobre sua imagem para todo p € N. Em parti-
cular, se N — M é subvariedade imersa em M, a métrica dada pelo pullback pela incluséo ¢é a
métrica riemanniana induzida em N.

Esta construcdo generaliza a geometria das superficies parametrizadas em R3, em que a
métrica riemanniana da superficie é dada por sua primeira forma fundamental: se f : U C
RZ - M C R3®éuma parametrizagdo local da superficie M, e p = (u9,vo) € U, toma-se

d

d
dfp (au (uo,vo)> N f”(uo’ UO>, dfp (av

como base de Ty(,)M e, nesta parametrizagao, os coeficientes da métrica sdo g;; = (f;, fj), com f;
denotando as derivadas parciais.

Calcula-se também explicitamente o exemplo de S C RR?, onde a métrica induzida em S!
pela euclidiana em R? sera

) = fo(uo, v0)

(HO,UO)

1 (dx* + dy?) = (—sen 0d0)* + (cos 0d6)* = d6?,

com 460 a “forma dngulo” na circunferéncia de acordo com a parametrizagdo x = cos 6,y = sen0.
Em outra aplicagdo, calcula-se a 4rea da esfera S2 com a métrica induzida do R3, represen-
tando seu 2-volume riemanniano. Tomando a projecao estereografica com respeito ao polo norte

X y

4
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com inversa

2u 20 1—u?— o2
(1,v) — , , ,

14+u24+02"14+u24+02" =1+ u2+02

sabemos que a métrica com respeito a essa parametrizagdo é

4

2 2
(e P

O volume riemanniano correspondente sera

4

——————du Adv,
(1+u?+v?)? uhao

e deste modo, com o pullback de volg: para R?,

27 -1
2 —
vol(s?) = [ 1—|—u2 dudv_4/ / 5 ppdrdd =87 (2(1+7’2)>t

1.1.5 Meétricas Produto e Produto Warped

Dadas duas variedades riemannianas (M, g) e (N, &), é possivel definir a métrica riemanniana
g+ hem M X N a partir do isomorfismo

declarando que em T, M a métrica é g, em T,;N é h e que os subespagos complementares T, M e
T;N séo ortogonais. Um exemplo basico é (IR", o), sendo isométrico ao produto (IR, gp) X ... X
(R, go) n vezes, onde cada gy é a métrica euclidiana usual no espago.

Mais geralmente, se f € C®(N) e ndo se anula, considera-se o produto warped

(M x N, f>¢+h),

onde cada “fatia” M x {q} é conforme a M, ou seja, é isométrica a menos da distor¢do da métrica
pela fungdo f, e cada fatia {p} x N é isométrica a N. O exemplo usual de tais métricas sdo as
de superficies de revolucdo em R3, tomando M = S!, N = (a,b) intervalo aberto e a métrica
g =dr? + f(r)?d6>.

Em outro exemplo, mostra-se que R" \ {0} com a métrica euclidiana usual é isométrico ao
produto warped ((0, +o0) x §"~1,dr? + r2g), onde r denota a coordenada radial em (0, +c0) e
¢ a métrica riemanniana usual em §"~!. Isto pois, considerando o difeomorfismo 4 : (0, 00) x
g"-1 — R"\ {0} dado por h(r,x) = rx, analisam-se as imagens de vetores tangentes por dh.
Com T, ) ((0, 400) x §"71) 2 T, (0, +00) & T,S" 1, todo vetor tangente é da forma ad, + v, onde
(v,x) = 0. Entdo

d d
dh(r,x) (ar) - E t:oh(r+ £ X) - ﬁ o (T—|— t)x -
g 0) = S| hir (costyx+ (sent)o) = ro.
t=0

Desta maneira,
2
|ty (@30 +0) | = llax + rol2 + a2 + P ol = o + [0,
mostrando que a métrica é de fato dada por dr? + r?g.

5
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1.1.6 Grupos de Lie

Em um grupo de Lie G, lembramos que ha uma identificagdo natural entre os campos esquerda-
invariantes Lie(G) e o espago tangente na identidade g = T,G, formando é4lgebra de Lie de
dimensao finita com respeito ao colchete de Lie [+, -|. Explicitamente, para cada x € G, identifica-
se T,G com o espago tangente na identidade T,G = g por meio da multiplicacdo a esquerda
Ly : T.G — TyG. Em particular isto permite transportar qualquer produto interno (-, -), em T,G

para TG por
(,0)x = (d(Ly1)x (), d(Lx-1)2(0))e,

produzindo uma métrica riemanniana suave ¢ em G invariante a esquerda, ou seja, tal que para
cada x € G tem-se (Ly)*g = g, em outras palavras, que cada translagdo a esquerda seja isometria.

Pode-se perguntar entdo quando um grupo de Lie admite uma métrica bi-invariante, ou seja,
invariante também por translagdes a direita (Ry)*g = g. Considerando a conjugacdo Cy : G — G
dada por Cy(y) = xyx~! e a representacdo adjunta Ady = (Cy). : g — g, lembra-se que, para
Veg

(Ady V)e = d(Ry-1)d(Ly)Ve = d(Ry1) Ve = (d(Ry1) 0 Vo Ry)(e) = ((Ry-1)+V)e,

ouseja, Ady V = (R,-1),V. Isto permite mostrar que, dada uma métrica esquerda-invariante em
G, ela serd invariante a direita se e somente o produto interno em g se é Ad-invariante, ou seja,
para todo x € G,

8e(Ad(v), Adx(w)) = ge(v,w),
de modo que Ady € O(g) C GL(g).
Teorema 1.1.2. Se G é grupo de Lie compacto, entdo G admite métrica riemanniana bi-invariante.

Demonstragido. Tomando uma n-forma de orientagdo suave esquerda-invariante em G, obtida ao
transportar uma tal forma em g por translagdes, e considerando a integral de fungdes suaves por
[ fw, ela sera esquerda-invariante:

/G(foLx)w:/wa.

Para cada x € G, a n-forma (Ry)*w serd também esquerda-invariante, e portanto um multiplo

real ndo-nulo de w. Definindo A(x) = ‘%

A:G — (0,+00), tal que

, temos um homomorfismo de grupos de Lie

Lo rA® = [ fo.

Se G é compacto, entdio A = 1, e a integral serd também direita-invariante. Dado um pro-
duto interno (-, -)o qualquer em g, define-se, para V,W € g a funcdo by w : G — R dada por
(Ady V,Ady W)y, e define-se também a integral

<V, W> = / bV,Ww.
G
Mostra-se prontamente que a func¢do obtida serd produto interno em g e é Ad-invariante, pois

(Ady V, Ady W) = / Bad, v Ad, W0 = / (Ad, Ady V, Ad, Ad, W)w(y)
G i G

- /G<Adyx V, Adyy Whew(y) = /G(bV,WoRx)w: /va,ww — (V,W).

Transportando tal produto-interno para os espagos tangentes de G por multiplicacdo a es-
querda, obtém-se uma métrica riemanniana bi-invariante em G. O

Se num grupo de Lie geral vale A = 1, dizemos que o grupo é unimodular. Nota-se que tal
defini¢do independe da n-forma de orientagdo esquerda-invariante w tomada, pois todas serdo
um multiplo real ndo-nulo de w.
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1.1.7 Recobrimentos Riemannianos

Um recobrimento suave entre duas variedades riemannianas é dito um recobrimento riemanniano
se for adicionamente uma isometria local. Seja (M, §) uma variedade riemanniana, e T x M — M
uma acio livre e prépria de um grupo discreto I' em M. Sabemos entdo que o espago quociente
M = M/T munido da topologia quociente admite uma tinica estrutura suave tal que a projecio
7 : M — M é um recobrimento suave, e em particular difeomorfismo local. Se ainda I' age por
isometrias em M, ou seja, tal que para todo v € I', x — (x) é isometria, induz-se uma métrica
riemanniana natural no quociente M/T:

Proposigao 1.1.3. Nas condigdes acima, existe uma tinica métrica riemanniana g em M = M/T, dita a
métrica quociente, tal que 7t : M — M é recobrimento riemanniano.

Demonstragdo. [Gor22, p. 32]. O

Reciprocamente, dado recobrimento suave 7 : M — M e métrica riemanniana gem M,
tomando a métrica pullback 77*¢ em M, teremos que o recobrimento serd riemanniano, e as
transformacoes de deck v : M — M, as quais sdo difeomorfismos satisfazendo moy = m,
serdo isometrias. Se ainda mais as transformacdes de deck agirem transitivamente nas fibras do
recobrimento, M sera isométrica ao quociente M /I com a métrica quociente.

Um exemplo de recobrimento riemanniano é dado considerando um reticulado

n
I'= {Zmivi | m; € Z}
i=1

em R", onde (vy,...,v,) é base de R", e o quociente R" /T é difeomorfo a um n-toro. O reticu-
lado age livremente e propriamente descontinuamente em IR" por meio de translagdes por seus
elementos, e o quociente herda a métrica flat de R"”, sendo localmente isométrico ao espago eu-
clidiano. Como R" é simplesmente conexo, é o recobrimento universal do quociente, e portanto
o grupo fundamental é identificado com I'. Dois reticulados diferentes, em geral, ddo origem a
toros ndao-isométricos, mas ainda localmente isométricos entre si.

Proposi¢do 1.1.4. Sejam T,I" dois reticulados em R", com métricas riemannianas quocientes gr e gr
definidas no n-toro T". Entdo (T", gr) é isométrico a (T", gr+) se e somente se existe isometria f : R" —
R" tal que f(T) =T".

Em particular, (T", gr) serd isométrico ao produto riemanniano de n cdpias de S' se e somente se o
reticulado é associado a uma base ortonormal de R".

Demonstragido. Com 7t : R" — R"/T e i/ : R" — R" /T’ 0s recobrimentos riemannianos associ-
ados, suponha que exista isometria h : R"/I" — R"/I’, com h(0) = g, /(q) = §. Como R" é
simplesmente conexo, h o 7t : R" — RR" /I’ admite tinico levantamento suave H : R” — R" tal

que o diagrama abaixo comuta e H(0) = 4:

R" — 2 L Rr
J” hort lﬁ’
R" /T — R /T

Como 7 e 77’ sdo recobrimentos riemannianos, garante-se que H é isometria local. Para mos-
trar que é difeomorfismo, consideram-se os diagramas:

R" R"

2 2
H - G -
P s J(n’ P s J{hon
-

R" "% R /T R" — ™ R" /T
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onde G é o tinico levantamento de 71’ com respeito ao recobrimento suave & o 7t tal que G(gq) = 0.
Isto implica que G o H é levantamento de 77’ pelo diagrama

RTI

2
GOH/ e ,
. 7T
-

R" — " R" /T’

tal que G o H(0) = 0, e portanto deve ser a identidade. Isto mostra que H é isometria. Desta
maneira, H(T) = q +I”, pois H(T') C g + I’ pelas identificagdes feitas nas projegdes e H (g +
I") C T ja que H é invertivel e os diagramas comutam. Basta tomar entdo f = 7o H, onde
T(x) = x — g é isometria.

Reciprocamente, se existe isometria f : R"” — R" tal que f(I') = I, entdo 7’ o f : R" —
R" /T’ é recobrimento riemanniano que faz as mesmas identificagdes em I', descendo suave-
mente para f : R" /T — R"/I". Temos que f ¢ bijetora pois 7’ o f faz as mesmas identificacdes
que 7, e por ser isometria local analisando localmente os mapas, é isometria. O

Outro exemplo importante de recobrimento é o espago projetivo RP", dado pelo quociente
de S" pela acdo de Z/27Z descrita por x — —x. Com a métrica quociente, serd ainda local-
mente isométrico a 5", mas é orientdvel se e somente se n é impar. Similarmente, consideram-se
outros quocientes de S e H" por agdes livres e propriamente descontinuas, produzindo varieda-
des riemannianas topologicamente diferentes, mas localmente isométricas aos seus respectivos
recobrimentos.

1.1.8 Submersdes Riemannianas

Consideramos agora o caso de uma submersdao w : M — N entre duas variedades suaves,
com V, = kerdrm, uma distribuicdo suave em M. Esta € a distribui¢io vertical a submersao, e
compreendem os espagos tangentes das fibras de 7.

Se M é munida de uma métrica riemanniana g, é possivel tomar uma distribuicdo comple-
mentar a V especifica, dita a distribuicio horizontal, por H, = V]gl o complemento ortogonal.
Neste caso, se N possui métrica h, dizemos que 7w : M — N é uma submersio riemanniana se
dnp|;{p tHp = Trp)N & além de isomorfismo linear, isometria.

O exemplo bésico é o caso de uma projegdo v : M x N — N do produto riemanniano em um
de seus fatores. Temos também o caso do produto warped, onde (M x N, f?¢ +h) — (N,h) é
submersdo riemanniana.

Uma situa¢do mais elaborada é a de um grupo de Lie G agindo suavemente, livremente e pro-
priamente em uma variedade suave M. Sabemos que o quociente M = M/G, com a topologia
quociente, admite tinica estrutura suave tal que 77 : M — M é submersdo suave [Leel2, p. 544].
Se agora M possui métrica riemanniana g e G age em M por isometrias, temos um resultado
analogo ao de recobrimentos:

Proposicio 1.1.5. Nas condicdes acima, M admite uma métrica quociente g tal que 7T : M — M é
submersdo riemanniana.

Demonstragdo. [Gor22, p. 34]. O

Além dos exemplos ja vistos de recobrimentos, podemos considerar também o espago proje-
tivo complexo CP", que pode ser descrito pelo quociente de C"*1 \ {0} /C*, onde identifica-se
x ~ Ax para A € C*, ou pelo quociente $?"*1/S!, onde a agdo de S' em S*' ! = {(z,...,z,) €
C" 12012+ ... + |z4]? = 1}, é dada por

¢ (20, 20) = (€020, €72,

0]
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A métrica quociente induzida em CP”, tornando-o variedade riemanniana compacta de di-
mensao 2n, é dita a métrica de Fubini-Study.

Se G é grupo de Lie e H C G é subgrupo fechado (e portanto subgrupo de Lie), temos
que o conjunto das classes laterais G/H é variedade suave com submersao G — G/H [Leel2,
p- 551]. Hd uma agdo natural de G em G/H por multiplicacdo a direita (g,kH) — gkH, sendo
a agdo livre e transitiva. G/H é dito um espaco homogéneo para G. Adicionalmente, sendo M
uma variedade suave e G grupo de Lie agindo suavemente e transitivamente em M, parap € M
o subgrupo de isotropia G, = {g € G: g-p = p} é fechado em G, e M sera difeomorfa ao
quociente G/G, [Leel2, p. 552]; Assim, estudar variedades com agdes transitivas equivale a
estudar espacos homogéneos.

Se G é munido de métrica bi-invariante, entdo similarmente ao que foi descrito anterior-
mente, G/ H herdard de G uma métrica quociente tal que a submersao serd riemanniana e a agdo
de G em G/H é dada por isometrias. Mais geralmente, basta G ter métrica invariante a esquerda
e invariante a direita pela agdo de H. De certa maneira reciproca, se M é variedade riemanniana
e G grupo de Lie agindo suavemente e transitivamente por isometrias em M, mostra-se que o
subgrupo de isotropia G, de um p € M é compacto, e M sera difeomorfa a G/ G,. Naturalmente,
a métrica em M sera G-invariante.

Um exemplo claro destas nogdes é o grupo ortogonal O(n + 1) agindo em S" por isometrias,
em que o grupo de isotropia de um dado ponto é isomorfo a O(n). Assim, 5" = O(n+1)/0(n).
Pode-se também considerar uma situacdo mais geral, dada pelo seguinte teorema [Leel2, p. 554]:

Teorema 1.1.6. Seja X um conjunto e G um grupo de Lie agindo transitivamente em X, tal que, para um
p € X, o subgrupo de isotropia G, de p é fechado. Entdo X tem uma tinica estrutura suave tal que a agdo
é suave, e dim X = dim G — dim Gy, sendo difeomorfoa G/ Gp.

Considere, por exemplo, o conjunto X das geodésicas maximais em S? (conceito a ser visto
no préximo capitulo, mas que afirmamos serem as grandes circunferéncias na esfera). Natural-
mente O(3) age transitivamente nelas, e o grupo de isotropia de uma dada geodésica, por exem-
plo o equador {(x,y,0): x> + y?> = 1}, é isomorfo a O(2) x Z/2Z, considerando as isometrias
de uma circunferéncia com as possiveis inversdes no eixo z. Assim, pelo teorema acima, existe
uma estrutura suave em X que o torna uma variedade suave de dimensdo 3 — 1 = 2, munido
de uma agdo suave e transitiva de O(3). Ainda, como O(3) é grupo de Lie compacto, admitindo
meétrica bi-invariante, existe métrica riemanniana em X tal que O(3) age por isometrias. Ainda
mais, existird uma medida em X invariante pela acdo de O(3), dando sentido a expressdes como
“uma geodésica aleatéria em $?”; isto é parte dos objetivos da geometria probabilistica e integral
[San04], usando nog¢des de espacos homogéneos e simétricos.

1.1.9 Isomorfismos Musicais

Para construir nogdes que serdo relevantes em 1.4 e 3.1.1, desenvolvem-se com mais cuidado al-
gumas ideias de algebra linear. Em espagos vetoriais de dimensao finita sobre IR, é possivel rea-
lizar certas identificagdes entre seus produtos tensoriais e espagos de morfismos (multi-)lineares.
Um caso simples é o isomorfismo V* @ W = Hom(V, W) dado por

PpRwr— (x — ¢(x)w)

e estendendo multilinearmente. Também podemos encontrar identificagdes candnicas como
V*®@ V* =2 (Ve V)* interpretado como o espaco de formas bilineares f : V x V — R. Ideias
similares se aplicam para produtos tensoriais de ordens superiores, considerando TV =
®°*V* ®" V como as formas s-multilineares em V a valores em ®"V, os (r, s)-tensores em V.

A identificacdo V* ® V = Hom(V, V) = End(V) permite ainda explicitar porque o traco de
um endomorfismo linear T € End(V) é uma expressao independente de bases, sendo definido
em V* ® V como a contracdo ¢ @ v — ¢(v) e estendendo multilinearmente. Para uma dada

9
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base (e, ...,e;) de V com base dual (¢!,...,e"), de fato temos que trT = T ei('Tei), e com

e'(Tej) = aj-, de modo que T escrito na base é dada pela matriz (4});;, temos T = aj¢/ ® ¢; com

contragéo resultando em Y al. O mesmo vale considerando contragdes Ty — TO-1s-Dy
com respeito a certos indices, independendo de escolha de base.

Sabe-se que ndo hd, no entanto, uma identificacdo candnica entre V e V*, apesar de serem
espagos de mesma dimensdo. Isto também é a origem do fato de ndo ser possivel definir preci-
samente o trago de uma forma bilinear f : V XV — R, ouseja, f € V* ® V*. Se V é munido
de uma forma bilinear simétrica ndo-degenerada g : V x V' — R, ou mais particularmente um
produto interno, hd de fato um isomorfismo entre V e V* dado por

v— (x — g(v,x)).

Se (e1,...,e,) é umabase de V e g;; = g(e;, e;) sdo os coeficientes do produto interno associa-
dos a base, temos os isomorfismos dados por

U= viei — Z)b = gijviej, Q= (piei — g[)j:1 = gij(piej,

em que convencionamos a utilizagdo da notagdo de Einstein, e (g");; = (gj) "' ¢ a matriz inversa,
ou seja, tal que g'/g;; = &;j como delta de Dirac. Tais isomorfismos V 2 V* se estendem a todos os
produtos tensoriais ")V com r + s = k fixo, podendo liberalmente interpretar tensores de uma
dada ordem como de outra ordem apenas realizando o levantamento ou abaixamento de indices.
Tais isomorfismos sdo coletivamente ditos os isomorfismos musicais. Com eles, podemos definir
também o trago (ou contra¢des mais gerais) de uma forma bilinear simétrica B: V x V — R, em
que, se B(e;, e;) = bjj, temos que tr B = gl bj;. Naturalmente, se (e;) é base ortonormal de V com
respeito ao produto interno g, temos que tr B = Y B(e;, ¢;) = bj;.

No caso relevante para nossos estudos, consideramos M um variedade riemanniana, com a
métrica g definindo um isomorfismo entre os fibrados tangente TM e cotangente T M:

v— " € T*M, w+— w?e TM.

Com respeito a coordenadas locais (U, (x')) de M e referencial local coordenado 9y, ...,
de TM|y, lembra-se que os coeficientes g;; = g(9;,9;) que realizam os isomorfismos sao funcdes
suaves. Nota-se que em geral ndo pode-se tomar o referencial local coordenado como sendo
ortonormal, pois isto implicaria na nulidade da curvatura da variedade nesse aberto, conceito
este que exploraremos no capitulo 3.

1.2 Conexoes

Nos espagos euclidianos, todo espago tangente T,,IR" é canonicamente identificado com o préprio
espago R" pelo isomorfismo
n . a
Y o | (o!,...,0").
i—1 Xlp

Isto permite definir a derivada direcional ao longo de v € R" de uma fungéo suave f € C*(R"):

Dof(p) = DF(p) (o) = lim FELIIZIB) _ 500 ),

n
=0 t = ox

e também a “derivada direcional” de um campo de vetores suave X € X(IR"), ou seja, a aplicacdo
da derivada total de X = (Xl, ..., X") : R" - R" num ponto p em uma dada diregdo:

DX(p)(0) = lim P 1) = X(p) _ ( ”101-8)(1 (p), - .,iviax'f (p)> .

50 t oxi

1
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Em uma variedade suave M, ainda temos a nogdo de derivadas direcionais de f € C*(M)
pelo diferencial df € Q'(M), tomando vetores v € TyM e retornando suas derivadas direci-
onais df(v) = v(f). Nao h4, no entanto, uma maneira 6bvia de estender tal defini¢do para
campos vetoriais de uma maneira invariante por mudancas de coordenadas; falta uma maneira
candnica de identificar vetores em espagos tangentes diferentes para se definir o limite na ex-
pressdo acima. Pode-se imaginar que a derivada de Lie cumpriria este papel, mas como ela
mede a (ndo-)comutativade dos fluxos dos campos, dependendo entdo de todos seus valores
numa vizinhanga de p, ndo ha como toma-la apenas numa “diregao” v € T, M.

Uma outra maneira de entender as complicagdes descritas acima, e num contexto mais ge-
ral, é a seguinte. Com 7t : TM — M a projecdo candnica do fibrado tangente, o nticleo de seu
diferencial d7t define um subfibrado VM C TTM, dito o subfibrado vertical, cujas fibras V, M
sdo canonicamente isomorfas a T,y M a partir do diferencial da inclusdo 1, : T,M — TM. Se
X : M — TM é um campo vetorial, isto é, uma secado de 77, temos que 77 o X = Idy, e tomando o
diferencial dX : TM — TTM em algum p € M, a imagem do pushfoward dX, : T,M — Tx, TM
intersecta trivialmente a fibra vertical. Mas como ndo ha uma escolha canoénica de subespaco ve-
torial complementar a fibra vertical (o qual seria isomorfo a T, M), ndo é imediatamente possivel
definir uma projecdo de volta a T, M para assim obter uma derivagdo induzida por X. Esta visdo
antecipa a ideia de conexdo, vista abaixo, também como a escolha de uma distribui¢do horizontal
em TTM.

Com estas exploragdes, é necessdria uma estrutura adicional na variedade M, uma escolha
de como derivar campos com respeito a outros campos satisfazendo propriedades andlogas a
deriva¢do em IR". Tal escolha é dita uma conexdo. Formalmente, uma conexdo (afim) é um mapa
R-bilinear V : (M) x X(M) — X(M) tal que

* VixY = fVxY,paraX,Y € X(M) e f € C*(M);
e VxfY=X(f)Y+ fVxY,paraX,Y € X(M)e f € C*(M).

Como V é C®(M)-linear no primeiro argumento e satisfaz a regra de Leibniz no segundo,
o vetor (VxY), depende apenas dos valores de Y numa vizinhanga de p e de X, obtendo um
endomorfismo linear v — (V,X), andlogo a 1-forma dada pelo diferencial df, representando a
derivada direcional na diregdo v. A diferenca entre duas conexdes numa variedade é um (1,2)-
tensor, com as conexdes formando um espago afim sobre eles e sendo fechado por combinagdes
convexas. De maneira ndo correlata, a origem do termo conexdo afim veio originalmente de Weyl,
a partir do que seria uma variedade afinamente conexa, isto é, uma variedade com uma nogao
de transporte paralelo, com Cartan generalizando a nogdo para um contexto mais geral [AR93,
p- 213].

Em coordenadas locais (U, (x')) e para X = X'9;, Y = Y/9;, obtemos que

QY7 9

ik O
UxY =Y X'—_—+Y XV
ij k

oxi oxl = & i 9k’

ij,
onde Vj30; = rif].ak. Os coeficientes suaves Fi-‘]- sdo os simbolos de Christoffel, e determinam a
conexdo localmente. Sugestivamente pela expressdo acima, os simbolos de Christoffel numa
carta representam o qudo distante a conexdo esta de ser uma deriva¢do usual em R".

Além do valor da conexdo (VxY), depender apenas do valor de X em p e de Y numa
vizinhanga de p, ela na verdade depende apenas dos valores de Y ao longo de uma curva suave
7 : I = M passando por p com velocidade X}, considerando a expressao local para (VxY),.

Também utilizando argumentos de parti¢des da unidade a partir de conexdes definidas lo-
calmente em vizinhangas coordenadas, tem-se que:

Proposigao 1.2.1. Toda variedade suave M admite uma conexdo.

Demonstragdo. [Gor22, p. 45]. O

11
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1.2.1 Transporte Paralelo e Derivadas Covariantes

Apesar da defini¢do inicial abstrata, a presenga de uma conexdo numa variedade, como o nome
indica, permite identificar espagos tangentes ligados por uma curva suave, por meio da ideia
intuitiva mais concreta do transporte paralelo de vetores ao longo de uma curva. Isto é feito inici-
almente definindo a derivada covariante de campos ao longo dela.

Seja v : I — M uma curva suave. Um campo ao longo de v é uma func¢do suave X : [ - TM
tal que X(t) € T,(;)M, ou, na linguagem de fibrados vetoriais, uma secéo do fibrado pullback
7*TM. Nota-se que nem todo campo ao longo de uma curva é a restricio de um campo X
definido em vizinhanga aberta U da curva em M, como é o caso se y ndo € injetora ou se y ndo é
mergulho em M. A conexdo V induz naturalmente uma derivagdo de campos em I'(y*TM):

Proposigdo 1.2.2. Existe um tinico mapa R-linear 5. : T (y*TM) — T'(v*TM), dito a derivada covari-
ante ao longo de vy, tal que

a) %fX = f/X—i—f%X, para X € T(y*TM) e f € C®(I);

b) Se ty € I e, em vizinhanca V de to, existe campo vetorial X definido em vizinhanca aberta U de
v (to) para o qual X é sua restricio a V, entdo
\V4 ~
EX(tO) = (V4 X)1to)-
A derivada covariante é um caso particular do pullback de uma conexdo V em M por um
mapa suave ¢ : N — M, induzindo uma conexao no fibrado I'(¢*TM) satisfazendo proprieda-
des andlogas. Em coordenadas locais, se X(t) = X'(t)o;,

vV, _ ky/ koivi) 9
dtx_;<(x)+§riﬂx S F

Um campo X ao longo de vy é dito paralelo se %X = 0, e esta definicdo pode contemplar curvas
que sdo apenas suaves por partes. Como a equagdo de um campo paralelo em coordenadas
locais é uma EDO linear de primeira ordem, sempre existird campo paralelo V ao longo de I
estendendo uma condigdo inicial V() = v, e dependendo linearmente de v.

Assim, dada curva suave por partes v : [ — M, fo,t; € I com p = 7(ty), g = y(t1) e
v € TyM, o campo paralelo V ao longo de 7y que estende v nos da unicamente e linearmente
um vetor w € T,M. O transporte paralelo de 7y (ty) a y(t1) ao longo de -y é entdo um mapa linear
invertivel Pg to ¢ Tyt)M — T4,y M tal que

Y _ .
¢ Pto to IdTv(to)M’

- Y —1.

* Pl =(Py,) e
T pY Y

° Ptz to — sz t ° Ptl to*

A partir da propriedade b) da derivada covariante, pode-se recuperar os valores da prépria
conexdo, evidenciando a equivaléncia entre essas nogdes. A proposicdo seguinte mostra que é
possivel também recuperar a derivada covariante a partir dos transportes paralelos ao longo de
curvas suaves, e portanto as trés estruturas, numa variedade, transmitem a mesma ideia. Além
disso, ela faz referéncia direta a maneira como define-se a derivada direcional de campos em IR".

Proposicdo 1.2.3. Seja M variedade suave munida de uma conexio afim V. Se vy : (—¢, €) — M é curva
suave e X um campo vetorial suave ao longo de vy, entido

(Zx) 0 1y HXO=XO
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Demonstragdo. Com p = (0), tome base (v1,...,v,) de T,M, e estenda tais vetores a campos
paralelos Vi, ..., V, paralelos ao longo de <. Entdo

X(t) = a (H)Vi(t) + - +a"(H)Vul(t),

em que as fungdes a' : (—¢,e) — R sdo suaves. Pela linearidade do transporte paralelo, temos
que Py, X(t) = al(t)vy + - - - + a"(t)v,, de modo que

v —
%g% PO tX(t>t X(O) — (al)’(O)vl—l—---—l—(a”)’(O)vn.

Por outro lado,
\ i/ iv - i/
=X = (Y (@)Yi+ad—Y:) =) (a)(0)v,
at /), at )y =
demostrando a igualdade. O
Proposicao 1.2.4. Seja M variedade com conexido V e X campo vetorial suave ao longo de uma curva

suave y : I — M. Se ¢ : | — I é difeomorfismo e temos as reparametrizagdes 1 = yopeY = X o ¢,
entdo Y é campo suave ao longo de 1, e vale

(37) @ = (5%) @)

para s € |. Em particular, paralelismo de campos independe de reparametrizagdes da curva.
Demonstragio. Sabendo que localmente ¥ X = ¥, ((Xi)’ + Yk F;ka (7% ) 9;, temos que

(37) ) = g (xo0)©) =

1(s)

3 ((Xf o4)(5) + LI (0 0 )(5) (0 o ‘P>’<S>> 5
s

X <(Xi)’(<l>(5))¢’(5) + ZFj,k(7(¢(5)))Xj(¢(S))(7")’(¢>(S))4>’(S)> aaxi

jk v(9(s))
10)» ((Xf)’w(s)) - ;r;,k<<v<¢<s>)>xf<¢<s>><vk>'<¢<s>)) il =
i j, v(¢(s
(3:%) 0E)¢'©
e como o resultado é local, isto valerd para todo s € J. O

Para o que segue, é necessdrio considerar conexdes em contextos mais gerais do que definidas
apenas sobre o fibrado tangente de uma variedade. Se 7 : E —+ M é um fibrado vetorial sobre
uma variedade suave M, uma conexdo em E é um mapa R-bilinear V : X(M) x I'(E) — T(E)
satisfazendo

* Vixs = fVxs, para X € X(M), f € C*(M) es € T(E);
e Vxfs=X(f)s+ fVxs, paraX € X(M), f € C*°(M) es € I'(E).

Na linguagem acima, uma conexdo afim V no fibrado tangente TM pode ser unicamente
estendida para agir como derivagdo em tensores arbitrarios sobre M, ndo apenas em campos ve-
toriais [GHL12, p. 74]. Isto produz unicamente uma familia de conexdes nos fibrados tensoriais
T(5) M, denotadas coletivamente por V, satisfazendo:

13
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a. Vxf = X(f), para X € X(M) e f € C°(M) = T (T M);

b. VxY coincide com a conexdo definida em TM;

¢ Vx(S®T)=VxS®@T+S® VxT;

d. Vx:T(T")M) — (TS M) comuta com contragdes c : ['(T"S)M) — T(TU—1s=DM).

Com esta extensdo, é possivel considerar a derivada covariante de tensores como os operadores
R-lineares V : T(T"S)M) — T(T"**VUM), T — VT, dados por

VT(X;Yl,. . .,Ys) == VxT(Yl,. . .,Ys).

Como mencionado anteriormente, se M é munida de conexdo afim V e ¢ : N — M é fungdo
suave, define-se unicamente uma conexdao V¢ no fibrado pullback ¢*TM sobre N dos campos
suaves ao longo de ¢, dita a conexio induzida por ¢, tal que

a) V}”XU = fViU,se X € X(N), f € C°(N) e U € I'(¢p*TM);

b) Se U € T'(¢*TM) admite extensio para U € I'(TM) definida em um aberto V de ¢(N),
entao

(Viu), = (Vdrp(Xp)ﬁ)rp(p)'

No caso particular de N = I C R, todo campo X € X(R) é da forma f %, dando origem a
derivada covariante v

—u=vu.
dt Va,

1.3 A Conexao de Levi-Civita

E um fato fundamental da teoria que, em uma variedade riemanniana, hd uma escolha canoénica
de conexdo, a conexdo de Levi-Civita. Ela apresenta duas propriedades desejaveis: ser compativel
com a métrica, e ser livre de tor¢gio.

Teorema 1.3.1. Dada uma variedade riemanniana (M, g), existe uma tinica conexdo afim V em M, dita
a conexdo de Levi-Civita, tal que

i. E compativel com a métrica:

Xg(Y,Z2)=¢(VxY,Z)+g(Y,VxZ), VX,Y,Z € X(M);

ii. E livre de torcio:
VxY - VyX—-[X,Y] =0, VX, Ye€X(M).

A demonstragdo utiliza um truque de permutacdo para deduzir a férmula de Koszul
28(VxY, Z) = Xg(Y, Z) + Yg(Z,X) = Zg(X, Y) + ¢([X, Y], Z) +¢([2, X], Y) = &([Y, Z], X),

e a partir dela concluir unicidade, dado que g é ndo-degenerada, e a existéncia, mostrando que
V satisfaz as propriedades desejadas. O fato de g ser positiva-definida ndo é necessario para a
demonstracdo, inferindo que este teorema também vale para variedades pseudo-riemannianas,
ou seja, aquelas em que o tensor g é definido mas ndo necessariamente positivo-definido. Ex-
plicitamente numa carta local, os simbolos de Christoffel da conexdo de Levi-Civita sdo dados

por
1 n
Il = 5 Y- 8" (ign + 981 — Aigyy)-
I=1
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E interessante comentar que os resultados de existéncia e unicidade da conexdo de Levi-
Civita estdo inseridos no contexto mais geral de conexdes livres de tor¢do e compativeis com
G-estruturas em M, discutindo suas tor¢oes intrinsecas, com uma métrica riemanniana interpre-
trada como uma O(n)-estrutura [Cral5, p. 131].

Percebe-se que a condi¢do de compatibilidade com a métrica é equivalente a igualdade Vg =
0,ja que em geral

Vxg(Y,Z) = Vx(g(Y,Z2)) —g(VxY,Z) — (Y, VxZ).

Uma consequéncia importante da conexdo de Levi-Civita ser compativel com a métrica é a
férmula

LX), Y(1) = (X (1), (1)) + g(X(1), S ¥(1)

para campos suaves X e Y ao longo de uma curva suave ¢y : I — M, e a conclusdo de que o
transporte paralelo sera ndo s6 isomorfismo entre os espacos tangentes, mas também isometria.
No caso de R"” com a métrica euclidiana usual g, a conexdo de Levi-Civita é dada por

VxY = X(Y),

em que os simbolos de Christoffel Fifj se anulam. Assim, um campo é paralelo ao longo de uma
curva em IR” se e somente se ele é constante, considerando as identificagdes T,R" = R".

:[Rﬂ

O mesmo néo vale na esfera S* com a métrica induzida de R3. Observamos que o transporte
paralelo do vetor abaixo ao longo de meridianos e do equador faz com que ele retorne ao espago
tangente em angulo diferente de 0°:

Este fendmeno ¢é indicativo de que o espago possui curvatura ndo-nula. Dada uma curva
suave v : [0,1] - M com y(0) = (1) = p, o transporte paralelo ao longo de <y resulta em
endomorfismo de T, M, mais especificamente um elemento de O(T,M). O conjunto de todos
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os automorfismos de T, M advindos de transportes paralelos por curvas fechadas suaves por
partes em p é dito o grupo de holonomia da conexdo V baseado em p, denotado Hol,(V). Mais
geralmente, dada uma conexdo qualquer em M, é possivel definir o grupo de holonomia como
acima, visto que ele depende apenas da nogdo de transporte paralelo, e ndo necessariamente de
uma métrica. Isto justifica a notagdo Hol,(V) utilizada, e apenas nos restringimos ao caso de
holonomia dada pela conexdo de Levi-Civita.

O estudo de quais grupos de holonomia sdo obtidos para quais variedades riemannianas é
uma drea rica e frutifera, com destaque maior ao teorema de classificacdo de Berger [Joy07, p. 53].
A relagdo entre holonomia e curvatura é também dada na ideia intuitiva de que a curvatura
é a versdo infinitesimal da holonomia [Sam89], encapsulada pelo teorema de Ambrose-Singer
[AS53].

Proposicdo 1.3.2. Seja (M, g) variedade riemanniana, V sua conexdo de Levi-Civita, ¢ : N — M mapa
suave, e V¢ a conexio induzida. Entio vale

Vi (p.Y) ~ Vi(g.X) — .[X,¥] =0,

Xg(U, V) =g(ViU, V) +g(U, VyV),
para X,Y € X(N)e U,V € T(¢*TM).
Demonstragio. [Gor22, p. 55]. O

Proposicdo 1.3.3. Seja (M, g) variedade riemanniana e V sua conexdo de Levi-Civita. Se X é campo
vetorial suave em M e ¢ denota seu fluxo local, entdo

\Y

VX = ar o d(¢t)p(0).

Demonstragio. Considere a aplicagdo suave ® : [ x ] — M dada por

O(t,s) = @i (v(s)),

onde v é curva tal que v(0) = p e 9/(0) = v. Derivando ® com respeito a s e igualando s = 0,
obtemos

A(@1)y () (7' (5))s=0 = d(1), (0),

e derivando @ com respeito a t e igualando a 0, temos X, ;). Pela proposi¢éo anterior, o pullback
da conexdo de Levi-Civita para campos ao longo de @ satisfara propriedade anéloga a ser livre
de torcdo, implicando na comutatividade de derivadas covariantes com as derivadas

Vo _Vao
dtos  dsot’
Portanto
Y V| o v v
dt t:Od<(Pt)P(U) T |, 0 SZOCD(s, H= % L S:OCD(S't) = &) 0= Vo X.

Um exemplo importante de conexdes é o caso de imersdes isométricas:

Proposi¢do 1.3.4. Se:: (M, g) — (M,3) é imersio isométrica, V é a conexio de Levi-Civita em M e
V éa conexio em M, e X,Y sdo campos suaves em M admitindo extensoes locais X,Y em M, entdo

(VXY)p = (WY?);/
onde T denota a projeio de T, M em T, M.
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Demonstragdo. [Gor22, p. 57]. O

Um campo vetorial suave X é dito campo de Killing se seu fluxo local é dado por isometrias
de M, ou seja, se (¢;)*g = g. Isto é equivalente a Lxg = 0, pois

d * *
g (o) 8)p = 91, (Lx8)p-
t=tg

Intuitivamente, campos de Killing correspondem a isometrias infinitesimais de M, em que,
se completos, correspondem a grupos a um pardmetro de isometrias. Uma outra condigdo equi-
valente para X ser campo de Killing é o endomorfismo linear (VX), ser antissimétrico em T, M
para todo p € M, ou seja,

g(VyX, Z) + g(Y, VzX) =0.

Notadamente, os campos de Killing formam uma sub-algebra de Lie dos campos suaves
X(M),ja que ﬁ[x,y] = [Lx, Ly].

Seja G um grupo de Lie. Lembramos que seus subgrupos a um parametro vy : R — G sdo
as curvas integrais maximais de X € Lie(G) passando pela identidade, sendo também homo-
morfismos de grupos, em que todo campo esquerda-invariante é completo. Com isso, tem-se
a exponencial de Lie como exp : g — G dada por X — 7x(1), sendo difeomorfismo local e
rx(t) = exp(tX).

Dada a representa¢do adjunta Ad : G — GL(g), derivando-a na identidade obtemos também
a representagdo ad : g — gl(g). Um produto interno (-,-) em g é ad-invariante se, para todo
X € g, vale

<adX Y,Z> + <Y, adX Z> = 0,

Ou seja, se a representagdo ad é a valores em o(g), as matrizes anti-simétricas com respeito ao
produto interno. Nota-se, na verdade, que serd a valores em so(g).

Proposicao 1.3.5. Todo produto interno Ad-invariante em g é também ad-invariante, e se G é conexo,
vale a reciproca.

Demonstragdo. [Gor22, p. 59]. O

Como calcula-se a conexado de Levi-Civita em métricas bi-invariantes? Para X,Y € g, temos
que g(X,Y) é fungdo constante em G. Pela férmula de Koszul para a conexdo, e pelo fato de que
g é ad-invariante, temos que
1
T2

Ainda, como g é conjuto gerador de X(G) como C®(M) moédulo, isto permite calcular a
conexdo em quaisquer campos. Nota-se ainda que VxX = 0, em que, ao estudarmos geodésicas
em variedade riemannianas, esta condi¢do mostra que os subgrupos a um pardmetro de G sdo
realmente geodésicas. Em particular, a exponencial riemanniana concorda com a exponencial de
Lie em T,G, e as geodésicas de G sdo da forma t — gexptX,paragec Ge X € g.

VxY=Z[X,Y], X Yeg

Proposicao 1.3.6. Seja G um grupo de Lie, e g uma métrica em G. Se g é esquerda-invariante, entdo
0s campos direita-invariantes sdo campos de Killing, e se g é direita-invariante, 0s campos esquerda-
invariante sdo campos de Killing.

Reciprocamente, se G é conexo, e todo campo esquerda (direita)-invariante é de Killing, entio a métrica
g é direita (esquerda)-invariante.

Demonstragio. Sabe-se que o fluxo de um campo esquerda-invariante X é dado por ¢; = Rexpx,
e naturalmente segue que ¢;g = ¢ para uma métrica invariante a direita. Se agora Y é um campo
direita-invariante para uma métrica esquerda-invariante, tem-se que o fluxo de Y é completo e
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as curvas integrais passando pela identidade e € G sdo subgrupos a 1 pardmetro de G, defi-
nindo um mapa exponencial exp(Y) = y(1). Com Y direita-invariante e translagdes a direita
preservando curvas integrais de Y, seu fluxo ¢ sera dado por Legpty, € segue-se também que ¢é
Killing.

Agora, com G conexo, se X é esquerda-invariante, o fluxo ¢; = Rexptx € isometria da métrica
por X ser Killing. E como G é conexo, ele é gerado por elementos da forma exp tX, de modo que
para todo i € G, Rj, também sera isometria, e assim a métrica é direita-invariante. Os mesmos
raciocinios se aplicam no caso analogo de todo campo direita-invariante ser de Killing. O

1.4 Constru¢des Analiticas

A partir de uma métrica riemanniana e sua conexdo de Levi-Civita, é possivel dar significado
a certos operadores diferenciais presentes no espago euclidiano para o contexto mais geral de
variedades riemannianas.
Dada fungéo f € C*(M), define-se seu gradiente grad f := (df)*, ou seja, é o campo vetorial
tal que
g(grad f,X) =df(X) = Xf, VXeX(M).

Observa-se que vale grad(f1 + fo) = grad fi + grad f> e grad(fif2) = figrad fo + fograd fi, e
em coordenadas locais temos af 2

— o
gradf =g dx/ oxt’

Dado um campo vetorial X € X(M), define-se seu divergente como a fungdo suave divX :=
tr(v — V,X) = tr VX. Como no gradiente, o divergente satisfaz as propriedades div(X; +
Xp) = divX; + divXy e div(fX) = (grad f, X) + fdivX, para f € C®°(M). Em coordenadas
locais, com X = X'9;, ‘

oX'

ox'
em que os termos dados pelos simbolos de Christoffel intuitivamente representam a diferenca
do divergente para o divergente usual em R".

Dada f € C®(M), define-se também seu laplaciano como a fungdo suave Af := divgrad f.
Vale que

divX =

+1IX,

A(frf2) = fidfa + (grad f1, grad fa) + foadrfy,
e naturalmente uma funcéo é dita harmonica se Af = 0. Em coordenadas locais temos
9g"of | i f i wof
Af = 2=+ ¢/ —2— 4+ Thg"—.
f axi ax S axigw TS axk

Outra formulacao local possivel do laplaciano é

19 9
o =g (Visk'55).

em que |g| denota o determinante da matriz de Gram (g;;);; dos coeficientes da métrica.
Finalmente, pode-se definir, para f € C*(M), seu Hessiano como o (0,2)-tensor Hess f :=
Vdf, com V sendo a derivada covariante nos tensores:

Hess f(X,Y) = VAf(X,Y) = Vxdf(Y) = Vx(df(Y)) - df (VxY)

e entao
Hess f(X,Y) = X(Yf) — (VxY)(f),

sendo simples calcular que é C*(M)-linear nas entradas e é simétrico. E possivel mostrar também
que trHess f = Af. Uma observagdo interessante de ser feita sobre os operadores definidos
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acima é que, em coordenadas geodésicas (conceito a ser visto a frente) no ponto p, as expressoes
locais avaliadas em p sdo as mesmas de R".

Para o que segue, faremos algumas consideracdes sobre o elemento de volume riemanniano
dV = volg numa variedade riemanniana orientada.

Proposicao 1.4.1. dV é paralelo, isto é, VdV = 0.

Demonstragio. Dado p € M, X € X(M), v curva integral de X passando por p, e E1, E, ..., E,
campos paralelos ortonormais positivamente orientados ao longo de 7y, temos que

VxdV(Ei,...,Ey) = X(dV(Ey,...,Eq)) =Y dV(Ey,...,VxE...,E,) =0,
i=1

pois dV(Ey, ..., E,) é constante igual a 1 e os campos sdo paralelos. Assim, VxdV = 0 para todo
X. O

Proposi¢do 1.4.2. Dado X € X(M), tem-se que LxdV = (divX)dV.
Demonstragio. Para uma k-forma w, tem-se que

k
£Xw(X1,...,Xk) = va(Xl,. . .,Xk) -+ Za)(X1,. . -/inX/~ . .,Xk).
i=1

Se T :V — V é endomorfismo linear em espago de dimensdo finita, tem-se que seu trago é a
constante tr T tal que, para toda n-formaem V evy,...,v, em V, tem-se

n
Y w(vy,...,Tvj,...,v5) = (tr T)w(vy, ..., vg).
i=1

Assim, se w é n-forma em M, tem-se que Lxw = (divX)w + Vxw, demonstrando o resultado
com o paralelismo de dV. O

Como LxdV = 0 se e somente se vale ¢;dV = dV, sendo ¢; o fluxo local de X, tem-se
que um campo é incompressivel (isto é, divX = 0) se e somente se seu fluxo preserva volumes
infinitesimalmente.

A partir destas consideragdes, é possivel mostrar que em variedades riemannianas vale uma
generalizagdo do teorema do divergente:

Teorema 1.4.3. Seja () dominio em M com borda suave e 0C) orientado por um campo normal unitdrio
v apontando para fora de (). Sendo dS o volume riemanniano de 0Q) e X um campo vetorial suave com
suporte compacto em M, entio

/ divXdV = / (X, v)dS.
QO 200

Demonstragdo. Afirma-se inicialmente que, com d() munido da métrica induzida 13ng, onde 7q :
0Q) — Q) denota a inclusdo candnica, tem-se dS = i}, (1,dV), onde 1, é a multiplicagdo interior
por v em formas. De fato, se p € dQd e (ey,...,e,_1) é base ortonormal positivamente orientada
de T,0Q) com a orientacdo induzida na borda, (vp, e1,...,ey—1) € base ortonormal positivamente
orientada de T,(). Assim

Bo(wdV)(er, ..., enm1) =dV(vp,er, ... eq) =1,

concluindo a igualdade dS = i}, (1,dV) em todo p € 0Q). Também vale que i, (1xdV) =
(X,v)dV; decompondo ortogonalmente X = X+ + X', onde X' = (X, v)v, tem-se

ZsQ(lde) — ZSQ(lXTdV) + ZgQ(lxldV) - ng(ledV) + <X, V>ZSQ(lVdV) — <X, 1/>dS,
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ja que na multiplicagdo interior por X+ a forma dV é avaliada em n vetores em T,0(), de di-
mensdo n — 1.
Com as conclusoes acima e a formula de Cartan LxdV = 1xd(dV) + d(1xdV) = d(1xdV),

/ divXdV = / A(ixdV) = / ixdV = / (X, v)dS.
@) (@) Q) Q)

O]

O resultado acima tem consequéncias importantes no estudo do laplaciano de uma variedade
riemanniana. Ele permite deduzir, por exemplo, que o laplaciano A serd um operador (ndo
necessariamente limitado) formalmente adjunto em variedades compactas, e que autofungdes
do laplaciano associadas a autovalores distintos sdo ortogonais com respeito a norma L? em
C®(M).
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Capitulo 2

Geodésicas e Completude

“For this purpose, one constructs the
system of shortest lines emanating from a
given point; the position of an arbitrary
point can then be determined by the
initial direction of the shortest line in
which it lies, and its distance, in this line,
from the initial point.”

B. Riemann [Spi99, vol. 1I, p. 156]

Vimos algumas das estruturas geométricas e afins possiveis de serem definidas em uma vari-
edade riemanniana, como comprimento de curvas, transporte paralelo e volume. Uma estrutura
de suma importancia que introduzimos agora sdo as geodésicas, que cumprem papel andlogo a
retas nos espacos euclidianos. Elas sdo descritas simultaneamente como curvas que localmente
realizam as distdncias entre pontos em seu traco, e também como curvas de “aceleragdo” nula.
Intuitivamente, isto significaria que um ser vivo descrevendo tal percurso no espago M segue o
caminho em “linha reta” mais naturalmente o possivel.

Com as geodésicas, é possivel discutir um primeiro conceito global em geometria, o de com-
pletude de métricas, a partir do mapa exponencial, e suas consequéncias iniciais.

2.1 Geodésicas

Dada variedade riemanniana (M, §) com conexdo de Levi-Civita V, uma curva suave por partes
v:I CR — M éuma geodésica se

\

il
interpretando ¥ como um campo suave por partes ao longo de <. Isto significa que tal campo
é paralelo, e como o transporte paralelo é dado por isometrias, isto mostra que ¥ tem norma
constante. Assim, a curva é parametrizada com velocidade constante. Em coordenadas locais
(U, (x')), as geodésicas v = () sdo dadas pelo sistema de equagdes diferenciais ndo-lineares de
segunda ordem

=0,

7+ZFW i=1,...,n

Aplicam-se nesse caso resultados de existéncia, unicidade e suavidade das solugdes locais,
com respeito as condig¢es iniciais y(0) e ¢(0). Explicitamente, para p € M e v € T,M, existe
unica geodésica v, : I — M tal que 7,(0) = p e ¥,(0) = v, em intervalo suficientemente
pequeno, e tal geodésica varia suavemente com p e v.
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Ainda mais, as soluc¢des sdo homogéneas, de modo que se 7y : (a,b) — M é geodésica, entdo
para todo A > 0, acurvan : (a/A,b/A) — M dada por 7(t) = y(At) também é geodésica.
Desta maneira, y,,(f) = 7,(At). Isto permite descrever localmente as geodésicas definidas em
um intervalo uniforme fixo:

Proposicdo 2.1.1. Dado p € M, existe vizinhanga U de p e € > 0 tal que, para todo g € Uev € TyM
com ||v|| < ¢, existe uma tinica geodésica 7y, : (—2,2) — M tal que v,(0) = g e ¥,(0) = v.
Ainda, o mapa T : Ugeyr B(0g, €) X (—2,2) — M dado por I'(v, ) = ,(t) é suave.

Tal resultado depende do seguinte lema:

Lema 2.1.2. Dada variedade riemanniana (M, g), p € M e o fibrado tangente T M, qualquer vizinhanga
W de 0, em TM contém vizinhanga da forma

U B(0y,€) = {v e TM|y: gn(v)(v,v)l/z <e}

xel

para uma vizinhanga aberta U de p em M.

Demonstragio do Lema 2.1.2. Com carta local (V, ) de M com ¢(p) = xpede : 7 (V) C TM —
@(V) x R" carta local de TM, podemos supor W C 7= 1(V), e tal que dp(W) = B(xo,r1) x
B(0, 7). Definindo F : TM — R por F(v) = gn(v)(v,v)%, a sua expressdo local H = Fo (dp) ! é

dada por
S N1/2
H(xi,...,x5,0%...,0") = (gij(q)(x))v’v]) = /0T Gy,

com Gy matriz simétrica positivo-definida dependendo suavemente de x. Procura-se entdo
vizinhanga U’ de (x0,0) da forma {(x,v) € B(xp,r) x R": H(x,v) < ¢} contida em do(W).
Em outras palavras, procuramos r e ¢ tais que se x € B(xo,7) e H(x,v) < ¢, entdo v € B(0,r2).

Com Hy(v) = H(x,v), e sendo m, e My o menor e maior autovalor de G, respectivamente,
tem-se my||v|| < Hy(v) < My||v]|. Assim, se Hy(v) < ¢, tem-se ||v]| < €/my, e como m, varia
continuamente com x, existe r € (0,r1) tal que se x € B(xo,r), entdo %mxo < My < %mxc.
Tomando ¢ < %mxorz, temos que se (x,v) € U, entdo

H
o] < +(0) << <1,
My My My,
de modo que (x,v) € do(W). Entdo a vizinhanga (dg) ' (U’) de 0, é a desejada. O

Demonstragio da Proposigdo 2.1.1. Sabemos que existe vizinhanca W de 0, em TM e 6 > 0 fixo tal
que para v € W, existe tnica geodésica v, : (—6,0) — M com 7,(0) = 7(v) e 7,(0) = v, e o (¢)
é suave em v e t. Pela continuidade de g, assume-se W da forma {v € TM|y: Sn(o) (v,0)1/? <
¢'}, € > 0, e pela homogeneidade da equagéo de geodésicas, multiplica-se o comprimento do

intervalo por 2/5, e e = ¢'4. O

A seguinte proposicdo caracteriza geodésicas a menos de reparametrizagdo como aquelas
curvas cuja derivada covariante da velocidade é proporcional a velocidade:

Proposicdo 2.1.3. Seja v : I — M geodésica, ¢ : ] — I difeomorfismo e 11 : 7y o ¢ reparametrizagio.
Entdo existe uma fungdo suave f : | — R tal que V' = fr'.

Reciprocamente, se 17 : | — M é tal que V' = fr', entdo existe difeomorfismo ¢ : | — I tal que
v =mno¢tégeodésica.
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Demonstragiio. Com 1’ (s) = ¢'(s)7'(¢(s)), a partir da Proposigdo 1.2.4, temos

/ Vv, Vi, "ot V.,
% = 71 :E((P(“Y op)) =¢"(v 04’)4‘4’%(7 op) =

! / / / V / i / / /
Lo o)+ @7 (G0 ) oo ="bon = toglgy.
Se temos agora V) = f1’, procuramos ¢ difeomorfismo tal que ¢ = 17 0 ¢! seja geodésica.
Tomando ¢ = ¢!, devemos ter que
V,_V,, T/ /V/ T/ ,V,
0= ' = W o)) =9 o)+ o) = 9 o)+ ) (G ) o
= 9" o)+ (W) (Fop)(n' o) = (9" + W) (fow))n oy,

Assim, queremos encontrar ¢ difeomorfismo satisfazendo ¢”(t) + ¢'(¢)2f(y(t)) = 0. E
possivel resolver a equacdo explicitamente, considerando F uma antiderivada de f, e g uma
antiderivada de ef. Como ¢’ = ef > 0, é difeomorfismo, existe = ¢~ 1. Veja que

! o —1v\/ . 1 o 1 K
Y= = (g 1) ~ FUm ~° e,

e portanto

g (1) = —(Foy) (e VW) = —f(y(0)g' (e TP = —f(p(1))y' ()%,

de modo que ¢ = g é a reparametrizagdo em geodésica desejada. O

Em algumas variedades riemannianas, é possivel calcular e descrever suas geodésicas ex-
plicitamente. Nos espacos euclidianos, as geodésicas sao simplesmente os segmentos de retas,
satisfazendo a equagdo 4 = 0, podendo estender seus dominios de defini¢do a todo RR.

No caso da esfera S”, é possivel calculd-las por meio de um argumento de reflexdo [Gor22,
p- 58], mas também pode-se utilizar conexdes em subvariedades. Como 5" é subvariedade rie-
manniana mergulhada de R"*1, dada curva  : I — S", sua derivada covariante é dada por

v :
ZX() = (X)),

onde T denota a projecdo de T,Y(t)IR”“ =~ R"*! no espago tangente T,»HS" = v(t)*. Em par-
ticular, ¥9'(t) = (9"(t))". Assim, para que 1 seja geodésica, é necessério e suficiente que sua
aceleragdo seja normal a §", e portanto 7’ = Ay, para A : I — R suave. Se 1y é geodésica,
|7 (t)|| = ¢ € R, e derivando (7y,7') = 0, temos

vy ==/ 7) = -

Assim, A(t) = —c%. Com 7 satisfazendo a EDO linear de segunda ordem 7" = —c?y com
condigdes iniciais y(0) = p e 9'(0) = v, temos
sen(||v]|¢t
1(6) = cos(ollp + 1,
descrevendo os grandes circulos em S". Argumentos similares mostram que as geodésicas do
espago hiperbolico H" sdo dadas por

senh(|[o]|t)

v(£) = cosh([fol[t)p + = ==

Proposigao 2.1.4. Dado recobrimento riemanniano 7@ : M — M, as geodésicas de M sdo as projegoes
das geodésicas de M, e as geodésicas de M sio os levantamentos das geodésicas de M.

Demonstragdo. [Gor22, p. 58]. O
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2.2 O Mapa Exponencial

A partir da Proposicdo 2.1.1, é possivel avaliar uniformemente a tempo t = 1 geodésicas de
velocidade inicial pequena. Formalmente, unindo as vizinhangas da forma U,c(; B(0g, €) para
p € M, obtemos uma vizinhanga aberta () da se¢do nula em TM, de modo que ¥, (1) esteja bem
definido para v € Q). Define-se o mapa exponencial por

exp: QO — M,
v — ().

Este mapa é suave e satisfaz, para v € T,M e t € R suficientemente pequenos, exp, () =
Tto(1) = exp(tv). Define-se também exp, = exp |r,m : QN T,M — M sendo suave.

Proposicdo 2.2.1. Seja p € M. Entdo existe vizinhanga de 0, em T, M tal que o mapa exponencial a leva
difeomorficamente em vizinhanga aberta de T, M. Em particular, existe vizinhanca U de p e ¢ > 0 tais
que para todo q € U, existe tinico vetor v € T,M com ||v|| < ee exp, v = (.

Note que a proposi¢do acima ndo afirma que v é o tnico vetor de T, M tal que exp,v = g,

mas sim que v é anico satisfazendo ||v|| < ¢. De fato, no caso visto da esfera, para ||v|| = 1, temos
que

exp,(tv) = 7o(t) = (cost)p + (sent)v = 7Yo(t) = Yo(t + 2km) = exp,, ((t + 2k7)v).

Demonstragio. Pelo teorema da fungdo inversa, basta ver que d(expp)op : Top oM — T,M é
invertivel. De fato,

d .
Aoy, (2) = 35| eyt = | () =1(0) =2,
considerando a identificacdo To, Ty M =T, M, de modo que d(expp)op ¢é a identidade. ]

Uma tal vizinhanga de p como acima é dita uma e-vizinhanga normal, e a carta local (U, exp;l)

define as coordenadas normais ou geodésicas ao redor de p. Tem-se as seguintes propriedades sobre
elas [Jos17, p. 27]:

Proposigao 2.2.2. Em coordenadas normais, vale que g;i(p) = dj; e F;k(p) = 0 = 0igij(p), para todos
i k.

No entanto, todas as afirmag¢des com respeito a vizinhangas normais sdo feitas em termos de
geodésicas emanando de p, e torna-se necessdrio considerar também geodésicas entre quaisquer
dois pontos numa dada vizinhanca. Com isso, considera-se a nogdo mais forte de e-vizinhancas
totalmente normais.

Lema 2.2.3. Seja 7w : TM — M a projecio candnica. Entdo, dado p € M, o mapa ® : O — M x M
dado por ®(v) = (7(v),exp(v)) é difeomorfismo local de uma vizinhanca W de 0, em TM sobre uma
vizinhanga de (p, p) em M x M.

Demonstragio. Para mostrar que d (CD)Op : To,TM — T,M & T,Mé isomorfismo, basta mostrar
que é sobrejetor. Para isto, analisam-se curvas em TM passando por 0,, e a imagem de suas
velocidades por d(®)o,.

Sec:(—¢e) — Méacurvac(t) = tv parav € TyM, entao

) =91 oem) =9 _ (pexp, () = 00)
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e portanto para todo v € T,M, (0,v) estd na imagem de d(®),. Sendo agorac: (—¢,e) - TMa
curva c(t) = 0., onde v : (—¢,€) — M é curva tal que ¥(0) = pe 7'(0) = w € T,M, entdo

d d

d(®)o, (¢'(0)) = — tZOCP(C(t)) =3 (r(8),7(t)) = (w, w),

e entdo para todo w € T,M, (w, w) estd também na imagem de d(®y,). Tais vetores na imagem
geram todo o espago T,M & T, M, e portanto o mapa linear é sobrejetor. O
Proposicdo 2.2.4. Dado p € M, existem uma vizinhanga U de p e € > 0 tais que:

* Para x,y € U, existe um tinico v € TxM com ||v|| < ¢ tal que exp,(v) = y;

o Com v,(t) = exp,(tv) omapa ¢ : U x U x [0,1] = M dado por p(x,y,t) = vo(t) é suave;

* Para todo x € U, exp,, é difeomorfismo de B(0y, &) em vizinhanga normal de x contendo U.

Uma tal vizinhanga como acima é dita uma vizinhanga e-totalmente normal de p. Note que ndo
necessariamente a imagem de 1 estd contida em U; para isto é necessaria uma condic¢do adicional
de convexidade da vizinhanga.

Demonstragio. Com W vizinhanga de 0, em Ty, podemos assumir que ® é difeomorfismo de W
em vizinhanga de (p, p) em M x M. Assumindo ainda W da forma U,y B(0y, €), e tomando U
vizinhanga de p tal que U x U C ®(W), verifica-se prontamente que ela satisfaz as condigoes.

U

Note que, se f : M — M é isometria de M, p € M, e v € T,M esta no dominio do mapa
exponencial, entdo necessariamente temos

f(expp<v)> = XPr(p) (dfp()),

pois isometrias locais preservam geodésicas. Em particular, se p é ponto fixo de f, entdo o mapa
exponencial conjuga f com seu mapa diferencial df, em p, que é linear:

f=exp,odfyo exp;1 .

Este resultado serd importante na Proposicdo 6.3.1.

2.3 A Distanciaem M

A partir da defini¢do de comprimento de curvas suaves por partes, é possivel definir o que virad
a ser a distdncia numa variedade riemanniana. Relembrando que a definicdo do comprimento
de uma curva suave por partes vy : [a,b] — M é dada por

b
L) = [ o,
para p,q € M, define-se a distdncia entre p e 4 como

d(p,q) = inf{L(7y) | v:1[0,1] = M,v(0) = p,¥(1) = q},

onde o infimo é tomado sobre todas as curvas <y suaves por partes em M definidas em [0, 1].
Temos o seguinte resultado:

Proposigdo 2.3.1. Com a distancia d definida como acima, (M, d) tem estrutura de espago métrico, cuja
topologia coincide com a topologia em M.
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Para demonstrar isto, é necessario recorrer primeiramente ao lema de Gauss local, que des-
creve a métrica com respeito ao difeomorfismo f : (0,¢) x S*"! — U\ {p} dado por f(r,v) =
exp,, (rv) numa vizinhanga normal de p:

Lema 2.3.2 (Gauss, versdo local). A geodésica radial vy, na diregio v é perpendicular as hiperesferas
F({r} x "1, para 0 < r < & ou seja,

f*g = dr? + h(r,v)/
com hy, a métrica induzida em S"~! por f : {r} x S""1 — M.

Demonstracdo. Dado campo vetorial suave X em ", temos o campo X = f, X induzido em U,
e d, 0 campo coordenado em (0,¢), e 9, = f+0r. Temos que 7,(r) = 0, ] F(ro) € todo vetor tangente
af({r} x §"1) édaforma X| f(r,») Para algum campo X em S" L. E suficiente entdo mostrar que
¢(X,9,) = 0em f(r,v). De fato,

d o =~ > = = ~ ~ =~ 15 ~ =~
Eg(X, or) =8(V5X,0r) +8(X,V50,) =8(Vg0r,9y) = EXg(ar, dr) =0,

em que g(X, E)Ny) é constante como funcio de 7, e como o limite com r — 0 ¢ 0, ja que X| Fro) =
d(expp)rv(er) — 0, a fungdo é constante igual a 0. O

Desta maneira, entende-se ¢ em “coordenadas polares” locais. Note que isto ndo implica que
localmente g € métrica produto, pois a métrica h, ,) em S"~1 depende de r. Isto permite deduzir
a relagdo entre comprimentos e geodésicas em vizinhangas normais:

Proposicdo 2.3.3. Sejap € Mee > 0 tal que U = expp(B(Op,s)) é vizinhanga normal de p. Entdo
para todo x € U, existe uma tinica geodésica <y de comprimento menor que € conectando p a x. A geodésica
é da forma expp(tv), onde expp(v) = X, e é a curva suave por partes mais curta conectando p a x, com
qualquer outra curva de mesmo comprimento devendo coincidir com ela a menos de reparametrizagio.

Demonstragdo. Ja vimos que existe tinico v € TyM com |[|v| < e e exp,(v) = x. Com 7(t) =
exp,,(tv), seu comprimento é claramente menor que e. Se agora 77 é outra curva suave por partes

ligando p a x, supomos que 4 esté definida em [0, 1] e 77(t) # p parat > 0. Se 1 estd inteiramente
contida em U, entdo, com 7(t) = f(r(t), v(t)) nas notacdes do lema de Gauss local,

L) = [ IOt = [ 0762 + by 00 (2 (0, (0))) 2

1
>[Il = r(1) ~limr(8)] = L()

t—0

Se 17 ndo estd inteiramente contida em U, toma-se to = inf{t € [0,1] | #(¢) ¢ U}, e novamente

00> [" WOl ) = ¢ > L)

A partir das desigualdades, é imediato ver que o caso de igualdade ocorre se e somente se 7
é reparametrizacdo de 7. O

Demonstragio do teorema 2.3.1. E imediato que d é simétrica, admite apenas valores ndo-negativos,
vale d(x,x) = 0 e a desigualdade triangular. Basta mostrar que se d(x,y) = 0, entdo x = y, ou
equivalentemente, se x # y, entdo d(x,y) > 0.

Tomando U vizinhanga e-normal de x com y ¢ U, se <y é curva suave por partes ligando x a y
ety = inf{t: y(t) ¢ U}, entdo L(7y) > L(7|(os,)) > € como consequéncia da proposigao anterior,
concluindo a demonstragéao. O
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Numa variedade riemanniana geral, é possivel que o infimo na defini¢do da distancia entre
dois pontos ndo seja atingido, como por exemplo em R? \ {(0,0)} para os pontos p = (—1,0),
g = (1,0). E possivel mostrar que qualquer caminho suave por partes ligando tais pontos neces-
sariamente terd comprimento maior que 2.

Podemos aprimorar a Proposicdo 2.3.3 para vizinhangas totalmente normais:

Proposigao 2.3.4. Sejam p € M e e > 0 tais que U ¢é vizinhanga e-totalmente normal de p. Entdo,
para todos x,y € U, existe uma tinica geodésica de comprimento menor que e ligando x a y, e 7y depende
suavemente de x e y. O comprimento de <y é igual a distdncia entre x e y, e 7y € a tinica curva suave por
partes em M a menos de reparametrizagdes com essa propriedade.

Discute-se agora a nocdo de curvas minimizantes, isto é, aquelas que realizam a distancia
entre suas extremidades. Mais precisamente, uma curva suave por partes v : [a,b] — M é
minimizante se L(vy) = d(y(a),y(b)). Conclui-se que para qualquer subintervalo [c,d]| C [a,b],
7Y|[c,4) também serd minimizante, pois caso nao fosse, outra curva 77 de comprimento menor que
7| [, Produziria curva de comprimento menor que 7.

Teorema 2.3.5. Uma curva suave por partes 7y : [a,b] — M é geodésica a menos de reparametrizagio se e
somente se cada arco suficientemente pequeno de y é minimizante como curva. Em particular, toda curva
minimizante é geodésica a menos de reparametrizagio, e portanto suave.

Demonstragio. Se -y é geodésica, basta cobrir sua imagem ([a, b]) por vizinhangas normais onde
ela serd minimizante pela proposi¢do 2.3.3. Reciprocamente, em vizinhancas pequenas, as curvas
suaves por partes de menor comprimento sao geodésicas, e ser uma geodésica é uma proprie-
dade local da curva. O

24 Completude de Métricas

Considerando o mapa exponencial exp : () € TM — M definido em vizinhanga aberta da se¢ao
nula em TM, pergunta-se em quais situacdes ele esta definido em todo TM, podendo estender
geodésicas indefinidamente ao longo da variedade. Tal resultado estd intimamente ligado a
como M se comporta como espago métrico, mais especificamente se (M, d) é espago métrico
completo.

Uma variedade riemanniana conexa M é dita (geodesicamente) completa se toda geodésica de M
pode ser estendida a geodésica definida em R. Equivalentemente, M é geodesicamente completa
se, para todo p € M, exp,, € definido em todo T, M, em que 7,(t) = exp,, (tv).

Ja encontramos alguns exemplos de variedades completas, como por exemplo R", 5" e H",
assim como qualquer variedade compacta. Isto pois a vizinhanga () da se¢do nula em TM pode
ser tomada de modo que existe § > 0 tal que toda geodésica em M estd definida a tempo pelo
menos J, e iterativamente pode-se estender as geodésicas a todo R. Como exemplos de vari-
edades ndo-completas, temos R” \ {(0,0)} com a métrica euclidiana induzida, e igualmente o
disco unitdrio aberto D? = {(x,y) € R?: x> + y*> < 1} em R?. Enfatiza-se que uma variedade
riemanniana ser completa é uma propriedade da métrica riemanniana e ndo da variedade suave
M: o disco D? C R? com a métrica hiperbélica, por exemplo, é completo.

A relagdo entre completude geodésica e completude de espagos métricos é explicitada no
célebre teorema de Hopf-Rinow:

Teorema 2.4.1 (Hopf-Rinow). Seja (M, §) variedade riemanniana conexa.

a. Seja p € M. Se exp,, é definido em todo T, M, entdo todo ponto de M pode ser ligado a p por pelo
menos uma geodésica minimizante.

b. Se M é geodesicamente completa, entdo quaisquer dois pontos de M podem ser ligados por pelo menos
uma geodésica minimizante.
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Observe que a afirmagdo b) pode ocorrer mesmo se M ndo for geodesicamente completa,
como é o caso do disco D? C IR? com a métrica induzida. E é possivel também que a geodésica
minimizante ndo seja tinica, como é o caso da esfera 5" e pontos antipodais nela.

A demonstragdo, encontrada em [GHL12], utiliza o lema:

Lema 2.4.2. Sejam p,q € M e S a esfera de raio 6 centrada em p. Para § suficientemente pequeno, existe
po € S tal que d(p,q) = d(p, po) +d(po, 9)-

Intuitivamente, suficientemente perto de p encontramos um ponto exatamente “no caminho”
entre p e g. Com isto, encontraria-se a direcdo a partir de p que deve-se seguir para atingir o
ponto 4. Como consequéncia do teorema, temos as equivaléncias:

Corolario 2.4.3. Para uma variedade riemanniana (M, g) conexa, as afirmagdes abaixo sdo equivalentes:

(i) (M, g) é geodesicamente completa.

(ii) Para algum p € M, exp,, é definido em todo Ty M.

(iii) Para todo p € M, exp,, é definido em todo T, M.

(iv) Todo subconjunto fechado e limitado de (M, d) é compacto.
(v) (M, d) é completo como espago métrico.

Justificamos rapidamente apenas as implicag¢des (iii) == (iv), em que um subconjunto
fechado e limitado estaria contido na imagem de uma bola em T, M pelo mapa exponencial, e
(v) = (i), em que a completude do espago permite estender o dominio de defini¢do (a,b)
de uma geodésica, se limitado, para [a, b], por sequéncias de Cauchy, como na demonstracio da
Proposigdo 2.4.8 abaixo.

Como consequéncia particular do resultado, se M é variedade compacta, entdo ela é com-
pleta. Uma forma de reciproca é dada pela proposicao abaixo:

Proposicao 2.4.4. Se M é variedade suave, entdo toda métrica riemanniana em M é completa se e somente
se M é compacta.

Para a demonstracdo, é necessario introduzir certas defini¢des. Um raio emanando de p € M
numa variedade riemanniana completa M é uma geodésica de velocidade unitéria vy : [0, +00) —
M tal que y(0) = ped(p,y(t)) = t, paratodot > 0.

Lema 2.4.5. Se M é completa nio-compacta, entio para todo p € M existe raio emanando de p.

Demonstragio. Seja p € M, e considere as bolas concéntricas fechadas em p dadas por B, =
B(p,i), parai > 1. Como M é completa ndo-compacta, temos que M = Ui>1 Bi, mas M # B;
para todo i, e B; C intB;;;. Selecione em cada B;;1 \ B; um ponto p;1, com p = pg. Como M
é completa, existe tinica geodésica 7, : R — M minimizante em [0, d(p, p;)] tal que v; € T, M,
[oil| =1, 75,(0) = p e vo,(d(p, pi)) = pi- Note que i — 1 < d(p, p;) <1i.

A sequéncia dos vetores v; € dada em U, M, e como é compacto, existe subsequéncia con-
vergente a um v € U, M. Sem perda de generalidade, suponha que v; — v. Afirma-se que a
geodésica 7, é raio emanando de p; para isto, é necessario mostrar que ela é minimizante em
todo trecho [0, T|, T > 0. Para indices i > T, temos que 7y, € minimizante em [0, T], de modo que
d(p,v+,(T)) = T. Mas pela continuidade da fun¢do exponencial e de d(p, -), e como Tv; — Tv,
temos que

T =d(p,exp,(Tvi)) = d(p,exp,(Tv)) = d(p,exp,(Tv)) =T VT >0,
concluindo que 7, € raio. O
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Uma curva suave por partes y : I — M é dita divergente se a imagem de <y ndo esta contida
em nenhum compacto de M.

Lema 2.4.6. Uma variedade riemanniana M é completa se e somente se toda curva divergente tem com-
primento infinito.

Demonstragio. Supondo M completa, afirma-se que se y : I — M tem comprimento finito, entdo
sua imagem esta contida em um compacto de M. De fato, com L = L(y), e supondo sem perda
de generalidade 0 € I, consideramos p = (0) e afirmamos que a imagem de 7y estd contida em
B[p,L].Se t € I, entdo

d(p,v(t)) < L(7lpy) <L,

e portanto y(t) € B[p, L] (analogamente se t < 0). Mas como M é completa, temos que B[p, L] é
bola fechada e conjunto compacto de M.

Para a reciproca, suponha que M ndo é completa, e mostremos a existéncia de uma curva
divergente de comprimento finito. De fato, por defini¢do, existe uma geodésica y em M cujo
intervalo de dominio ndo pode ser estendido a todo R. Suponha que seja (a,b), e sem perda de
generalidade, b < +00, com a > —oo, e tomemos 4y > 4, considerando a geodésica em (ag, ).

Naturalmente ela terd comprimento finito b — ag, e para mostramos que é divergente, su-
ponha que exista compacto K tal que a imagem dela esteja contida em K. Tomando sequéncia
monétona (t,) convergindo a b, teremos que (t,) é sequéncia de Cauchy em K, portanto con-
vergente a um ponto p. Neste sentido, a geodésica podera ser estendida a (ao, b], com y(b) = p,
contradizendo nossas suposigdes. Assim, y é divergente de comprimento finito. O

Demonstragdo da Proposicio 2.4.4. Se M ndo é compacta, mostremos que M admite métrica nado-
completa. Tome métrica g em M; se ndo é completa, ndo ha nada mais a ser feito, entdo podemos
assumir g completa. Para todo p € M, existe um raio ¢ : [0, +c0) — M emanando de p, ou
seja, geodésica unitdria com y(0) = ped(p,y(t)) = t, parat > 0. Sabemos que 7y é divergente,
pois se sua imagem estivesse contida num compacto K, com diam(K) < +oo, deveriamos ter
t=d(p,v(t)) < diam(K) para todo t > 0, uma contradi¢do se t > diam(K).

Por « ser raio, temos que L(7]| [O,t]) = t. Construimos entdo uma outra métrica em M tal que
o comprimento de y nesta nova métrica seja finito, o que implica que M com esta nova métrica
ndo é completa, ja que <y é divergente. Inicialmente, temos que im <y é subvariedade (com bordo)
mergulhada em M, mas podemos estender a geodésica para (—¢, +o0) e considerar ela como
mergulhada em M, ainda com [0, +c0) fechada em M. Considerando a funcdo f : imy — R
dada por

fly(t) =e%,

por im <y ser variedade mergulhada, tal funcdo admite extensdo suave a vizinhanca aberta de
70, +00). Por meio de parti¢des da unidade, modificamos a métrica g tal que, em im 7y, ela valha
fg, e portanto

+o0
L) = [ it <o,
0

mostrando que 7y é divergente mas tem comprimento finito, e entdo e~/ ¢ ¢ metrica ndo completa.
O

O seguinte resultado evidencia que ndo ha obstrug¢des topolégicas em uma variedade para
que ela admita métricas completas:

Teorema 2.4.7. Toda variedade suave conexa M admite uma métrica completa.

Demonstragio. Se M é compacta, entdo toda métrica riemanniana em M é completa. Suponha
entdo M ndo-compacta, e considere uma funcdo de exaustdo f : M — R, ou seja, suave e tal
que, para todo ¢ € R, o conjunto f~1((—oo,c]) é compacto. Tal fungdo é construida a partir de
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particdo da unidade em cobertura por abertos pré-compactos, produzindo uma exaustdo de M
por compactos. Sem perda de generalidade, podemos assumir f~1((—o0,0]) # @.

E suficiente construir uma métrica em M tal que, para uma certa exaustao de M por compac-
tos (K;)ien, valha d(K;, K{, ;) > 1, para todo i € IN. De fato, se (p,) é sequéncia de Cauchy em
M, entdo existe N tal que, para todo m,n > N, vale d(pu, pm) < 1/2, e se p, € K;, entdo deve-se
ter p,, € K; parai > [+ 2em > N. Portanto a sequéncia toda estard eventualmente contida em
K1, admitindo subsequéncia convergente e sendo por sua vez convergente.

Defina os compactos K, = f~!((—o0,a]) e C;, = 9K, = f1({a}), onde a > 0, e fixe uma
métrica riemanniana go em M. Observa-se que, se 0 < a < b, entdo

0 < d(Kq,,9Ky) = d(K,, K§)) = d(C,, Cp),
esea <a <b <b, entdo
d(Ca/,Ch/) < d(Ca, Cb)

Com C,, C, compactos disjuntos, temos que a distancia d(C,, Cp) é determinada exclusiva-
mente por como a métrica em questdo é no conjunto compacto f~!([a, b]). Isto pois

d(Co, Cp) = inf{L(7) | 7(0) € Ca, ¥(1) € G},

e podemos assumir que o caminho 7y é tal que para t € (0,1), tem-se y(t) € f~((a,b)). Tomando
a exaustdo de M pelos compactos

KoCKlCKQC"',MZUKn,

n=1

a ideia da demonstragdo é modificar a métrica base gp em M localmente em certas faixas da
forma f~!([a, b]) para garantir que, na métrica resultante, tenha-se

d(K;, 0Kiy1) = d(C;,Ciy1) > 1, Vi > 0.

Tomando n € IN e estudando a distancia d(C,, Cy+1), tome a,b,a’,0' € R taisque n < a’ <
a<b<b <n+1. Temos que

d(Cn, Cn+1) > d(Cu’/ Cb’) > d<Ca; Cb) =r>0.

Se r > 1, nenhuma mudanga na métrica é necessaria nesta faixa. Se r < 1, consideramos
o conjunto compacto L = f~!([a,b]) e sua vizinhanga aberta U = f~!((a’,}")), e uma fungéo
suave ndo-negativa p : M — R tal que p|, = 1 e suppp C U. Tome agora, em M, a métrica

1
(5 ()

onde em L, vale ¢’|p = -5go, e portanto na nova métrica vale d(C,, Cy) = £ = 1, mas ¢'|ue = go.
A mudanga na métrica g é feita apenas neste trecho, mantendo as distancias d(K,, 0K;,+1) para
m # n, e garantindo que

d(Ky,0K,11) > d(C,, Cy) > 1.

Realizando tais deformagdes para todo n € IN, obtemos uma métrica bem definida em toda
M, e satisfazendo a propriedade desejada.
O

Outro resultado importante relaciona a completude da variedade com a completude dos cam-
pos de Killing definidos sobre ela:

Proposicao 2.4.8. Se M é completa, entdo todo campo de Killing é completo como campo de vetores.

30



CAPITULO 2. GEODESICAS E COMPLETUDE 2.5. CUT DISTANCE E CUT LOCUS

Demonstragio. Seja vy : (a,b) — M uma curva integral maximal de um campo de Killing X em
M, e suponha que b < co. Temos que

Xg(X, X) = 28(VxX, X) = ~25(X, VaX) = 4 (4(1) (1)) =0

e portanto 7 tem velocidade constante ||7|| = c. Assim, para t; < t; em (a,b),

d(7y(t1),7(t2)) < L(Vljty 1)) = clb2 — ta]-

Pela completude de M, o limite lim; ;- y(t) existe, de modo que a geodésica pode ser estendida
para (a,b]. Mas pela existéncia e unicidade de geodésicas, estende-se ela para (a,b + ¢), uma
contradi¢do com o intervalo de defini¢do ser maximal. Entdo b = +0c0, e um argumento anédlogo
mostra que a = —oo. [

Tem-se também um resultado [Gor22, p. 73] relacionando completude e recobrimentos rie-
mannianos:

Proposicio 2.4.9. Seja 7w : M — M uma isometria local. Entdo M é completa se e somente 1w é
recobrimento riemanniano e M é completa.

2.5 Cut Distance e Cut Locus

Uma pegunta natural, para uma variedade riemanniana completa M, é até onde uma geodésica
é minimizante. No caso da esfera S”, ela serd minimizante até o tempo t = 71, onde encontra
outras geodésicas no ponto antipodal ao ponto inicial, mas em R" e IH", todas as geodésicas sdao
minimizantes. O seguinte Lema representa uma situagdo geral [Gor22, p. 75]

Lema 2.5.1. Seja M variedade riemanniana conexa, 7y : I — M uma geodésica com I intervalo aberto e
[a,b] C L

i) Se existe outra geodésica 17 de mesmo comprimento que |,y entre y(a) e y(b), entdo 7y ndo é
minimizante em [a, b + €] para todo e > 0.

ii) Se M é completa e nenhuma geodésica ligando y(a) e y(b) é mais curta que vy é minimizante em

[a,b].

Com M variedade riemanniana conexa completa e p € M, para todo vetor unitario v € U, M,

toma-se o conjunto
[(v) = {t 2 0: d(p,70(t)) = t},

ou seja, o conjunto de tempos onde -y, é minimizante. E imediato que I(v) é intervalo fechado.
Toma-se entdo p(v) := sup I(v), a cut distance de v, podendo ser p(v) = +o0. Como p admite
vizinhangas normais, I(v) contém [0, ¢) para algum ¢ > 0, e portanto p(v) > 0. Pela definicdo,
tem-se que v, é minimizante em [0, {| para todo 0 < t < p(v), e ndo minimizante para t > p(v).
Ainda mais, pelo lema anterior, -y, é a tinica geodésica minimizante ligando p a ,(t) para 0 <

t < p(v).

Teorema 2.5.2. Se M ¢é variedade riemanniana completa, a fungdo cut distance p : UM — [0, 40| é
continua.

Demonstragido. Mostremos inicialmente que p é semicontinua superiormente em v € UM; para
isto, pode-se supor p(v) < +oco. Se, por contradicdo, existe ¢ > 0 e sequéncia (v;);eny C UM tal
quev; — vep(v;) > p(v) + ¢, consideram-se os pontos p; = 71(v;) e p = 71(v). Pela continuidade
da funcdo exponencial, temos que

q; = exp((p(v) +&/2)v;) = exp((p(0) +¢/2)0) = 4"
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Sabemos que v, ndo é minimizante em [0, p(v) + €/2], existindo curva 7 ligando p a 4’ com
L(n) < p(v) +¢€/2. Como g} — g4’ e pi — p, existe i suficientemente grande tal que o caminho
ligando p; a p por geodésica minimizante, seguido do caminho 7 ligando p a ¢/, seguindo do
caminho ligando 4 a ¢! por geodésica minimizante, tem comprimento L = 1 + L(1) + &>, onde
01 e dp sdo arbitrariamente pequenos. Tomando eles tais que L < p(v) + €/2, obtemos que
Yi = Yo, deixa de ser minimizante em [0, p(v) + €/2], uma contradigdo com p(v;) > p(v) +e. Isto
conclui que p é semicontinua superiormente em v € UM.

Para mostrar que p é semicontinua inferiormente, divide-se em dois casos similares, se p(v) <
+o00 ou p(v) = +oo. No primeiro, suponha por contradi¢cdo que existam ¢ > 0 e sequéncia
(vi)ien C UM tal que v; — vep(v;) < p(v) —e. Com p = 7(v), p; = 7t(v;), temos as geodésicas
Yi(t) = 7o, (t) = exp(tv;), e também

qi = exp((p(v) — /2)vi) = exp((p(v) — ¢/2)v) = 4.

Temos que 7; ndo é minimizante em [0, p(v) — €/2], e como M é completa, existe geodésica
minimizante #; ligando p; a g; com L(7;) < p(v) —¢€/2. Sabendo que p; — p e q; — g, para i
suficientemente grande, considera-se o caminho dado pela geodésica minimizante ligando p a
pi, seguindo de #;, seguindo do caminho dado pela geodésica minimizante ligando g; a 4. Tal
caminho terd comprimento L; = 61 + L(1;) + J2, e tomando &, e §, arbitrariamente pequenos,
obtem-se que L; < p(v) — &/2. Mas isto contradiz a hipétese de v, ser minimizante em [0, p(v) —
e/2].

No caso de p(v) = +00, suponha por contradigdo que existe sequéncia (v;);eny C UM tal que
v; — ve p(v;) é limitado, ou seja, existe C > 0 tal que p(v;) < C. Considerando que 7 é mini-
mizante em [0, C;] para C; > C, aplicam-se raciocinios andlogos ao caso anterior, encontrando
geodésicas minimizantes ligando pontos aproximando p e g e encontrando um caminho entre p
e q de comprimento menor que 7. O

Observa-se que na proposicdo acima, a hipdtese de M ser completa aparentemente entra em
questdo apenas na semicontinuidade inferior, de modo que nos questionamos se esta hipé6tese
pode ser relaxada. Mas na prépria definicdo da cut-distance, ¢ importante que M seja completa;
como definir p(v) se a geodésica 7, sO estd definida até t+ < T? Podemos convecionar (de ma-
neira mais ou menos arbitrdria) que, se para todo ¢ no intervalo de defini¢do de 7, vale que
d(p,7.(t)) = t, entdo p(v) = 400, mesmo que o intervalo de defini¢do seja limitado. Com esta
convengao, é possivel mostrar que p ainda é semi-continua superiormente, adaptando a primeira
parte da demonstracdo acima.

Definimos agora o raio de injetividade em p como

inj,(M) = {infp(v): v € UM}, inj,(M) € (0, +o0],

e o raio de injetividade global inj(M) := infyep inj, (M).

p

Teorema 2.5.3. O raio de injetividade injp(M) depende continuamente de p € M.

Demonstragido. Mostramos primeiro que injp(M) é semicontinua superiormente. Considera-se
sequéncia p; — p em M; com v € U, M, existe também sequéncia (v;);eny C UM tal que v; €
UpM e v; — v. Mas entdo inj, (M) < p(v;) — p(v), e portanto lim sup; inj, (M) < p(v).
Como isto vale para todo v € U,M, temos que lim sup injpl_(M) < inj p(M), concluindo que é
semicontinua superiormente.

Para a semicontinuidade inferior em p € M, suponha inicialmente que inj p(M ) < +co e por
contradigdo que exista sequéncia (p;)ien C M e ¢ > 0 tais que p; — p e inj, (M) < injp(M) — &
Para cada p;, como p é continua em U, M e é conjunto compacto, p atinge seu minimo em um
vetor v; € Uy, M, com injpi(M) = p(v;).
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Tomando vizinhanga pré-compacta V de p tal que

K=Jum
qgev

é conjunto compacto em TM, e sem perda de generalidade com a sequéncia (p;)ien contida
em V. Assim, existe subsequéncia convergente v; — v € U,M, e, por continuidade de p,
inj, (M) — p(v) > inj p(M). Mas isto contradiz a hipétese de inj,, (M) < injp(M) — ¢, mostrando
a semicontinuidade inferior neste caso. O caso de injp(M ) = 400 é analogo. ]

Se M é compacta, nenhuma geodésica é minimizante para t > diam(M), mostrando que
inj(M) < +o0, e também pode-se cobrir M por finitas vizinhangas e-totalmente normais, de
modo que 0 < inj(M) < +o00. Se M ndo é compacta, mesmo sendo completa, é possivel que
inj(M) = 0: um exemplo é dado tomando o espaco hiperbdlico H> no modelo do semiplano
superior e quocientando ele pela acdo de grupo dada pelas translagdes horizontais (x,y)
(x+1y).

Define-se agora o cut locus tangencial

Cp = {p(v)v € T,M: v € U,M}

e o cut locus
Cut(p) = exp,(Cp) = {70(p(v)): v € UpM}.

Ainda com D, = {tv € T,M:0 < t < p(v), v € UyM} conjunto estrelado, temos que
oD, =Cpe injp(M) =d(p,Cut(p)).

Proposicdo 2.5.4. Se M é variedade riemanniana completa, entdo para todo p € M vale M = exp, (Dp) U
Cut(p).

Demonstragio. Que M = exp,,(Dy) U Cut(p) é evidente do fato de que, sendo M completa, todo
ponto de M ¢ ligado a p por uma geodésica minimizante, estando em exp,, (Dp) ouno cut locus.
Ainda, tais conjuntos sdo disjuntos, como consequéncia do lema 2.5.1. O

2,51 Exemplos

Nos casos de R", §" e H" como variedades riemannianas completas, sabemos como sdo as
geodésicas explicitamente, dadas respectivamente por

p+tv, (cost)p+ (sent)v, e (cosht)p+ (senht)v,

para p ponto da variedade e v vetor tangente unitario. Para R" e IH", entre quaisquer dois pon-
tos hd uma tnica geodésica os ligando, sendo portanto minimizante; assim, toda geodésica é
minimizante, e o cut locus é vazio. Para p € S§", é imediato ver que Cut(p) = {—p}, o ponto
antipodal, sendo o encontro de todas as geodésicas emanando de p em tempo t = 7, com
D, = B(0p, ). Considerando IRP" como quociente da esfera, obtemos que as geodésicas sao
minimizantes até o tempo t = 77/2, e de modo que, para p € RP", tem-se Cut(p) = (5" 1), a
imagem do equador da esfera pela projegao 7.

Observa-se que variedades riemannianas difeomorfas (e mesmo localmente isométricas) po-
dem ter cut locus distintos, dependendo da métrica num sentido global. Este é o caso dos toros
flat; tomando I = Zv; & Zv,, com v1, v, € R? ortogonais, temos um toro retangular R2/T. Com
p = 3(v1 +v) e n(p) = p € R*/T, podemos descrever Cut(p) sabendo que as geodésicas em
R?/T sdo exatamente as projegdes de geodésicas em IR?. Sendo R o retingulo

R = {mv1 +a202: 0 < ay,a, < 1},
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teremos que Cut(p) = (dR) = St v S

Agora, com v; = (2,0) e v = (1, V3), 0 quociente R?/T resultard num toro hexagonal flat;
mesmo sendo difeomorfo a um toro, teremos que o cut locus de um ponto p no centro de um
hexdgono como dominio fundamental serd homeomorfo a S' v St v/ St
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Capitulo 3

Tensores de Curvatura

“[This quantity] obviously = zero if the
manifold in question is flat, i.e., if the
square of the line element is reducible to
Y dx?, and can therefore be regarded as
the measure of deviation from flatness in
this surface direction at this point. When
multiplied by —% it becomes equal to the
quantity which Privy Councilor Gauss
has called the curvature of the surface.”

B. Riemann [Spi99, vol. 11, p. 157]

O conceito de curvatura é de central importancia no estudo de variedades riemannianas,
sendo o principal invariante local pelo qual elas podem ser entendidas. Como o nome sugere,
ela mede o quanto um espago ndo se comporta como o ambiente euclidiano usual com suas
relagdes métricas, e possui diversas interpretagdes no nivel conceitual.

A maneira usual de se definir a curvatura é por meio do tensor riemanniano de curvatura
a partir da conexdo de Levi-Civita, sendo possivel definir outras quantidades associadas, como
a curvatura seccional, a curvatura de Ricci e a curvatura escalar. Um dos principais ramos de
investigacdo da geometria riemanniana é entender como hipdteses sobre a curvatura do espaco
podem implicar em informagdes sobre sua geometria e topologia.

3.1 Os Tensores de Curvatura

Dada variedade riemanniana (M, g) e V sua conexdo de Levi-Civita, define-se o tensor (rieman-
niano) de curvatura como o mapa R-trilinear R : X(M) x X(M) x X(M) — X(M) dado por

R(X,Y)Z :=VxVyZ—-VyVxZ—-VixyZ=([Vx,Vy] = Vixy])Z,
onde X, Y,Z € X(M). Com a notagdo da derivada covariante de tensores e lembrando que
ViyZ =V oVZ(X,Y)=Vx(VZ)(Y) = Vx(VZ(Y)) = VZ(VxY) = VxVyZ — Vy,vZ,
temos a definicdo equivalente
R(X,Y)Z = (V3y — V3 )Z.

Em certos textos, a defini¢do utilizada é dada pelo sinal oposto da expressdo acima [GHL12],
justificada pela presenga de sinais em expressdes futuras. Nao é prontamente evidente que a
expressdo acima define um tensor, ou seja, é C* (M)-linear em suas coordenadas; isto é uma con-
sequéncia das propriedades de uma conexdo afim, justificando seu nome. Assim, R € T(T(13) M),
definindo tensor R, em T, M para todo p € M.
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Em coordenadas locais (U, (x')) em torno de p € M, o tensor de curvatura é representado
pelos coeficientes Rj; dados por R(9;,9;)dx = Rj;9;, onde

1 l l ) )
Nota-se ainda que, pelos isomorfismos musicais, pode-se considerar R como um (0, 4)-tensor em
M, dado por

R(X,Y,Z,W) = (R(X,Y)Z,W)
e pelos abaixamentos de indices R;j = glmR?]?k.

A definigdo do tensor de curvatura dada acima pode justificadamente parecer pouco moti-
vada. Sua aparigdo, pelo menos em termos de cartas locais, é natural ao se considerar o problema
de quando uma variedade riemanniana é localmente isométrica a IR"”. Ou seja, sendo a métrica
localmente expressa como ¥ g;idy'dy/, buscam-se condigdes sobre os coeficientes g;; tais que pos-
samos encontrar coordenadas locais (x') em que a métrica é expressa como Y (dx')2. Isto se
torna uma problema de integrabilidade de certas equagdes diferenciais parciais, com a condi¢do
de integrabilidade sendo exatamente o anulamento dos coeficientes Rf].k definidos acima. Ao
observar que eles satisfazem a regra de mudanga de coordenadas adequada, eles definem um
(1,3)-tensor em M, algo ja indicado pela C*(M)-linearidade nos argumentos de R discutida an-
tes. Tais célculos sdo feitos explicitamente e contextualizados nos trabalhos originais de Riemann
no capitulo 4, parte D de [Spi99, vol. II].

Proposicao 3.1.1. O tensor de curvatura satisfaz as seguintes simetrias:
i. R(X,Y)Z=—-R(Y,X)Z;

ii. (R(X,Y)Z,W)=—(R(X,Y)W,Z),

iii. (R(X,Y)Z,W)=(R(Z,W)X,Y),

iv. R(X,Y)Z+R(Y,Z2)X+R(Z,X)Y =0,

Para X,Y,Z,W € X(M).

A identidade (i) sugere interpretar R(-,-) como uma segdo de A’T*M ® End(TM), ou seja,
um elemento de O?(M, End(TM)). Com o colchete de Lie de endomorfismos de TM dado pelo
comutador, temos que a curvatura mede exatamente o qudo distante a derivada covariante X —
Vx estd de ser um homomorfismo de dlgebras de Lie X(M) — End(TM).

A identidade (iv) é dita a 1% identidade de Bianchi. As simetrias acima também sugerem in-
terpretar o tensor de curvatura como uma segio de S%(A\> TM), isto é, como um tensor C* (M)-
linear simétrico em /\2 TM, tomando

P(XANY,ZAW) = (R(X,Y)Z,W).
Isto torna mais natural considerar a forma quadratica associada
P(XAY,XANY)=(R(X,Y)X,Y),

em que define-se, parap € M e E C T,M um 2-plano em T,M (assumindo dimM > 2), a
curvatura seccional de M em E por

K(E) = K(x,y) = (Rp(x,y)x,y)

xl2[y[2 = {x, y)?
onde x,y é base de E. A expressdo acima independe da base, e 0 denominador é simplesmente
o determinante da matriz de Gram com respeito aos vetores x e y e a métrica g,. Este determi-
nante estabelece uma forma quadratica associada a um produto interno em A> TyM, represen-
tando uma normalizagdo de p,(x Ay, x A y), e mostrando como a curvatura seccional pode ser
interpretada como uma fungdo suave no fibrado das 2-grassmannianas de M [GHL12, p. 132].

36



CAPITULO 3. TENSORES DE CURVATURA 3.1. OS TENSORES DE CURVATURA

Proposicdo 3.1.2. A funcio curvatura seccional E — K(E) e a métrica num ponto p € M determinam
o tensor de curvatura em p.

Apontamos que se M é superficie isometricamente imersa em IR?, entdo como o tinico 2-plano
em T,M é o préprio espaco tangente, a curvatura seccional é dada unicamente por K(T,M),
sendo igual a curvatura gaussiana da superficie em p.

O tensor de curvatura é um invariante local de uma variedade riemanniana, em que se f :
M — N é isometria local entre variedades riemannianas, vale que

ﬁf(p) (dfp(x)/ dfp (y))dfp (z) = dfp(Rp(x/ v)z)

parap € Mex,y,z € T,M, e por consequéncia IZ(dfp(E)) = K(E) para E C T,M um 2-plano.
Assim, é natural esperar que as variedades riemannianas mais simples sdo aquelas que apre-
sentam simplicidade em seu tensor de curvatura. Dizemos que (M, g) tem curvatura (seccional)
constante igual a x se K(E) = « para todo p € M e todo 2-plano E C T,M, e que M é flat se k = 0.
Numa variedade de curvatura constante, o tensor de curvatura é dado por

R(X,Y)Z = —x((X,Z)Y — (Y, Z)X),

(R(X,Y)Z,W) = —x((X, Z)(Y, W) — (X, W)(Y, Z)) = —xdet (%i i%i) '

Proposigdo 3.1.3. Se M é variedade riemanniana, ¢ : N — M é mapa suave, X,Y € X(N)e U €
I'(¢*TM) é campo ao longo de ¢, entdo

R(¢:X, 9. Y)U = VLVIU = VYVIU — Vi U,

onde V¥ é a conexio induzida no fibrado pullback.

Proposicdo 3.1.4 (22 Identidade de Bianchi). Se M é variedade riemanniana com tensor de curvatura
R, vale
VxR(Y,Z)W + VyR(Z, X)W + VzR(X, Y)W =0,

para X,Y,Z,W € X(M).
Demonstragio. [GHL12, p. 184]. O

Se dim M > 3, dizemos que M tem curvatura isotrépica em p € M se K(E) = «, para todo
2-plano E C T, M, para x, € R. A 2% identidade de Bianchi permite deduzir:

Lema 3.1.5 (Schur). Se M é variedade riemanniana conexa com dimM > 3 e M tem curvatura
isotrdpica em todos os pontos, entdo M tem curvatura constante.

Demonstragio. Com R° o tensor R%(X,Y)Z = —((X,Z)Y — (Y, Z)X), e parak : M — R a fungéo
suave da curvatura isotrépica, entdo R = kRO e

VxR(Y,Z)W = (Xx)R%(Y, Z)W + xVxR°(Y, Z)W.
Tomando a soma ciclica em X, Y e Z e usando a 2? identidade de Bianchi, obtemos
(Xx)RY(Y, Z)W + (Yx)RY(Z, X)W + (Zx)R(X, Y)W = 0,

eparaY = We {X,Y, Z} ortonormais em uma vizinhanca em M, temos que (X«x)Z = (Zx)X =
(Xx) = 0. Como isto vale para todo X, temos que « é constante. O
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3.1.1 O Tensor de Ricci e a Curvatura Escalar

Com a linguagem de contragdes e dos isomorfismos musicais, é possivel tomar contracdes do
tensor de curvatura a fim de obter tensores de ordem menor. Eles possivelmente expressam
menos informacgdo total sobre a curvatura da variedade, mas sdo mais faceis de manipular e
relacionar com a geometria.

E o caso do tensor de Ricci Ricy : TyM x T,M — R em p € M, dado por

Ric,(x,y) = tr(v — —R,(x,0)y),
ou, em coordenadas locais, por
Ric(X,Y) = — ) dx'(R )Y).

No caso particular de (e;) ser uma base ortonormal de TPM, temos que

Ricy(x,y) = — ) _(R(x,¢j)y, ej).

Considerando ainda os coeficientes locais Rg ik do tensor de curvatura, temos que os coeficientes
Rjx do tensor de Ricci sdo dados pela contragdo Rj = Rf].k.

O tensor de Ricci é simétrico, valendo Ric,(x,y) = Ricy(y,x). Sendo entdo Ric e g tenso-
res de mesmo tipo, é interessante compara-los, ou estudar situagdes em que hd alguma relacao
entre eles. Uma variedade riemanniana M é dita uma variedade de Einstein se existe constante
A € R tal que Ric = Ag. Se A = 0, a variedade ¢é dita Ricci-flat. Evidentemente se M tem
curvatura constante, entdo é de Einstein, e se é flat, é Ricci-flat. Um dos motivos pelos quais
variedades de Einstein sdo objetos importantes de serem estudados é porque aparecem natural-
mente como solucdes das equagdes de Einstein para a relatividade geral no vacuo na geometria
pseudo-riemanniana.

A partir dos isomorfismos musicais, é possivel definir o trago do tensor de Ricci, sendo a
curvatura escalar S : M — R dada por

n
S(p) = trRic, = ) _Ric,(e; ),
i=1
onde (¢;) é base ortonormal de T, M, ou equivalentemente S = gijjk Se x € T,M é vetor
unitério, tomando base ortonormal (x = ey, ¢,...,¢e,) de Ty M, é possivel descrever o tensor de
Ricci e a curvatura escalar em termos da curvatura seccional:

Ricy (x, x) ZK xe),  S(p) =) K(eie).
i#]
Se M tem curvatura constante x, entdo calcula-se que Ric = (n —1)kge S = n(n —1)x. A

proposicdo abaixo mostra como a curvatura escalar é dada por uma média do tensor de Ricci em
todas as diregdes de T, M:

Proposicdo 3.1.6. Se U,M = S"~1 C T,M denota a esfera unitdria em T,M com respeito a g, e 0 a
medida candnica de hipersuperficie nela, entdo

1 . 1
m gt Rle(?J,U)dU’ = ES(p)

Demonstragio. Basta ver que a expressdo da esquerda acima é linear com respeito as formas bili-
neares simétricas em T, M como espago vetorial. Com (¢;) base ortonormal de T,M e B = ¢/ ® ¢’
para i # j, a integral em B(v, v) se anula por simetria, considerando a integral

/ x'xldo = 0.
Snfl
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Se B > ¢! ® ¢!, considera-se a integral f gn-1 (xi)Zd(T onde x’ é a funcio i-ésima coordenada. Por
simetria, [, ,(x')2do = [, ,(x/)?do parai # j, e entdo

i\2 _ 1\2 N - 1
”/S,H(x) da_/snil(x) +...+ (2" dx_/sn,lldx_"(’l(s ).

Desta maneira, a expressao resultante correspondera ao trago da forma bilinear simétrica inte-
grada, ja que 1 tr Be ; [ Bdo coincidem numa base, sendo expressdes lineares em B. O

Dado um tensor contravariante T € T("*) M, interpretando-o como operador multilinear T :
X(M) x - -+ x X(M) — TUOM, definimos o seu divergente como o (r,s — 1)-tensor

divT = trp VT,

onde o trago é tomado sobre as duas primeiras entradas contravariantes a partir dos isomorfis-
mos musicais. Explicitamente,

diVT(Yl,Yz,. . -/Ys—l) = trip V.T(',Yl,. . ~/Ys—1) = gijVaiT(a]', Yl,. . ~/Ys—1)-

Teorema 3.1.7. Numa variedade riemanniana (M, g), vale que
. 1
div Ric = EdS.

Demonstragido. Com Rm o (0,4)-tensor de curvatura, a 2* identidade de Bianchi afirma que
VxRm(Y,Z,W,U)+ VyRm(Z,X,W,U) + VzRm(X,Y,W,U) = 0.

O valor de Ric(X, Z) é dado pelo traco de —Rm(X,Y,Z, W) com respeito a Y e W, ou seja, com
respeito a 2% e 4* entradas, e a curvatura escalar é dada pelo trago de Ric(X,Y) com respeito a
suas tnicas entradas. Lembrando que as contra¢gdes comutam entre si e também com a derivada
covariante, ao tomarmos a contragdo da expressdo acima com respeito a Z e U obtemos

—VxRic(Y, W) + Vy Ric(X, W) + tr[(Z,U) — VzRm(X,Y,W,U)] =0
— VxRic(Y,W) — VyRic(X, W) = tr[(Z,U) = VzRm(X,Y, W, U)].

Na expressdo acima, tomando o trago com respeito a Y e W, temos
VxS —tr. RiC(X, ) = tryy tris lem(X, 3,4,5)

onde os niimeros acima sdo uma notagdo ad hoc para indicar com respeito a que entradas se
tomam as contragdes. Como elas comutam e o trago é simétrico,

VxS —divRic(X) = tr V.Ric(X,:) = X(S) = 2div Ric(X),
demonstrando o resultado. O

Corolario 3.1.8. Seja M variedade riemanniana conexa de dimensdo dim M > 3, e tal que exista fungdo
suave A : M — R tal que Ric = Ag. Entdo A é constante, e M é variedade de Einstein.

Demonstragio. Sendo n = dim M e como Vg = 0, temos que

divRic = le(/\g) trp V1 ()Lg ZVE /\g : Zd)\

=dA (Zg(El’ )E,) =dA.

Ainda mais, temos que %dS = %d(n/\) = %d}t. Mas com a igualdade div Ric = dS,sen > 3,
necessariamente devemos ter que dA = 0, sendo entdo constante. O
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Proposicdo 3.1.9. Se M é variedade riemanniana de dimensdo 3, entdo o tensor de Ricci determina com-
pletamente o tensor de curvatura, e em dimensdo 2, a curvatura escalar determina completamente o tensor
de curvatura.

Em particular, se dim M = 3 e M é variedade de Einstein, entdo M tem curvatura constante, e se
dim M = 2 e M tem curvatura escalar constante, entdo M tem curvatura constante.

Demonstracio. Em dimenséo 2, para base ortonormal (ej, ep) de TyM, a curvatura escalar é dada
por S = 2K(ej,e2) = 2K(T,M). Como o tensor de curvatura depende apenas da curvatura
seccional de T, M, ele é completamente determinado por S, e se S é constante, naturalmente M
terd curvatura constante.

No caso de dimenséao 3, sendo (eq, €2, e3) base ortonormal de Ty M, temos as expressdes para
o tensor de Ricci em termos das curvaturas seccionais:

Ric(ey,e1) = K(eq,e2) + K(eqy, e3),
Ric(ey, e2) = K(eq,e2) + K(ez, e3),
RiC(€3,€3) = K(€1,€3) -+ K(b’z,@g).

Isto é um sistema linear determinado, de modo que saber os valores do tensor de Ricci da
informacao completa sobre os termos (R(e;, ¢j)e;, ¢j), e por certas manipulagdes algébricas, para
todo o tensor de curvatura R. Se Ric = Ag, é facil concluir também a segunda afirmacao. O

Como mencionado na introdugdo do capitulo, é possivel interpretar a curvatura do espago
como um desvio da geometria euclidiana usual, na qual o transporte paralelo é constante e inde-
pende do caminho tomado entre dois pontos. Mais precisamente, temos a seguinte proposigdo:

Teorema 3.1.10. Seja M uma variedade riemanniana conexa.

i. Se M possui a propriedade de que, para quaisquer dois pontos p,q € M, o transporte paralelo de p
para q ao longo de uma curva suave por partes <y independe da escolha de <y, entdo M é variedade flat.

ii. Se M éflat, p,q € M e 7,71 sido duas curvas suaves por partes ligando p a q e sido suavemente
homotdpicas com as extremidades fixadas, entdo seus transportes paralelos coincidem.

Demonstragio. Para a primeira afirmagéo, fixamos pg € M e v € Ty M, e definimos um campo
vetorial (em principio ndo necessariamente continuo) V em M tal que V,,, = ve V;, = X(1), onde
X é campo paralelo ao longo de um caminho suave por partes 7y : [0,1] — M com 7(0) = po,
7(1) = g e X(0) = v. Como o transporte paralelo independe do caminho tomado, o campo
vetorial V é bem definido, dependendo linearmente apenas de v € T, M.

Para mostrar que V' é suave, considera-se p € M e vizinhanca normal U de p,ew = V), €
TyM. Paraq € expp(u) € U, o vetor V,; é dado pelo transporte paralelo ao longo do caminho
que liga primeiramente pg a p, e posteriormente ao longo da geodésica expp(tu) ligando p a gq.
Pelas equagdes do transporte paralelo, e como

y(t) = expp(tu) = (1 #),..., () = (tul,... tu"),
o campo X ao longo de 7y é dado pelo sistema de EDOs

(XY =~ (Con)Xid, i=1,..n
jk

e condigdes iniciais X’(0) = w'. Pela existéncia, unicidade e suavidade de EDOs com respeito a

condicdes iniciais, X (1) é funcdo suave de u!,...,u".
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Para qualquer caminho suave por partes em M, temos que %V = 0, ja que é dado pelo
transporte paralelo, e portanto VV = 0. Para (ey, ..., e,) base ortonormal de Ty, M, constroem-
se campos paralelos globais Ej, ..., E, como acima, formando base ortonormal de todo espaco
tangente e gerando X (M) por combinagdes C*(M)-lineares. Assim,

R(X,Y)Ei = VxVyE;, — VyVxE; — V[X,Y]E,‘ =0

para quaisquer X,Y € X(M), de modo que R = 0.
Para a segunda afirmacdo, considere ¢ : [0,1] x [0,1] — M suave, com py = ¢(0,0), e
v € TyM. Considere Yy o campo ao longo da curva ¢(t,0) que realiza o transporte paralelo
de v, obtendo vetores Yy(t) € Ty(t0)M. Para cada ty € [0,1] fixado, considere o campo Xj,(s)
ao longo da curva ¢(to,s) que realiza o transporte paralelo de Yy(tp). Com isso, obtém-se um
campo suave (devido a dependéncia suave nas condi¢des iniciais) V(¢,s) ao longo de ¢, em que
\%

4

Mostremos que, para cada sy € [0, 1] fixado, vale também

\V
EV(IJ:, S()) - 0.
Com M flat e 9,05 os campos coordenados em [0,1] x [0,1], e pelas propriedades da conexdo

induzida, temos que, para um campo U ao longo de ¢, vale
VvV Vv
drds" ~ dsar-

5 (o) 5 (Fres)-o

ja que YV (t,s) = 0. Isto implica que Y,V (t,s) é campo paralelo com respeito a s. Ainda, como
YV(t,0) = 0, o campo ¥ V(t,s) é constante igual a 0 para todo s. Isto mostra que V é campo
paralelo ao longo de ¢.

Se agora H : [0,1] x [0,1] é homotopia suave entre g e y; como no enunciado, valendo
H(t,) = 7:(:), tem-se que H(t,0) é constante igual a p e H(t,1) é constante igual a 4. Sendo
o transporte paralelo de v € T,M ao longo de H(t,0) trivialmente dado por v, construimos
como acima um campo suave V ao longo de H. Como o transporte ao longo da curva constante
H(t,1) é também paralelo, o transporte paralelo ao longo de cada uma das curvas homotopicas
7+ coincide em g com o de 7. O

Assim,

A demonstragdo acima conclui mais: se M é variedade flat (ou, mais geralmente, é munido
de uma conexdo flat) e ¢ : [0,1]" — M é mapa suave com py = ¢(0,...,0) e v € T, M, é possivel
estender v a um campo paralelo ao longo de ¢, com o caso especifico de uma homotopia suave
dado acima. Ainda mais geralmente, basta que M seja flat ao longo da imagem de ¢, por exemplo
se ¢ for uma imersdo totalmente geodésica e flat.

3.2 Exemplos

Como corresponde a nossa intui¢do, R" é variedade flat, onde
R(X,Y)Z=X(Y(Z2)) =Y(X(2))—[X,Y]Z=0.

Ainda, como a curvatura é preservada por isometrias locais, também temos que os toros
R" /T construidos anteriormente sdo flat. A esfera 5", cuja conexdo de Levi-Civita é dada por
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VxY = X(Y) — (X(Y), p)p, onde p indica a fungdo vetorial de posicdo em R"*!, mostra que S"
tem curvatura seccional constante igual a 1. De fato,

VxVyZ = X(VyZ) —(X(VyZ),p)p

— X(Y(2) = (Y(Z),p)p) — (X(Y(2) = (Y(Z),p)P), P)P
= X(Y(Z) +(Z,Y)p) — (X(Y(Z) + (Z,Y)p), p)P,

ja que, como (V, p) = 0 para V tangente a esfera, temos que
0=U(V,p) =(UV,p) +(V,Up) = (UV,p) + (V, U).
Continuando a conta, temos

VxVyZ = X(Y(Z2) +(Z,Y)p) = (X(Y(Z) + (Z,Y)p), P)P

= XY(Z) + X({Y, Z)p) — (XY(Z) + X({Z,Y)p),p)P

= XY(Z) + X(Y, Z)p + (Y, Z)Xp — (XY(Z),p)p — (X(Z,Y)p + (Z,Y)Xp, p)p-
=XY(Z) + X(Y, Z)p + (Y, Z)X + (Y(Z), X)p — (X(Z,Y)p,p)p — {Z, V)X, p)P
= XY(Z)+ XY, Z)p+ (Y, Z)X + (Y(Z), X)p — X(Z,Y)p

= XY(Z)+ (Y, Z)X + (Y(Z), X)p.

Calculando o tensor riemanniano de curvatura, teremos no final
R(X,Y)Z=(Y,Z)X —(X,Z)Y,

e naturalmente desta expressdo a curvatura de S serd 1. Similarmente, as esferas §"(r) C R"*!
tem curvatura constante igual a rlz, e 0s espacgos projetivos IRP" terdo curvatura constante igual
a 1. Ja o espago hiperbélico RH", no modelo do hiperboloide em R, tem conexdo VxY =
X(Y) + (X(Y), p)p, onde a métrica ambiente é lorentziana. Assim, ele tera curvatura seccional
constante igual a —1. Futuramente veremos que estes sdo, a menos de escalonamento da métrica,
os tnicos exemplos de variedade riemannianas conexas e simplesmente conexas com curvatura
constante.

Se (M,g) = (Mj,81) X (M, g2) é produto riemanniano e X,Y € X(M) sdo campos que se
decompdem em X = X; + Xp, Y = Y; + Yy para X1,Y1 € X(Mp) e Xp, Y2 € X(M3), entdo a
conexdo de Levi-Civita em M se decompde como VxY = V}Q Y] + vﬁzyz. Desta maneira, a
curvatura também se decompde como

Ry(x,y)z = Ry, (x1,y1)21 + RS, (x2,2) 22

Isto implica que planos mistos em T, M, ou seja, aqueles ndo totalmente contidos em T, M; ou
em Ty, M, tem curvatura seccional igual a 0.

Se G é um grupo de Lie com métrica bi-invariante, ou equivalentemente esquerda-invariante
e Ad-invariante, temos que, para X, Y € Lie(G) = g a conexdo de Levi-Civita é VxY = %[X, Y],
a partir da férmula de Koszul. Desta maneira, a curvatura é

RXVZ= (X2, (RX,V)Z,W) =~ {[X,Y][Z,W]),

para X,Y,Z,W € g. Todo 2-plano em T,G ¢é gerado por X,, Y, para X,Y € g, e como L é
isometria, para calcular as curvaturas seccionais, é suficiente calcula-las na identidade. Se X,Y
sdo ainda ortonormais, temos que

K(X,Y)==||[X,Y]|%

1l
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de modo que a curvatura seccional de grupos de Lie com métrica bi-invariante é sempre ndo-
negativa. Ainda, para (E;) base ortonormal de g e assumindo X = Ej, tem-se

, 1¢ 1 1
Rie(X, X) = Y NX E* = -1 Y (adX E; Ej) = —Etr(ad%() > 0.
j=2 '

j=2

Como Ric é simétrico, temos que

Ric(X,Y) = —% tr(adxoady), X,Y €g.

Num grupo de Lie geral, tr(adx oady) é uma forma bilinear simétrica B em g, dita a forma
de Cartan-Killing. Ela é ad-invariante, e é possivel mostrar que, se G é compacto e g tem centro
trivial, entdo — B é positiva-definida [Kir08, p. 110]. Ainda, com G conexo, —B induz uma métrica
bi-invariante em G de modo que ele sera variedade de Einstein. O artigo [Mil76] contém maiores
discussdes acerca de métricas em grupos de Lie e consideragdes sobre curvatura.
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Capitulo 4

Calculo Variacional

“Mathematics exists solely for the honor
of the human mind.”

C. Jacobi [FHB67]

Nos capitulos anteriores, observamos como geodésicas correspondem simultaneamente as
curvas de “aceleragdo nula” no espago, e também as curvas que realizam as distancias em M para
arcos suficientemente pequenos. Comecamos o capitulo com uma outra descri¢do delas, sendo
0s “pontos criticos” do funcional energia com respeito a certas variagdes, e no propoésito de estu-
dar quando geodésicas sdo minimos locais para a energia, consideramos a segunda variacdo da
energia e introduzimos os campos de Jacobi. Tais ferramentas permitirdo relacionar a curvatura
de M com o comportamento minimizante de suas geodésicas com respeito a curvas préximas.

Uma abordagem distinta e frutifera para trabalhar estas nogdes, que nao é feita aqui mas é
mencionada por sua beleza, é construir a variedade (de dimensao infinita) H!(I, M) das curvas
v : 1 — M de classe H! em termos de espagos de Sobolev. Neste espaco o funcional energia
é de fato um mapa suave, e estudam-se seus diferenciais diretamente. Mais especificamente,
estudam-se as subvariedades propriamente mergulhadas ), ;M e AM, o espago das curvas H'
ligando p a g e o espaco das curvas fechadas de classe H!, respectivamente. O espacgo tangente
a uma curva y em (), ;M pode ser visto como os campos H! ao longo de 7 se anulando nas
extremidades, e a segunda variagdo da energia é sua Hessiana. Este tratamento da teoria permite
uma perspectiva analitica mais profunda, e pode ser encontrado em [KIi82].

4.1 Variacdes da Energia

Denotaremos por (), 0 conjunto das curvas continuas e suaves por partes 7y : [a,b] — M tais
que y(a) = pey(b) =g, com p,q € M. Relembra-se a defini¢do de comprimento de uma curva,
e introduz-se também a definicdo de sua energia:

L) = [ I76)las,

E() =3 [ I4(5) Pds

Vale a desigualdade L(7)? < 2(b — a)E(+y), com igualdade se e s6 se -y é parametrizada com
velocidade constante. Nota-se que o comprimento é invariante por reparametriza¢gdes, mas nao
a energia; apesar disto, estudar a energia serd mais adequado para os resultados seguintes.

Lema 4.1.1. Sejay € Qp 4.

(i) Se vy é minimizante, ou seja, L(7y) = d(p, q), entio vy é geodésica, a menos de reparametrizagio.
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(ii) Sey minimiza a energia em E : Q) , — R, entdo 7y é geodésica minimizante.
Demonstragio. [Gor22, p. 100]. O

Dada vy € O, para p,q € M, uma variagdo suave por partes de v € um mapa continuo H :
[a,b] x (—¢,€) — M, parae > 0, tal que H(s,0) = y(s) Vs € [a,b], e existe subdivisdo a = sy <
§1 <...<s, =Dbtal que

H’[sj,si+1]><(fs,£) : [Sirsi-i-l] X (—S,E) — M

é suave, parai = 0,...,n — 1. Diz-se ainda que H é uma variagio que fixa as extremidades se
H(a,t) =peH(b,t) =gVt € (—¢¢), e que H é uma variagio por geodésicas se as curvas H(-, t) =
v+ sdo geodésicas.

M

Denota-se por Vo pullback da conexdo de Levi-Civita em M a I'(H*TM), e 0s,0; O push-
foward dos campos coordenados em [a,b] x (—¢,¢) ao longo de H. Vé-se que o campo tangencial
95 6 possivelmente descontinuo nos pontos s = s;, e em particular js]tzo = 7, mas 0s campos or
e V;,0; sdo continuos. O campo

V(s) = 9t|(s0) = 9t|t=0
ao longo de 7 é suave por partes, e é dito o campo variacional associado a H. Intuitivamente,
ele representa as velocidades dos pontos da curva base <y de acordo com a varia¢do, ou, mais
abstratamente, a propria “velocidade” da curva como objeto sendo variado.

Proposic¢do 4.1.2. Dada curva suave por partes vy : [a,b] — M, todo campo continuo e suave por partes
V ao longo de vy é o campo variacional associado a uma variagdo suave por partes H de «y. Adicionalmente,
se V(a) = V(b) = 0, pode-se tomar variagdo H que fixa as extremidades.

Demonstragido. Basta tomar a variacdo
H(s,t) = expv(s)(tV(s)).
O]

Teorema 4.1.3 (Férmula da Primeira Variagdo de Energia). Seja <y : [a,b] — M curva suave por
partes. Se H é variagdo suave por partes de oy com campo variacional associado V, tem-se que

d n—1 b .
' E(ve) =), (V, 7>| firt —/ (V,Va,7)ds.
t=0 i=0 a

Demonstragio. Supondo inicialmente H variacdo suave,
d 1d b
d E(’)/t) Zdt S/ ds 2/ aS/a L <Vatas,as>ds
. b o - L b
— / (V5,35 95)ds = / i<at,as> (31, V5,0:)ds = (37,35 —/ (3, V5,05 ds.

Avaliando em t = 0 e considerando a expressdo acima em cada subintervalo de [a, b] onde H
é suave, temos a férmula do enunciado. O
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Corolario 4.1.4. Uma curva suave por partes y : [a,b] — M é geodésica se e somente se, para toda
variagdo suave por partes H de vy que fixa extremidades, vale %‘t:QE (7¢) = 0.

Demonstragio. Se v é geodésica e H é variagdo com V(a) = V(b) = 0, a férmula da primeira
variacdo de energia implica em %\tzoE(’yt) = 0. Suponha agora que para toda variagdo suave
por partes H que fixa extremidades, valha 4 |;_oE(7¢) = 0. Com {a = s, 51, ...,S» = b} partigdo
de [a,b] onde 7 é suave em cada [s;, 5;11], considera-se uma fungéo f € C*([a, b]) tal que f(s) > 0
ses # s, e f(s;) = 0. Tomando o campo Y = f %"y suave por partes ao longo de 7y e continuo, a
variagdo induzida por ele satisfaz

= [ 1 3Apas

de modo que 7 é geodésica em cada subintervalo (s;, s;;1). Mas pela suvidade de y em [s;, s;11],
também vale que %’ﬂsi = 0 no sentido de derivadas laterais.

Com §(s;") e ¥(s;") as derivadas laterais de y em s;, considere campo suave por partes Y ao
longo de +y tal que Y(a) = Y(b) =0e Y(s;) = 7(s;") — 7(s; ), parai = 1,...,n — 1. A primeira
variacdo sera

0= [V, Vyihds = ZHW IR

concluindo a igualdade das derivadas laterais, que 7 é curva C! e, portanto, que *y é geodésica
pela unicidade de condigdes iniciais. O

Como geodésicas sdo exatamente os pontos criticos do funcional energia com respeito a
variagOes que fixam extremidades, uma pergunta natural é se elas representam minimos locais
dele (com respeito a curvas C-préximas), como corresponderia nossa intuigéo. A resposta para
este questionamento requer um estudo da segunda variagdo do funcional energia, andlogo a
determinacdo da Hessiana de fungdes f : R” — IR para descrever pontos criticos como minimos
ou méaximos locais, ou indeterminados.

Se v : [a,b] — M é curva suave por partes em M com y(a) = p e y(b) = g, uma variagio

a dois pardmetros de v é uma fungdo H : [a,b] x U — M, com U vizinhanga de (0,0) € RR?, tal

que H(s,0,0) = (s) paras € [a,b] e existe partigdo {a = sp,51,...,5, = b} de [a,]] tal que

51,51 xu € suave parai =0,...,n — 1. Diremos que ela fixa extremidades se H(a,u1,u2) = y(a)

e H(b,uy,up) = y(b), para todos (u3,uz) € U. Tal variagdo da origem a dois campos variacionais
suaves por partes:

oH oH
X(s) = =—(5,0,0), Y(s)==—:(5,0,0).
(5) = 50(50,0), Y(5) = 57(5,0,0)
Analogamente ao caso de um pardmetro, dados campos X, Y € I'(*TM) suaves por partes, tem-
se a variagdo H(s, u1, u2) = exp,(u1X(s) + u2Y(s)) que os admite como campos variacionais
(mesmo fixando as extremidades se eles se anulam em a e b).

Da mesma maneira que para estudar a minimalidade local de fun¢des em IR” restringe-se o

estudo a pontos criticos dela, nos restringiremos ao caso apenas de quando y é geodésica.

Teorema 4.1.5 (Férmula da Segunda Variacdo de Energia). Se 7y : [a,b] — M é geodésica e H :
[a,b] x U — M é variagio a dois pardmetros com campos variacionais X e Y, vale

a2E Uuq,u ~ -~ b
) = (Va, Bl ML+ [ (XY +(R(7, X)4,Y)ds.
Y2 )=(00) a
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Demonstragio. Pela formula da primeira variacao,

PE_ [
Bulauz ’Y(ul,uz) -

_ _ b __ o .
(v, as,as>ds=/ (Vo Vs 35,35) + (Vs

a aul uy

e avaliando em (u1,uy) = (0,0) tem-se

[ 00X+ REGA + (9,

= (Vs

a‘MZOI ’)/>dS

U1

_ B b
B lu—o, NS+ / (X', Y') + (R(X, 7)Y, 9)ds
a
devido a continuidade de 7 e de Vaulajyu:o, e V47 = 0 por 7 ser geodésica. O

E possivel ainda reescrever a expressdo da segunda variagdo como

aZE(')’u)
8u1au2 1u=0

N~ N = b . .
= (Vo dulumo, MEZ+ [ (XY + (R(3,X),Y)ds
o n—1 - b
— (Vo dusluo, NS+ LX) 4 [ (=X 4+ R(3, X)5, Y)ds
i=0 l a

por meio de mais uma integragdo por partes. Se os campos X e Y se anulam nas extremidades,
entdo o primeiro termo do lado direito da equacgdo acima se anula, permitindo definir a forma do
indice

b
I(X,Y) = / (X, Y') + (R(,X)7,Y)ds

n—1

b

==Y (X'(s/)—X'(s7),Y) +/ (=X"+ R(7,X)7,Y)ds.
i=1 a

A forma do indice é uma forma bilinear simétrica, e verifica-se que se X é campo ao longo

de v se anulando nas extremidades e H é variacdo suave por partes com campo variacional X,

tem-se
d’E (’Yt)

T - I(X,X).

t=0

4.2 Campos de Jacobi

Para estudar a minimalidade local de geodésicas com respeito a energia, estuda-se a forma do
indice como forma bilinear simétrica. Se y é geodésica e minimo local da energia, entdo necessa-
riamente [ é positiva semi-definida no espago de campos continuos e suaves por partes ao longo
de ¥ se anulando nas extremidades. Denotaremos tal conjunto por (),. Se, ainda, I for positiva-
definida em ()., gostariamos de obter como consequéncia que 7y é minimo local da energia.

A segunda férmula para a forma do indice sugere a seguinte definicdo. Um campo continuo
suave por partes X ao longo de uma geodésica 7y (mas ndo necessariamente se anulando nas
extremidades) é dito um campo de Jacobi se ele satisfaz

X"+ R(7,X)y = 0.
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Como os campos de Jacobi sdo solu¢des de uma equacgdo diferencial linear de segunda ordem
(ou de um sistema de equacgdes, tomando um referencial de campos ortonormais paralelos ao
longo de 7), todo campo de Jacobi é suave, e o espago vetorial 7 formado por eles tem dimensao
21, sendo unicamente determinados pelas condigdes iniciais X (a) e X'(a) em T, M. Note também
que ¥(s) e sy(s) sempre serdo campos de Jacobi.

Proposicdo 4.2.1. Seja 7y : [a,b] — M geodésica, e J o espago dos campos de Jacobi ao longo de 7.

a. Se X,Y € J, entio a fungio (X', Y) — (X,Y') é constante em [a,b]. Em particular, (X(s),¥(s)) =
as+b,a,b € R, ese X € J éortogonal a v em dois pontos, é ortogonal em todo [a, b].

b. Se Yo(s) = §(s) e Yi(s) = s¥(s), entdo existe decomposicio J = J+ & RYy ® RY;, onde J+
denota o conjunto dos campos de Jacobi ortogonais a y em todo [a, b].

Demonstragdo. [Gor22, p. 104]. O

Os campos de Jacobi que se anulam nas extremidades de < representam exatamente uma
obstrugdo a forma do indice ser positiva-definida, de acordo com a proposigdo seguinte. Sua
demonstrac¢do segue por um argumento andlogo a Proposicao 4.1.4.

Proposicdo 4.2.2. Seja «y : [a,b] — M geodésica e X € Q),,, ou seja, campo continuo suave por partes ao
longo de vy se anulando nas extremidades. Entdo X é campo de Jacobi se e somente se para todo Y € (),
vale I(X,Y) = 0.

Adicionalmente, campos de Jacobi emergem naturalmente como os campos variacionais de
variagdes por geodésicas:

Teorema 4.2.3. Seja 7y : [a,b] — M geodésica.

a. Se H : [a,b] x (—¢,€) — M évariagio de -y por geodésicas, entdo o campo variacional X de H é campo
de Jacobi.

b. Se X é campo de Jacobi ao longo de vy, existe variagdo por geodésicas H : [a,b] x (—¢,€) — M cujo
campo variacional é X. Ainda, se X(a) = 0, pode-se tomar variagio por geodésicas que fixa y(a).

Demonstragio. [Gor22, p. 105]. O

O corolério seguinte é de grande importancia em aplicagdes futuras, pois ele indica que po-
demos utilizar campos de Jacobi para calcular o mapa diferencial da aplicacdo exponencial.

Corolario 4.2.4. Sejam p € M, u,v € T, M. Se 7y denota a geodésica y(s) = exp,(sv) e Y o campo de
Jacobi ao longo de «y satisfazendo Y (0) = 0e Y'(0) = u, entdo

Y(s) = d(expp)sv(su).
Demonstragido. Tomando a variagdo por geodésicas H(s,t) = expp(s(v + tu)), o campo variacio-

nal é dado por

= d(exp, )so(su),
(s,0)
Sendo entdo campo de Jacobi. Verifica-se que Y(0) =0e

dsls=0 = d(exp,)o(v + tu) = v+ tu,
de modo que
4 (v+tu) =u
dt],— -

Pela unicidade dos campos de Jacobi dadas as condi¢des iniciais, tem-se o resultado. O

Y'(0) = VBSE‘(O,o) = vE)tais(o,o) =
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Dada geodésica y : [a,b] — M com p = y(a) e g = v(b), dizemos que um ponto T € [a,b]
é valor conjugado a a (ao longo de 1) se existe um campo de Jacobi W ao longo de 7|}, ;) tal que
W(a) = W(t) = 0. A multiplicidade de T como valor valor conjugado é a dimensédo do subespago
de campos de Jacobi se anulando em a4 e T. A multiplicidade é sempre menor ou igualan —1,
considerando a condigdo inicial W(a) = 0 e o campo de Jacobi (s — a)¥(s) que se anulaem a e
em nenhum outro ponto.

Corolario 4.2.5. Se v € T,M estd no dominio da exponencial exp,,, entdo 0 e 1 sio valores conjugados
ao longo da geodésica 1y (s) = exp,,(sv) se e somente se v é ponto critico de exp,,.

O seguinte lema representa uma generalizagdo por campos de Jacobi do lema de Gauss local
ja visto:

Lema 4.2.6 (Lema de Gauss global). Sejam p € M, u,v € T,M e a geodésica y(s) = exp,(sv). Entdo

8+(s)(d(exp,,)so (1), d(exp,)so(v)) = &p(u,v).

M
exp,

Demonstragio. Temos que d (expp)sv(v) = (s), e seja Y o campo de Jacobi ao longo de y com
Y(0) = 0eY'(0) = u. Pelo coroldrio 4.2.4, para s > 0 vale que d(exp,)so(u) = 1Y(s). De-
compondo ortogonalmente # em Av + 1y, com u; L v, criamos campos de Jacobi Yy e Y7 com
Yo(0) = Y1(0) =0, Y{(0) = Av e Y{(0) = uy. Assim, Yo(s) = Asj(s) e

Y(s) = Yo(s) + Yi(s) = Asy(s) + Ya(s).
Calculamos entdo o produto interno

1

8v(s) (FY(8),7(8)) = Ago(5) (T(s), ¥(s)) + %g'y(s)(yl (),7(5)) = Agp(v,0) = &p(u,v),

em que a velocidade de uma geodésica é sempre constante e, como Y;(0),Y;(0) L (0) = v,
temos que Y; serd campo de Jacobi sempre ortogonal a ¥(s) como visto. O

Lema 4.2.7. Sejam p € Mev € T,M. Se ¢ : [0,1] — T,M é o segmento radial ¢(s) = sv e
¢ : [0,1] = T, M é uma curva suave por partes ligando 0 a v, entdo

L(exp, o) > L(exp, o9) = [|v]|
com igualdade se e somente se  é reparametrizagdo de ¢.

Demonstragido. Podemos assumir ¢ suave ao dividir em segmentos suaves, e também supor
P(s) # Oparas > 0. Com ¢(s) = r(s)u(s), onde r(s) € R e |u(s)|| = 1 sdo suaves, temos
que
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Pelo Lema de Gauss global, temos que

I(exp,, o) ()17 = (d(exp,)y(s) (¥ (5)), d(exp,,)y(s) (#'(5)))
= 1'(s)?[ld(exp,,) y(s) (u(s))II? + 7(5)?[ld (exp,,) ys) (u' () [I* > 7'(5)?

pois [|d(exp, )y s (1(5))|I? = lu(s)[|2 = 1, ento

1
Liexp, o) > [ [F(s)lds > [(1) - lim #(s)| = o]
0

Com estes lemas preliminares, conseguimos enfim enunciar o teorema de Jacobi-Darboux,
caracterizando sob que condig¢des <y serd minimo local da energia e relacionado isto a presenga
de pontos conjugados ao longo de +:

Teorema 4.2.8 (Jacobi-Darboux). Seja «y : [a,b] — M uma geodésica.

a. Suponha que exista T € (a,b) conjugado ao valor a ao longo de «y. Entdo existe W € Q) tal que
I(W,W) < 0. Em particular, y nio é minimo local para a energia.

b. Se ndo hi valores conjugados ao valor a em (a, b] ao longo de vy, entdo hd uma vizinhanga V de vy na
topologia C° no espago Q) (assumindo as curvas parametrizadas em [a, b)) tal que E(y7) > E(7y) e
L(n) > L(vy) para today € V. Ainda, se L(n7) = L(vy), entdo -y e iy diferem por reparametrizagio.

A demonstracdo ([Gor22]), aqui esbogada, envolve no item a) utilizar o campo de Jacobi
para produzir o campo W, e no item b) envolve cobrir a imagem da curva com vizinhangas
abertas difeomorfas a abertos de T, M pelo mapa exponencial na hipétese de nao haver pontos
conjugados ao longo de 7y, e levantar y para uma curva i em T, M, aplicando o lema 4.2.7.

Coroldario 4.2.9. Seja 7y : [a,b — M geodésica. Se nenhum t € (a, b] é conjugado ao valor a, entdo para
todoY #0 € Q, vale I(Y,Y) > 0; isto é, I é positiva-definida em ..

Demonstragio. Segue do teorema que I serd positiva semi-definida, pois se existisse W € (), tal
que I(W,W) < 0, entdo W induziria uma varia¢do de y onde <y seria maximo local estrito da
energia. Além disso, se W é tal que I(W, W) = 0, entdo para qualquer X € (), e A € R tem-se

0 < I(W+AX, W + AX) = 2AI(W, X) + A2I(X, X),

e como isto vale para todo A € R, tem-se I(W, X) = 0. Mas entdo W deve ser campo de Jacobi,
uma contradigdo com a ndo existéncia de pontos conjugados ao longo de +. ]

O corolério acima destaca a importancia da seguinte defini¢do. Dada uma geodésica 7y :
[a,b] — M e forma do indice I associada, o indice ind y da geodésica é a maior dimensdo de um
subespago de campos suaves por partes sobre oy em que I é definida negativa. No entanto, ndo é
imediato que, por exemplo, ind y < +00; informacgdes mais precisas, relacionando o indice de vy
com a multiplicidade de valores conjugados, é dada pelo Teorema do Indice de Morse:

Teorema 4.2.10 (Indice de Morse). Dada geodésica v :— M, o indice de <y é a quantidade de valores
conjugados com a em (a, b), contados com multiplicidade.

Uma consequéncia interessante do teorema de Jacobi-Darboux € a a seguinte relagdo com cut
locus, deduzida ao observar que pontos conjugados ndo podem ocorrer anteriores a cut-distance
a partir de um ponto:

Coroldrio 4.2.11. Seja M variedade riemanniana completa. Entdo para todo p € M, o mapa exponencial
exp,: Dy = M \ Cut(p) é difeomorfismo.

Demonstragido. Como valores conjugados ndo podem ocorrer antes da cut-distance p(v), temos
que exp,, : Dy — M\ Cut(p) ¢ difeomorfismo local injetor, e portanto difeomorfismo. O
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4.3 Alguns Cilculos de Volumes

E possivel utilizar campos de Jacobi para calcular volumes em certas variedades riemannianas
completas orientdveis, a partir do Corolario 4.2.11.

Lema 4.3.1. O cut locus Cut(p) tem medida nula.

Demonstragdo. Em T,M, cada raio saindo da origem intersecta C, = exp;l(Cut(p)) em no
méximo um ponto, de modo que, vendo em coordenadas polares, C, tem medida nula, e conse-
quentemente Cut(p) também. O

Com voly indicando o elemento de volume riemanniano em M, temos entdo que

vol(M) = /M voly = /M\Cm(p) exp,, voly .

Para calcular o pullback de voly pelo mapa exponencial, consideramos geodésica y(t) =
exp(tv) comv € TyMe ||v|| = 1, e completamos a base ortonormal (v = ey, ey,...,¢,) de T,M.
Consideramos os campos de Jacobi Yj,...,Y; ao longo de v tais que Y;(0) = 0 e Y/(0) = e,
assim, para t # 0,

dlexp,)io(®) = (), e dlexp,)rler) = %Yi(t), i=2...n
Sabemos que, pela lema global de Gauss,
& (d(exp, )1o(0), d(exp, Jo(er)) = gp(0,¢1),
e com as identificagdes usuais Ty, TyM = T, M, tem-se
(exp, volm)to(e1, - - ., en) = (volu), () (d(exp,)r(er), . .., d(exp,)w(en))
— \/det (exp,,)to(ei), d(exp, )ro(ef))
= ¢~ (=1) \/det 2,00 (Yi(D), Yi(1)))-

Definindo J(v, t) \/ det(g, () Y;(t))), concluimos que

exp,, voly = J(v,t)dx' A ... dx" = J(v,t)t" Ldtdo,

com dv a medida canonica na esfera unitaria de (T,M, g,). Deste modo, J(v,t) independe da
escolha de completamento de base ey, ..., e,, e

vol(M, g) = / 1/ J(v, )" dtdo.
Sn

4.3.1 O Volume de 5" e H"

Na esfera S", se E;(t) sdo campos paralelos & geodésica v com E;(0) = e;, temos os campos de
Jacobi dados explicitamente por Y;(t) = sentE;(t). Assim, paran > 2,

n ™ [sent " n—1 n—1 & n—1
vol(S ):/5"4/0 ; " dtdv = vol(S )/ (sent)"'dt.

0

Por meio de integracdo por partes e sabendo que vol(S!) = 27, vol(S?) = 47, obtemos as
férmulas (40} ( ) .
4rt)*(n —1)! T
1 2n+1 — 2 .
2ot VST =2

vol(S?") =
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Para o espaco hiperbélico H”, podemos calcular o volume de bolas riemannianas de um
dado raio R > 0, lembrando que exp, serd em verdade um difeomorfismo global. Com os

campos de Jacobi dados por (senht)E;(t) para campos paralelos ortonormais E;(¢) ao longo de
uma geodésica 7y, similarmente obtemos

R
vol(Bx(p)) = vol(s"1) / (senh £)"~1df ~ e,
0

4.3.2 O Volume de Bolas Pequenas

Numa variedade riemanniana orientada (M, g), com p € M e dimM = n, temos, para r > 0
suficientemente pequeno, que

vol(B,(p)) = /S B /O " J(o, ) Ldtdo,

conforme visto acima, em que [ (v, t) = t!~" \/ det(g(Y;(t),Y;(t)). Consideramos agora séries de

Taylor com respeito aos campos ao longo de -y, em que, para os campos de Jacobi Y;(t) com
Y;(0) =0,Y/(0) =e¢;, =Y/ +R(¥,Y;)7 =0eY/(0) =0, tem-se

Y!"(0) = V,R(v,0)v + R(v,Y;(0))v = R(v, ¢;)v.

Deste modo,
3

Yi(t) = HEi(t) + CRO3,E +o(F),

onde o(#?) indica termos infinitesimais a #°, e

t4

g(Yi(t), Y (1)) = 263 + = (R(7, Ei) 7, Ej) + o(t).

Calculando o determinante, temos
t2 n

1RO B E) +olth) = P21 —Rie(17)g +(K)

det(g(Yi(1), Yj(t)) = #" (1 +

2 2
— (o) = \/1 _ Ric("y,v')% Fo(H) = 1— Ric("y,"y)% +o(2),

e como consequéncia da Proposicdo 3.1.6, obtemos as expansdes

(exp, volu)o = (1 %Ric(v,v) + 0([o[2)) volewe,

vol(B,(p)) = r"*vol(B(1))(1 — 6(151(—;:—)2)72 +0(r?)),

onde volg, denota o elemento de volume euclidiano, e B(1) a bola unitaria euclidiana em R".

4.4 Afastamento de Geodésicas

Esta secdo é largamente baseada em [Mey89]. Sejam p € M e U vizinhanga e-totalmente normal
de p, u,v vetores em T, M com geodésicas correspondentes y(f) = exp,,(tu) e 5(t) = expp(tv),
de dominio comum [—4, ] tal que (), #(t) € U para todo t no dominio.

Queremos entender como se d4 o afastamento das geodésicas <y e 77, calculando os termos da
expensdo em série de poténcias de d(7y(t),7(t)). Trabalhamos inicialmente com d(7(t),7(t))>.
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Lembramos que, por U ser vizinhanga e-totalmente normal, para cada x,y € T,M, existe tinico
v € TyM com |[|v|| < e comexp, v =y, e a fungdo

p: UxUxI0,1 — M
(x,y,5) = exp.(sexp;!(y))

é suave. Consideramos entdo H : [0,1] x [—J,d] — M dada por

H(s,t) = ¢ (v(t),7(t),s).

Assim, para cada t, temos que ¢; = H(-, ) é a tinica geodésica de comprimento < ¢ ligando y(t)
a7(t), de modo que

F(8) = d(r(0),n(0)) = Ligi)* = 26(p0) = [ (g, 9u)s = (61(0), 6x(0)),

por ¢; ser parametrizada com velocidade constante.

Relembrando a notagéo utilizada, 9; = dH ( ~) denota o campo ao longo de H dado pelo
pardmetro d;, e similarmente 0y =dH ( at) Temos que Va 0 = vatas, eos |t = ¢, com velocidade
constante ja que as curvas ¢ = H(-,t) sdo geodésicas, e em particular ¢y = p é curva constante,
0s|t—0 = 0. Ainda, 9¢|s—g = 7 € 9¢|s=1 = 7. Para cada geodésica ¢; ligando y(t) a 5(t), o campo
ao longo de ¢; dado por 9;|; ¢ campo de Jacobi, j& que a variacdo correspondente é exatamente
H, dada por geodésicas. Entdo temos adicionalmente

Vads =0, Vad; = R(s,9)ds.

Desta maneira, as derivadas de f sdo dadas por

f(t) = (@1, ¢r) = (05, 95) |5t

F1(5) = 2(V5,25,35) s

F1(£) = 2(V5,35,35) s, + 2(Va,95, Va,5) s,

£ (1) = 2(V3,05,95) s + 6(V5,05, V,5) s

FO) = 2(V5,95,05) |5 +8(V5,05, V,35) s +6(V5,35, V5,95 |

Em geral, teremos, para k > 0,
K ki =i —
f(k)(t) = Z(Vat s, vatas>|s,1‘-

i=0

Queremos avaliar tais derivadas em t = 0. Sabemos imediatamente que f(0) =0 e
£'(0) = 2(V5,95,05)[s0 = 0.
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Temos agora que
£7(0) = 2(V5,05, Vi, 05) |50 = 2(Va,01, Va, 0t)|s0 = 2[|Y'[|?,
onde Y é o campo de Jacobi ao longo de ¢ = p. Temos que Y(0) = ue Y(1) = v, e também
Y" = R(9s,Y)0s|t=0 = 0,

de modo que Y’ é campo paralelo. Mas como Y estd totalmente contido em T, M, isto implica
que Y’ é constante e Y é linear, ou seja, Y(s) = u+t(v —u). Assim Y'(s) =v —u, e

£(0) = 2[|o — u]*.
Para f"(0), vé-se que, como 0;|s—o = 7 e 9¢|s—1 = 1} sdo geodésicas, obtemos que
Va,0tls=0 =0, Vj,0¢[s=1 = 0.

Afirma-se que o campo W = V; d¢|;—o é tal que W' = YV, W é paralelo ao longo da curva
constante ¢y = p, e portanto existe f linear de coeficiente angular igual a 1 tal que W = fW'.
Mas como W se anula em dois pontos, deve-se ter W = 0. De fato,

VoW = V5. V5. V5,0
= V,V, Va0t + Va,(R(9s,0¢)0r)
= V5, V.9t + R(3:, )V, 9 + Vi, (R(35, 1))
— Vo, (R(3,,3))3)) + R(35,31) V.9 + Vo, (R(3:,31)37)

e, seguindo com a derivada covariante de tensores e com ﬁasai =0e 875\ t=0, @ equacao se anula.
Isto conclui com o raciocinio acima que W = V,0¢|;—9 = 0. Mais ainda, W' = V; V,0¢|i=0 =0,
e

72 — e — S e —

VQtas - VatVasat - Vasvl’;tat + R(at, as)at,

de modo que V;tis]tzo = 0. E imediato ver entdo que f"(0) = 0.
Para f()(0), vemos que é suficiente considerar o termo

73 e
8<Vatas, Vatas> ’t:().
Temos que
V5,9si=0 = V5, Va,0ti=0 = V3, V3, V,0t|1=0 + Va,(R(94,05)0¢) |1=0
= V,Va,Va,0t|t=0 + R(9t, V5,05)9t] =0,
ja que os outros termos se anulariam em t = 0. Assim,

FH(0) = 8(V5,Va, Vo, 0t + R(01, V,05)9, Vo, 01) |0
= 8< arvasvafjt,vasjt> ‘t:O + 8<R(M,U — M)M,Z) — u)

=8(V,, Vo, Vy,0t, Vy.01) |1=0 + 8(R(u,v)u, v).
O primeiro termo deve ser constante em ¢, e ele serd igual a
8V, Va,(Va,9t, Vi,05) li=0 = 8V, Vi, (V5,01 V,05) =0,
e portanto V,(Vj,0t, V,05) |1—o deve ser linear em s. Mas
Va:(Va,0t, Vi, 05)|i=0 = (V3,91 V,05) [1=0 + (V5,01 V;,05) |1=0,
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e avaliando em s = 0 e s = 1, se anulard, portanto é nulo. Isto conclui que

d(y(t),n(t))* = llv — u? + %<R(u,v)u,v>f4 +0(F)

e entdo
(R(u,v)u,v)

£+ O(t).
oo —ul (

d(y(8), () = llo—ullt +

Uma consequéncia importante da expansao acima é o seguinte resultado, conhecido como o
primeiro teorema de Myers-Steenrod:

Teorema 4.4.1. Sejam M, N variedades riemannianas com distdncias dy; e dy respectivamente. Se f :
M — N é mapa que preserva distdncias, ou seja, para x,y € M tem-se

dn(f(x), f(y)) = dm(x,y),
entdo f é isometria local, e em particular suave. Se f for sobrejetora, entdo é uma isometria.

Demonstragio. Por f preservar distancias, é injetora e continua. Com p € M, considera-se
vizinhanga e-normal U de p e ¢-normal V de g = f(p) tais que f(U) C V ee < ¢'. Define-se entdo
um mapa continuo T = equ*1 of oexp, : B(0,,e) — T;M, onde sabemos que ||T(v)|| = ||v|| por
preservar distancias na vizinhanca. Queremos mostrar que T é suave.

Afirma-se que T(tv) = tT(v) para ||v|| < e et € (0,1]; de fato, isto equivale a dizer que
f(expp(tv)) = equ(t(T(v))). Comr = |v||, w = T(v) e para tp € [0,1], f(epr(t(ﬂ))) deve
ter distancia tor < e de f(p) e (1 — to)r de distancia de expf(p)(w). Se f(expp(tov)) ndo esta
na geodésica exp(,, (tw), ha tnica geodésica minimizante #(t) ligando f(p) a f (epr(t()U)), de
comprimento for, e igualmente outra v(t) entre f(exp, (tov)) e expy,, (w), de comprimento (1 —
to)r. Mas concatenando tais curvas, obteriamos uma curva suave minimizante de comprimento
r, e deve entdo ser reparametrizacdo da propria exp (,, (tw). Isto conclui que f (expp(tov)) estad
realmente na geodésica, e o tinico ponto nela a distancia tor de p € expy,,, (tow).

Se y(t) = exp,,(tv) e n(t) = exp,,(tu) sdo duas geodésicas passando por p com ||v||, [[u]| <,
entdo foy(t) = equ(tT(v)) eforn(t) = equ(tT(u)), de modo que

d(y(t), () =d(forx(t), fon(t)) = |T(v) — T(u)lt+O(),

e pela expansdo obtida, temos que ||Tv — Tu|| = ||v — u||. Assim, T deve levar o ponto médio
3(u+v) de u e v no ponto médio de T(u) e T(v) para preservar distancias, e pela homogenei-
dade, T(u +v) = T(u) + T(v). Sendo linear em vizinhanga da origem, é suave, e portanto f
é suave, com diferencial d f,, = T sendo isometria na imagem. As outras conclusdes seguem
naturalmente.

O

4.5 Expansao da Métrica

Com M variedade riemanniana, p € M, v € T,M vetor tangente unitario, e U vizinhanca e-
normal de p, sendo carta local pelo mapa exponencial, estudam-se também os coeficientes da
série de Taylor de gij(expp(tv) ), descrevendo a evolucdo da métrica localmente na dire¢do de v.

Com (t) = exp,(tv)) geodésicae f(t) = gij(7(t)), encontraremos os valores f(0), f'(0), f”(0)
e f"”'(0). Com respeito a coordenadas geodésicas em p, temos que g;i(p) = J;; e Ffj(p) =0,e
também

Sijk(p) = axz (p) =0.
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Inicialmente temos que f(0) = J;; e

£0)= 3 Haoeye -o

Considerando os campos X = d;oye Y = 9; 0y ao longo de -y, de modo que f(t) = (X(t), Y(t)),
X(0) =e; e Y(0) = ej, tem-se

%X(O) = (V3d))p = Vod; = 0"V, d; = 0"T%,(p)3p = 0,

e analogamente Y, Y(0) = 0. Assim, f'(t) = (X’,Y) + (X, Y’) = 0. Para a segunda derivada,
f(#) = (X7, Y) +2(X, ) + (X, Y"),
em que calculamos (X”,Y) em t = 0. Vé-se que

d

X = Y Y(t)

0

) = dlexp, (e,

to

de modo que Z(t) = tX(t) é o campo de Jacobi ao longo de v tal que Z(0) = 0 e Z'(0) = e;.
AssimZ' =X +tX', e

(R(7,X)7 = R(9,2)7 = 2" = 2X' + X" — X" = R(Y,X)F — %X/,

para t > 0. Em particular, (X”,Y) = (R(¥,X)7,Y) — 2(X’,Y), onde o tdltimo termo deve ter
limite bem definido com ¢ — 0.

Calculando-o por L'Hopital, temos
—2(X",Y)y = 2(X",Y")

. _2<X/r Y> . "
i = =l = 2l

e entao 1
(X", Yo = (R(v,e1)v,¢)) = 2X", V)l = (X", Y)|o = 5(R(2,e1)2,¢)).

Isto permite concluir que

(R(v,e:)v,ej).

WIN

£1(0) = 5 (R(2,)0,6)) + 3 (R(0,¢;)0,) =

Para calcular £(%)(0), é suficiente calcular (X", Y) em t = 0. Com Z = tX campo de Jacobi, e
portanto Z"” = R(y, Z)+, temos que Z""" = 3X" +tX"" e

Z" = V4R(7, 2)7 + R(1, Z')7,
e entdo
X" = tViR(7, X)7 + R(7, X)7 +tR(1, X))y = 3X" =
X" = V4R (5, X)7 + R(3, X+ (R(3,X)5 - 0 X,
para t > 0. Lembrando que como X” e X" tem valores bem definidos em t = 0, os termos —2X’

e %R('y, X))y — %X/ " tem limites bem definidos em t = 0. Com isso,

Cve s s e Lo ps 3
(X",Y) = (V4R(1, X)7 + R(7, X) 7 + TR(7, X)7 = 2X",Y)

3 <X//, Y>,

= (V4R(3, X)7+ R(3,X)9,Y) + 1RO, X)3,Y) =
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e calculamos o limite dos dois tultimos termos por L’'Hopital:
<R(’)/, X)'Y, Y> — 3<X/// Y>

lim

t—0 t
(V4R XD RO, X Y) + (R, X)3,Y') — 3(X", Y) ~3(X", )
= 1

= (VuR(v,ei)v,e5) —3(X",Y)o.
Isto permite concluir que
(X", Y)o = (VoR(v,€;)v, ;) + (VoR(v,€)v,¢j) —3(X", Y)]o
e (XYY = %<vvR<v,ei)v,ej>
e desta maneira

78 (0) = %(VUR(v,ei)v,ej> + %(VUR(v,ej)v, e;) = (VoR(v,€)v,¢)),

com a simetria (R(X,Y)Z, W) = (R(Z, W)X, Y) do tensor de curvatura preservada pela derivada
covariante. Por fim, obtemos a expansdo em série de Taylor

1 1
gij(expp(tv)) = ;i + §<R(v, ei)v, ej>t2 + 8<V0R(v, ei)v, ej>t3 + O(t4).

4.6 Exemplos

Em variedades flat, como R = 0, a equagéo de Jacobi é X" = 0, e portanto todo campo de Jacobi
ao longo de uma geodésica é da forma

X(s) = sEq(s) + Ex(s),

onde Eq, E; sdo campos paralelos arbitrdrios ao longo de . Em R", temos explicitamente os
campos da forma X(s) = u + sv para u,v € R"; é evidente ver que em variedades flat ndo ha
pontos conjugados, dado que se o campo se anula em dois pontos, ele serd identicamente nulo.

Mais geralmente, para variedades de curvatura seccional constante igual a «, a equagdo de
Jacobi ao longo de uma geodésica unitéria se torna

X" —xX+x(X,7)7 =0,
e se nos restringirmos apenas a campos de Jacobi ortogonais a 7, temos mais simplesmente
X"+ xX =0.

Em particular, em S", os campos de Jacobi ortogonais a geodésica serdo da forma Y(s) =
(coss)Ei(s) + (sens)Ex(s) para campos paralelos Ej, E; ortogonais a , e se Y(0) = 0, temos
E1(0) = 0. Assim, os valores conjugados serdo s = krt, para k € IN*. O primeiro ponto conju-
gado a p € 5" serd —p, coincidindo com o cut locus, e ele terd multiplicidade n — 1 como valor
conjugado, ja que Y’(0) pode ser qualquer vetor ortogonal a 7.
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Em RP”, as informagdes de curvatura sdo iguais as de S”, de modo que o primeiro ponto
conjugado a uma geodésica ocorrerd em s = 71, mesmo que o cut locus ocorra em s = 77/2. Isto
mostra a distin¢do entre o cut locus, expressando uma informagdo da geometria global da varie-
dade por meio de todas as geodésicas emanando do ponto, e pontos conjugados, relacionados a
variagdes infinitesimais destas geodésicas. Numa intuigdo bésica, isto ocorre em IRP" pois o cut
locus é atingido por outra geodésica emanando do ponto “dando a volta” pela variedade, sem
que pequenas variagdes possam corresponder a essa volta.

Em H", os campos de Jacobi ortogonais a - serdo da forma

X(s) = (coshs)E;(s) + (senhs)E(s)

onde E;(s) e Ex(s) sdo campos paralelos perpendiculares a 7. Se X(0) = 0, entdo E;1(0) =
0, e verifica-se que se X # 0, ndo haverd pontos conjugados ao longo da geodésica. Como
consequéncia do teorema de Jacobi-Darboux, toda geodésica é minimo local da energia em uma
vizinhanga na topologia C’. Veremos no préximo capitulo que isto é um fendmeno que ocorre
mais geralmente em espagos de curvatura ndo-positiva.
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Capitulo 5

Teoremas e AplicacOes

“The metric relations of these [constant
curvature] manifolds depend only on the
value of curvature, and it may be
mentioned, as regards to the analytic
presentation, that if one denotes this
value by «, then the expression of the line
element can be put in the form

1 21
Trapa VL

B. Riemann [Spi99, vol. 11, p. 159]

Munidos das ferramentas desenvolvidas até entdo, com destaque aos campos de Jacobi, po-
demos retragar teoremas cldssicos da geometria riemanniana. Em geral, descrevem de diversas
formas como hipéteses sobre a curvatura, geometria e topologia da variedade M se relacionam
e determinam umas as outras.

5.1 Curvatura Constante

A partir do principio que o tensor riemanniano de curvatura é o principal invariante local de
uma variedade riemanniana, imagina-se que as variedades riemannianas mais simples de serem
estudadas sdo aquelas que apresentam curvatura seccional constante. Uma forma espacial é uma
variedade riemanniana (M, ) completa e de curvatura (seccional) constante. Seu recobrimento
universal M serd também forma espacial, e M 2 M /T como quociente por acdo livre e pro-
priamente descontinua. Para entender e classificar as formas espaciais, comegamos entdo por
aquelas que sdo simplesmente conexas.

O seguinte resultado sintetiza e generaliza num contexto maior, e com a linguagem desen-
volvida até o momento, o problema de encontrar quando uma dada variedade riemanniana é
localmente flat, que originou conceitualmente o tensor de curvatura riemanniano.

Teorema 5.1.1. Quaisquer duas variedades riemannianas de curvatura seccional constante x de mesma
dimensdo sdo localmente isométricas.

Demonstracido. Sendo M, N variedades riemannianas como no enunciado, com p € Mep €
N, consideram-se vizinhangas normais V e V de p e p, respectivamente, de modo que exp,,
uUucimnm-—Ve expy u - TgN —s V sdo difeomorfismos. Tomando uma isometria linear
qualquer f : (T,M, gp) — (TN, g5), podemos assumir que f(U) = U, obtendo difeomorfismo
F= expﬁofoexp;1 .V — V tal que dF, = f.
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T,M 5N
7@ _—

J/expp F 1{ expﬁ

Mostremos que F é isometria. Tomando q € V com F(q) = g, em que q = ,(t) para algum
v € T, M unitario, decompomos o espaco tangente T;M na soma direta R, (t) ® W, sendo W o
complemento ortogonal a ;. Similarmente, com o = f(v), temos que

F(g) = (Foexp,)(to) = (exp; of)(t0) = exp,(tf(0)) = exp;(t3) = 75(t),

preservando geodésicas emanando de p, e obtendo a decomposicao ortogonal T;N = Rvy5(t) @
W. Pelo lema global de Gauss, d (expp)n, : Ty TyM = T,M — T;M leva a decomposigao ortogo-
nal T,M = Ro & N(IRU)L em Ry, (f) @ W, eigualmente para d(expﬁ)tg. E suficiente entéo verificar
que dF, : W — W é isometria. Se x € T,M é ortogonal a v e X = f(x), estendemos tais vetores

a campos paralelos X e X ao longo das geodésicas v, e v5; tomam-se os campos de Jacobi Y e Y
com Y(0) =Y(0) =0eY'(0) = x, Y'(0) = X, e explicitamente

Y(t) = d(expp)w(tx), 17(t) = d(expﬁ)tg(tf).

_ Se a curvatura seccional de M e N é x, os campos satisfazem as equagdes Y +«xY = O e
Y" +«xY =0, com
sen(y/t) (t), sex > 0;

NG
Y(t) = 7senl:%?t)X(t), sek < 0;
tX(t), sex =0,

e analogamente para Y e X, em que ||Y(t)|| = || Y(#)]|. Como

dFy(Y(t)) = dFy(d(exp,)w(tx)) = d(expy)i(tf(x)) = Y(t),

eovetor Y(t) € W C T, M pode ser tomado arbitrariamente em W, temos que qu - W — W serd
realmente isometria. OJ

Na demonstracdo acima, nota-se em particular que se ¥ = 0, tomando N = T,M como
variedade riemanniana flat e f = Idr,», como o mapa exponencial em T, M serd a identidade,
obtemos que exp, : U € TyM — V C M é isometria. Se adicionalmente M é completa, temos
que exp,, : TyM — M ¢é isometria local.

Numa forma espacial M, sempre podemos normalizar a métrica para que a curvatura secci-
onal sejaigual a1, 0 ou —1, dependendo somente do sinal. Com isto, temos o seguinte resultado
de classificagao:

Teorema 5.1.2 (Killing-Hopf). Seja M forma espacial simplesmente conexa de curvatura constante « e
dimensdo n > 1. Entdo M é isométrica a:

a. o espago euclidiano R", se k = 0;

62



CAPITULO 5. TEOREMAS E APLICACOES 5.1. CURVATURA CONSTANTE

b. aesfera unitiria S", se x = 1;
c. o espago hiperbélico H", se k = —1.

A ideia da demonstragdo segue tomando, no teorema anterior, M = R", 5" ou H", com a iso-
metria se estendendo para F : M — N ao utilizar considera¢des de recobrimentos riemannianos
por variedades completas, e, no caso de ", fazendo a colagem de duas isometrias.

Para estudar formas espaciais ndo-simplesmente conexas, basta entdo estudar as a¢des livres
e propriamente descontinuas em R", §" e H". Um primeiro resultado nesta linha é o seguinte:

Teorema 5.1.3 (Bieberbach). Uma variedade riemanniana compacta flat é finitamente recoberta por um
toro R" /T.

E possivel obter mais informagdes no caso de formas espaciais esféricas:
Teorema 5.1.4. Uma forma espacial esférica de dimensio par é isométrica a S*" ou a RP?".

Demonstragio. Temos que M = S?*/T, onde I' € O(2n + 1) a agdo é livre, propriamente des-
continua e por isometrias. Por ser livre, se um dado elemento ¢ € I' tem autovalor +1, entdo
deve ser a identidade. Mas temos que ¢? € SO(2n + 1), e sendo matriz ortogonal de ordem
impar e determinante 1, deve ter um autovalor real igual a 1; assim ¢?> = I. Isto implica que
¢ ==+l eportantol = {I} ouT = {I, —I}. O

No caso de formas espaciais esféricas de dimensdo impar, temos os exemplos dos espagos
lenticulares: dados p,q € Z com mdc(p,q) = 1, tem-se o espago L(p;q) = S>/I, com S® =
{(z1,22) € C%: |z1]> + |z2)*> = 1}, e T o grupo ciclico de ordem p gerado por

(z1,22) — (wz1, W22), w = exp(27i/p).

Tais espagos sdo interessantes por serem exemplos de espacos com grupos fundamentais
isomorfos, mas serem possivelmente ndo homeomorfos entre si; de fato, vale o seguinte teorema:

Teorema 5.1.5 ([Hat07]). L(p;q) é difeomorfoa L(p;q’) se e somente se g = +g*! mod p.

O seguinte resultado também limita como pode ser o grupo fundamental de uma forma
espacial esférica:

Proposicdo 5.1.6. Se G é subgrupo abeliano de uma forma espacial esférica M, entdo G é ciclico.

Demonstragido. Como S" é compacta, temos que 711 (M) é finito, e G C O(n + 1) é subgrupo abe-
liano finito. Sabe-se que existe entdo uma diagonalizacdo simultanea (possivelmente complexa)
dos elementos de G, tal que para ¢ € G, tem-se ¢ = diag(Ag1,...,Agnt1). Sendo |G| =
tem-se gN = I, de modo que cada Ag,i ¢é raiz N-ésima da unidade.

Como G age livremente em S", se ¢ € G possui autovalor +1, é igual a identidade. Em
particular, dados g # h € G, deve-se ter Ay; # Ay parai =1,...,n+ 1. Como hd N elementos
e N raizes N-ésimas da unidade, vale que, paracadai = 1,...,n + 1 fixado, cada raiz N-ésima
ocorre exatamente uma vez dentre os Ag, para ¢ € G. Existe entdo um g € G tal que Ag; € raiz

primitiva da unidade, e cada um dos elementos ¢, g?,...,¢"N = I terd A ok = = K, sendo as N
raizes da unidade distintas. Isto implica que todo elemento de elemento de G é gerado por g, e
portanto o grupo é ciclico. O

Uma forma espacial de curvatura constante negativa é dita uma variedade hiperbdlica. O es-
tudo de tais variedades é extenso, com o caso de superficies sendo o mais cldssico. Toda su-
perficie compacta orientdvel de género ¢ > 2 admite métrica de curvatura constante igual a —1,
relacionando-se intimamente também com a teoria de superficies de Riemann. E possivel descre-
ver espacos de moduli associados a classes de equivaléncias de métricas hiperbdlicas numa su-
perficie compacta orientdvel de género ¢ > 2, associadas também a classes de estruturas quase-
conformes e estruturas complexas nesses espagos [1r092].
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E possivel se perguntar o quanto a hipétese de completude no teorema de Killing-Hopf é
necessdria. Mais precisamente, poderia-se imaginar que se M é uma variedade simplesmente
conexa e de curvatura constante (mas ndo necessariamente completa), entdo intuitivamente M
parece-se com um subespago aberto de R", H"” ou §", ou seja, uma subvariedade de codimensao
0, existindo mergulho isométrico M — R",H",5".

Percebe-se que M ser simplesmente conexa ndo pode ser relaxada, também; de fato, tomando
um cilindro em IR?, ele ndo admite mergulho isométrico em R? pois ele possui geodésicas fecha-
das, e toda geodésica fechada em R? é constante.

No entanto, mesmo se M for simplesmente conexa, flat e de dimensdo 2, é possivel que
nao haja mergulho isométrico de M em IR?. Para isto, considere o disco unitério furado D* =
{(x,y) € R2: 0 < 2+ 12 < 1} em R? com a métrica euclidiana induzida, e M = D* seu
recobrimento universal. Topologicamente, M serd um helicoide, e tomando a métrica pullback
pela projecdo 7t : M — D* em M, sera flat, diferentemente de como imaginamos ser um helicoide
em RR3.

Suponha que exista f : M < R? mergulho isométrico. Considerando a curva fechada 7 (t) =
(rcost,rsent) em D* paraum 0 < r < 1 fixo, ela é levantada para uma curva ilimitada 7 em
M de comprimento infinito. Assim como v, a curva 7 serd tal que V,717 tem norma constante, e
tomando sua imagem por f, ela serd uma curva de curvatura constante em IR, Mas tais curvas
sdo as circunferéncias, que tém comprimento finito, uma contradigdo. Nota-se que 7w : M —
Dx C RR? é uma isometria local (e na verdade recobrimento riemanniano), mas falha em ser
injetora.

Mas geralmente, tem-se como consequéncia do Teorema fundamental das subvariedades
6.1.6 que se M é variedade de dimensdo n simplesmente conexa e de curvatura constante, entdo
existe isometria local f : M — R",H" ou §", bastando tomar no teorema o fibrado normal com
as fibras tendo dimensédo 0, mas em geral f ndo serd injetora.

5.2 O Teorema de Synge

O teorema de Synge reflete a influéncia que curvatura positiva tem na topologia da variedade.
Inicialmente, enuncia-se o seguinte resultado:

Lema 5.2.1 (Cartan). Seja M uma variedade riemanniana compacta. Suponha que M ndo é simples-
mente conexa. Entdo toda classe de homotopia livre ndo-trivial de curvas suaves por partes C contém uma
geodésica fechada de comprimento minimo em C.

Demonstracido. Como M é compacta, cobre-se ela por um namero finito de bolas B(p;, €;/2) onde
B(pi, &) é vizinhanga J;-totalmente normal de p; para algum J;, e tomamos ¢ = min{e;/2,J;}.

Se | = inf{L(y): v € C}, temos uma sequéncia minimizante (#;) C C tal que L(y;) — I,
supondo 7; parametrizadas em [0, 1] com velocidade constante. Podemos supor também que
L = sup L(#j) < +oo. Tomando subdivisdao0 =ty < ... <t, = 1de|[0,1] talque t;;; —t; < /2L
parai =0,...,n—1, temos que

a0(8), i) < [ (o)t < Litior — 1) < 5,

se t € [t tit1]. Desta maneira, para minimizar o comprimento, podemos supor que em cada
trecho [t;, ti 1], 7; é a geodésica quebrada «; que une os pontos 7;(0), ..., #;(t:), ..., 7;(1).
Ainda mais, ; é homot6pica a 77;, pois para t € [t;, ti1],

A7 (8), (D) < Ay (0, 7;(8)) +dlny(8),mi(6) < 5 + 5 =

sendo possivel construir homotopia suave entre 77;[1;, .., € 7jlj1, 1,.,] POr geodésicas minimizantes.
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Com (y;) sequéncia minimizante de geodésicas quebradas na subdivisao “global” {to, ..., .},
tomamos subsequéncias tais que ;(t;) — p;, parai = 0,...,n. As curvas -y; vao convergir na
topologia C! para a geodésica quebrada 7 ligando os pontos p;, pertecendo a C e tendo compri-
mento /. Por < ser localmente minimizante, deve ser geodésica, sendo portanto suave. O

Teorema 5.2.2 (Synge). Se M é variedade riemanniana de dimensdo par, orientdvel, e de curvatura
positiva, entdo é simplesmente conexa.

Demonstragio. Suponha M ndo simplesmente conexa. Pelo lema de Cartan, toma-se geodésica
unitaria fechada y : [0,/] — M e de comprimento minimo em sua classe de homotopia. Para
p = 7(0) = (), toma-se o transporte paralelo P : T,M — T, M, sendo elemento de SO(T,M)
devido a M ser orientdvel. Ainda, P(7(0)) = (0), possuindo autovetor associado ao autovalor
1.

Com isso, pode-se considerar a restricio de P a 7(0)*, preservando esse subespaco de di-
mensédo impar. Mas entdo P deve ter um autovetor associado ao autovalor 1 em +(0)~+, digamos
u, tal que Pu = u. Estende-se u a campo paralelo U ao longo de 7, e constréi-se uma variacdo de
7 por curvas fechadas com U sendo o campo variacional.

Como M tem curvatura positiva, temos que (R(§,U)¥, U) < 0, assim, pelas férmulas de

dZ

. . .. d o
primeira e segunda variacdo, ‘t:O E(yt) =0e 47 o

pequeno, E(¢) < E(y) e

. E(v¢) < 0. Para t > 0 suficientemente

L(vt)* < 2IE(ye) < 2lE(y) = L(v)?,

contradizendo a hipétese de <y ter comprimento minimo em sua classe de homotopia. O

E interessante observar como cada uma das hipéteses no enunciado é necessaria e suficiente.
O espago RP? tem dimensdo par e curvatura positiva, mas ndo é orientavel; o espago RP?® é ori-
entdvel e tem curvatura positiva, mas ndo tem dimensdo par; e os toros flat R2/T tem dimensio
par e sdo orientdveis, mas ndo tem curvatura seccional estritamente positiva.

Vendo o duplo recobrimento orientavel M de M, tem-se:

Corolario 5.2.3. Se M ¢ variedade riemanniana compacta de dimensdo par e curvatura positiva, entio
m (M) = {e} ou my(M) = Z/27Z.
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Outras consequéncias topoldgicas de curvatura positiva em variedades compactas derivam
de uma andlise do teorema de Gauss-Bonnet em dimens&o 2. Ele afirma que

x(M) =5 [ K,

de modo que se M tem curvatura positiva, entdo a caracteristica de Euler de M é positiva, e
portanto M é difeomorfa a uma esfera ou a um plano projetivo. A mesma conclusdes sobre a
caracteristica de Euler vale para variedades compactas de dimensao 4, e Hopf conjecturou que
o mesmo valeria para variedades compactas de qualquer dimensédo par [Ber02]. Tal problema
continua em aberto até o momento.

Para o caso de variedades de dimensdo impar, temos um resultado mais fraco, porém similar:

Teorema 5.2.4. Se M ¢ variedade riemanniana de dimensdo impar, compacta e de curvatura positiva,
entdo é orientdvel.

Demonstragido. Se M ndo é orientdvel, ndo é simplesmente conexa, toma-se seu duplo recobri-
mento orientédvel M, com grupo de recobrimento Z/2Z. Pelo lema de Cartan, toda classe de
homotopia livre de curvas suaves por partes admite uma geodésica que minimiza o compri-
mento nesta classe. Tomando uma tal geodésica fechada <y e considerando o transporte paralelo
P:T,M — T,M para p no trago da geodésica, temos P € O(T,,M), e como 7y é geodésica fechada,
P(7(0)) = 7(0).

Tomando uma classe de homotopia tal que o loop inverte a orientacdo em T, M, podemos
assumir que det P = —1. O multiconjunto dos autovalores de P sera

A A1, 1,-1,..., -1},

onde hé k pares de autovalores complexos conjugados, r autovalores iguais a 1 e s autovalores
iguais a —1. Assim 2k +r + s é impar e ¥ > 1, pois §(0) e autovetor. Como o produto dos
autovalores é —1, temos que s é impar e portanto r € par, existindo outro vetor u € T, M ortogonal
a 7(0) tal que Pu = u. Analogamente ao que é feito na demonstragdo do teorema de Synge,
produzimos uma variagdo de <y por curvas fechadas com campo variacional U estendendo u, e
pela férmula da segunda variagdo com a hip6tese de curvatura seccional positiva, chega-se em
contradicdo. O

5.3 O Teorema de Bonnet-Myers

O teorema de Bonnet-Myers, na linha de comparagdes entre curvaturas ditando uma comparacao
entre as geometrias dos espagos, intuitivamente afirma que variedades riemannianas que cur-
vam mais que uma esfera tém didmetro menor que o de uma esfera.

Teorema 5.3.1 (Bonnet-Myers). Seja M uma variedade riemanniana completa de dimensio n. Se existe
r > 0 tal que, para todo v € TM, vale que

Ric(v,v) > nrz g(v,v),

entdo
diam M < 7rr.

Em particular, M é compacta e tem grupo fundamental 7t (M) finito.

Lembra-se que, dada a esfera n-dimensional S"(r) de raio r > 0, seu tensor de Ricci é
Rgn r = ”r—zl g, e seu didmetro é 7rr. Assim, o teorema acima conclui que se Ricyr > Ricsn(,),
entdo diam M < diam 5" (r).
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Demonstragio. Mostra-se que, para p,q € M, tem-se d (p,q) < 7tr, essencialmente ao concluir
que geodésicas de comprimento maior que 7ir tem pontos conjugados, ndo podendo realizar as
distancias entre seus extremos. De fato, seja 7y : [0,]] — M geodésica unitdria minimizante com
7(0) = pey(l) = g. Como 7y é minimizante, temos que I(Y,Y) > 0 para todo campo suave por
partes Y ao longo de y se anulando em 0 e /, onde I é a forma do indice.

Tomando base ortonormal (7(0) = ey, ey,...,e,) de T,M e estendendo a campos paralelos
Ey,..., Ey, definem-se os campos Y;(s) = sen(%®)E;(s). Assim

I
I(Y;, ;) :/o — (Y, Yi) + (R(7, Yi)7, Yi)ds
1 2
_ 2 (78N (7T . EN4 E:
_/0 sen (T> <l2—|—<R('y,El)'y,El>> ds,
e somando parai = 2,...,n, tem-se
n !

0< ) 1% Y) = |

i=2 0
w1\ [, /7
< — -— = —

< (m 1)(12 rz)/osen (l)ds,

e portanto I < 7r. Sendo M completa e de didmetro finito, é compacta, e valendo as mesmas
hipéteses para o recobrimento universal M, ele também serd compacto, de modo que 711 (M) é
finito pois sua cardinalidade é a cardinalidade das fibras de 7 : M — M. ]

O caso de igualdade no didmetro é tratado por um teorema de Shiu-Yuen Cheng;:

Teorema 5.3.2 ([Che75]). Seja M variedade riemanniana compacta com tensor de Ricci Ric(v,v) >
”r;zl g(v,v) para todov € TM e didmetro d = rtr. Entdo M é isométrica a uma esfera S™ (r) de raio r.

5.4 Curvatura Nao-Positiva

Variedades riemannianas de curvatura ndo-positiva possuem propriedades muito desejaveis,
0 que faz com que suas geometrias sejam similares a de R” em alguns sentidos. O primeiro
resultado nesta linha é o teorema de Cartan-Hadamard:

Teorema 5.4.1 (Cartan-Hadamard). Seja M uma variedade riemanniana completa com curvatura sec-
cional nio-positiva. Entio, para todo p € M, o mapa exponencial exp,, : T,M — M é recobrimento

suave. Em particular, se M é simplesmente conexa, M é difeomorfa a R".
Para isto, temos preliminarmente a proposicao seguinte:

Proposicao 5.4.2. Numa variedade riemanniana completa de curvatura ndo-positiva, ndo existem pontos
conjugados.

Demonstragdo. Como M tem curvatura nao-positiva, o operador em T, M dado por x — R(v, x)v
é autodajunto e positivo semi-definido. Se X é campo de Jacobi ao longo de 7 : [a,b] - M
geodésica com X(a) = X(b) = 0, entdo

b b
0=1(X,X) = [ X+ (R(3,X)3,X)ds > [ X'|[%ds = 0,
a a

de modo que X’ = 0, e como se anula nas extremidades, X = 0. O
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Demonstragio do teorema 5.4.1. Como M ndo tem pontos conjugados, o mapa exponencial exp,,
ndo tem pontos criticos, sendo difeomorfismo local sobre M. Tomando a métrica exp,, ¢ em T, M,
de modo que exp, € agora isometria local, as geodésicas em T, M passando por 0, continuam

sendo as retas. Elas naturalmente estio definidas em todo R, de modo que (T,M, exp), Q) é
variedade riemanniana completa; assim exp,, € recobrimento riemanniano. O

Uma variedade riemanniana M completa e simplesmente conexa e de curvatura seccional
ndo-positiva é dita uma variedade de Hadamard.

Corolario 5.4.3. Em uma variedade de Hadamard, para quaisquer p,q € M existe uma tinica geodésica
ligando p a q.

Mais geralmente, se M nao é simplesmente conexa, cada classe de homotopia terad precisa-
mente uma tnica geodésica, que serd minimizante nesta classe [Jos17, p. 296].

Uma nogao de grande importancia no estudo de variedades de curvatura ndo-positiva é a de
convexidade. Lembra-se que uma funcdo f : R” — R é dita convexa se, para quaisquer x,y € R”
et €[0,1], vale

ftx+ (1 =ty) <tf(x)+ (1= D)f(y),

ou mais geralmente,

n n n
f (Z)wxl) < Z/\if(xi), paraxiy,...,x, € R", Ay,..., A, € ]0,1] tais que ZAi =1.
i=1 i=1 i=1

Uma fungdo f : R” — R é dita estritamente convexa se, para t € (0,1) e x # y, tem-se
fltx+ (1 —t)y) < tf(x)+ (1 —t)f(y). Fungdes convexas sdo automaticamente continuas, e se
f:R — R é fungao de classe C?, ela é convexa se e somente se f” > 0. Ainda, sendo f : R — R
fungdo C?, ela ser4 estritamente convexa se f” > 0.

Sendo M variedade riemanniana, uma fungdo f : M — R é dita convexa se, para toda
geodésica y de M, tem-se que f oy é convexa. Também em analogia com o caso de fungdes
diferencidveis, se f : M — R é suave, ela é convexa se e somente se Hess f é positivo semi-
definido em todo ponto, e é estritamente convexa se Hess f é positivo definido. A partir desta
nogao, pode-se tragar algumas propriedades da funcdo distancia em M.

Proposicao 5.4.4. Se M é variedade de Hadamard, entdo, para todo p € M, a fungdo f, : M — R dada
1
por fp(x) = id(p, x)? é suave e estritamente convexa.

’ A _1 -1 2 : : <
Isto é consequéncia de que f,(x) = 5| exp,, (x)||*, e a convexidade estrita vem da férmula
da segunda variacdo da energia de geodésicas. Uma estimativa mais precisa afirma também que

Hess f, > ¢
em todo ponto de M, como formas bilineares simétricas.

Proposicdo 5.4.5. Seja M variedade de Hadamard e -y, y duas geodésicas passando por p € M. Entdo
te d(y (), (1)

é fungio convexa.
Corolario 5.4.6. Se M é variedade de Hadamard, d*> : M x M — R é fungdo convexa.

Sabe-se que toda fungdo f : R" — R convexa e prépria admite um minimo global, e se f é
estritamente convexa, tal minimo é tnico. Se M é variedade de Hadamard, entdo isto também
vale para fungdes f : M — IR estritamente convexas e préprias. A soma de fungdes estrita-
mente convexas e préprias também é estritamente convexa e prépria; Elie Cartan utilizou tais
ferramentas para provar o seguinte resultado.
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Teorema 5.4.7. Se M é variedade de Hadamard, entdo toda isometria de M com Orbita periédica admite
um ponto fixo. Isto vale em particular se a isometria tem ordem finita.

Demonstragio. Dados pontos p1,...,pr € M distintos tais que, para a isometria ¢ : M — M,
tenha-se ¢(p;) = piy1 parai = 1,...,k —1e ¢(pr) = p1, consideram-se as fungdes f,, ..., fy,
associadas aos pontos, cuja soma f = f,, + ...+ f,, € propria e estritamente convexa. A fungdo
f é invariante pela composi¢do com ¢, e admite tinico minimo global p. Mas pela invaridncia
pela isometria, ¢(p) também deve ser o tnico minimo global, de modo que p = ¢(p) e é ponto
fixo da isometria. O

Corolario 5.4.8. Se M é variedade riemanniana completa de curvatura ndo-positiva, entdo 11 (M) é livre
de torsdo.

A construgdo feita acima para os pontos p; da 6rbita introduz intuitivamente uma ideia de
“centro de massa” de uma distribuicdo de pontos em M, dada neste caso pelo minimo global
da soma das fung¢oes distancia associadas. Generalizando esta no¢do, toma-se uma variedade de
Hadamard M e uma medida de probabilidade y em M, ou seja, tal que [;,du = 1, e de suporte
compacto. Considera-se a funcao

Fup) = [ dlpxPdutx)

Proposigao 5.4.9 ([Jos17]). A fungdo F, é suave, estritamente convexa, prépria e

grad F,(p) = — /M exp;l(x)dy(x).

Um centro de massa para p € um minimo global de F,. A partir das afirmagdes acima, e
como infyep Fy(p) < +00 por u ter suporte compacto e Fy ser coerciva, ou seja, limy, .. F;(p) =
+o0, 1 sempre tera um tnico centro de massa. Naturalmente, se y é¢ a medida de Dirac ¢, de
p € M, entdo seu centro de massa serd p, e a demonstracdo do teorema de Cartan utiliza a
medida %(5191 + ...+ 6y,). E possivel estender tais raciocinios para encontrar mais resultados
relacionando as integrais de fung¢des especificas com os centros de massa [Afs01; Kar75; Jos17].

Proposi¢ao 5.4.10. Seja M uma variedade de Hadamard, e G um grupo de Lie compacto de isometrias de
M. Fixada uma medida de Haar invariante a esquerda y em G, para todo p € M, a fungio

Fx) = 5 [ d(g: pxPan(s)

é estritamente convexa, e possui um inico minimo global p, dito o centro da 6rbita G - p. Ainda mais, p
serd ponto fixo de G.

Demonstragiio. Sendo 17 geodésica passando por x e f,(x) = 3d(x,q)? estritamente convexa para
todo g € M, tem-se

(Fom(t) = [ d(g-py(t)*du(s) —

(Fon)' () = 5 [ (o) Odu(g) >0,

ja que G é compacto. Assim, F é estritamente convexa. Ela é também invariante pela acdo de G;
parah € G,

Fiex) = 5 [dlg-phexPdulg) = 5 [ dlh g pxPan(s) = 5 [ dlg-p,xPan(g) = F(x).

Assim, se p é o minimo global de F, g - p também deve ser, de modo que p é ponto fixo da
acdo de G. O
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Um resultado importante sobre como as variedades de curvatura negativa podem ser topo-
logicamente é o seguinte:

Teorema 5.4.11 (Preissmann). Seja M variedade riemanniana compacta de curvatura negativa. Entdo
todo subgrupo abeliano nao-trivial de 711 (M) é ciclico infinito.

A demonstrac¢do em [Gor22] utiliza a fungdo de deslocamento f(x) = d(x, ¢(x)) de uma
isometria ¢ e o que seriam os eixos de uma isometria, isto é, suas geodésicas invariantes.

5.5 Mais Teoremas de Comparacao

Dadas duas variedades riemannianas M; e M;, ambas de dimensdo n, e geodésicas unitarias
Yi : [a,b] = M; parai = 1,2, como os fibrados 7} TM; sdo ambos triviais sobre [a, ], existe um
isomorfismo ® entre os campos suaves por partes sobre 1 e 0s campos suaves por partes sobre
72 tal que

e X' é continuo em t implica em ®(X)’ continuo em ¢;

o (X(1), () = (P(X)(£), 72(1));
o [XOI = le®ll e X O = [SX) @)

Ele pode ser explicitamente definido considerando isometria linear T, (,)M1 — T, (,) M2 tal
que y1(a) — 2(a). A partir desta identificagdo, é possivel realizar a comparac¢do de geometrias
em geodésicas de variedades distintas, a partir de como sdo suas curvaturas nestas geodésicas.

Teorema 5.5.1. Sejam My, My duas variedades riemannianas de dimensdo n, y; : [a,b] — M, geodésicas
unitdrias para i = 1,2. Suponha adicionalmente que, para todo t € [a,b] e para todos 2-planos E; C
T,,tyM; tenha-se

Ki(E1) < Ka(Ez).

Entao
ind y; <ind ;.

Demonstragio. [Spi99, p. 233] O

Em particular, se existe campo W; ao longo de 7; se anulando nas extremidades tal que
I(W1,W1) < 0, entdo existe W, ao longo de 7, com I(W,, W) < 0, e se 2 ndo tem valores
conjugados T € (a,b), entdo 1 também ndo tem pontos conjugados.

A demonstracdo é imediata ao considerar a férmula

(W, W) = /b<w’, W) + (R(, W)+, W)ds

e concluindo que I(W, W) > I(®(W),P(W)). Assim, se V é subespago onde I é negativa defi-
nida, (V) também sera.
Se M, = §"(r), recuperamos:

Corolario 5.5.2 (Morse-Schoenberg). Seja M variedade riemanniana de dimensdo n, vy : [0,1] — M
geodésica unitdria, e r > O constante.

i. SeK(E) < rlz = K(8"(r)) para todo 2-plano E C T, ;)M e y tem comprimento | < 7r, entiio <y ndo

tem pontos conjugados.
ii. SeK(E) > % = K(8"(r)) para todo 2-plano E C T, ;M e -y tem comprimento | > 7tr, entdo vy tem
valor conjugado T € (0,1) a 0, e 7y nio é minimizante.
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Nota-se que a afirmagdo ii. é uma forma enfraquecida do teorema de Bonnet-Myers.

O seguinte teorema de comparagdo é devido a Rauch:

Teorema 5.5.3 (Rauch). Sejam M, M, variedades riemannianas de dimensdo n, v; : [0,1] — M;
geodésicas unitdrias e W; campos de Jacobi ao longo de -y; tais que:

e Nenhum t € (0,1] é conjugado a 0 ao longo de 1 € y2;

W;p(0) = W,(0) =0;

W1 )]l = [W3(0) ] e

Wi L i

para todo t € [0,1] e 2-planos E; C T,,M;, Ki(E1) < Ky (Ep).

Entdo vale:
Wi ()] LIRS
lim ——+¢ =1, W] > [|Wa|l, e > 0.
0 [|[Wa(t) ] [Wa|
Demonstragio. [Spi99, p. 236]. O

Adaptando o teorema acima para o caso de M, ter curvatura constante positiva x, temos:

Teorema 5.5.4. Seja M variedade riemanniana cuja curvatura seccional é limitada superiormente por «,
ey :[0,1] — M geodésica unitiria. Se Y é campo de Jacobi ao longo de -y tal que Y L -y, entdo a fungio
|Y|| satisfaz

Y+ x[[Y[} =0

no conjunto de zeros de Y em (0,1). Ainda, se i é a solugdo de
Y+ rp=0

em [0,1] tal que p(0) = ||Y|[(0) e ¢'(0) = ||Y]|'(0), e ¢ ndo se anula em (0,1), entdo Y ndo se anula em

(0,1)e
HYH>/>0 Y| >
(¢ >0, Y=y

em (0,1). Ainda mais, a iqualdade em um sy € (0,1) vale se se somente se as curvaturas seccionais
K(7,Y) forem constantes iguais a x em [0,sg], e existe campo paralelo unitdrio E tal que Y = E em
[0, So].

Uma aplicagdo do teorema de comparagdo de Rauch é demonstrar a existéncia de vizinhangas
fortemente convexas [Gor22, p. 131]. Um conjunto C € M em uma variedade riemanniana
M ¢ dito fortemente convexo se, para todos p,q € C, existe uma tnica geodésica minimizante
7:10,1] = M com#n(0) =p,n(1) =qgen((0,1)) C C.

Teorema 5.5.5 (Whitehead). Seja M variedade riemanniana e p € M. Dada vizinhanga compacta K de
M, sejam 1 o infimo do raio de injetividade inj em K e x o supremos das curvaturas seccionais em K. Se

r>0étal quer < % min{%, t} e B(p,r) C K, entdo B(p, r) é fortemente convexa. Se x < 0, assume-se
T

“= = —+o0.

NG
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5.6 Mais Propriedades Métricas

Uma variedade riemanniana M é dita homogénea se, para quaisquer dois pontos p e g € M,
existe uma isometria F : M — M tal que F(p) = gq. Intuitivamente, isto diz que a geometria de
M independe do ponto na variedade; e equivalentemente, significa que o grupo de isometrias
Isom(M, g) age transitivamente em M.

Teorema 5.6.1. Toda variedade homogénea é completa.

Demonstragio. Sabe-se que toda isometria preserva geodésicas. Com p € M e U C M uma
e-vizinhanca normal de p, sabe-se que toda geodésica unitdria passando por p estd definida
em pelo menos (—¢,¢). Mas pela homogeneidade, para todo q € M tem-se que as geodésicas
passando por g também estdo definidas em pelo menos (—¢,¢). Assim, para toda geodésica y
em M, pode-se estender ela de ¢/2 em ¢/2 uniformemente para pontos em sua imagem, estando
assim definida em todo R e mostrando que M é completa. O

Uma variedade riemanniana M é dita homogénea a dois pontos se, dados dois pares (p,q) e
(v',4q') de pontos em M com d(p,q) = d(p’,q’'), existe uma isometria que leva o par (p,q) em
(p',q"). Ainda mais, M é dita isotrdpica se, para qualquer p € M e v,w € T,M com ||v| = |lw],
existe isometria F de M fixando p e tal que df,(v) = w.

Teorema 5.6.2. Se M é variedade isotropica, entdo M é homogénea a dois pontos, e em particular ho-
mogénea e completa. Reciprocamente, toda variedade homogénea a dois pontos é isotropica.

Demonstragio. Sendo M isotrdpica, p € M e y geodésica passando por p definida em (—r,7),
a isotropia de M implica que toda geodésica unitaria passando por p também estd definida em
(—r,r). Sendo g = y(r/2) e w = §(r/2), considera-se a isometria F : M — M que fixa q e
leva —w em w. A partir dela, a geodésica 7, () = exp q(tw), estando inicialmente definida em
(=3r/2,r/2), pode ser estendida para (—3r/2,3r/2) por meio da isometria, e realizando-se tal
operagdo sucessivamente nos pontos de 7 assim obtidos, tem-se que toda geodésica passando
por p estd definida em IR, sendo M completa.

Para mostrar que M é homogénea, consideram-se p,q € M e geodésica unitdria minimi-
zante v : [0,]] — M tal que v(0) = p, 7(I) = g. Sendo x = 7(I/2), considera-se a isometria
fixando x e levando o vetor w = §(I/2) em —w. Deste modo a geodésica v, (t) = exp, (tw)
é levada na geodésica y_, preservando os tempos, e também y_, é levada em 7. Entdo
f(p) = flexp_,(1/2)) = vw(1/2) = q, e M é homogeénea.

Para que M seja homogénea a dois pontos, sendo (p,q), (p',q") dois pares equidistantes de
pontos em M, existe isometria levando p em p’; é suficiente entdo mostrar para o caso de p = p’.
Com g = exp,(tv) e g’ = exp,(t'v'), em que v,v" € TpM sdo unitarios, como d(p,q) = d(p,q')
tem-se t = t'. Pela isotropia de M, tem-se isometria F de M fixando p e levando v em 7, e
portanto

F(g) = F(exp, (t0)) = exp, (HF,(0)) = exp, (t') = ¢

Reciprocamente, se M é homogénea a dois pontos e p € M, v,w € T,M com |[v| = |lw],

1 — ! . .
basta considerar g = exp,(tv) e 4" = exp,,(tw) para tempo ¢ > 0 suficientemente pequeno, e
isometria levando o par (p,q) em (p,q’). Como a isometria deve preservar geodésicas, necessa-
riamente o diferencial em p levard v em w. O

Este resultado nos diz que uma variedade riemanniana é isotrépica se e somente se o grupo
de isometrias Isom(M, g) age transitivamente no fibrado unitério UM a partir dos mapas dife-
renciais. Intuitivamente, uma variedade isotrépica é uma em que a geometria é a mesma inde-
pendendo tanto do ponto na variedade como da dire¢do considerada a partir deste ponto. Por
este motivo, na Fisica procura-se entender quais possiveis configuragdes de espaco, supondo
homogeéneas e isotrépicas, podem corresponder ao nosso espago cosmoldgico observavel.
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Uma variedade riemanniana M é dita (globalmente) simétrica se, para todo p € M, existe
isometria F : M — M fixando p tal que dF, = — IdTpM. Analisando a demonstragdo 5.6.2,
observa-se que toda variedade globalmente simétrica é homogénea e completa. Uma variedade
riemanniana é localmente simétrica se, para todo p € M, existe vizinhanca V de p e isometria
F:V — V fixando p tal que dF, = —Idr,um.

Teorema 5.6.3. Uma variedade riemanniana é localmente simétrica se e somente se seu tensor de curva-
tura é paralelo, isto é, VR = 0.

Demonstragio. Sendo M variedade localmente simétrica e f : M — M isometria, lembra-se que

VixfY = f(VxY),  R(EX FY)fZ= f.(R(X,Y)2),

com X,Y,Z € X(M) e f. o pushfoward pelo diferencial df. Tomando a derivada covariante da
expressdo na curvatura, obtemos

VixR(LY, £.2)fW = £.(VxR(Y, Z)W).
Se agora F : M — M é isometria fixando p e tal que dF, = —Idr,um, obtemos que

(V_x,R)p(— Yy, —Zp) (~Wp) = —(Vx,R)p(Y, Zp) W,
= (Vx,R)p(Yp, Zp)Wy = —(Vx,R)p(Yp, Zp) W,
= (Vx,R)p(Yp, Zp)W, =0,

e como isto vale para quaisquer X,Y,Z, W € X(M), obtemos que VR = 0.

Para a reciproca, afirma-se inicialmente que R é paralelo se e somente se para toda curva
suave v em M e campos X,Y,Z, W paralelos ao longo de v, (R(X,Y)Z, W) é constante. Isto
é prontamente observavel tomando a derivada covariante ao longo da curva, e também esten-
dendo vetores definidos em T, M para campos paralelos ao longo de uma curva integral.

Se temos VR = 0, por raciocinios andlogos aos acima temos que para quaisquer campos
X,Y,Z paralelos ao longo de uma curva suave 7, o campo R(X,Y)Z também serd paralelo.
Tomando ¢y = 7, uma geodésica unitdria passando por p € M, consideramos referencial or-
tonormal paralelo Ej, ..., E, ao longo de 7 estendendo v = e¢; em T,M. Entdo a equagdo de
Jacobi

—X"+R(7,X)7 =0,

com 7 = E; e Y = y'E;, tomando o produto interno com cada E;, se torna

—()" + Z<R(E11Ej)ElrEi)yjz i=1,...,n
j

Pelo que foi deduzido acima, temos constantes c;; = (R(Ey, E;)E1, E;), e a equagao de Jacobi
se torna o sistema

_(yi>u + Zcijyj =0,
]

tendo coeficientes constantes.

Tome agora p € M e aisometria linear f = —Idr,m : TyM — T, M; nota-se que ela preseva a
curvatura seccional de 2-planos em T, M, levando E C T,M em —E = E. Com exp, : B(Op, €) —
V uma vizinhanga e-normal de p, temos o difeomorfismo F = exp,, o fo exp;1 : V. — V. Com
dF, = f, afirma-se que F é a isometria desejada.

Imita-se a demonstracdo do teorema 5.1.1, considerando geodésica unitéria v, : [0,€) —
M passando por p e com velocidade v tal que v,(fp) = g, e estendendo v a base ortonormal
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(v=oey,...,e4) de Ty, M e campos paralelos Ej, ..., E;. Decompde-se ortogonalmente o espago
tangente T, M em R, (fo) & W, em que pelo lema de Gauss global,

W = [d(exp,, )ipo(e1), .- ., d(exp,)iolen)].

Com g = F(q) = 7v5(tp), onde v = f(v) = —v, temos similarmente vetores ¢; = f(e;) = —e;,
estendendo-se a campos paralelos ortonormais E; ao longo de 73, e a decomposicao ortogonal
TZM = Ry; ® W. Basta mostrar entdo que dF; : W — W é isometria.

Com u € TyM ortogonalave f(u) = il = —u, consideramos os campos de Jacobi Y ao longo
de v, e Y ao longo de 5 dados pelas condigdes iniciais Y (0) = Y(0) = 0e Y'(0) = u, Y'(0) = 7,
de modo que

Y(t) = d(expp)w(tu), Y(t) = d(expp)ﬁ;(tﬁ),

e obtemos que
dF,(Y(t)) = dF; 0 d(expp)tv(tu) =d(Fo expp)tv(tu) = d(expp of )(tu) = d(expp)tg(tﬁ) =Y(t).
Como visto, a equagdo de Jacobi com respeito ao referencial ortonormal se torna

—(]/i)" + Zci]'yj, 1= 1,. .., n
J
onde ¢;j = (R(Ey, E;j)Eq, E;) sdo constantes ao longo de ;. Mas também obtemos constantes
Cij = (R(Ey, E j)El, E;) ao longo de 7, expressando a equagio de Jacobi andloga para Y. Como f
preserva a curvatura seccional dos 2-planos em T, M e eles, junto com a métrica, determinam a
curvatura R em p, temos que ¢;; = c;;, sendo as mesmas constantes, e portanto as solugdes dos

sistemas serdo tais que ||Y(t)|| = [|Y(t). Assim, dF; preservara a norma do vetore arbitrario
Y(tg) em W, e conclui-se que é isometria.

O]

Como exemplos, é imediato observar que formas espaciais serdo homogeéneas, isotrépicas
e globalmente simétricas, bastando tomar isometrias adequadas a partir de um ponto distin-
guido de R"”, S" ou H". Verifica-se também que grupos de Lie com métrica bi-invariante sdo
globalmente simétricos; de fato, sabemos que a inversdo i : G — G dada por i(g) = ¢! é iso-
metria, e di,(v) = —v parav € T,G. Compondo com translagdes a esquerda, obtemos inversdes
isométricas em cada g € G: toma-se F = Lgoio L,1, de modo que é isometria, F(g) = g e, para
v € TyG,

dFg(v) = d(LgoioLy1)(v) =d(Lg)e(—d(Lg1)(v)) = —d(Lgo Lg1)g(v) = —0.
Em dimenséo 2, hd ainda o seguinte resultado:

Proposicao 5.6.4. Se M é localmente simétrica e dim M = 2, entdo M tem curvatura seccional cons-
tante.

Demonstragio. Lembra-se que em dimensao 2, o tensor de curvatura é completamente determi-
nado (localmente) pelo coeficiente Ry12 = (R(91,02)0d1,02) com respeito a um referencial local
(91,02). Assim, Rm = —R1212R%, onde R é o tensor dado por

(RU(X,Y)Z,W) = (X, Z)(Y,W) + (X, W)(Y, Z) = — det <<<};§i gm '

Com VR,, = VR? =0, temos que dRy212 = 0, de modo é constante, e curvatura seccional de
M é constante. ]

De maneira muito mais geral, comenta-se que Cartan classificou completamente todos os
espagos riemannianos simétricos a partir da teoria de Lie [Gor21].
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Capitulo 6

Geometria das Subvariedades

“In the conception of surfaces, the inner
metric relations [..] are always bound up
by the way the surfaces are situated with
respect to points outside them. We may,
however, abstract from external relations
by considering deformations which leave
the lengths of lines within the surfaces
unaltered [...] of such surfaces, and by
regarding all surfaces obtained from one
another in this way as equivalent.”

B. Riemann [Spi99, vol. 11, p. 157]

Imitando o desenvolvimento da geometria diferencial de superficies em IR3, cujas geometrias
em principio dependem de como elas estdo mergulhadas dentro do espago ambiente, estende-
remos agora nosso estudo para o caso de subvariedades de uma dada variedade riemanniana.
Encontraremos extensdes da primeira e segunda formas fundamentais, assim como das equagdes
classicas de Gauss, Codazzi e Mainardi, descrevendo a geometria destes objetos. Em sequéncia,
estuda-se o teorema fundamental da geometria das subvariedades, descrevendo quando pode-se
realizar uma variedade como subvariedade de uma forma espacial, assim como hipersuperficies,
subvariedades totalmente geodésicas e totalmente umbilicas.

6.1 As Formas Fundamentais

Sendo (M, g), (M,3) variedades riemannianas, lembra-se que uma imersio isométrica de M em
M é uma fungdo suave f : M — M tal que f*g = g, ou seja, uma isometria local, de modo que
serd imersdo suave e

gf(p)(dfp(v)’dfp(w)) = gp(o,w),

parap € Meov,w € T,M. Embora imersdes isométricas possam, em geral, ndo serem injetoras,
toda imersdo é localmente um mergulho. Como num primeiro momento estaremos trabalhando
apenas com aspectos locais de imersdes isométricas e objetos infinitesimais definidos sobre as
variedades (como tensores e conexdes), podemos inclusive assumir que o mergulho local f :
M — M é uma inclusio, imaginando a M como estando dentro do espago ambiente M.

Ainda mais, duas imersdes isométricas f : (M,g) — (M,3), f' : (M,g’') — (M,3) sdo ditas
congruentes se existe uma isometria ¢ do espago ambiente M tal que ¢ o f = f’. Isto imediata-
mente implica que ¢’ = f*3 = f*¢*¢ = g, e portanto a métrica induzida em M é a mesma.
Como desejam-se estudar imersdes isométricas a menos de congruéncias do ambiente, temos
como invariante a primeira forma fundamental de uma imersdo, a métrica § = f*g induzida em M.
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Sendo f (localmente) uma inclusdo, temos ainda a decomposigdo ortogonal do espago tan-
gente de M sobre M por B
TM|y = TM & TM*+ = TM & vM,

onde mais geralmente TM|y denotaria o fibrado pullback f*TM sobre M, vM é fibrado normal a
M em M e tem-se projeg¢des ortogonais associadas T : TM — TM e 1: TM — TM*.
Se V e V sdo respectivamente as conexdes de Levi-Civita em M e M, vimos anteriormente
que
VxY = (VxY)', X, Ye€x(M),

onde X e Y sdo extensdes locais quaisquer de X e Y sobre M. Neste contexto, a segunda forma
fundamental da imersao é o mapa B : T(TM) x T(TM) — I'(TM*) dado por

B(X,Y) = VgY — VxY = (VxY)™*.

Afirma-se que B é simétrico e C*°(M)-linear em suas entradas, definindo um tensor e, para
todo p € M, forma bilinear B, : T,M x T,M — T,M™. Segue tautologicamente a férmula de
Gauss

VXY = (VXY)T + (V}(Y)L
= VxY +B(X,Y),

com a componente tangencial sendo uma conexdo em TM e a componente normal sendo tenso-
rial, e também com o abuso de notagado de identificar X e Y com suas extensdes locais arbitrarias
aM.

Ja que B é um (0, 2)-tensor simétrico a valores em vM, é possivel tomar seu trago com res-
peito & métrica g em TM, obtendo o vetor curvatura média H = 1 tr B. Uma subvariedade cujo
vetor curvatura média se anula em todos os pontos é dita uma subvariedade minima; o estudo de
subvariedades minimas é extenso e belo, sendo também caracterizadas como ponto criticos de
um dado funcional (o volume da imersado) em carater similar aos métodos variacionais utilizados
para a energia de curvas [DT19].

Como se comporta entdo a conexdo V com respeito a se¢des de vM, na decomposigdo TM =
TM @ vM? Para ¢ € T(TM*) e X € X(M), teremos a decomposigéo ortogonal

V&= (Vx&)" + (Vx&)*.

Veremos que a componente tangencial na expressdo acima ¢é tensorial com respeitoa X e ¢, e a
componente normal definird uma conexdo em vM.

Proposigdo 6.1.1. Se X € X(M) e ¢ € T(vM), entito o vetor (Vx{), € T,M satisfaz
((ﬁXC)Z,Y,ﬁ = ((ﬁXg)p/ Yp> = _<Cp(vXY)pr VYP S TPM/

e portanto o vetor (Vx¢), depende s6 de X, e .

Mais concisamente, para ¢ € T, M, define-se o operador de Weingarten (ou operador forma) por
Az : T,M — T,M,
{(Ag(u),v) = (B(u,0),8),

sendo operador linear autoadjunto. Seus autovalores sdo ditos as curvaturas principais em .

Lema 6.1.2. Se & é extensdo local de & a um campo normal a M, entdo Ag(u) = —(V,¢)', para
ue T,M.

Assim, (vxg)T de fato é um tensor, e define mapas bilineares T, M X TF,ML — T,M para
todo p € M.
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Proposigdo 6.1.3. A componente ortogonal (Vx&)* define uma conexio V+ : X(M) x T(vM) —
['(vM) no fibrado normal vM, dita a conexdo normal da imersio, compativel com a métrica em vM
induzida de TM.

Assim, temos a decomposigdo ortogonal
Vg = (Vx€)" + (Vxd)*

= —A:;X + Vxé.

A partir da conexdo normal, tem-se a curvatura normal
R(X,Y)§ = VxVy¢ — VyVx& — Vixy &
e a derivada covariante da segunda forma fundamental
(VxB)(Y,Z) = Vx(B(Y,Z)) — B(VxY,Z) — B(Y,VxZ).

Com elas, podemos descrever as equagoes fundamentais de uma imersio isométrica.

Proposicao 6.1.4. Dada uma imersdo isométrica f : (M,g) — (M, ), vale, para X,Y,Z,W € X(M)
e, n € T(vM), vale:

(R(X,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z,W) + (B(X,Z),B(Y,W)) — (B(X,W),B(Y,Z)) (equagio de Gauss)
(R(X,Y)Z)* = (VxB)*(Y,Z) — (VyB)*(X,Z) (equagio de Codazzi-Mainardi)
(R(X,Y)E, 1) = (RHX,Y)E 1) — ([Ae, Ay]X,Y)  (equagiio de Ricci)

Demonstragio. [Gor22, p. 140]. O

No caso de ambientes com curvatura seccional constante igual a x, temos o seguinte:

Corolario 6.1.5. Dada uma imersio isométrica f : (M,g) — (M, ) onde M é forma espacial de curva-
tura x, as equagdes fundamentais sio:

(R(X,Y)Z,W) = —x({X, Z){Y,W) — (X, W)(Y, Z)
—(B(X,Z2),B(Y,W))+ (B(X,W),B(Y,Z)) (equagio de Gauss)
(V%B)(Y,Z) = (VyB)*(X,Z) (equagio de Codazzi-Mainardi)
(RY(X,Y)E&, 1) = ([As, Ay)X,Y)  (equagiio de Ricci)

Dada uma variedade riemanniana M n-dimensional e um fibrado vetorial E de posto k sobre
M com métrica riemanniana em conexdo compativel V', assim como um (0, 2)-tensor simétrico
B’ em TM a valores em E, pode-se perguntar quando tais informagdes geométricas correspon-
dem ao fibrado normal, a conexdo normal e a segunda forma fundamental de uma imersao de M
em uma variedade ambiente M. O seguinte teorema afirma que isso ocorre exatamente quando
sdo satisfeiatas as quagdes fundamentais:

Teorema 6.1.6 (Teorema Fundamental das Subvariedades). Seja (M, g) uma variedade riemanniana
n-dimensional, munida das seguintes estruturas geométricas:

e Um fibrado vetorial suave E de posto k sobre M;
o Uma métrica riemanniana §' em E e uma conexdo V' em E compativel com esta métrica;

e Um (0,2)-tensor B' simétrico em TM a valores em E;
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tais que sdo satisfeitas as equagdes de Gauss, Codazzi-Mainardi e Ricci no caso formas espaciais para estas
estruturas, para alguma constante real x € R.

Entdo, para todo p € M, existe vizinhanga U de p em M e imersdo isométrica f : U — M, onde M é
forma espacial de dimensdo n + k e curvatura x, tal que:

* ¢ éamétrica induzida em U;
o E|y é isomorfo ao fibrado normal da imersdo f;

e ¢, V' e B’ correspondem a métrica em vM, a conexdo normal e a sequnda forma fundamental da
imersdo por este isomorfismo.

Ainda mais, a imersdo isométrica é localmente unicamente definida a menos de congruéncia do ambi-
ente. E se M é simplesmente conexa, pode-se tomar M = U, com f tinica a menos de congruéncia, mas f
ndo necessariamente é mergulho global.

A demonstrac¢do, encontrada em [Gor22] e aqui apenas esbocada no caso ¥ = 0, comega
considerando o fibrado E = TM & E e o que seria 0 mapa de Weingarten e a conexdo V em E,
mostrando ser compativel com a métrica em E e flat. Tomando referencial ortonormal paralelo
de E em vizinhanga simplesmente conexa de p, consideram-se as 1-formas duais, mostrando
serem exatas. As fung¢des que integram estas formas seriam as coordenadas locais da imersao.
Elas sdo determinadas a menos de transformagdes rigidas, indicando a unicidade a menos de
congruéncia.

6.2 Tipos de Subvariedades

6.2.1 Hipersuperficies

Um dos tipos mais prevalentes de subvariedades, e mais simples de serem estudadas, sdo as
de codimensdo 1, ditas as hipersuperficies. Com isso, o fibrado normal vM tem posto 1, cujas
se¢des globais seriam os campos vetoriais normais a M. Sabemos que podem ocorrer restri¢gdes
topoldgicas para a existéncia de tais se¢des globais, como € o caso de variedades ndo-orientdveis
como a faixa de Mdbius. Quando ha a presenca de orientagdo, temos o seguinte:

Proposicdo 6.2.1. Seja M variedade riemanniana orientada, e M C M uma hipersuperficie orientada.
Entdo existe um tinico campo vetorial normal unitirio a M globalmente definido que determina a ori-
entagdo em M. Em particular, o fibrado normal é trivial.

Demonstragio. Sendo w uma n-forma de orientacdo em M, para cada p € M, existem dois vetores
unitdrios normais a M, nominalmente +v,. Denotando por +6, a 1-forma correspondente pelo
isomorfismo musical T, M = T; M, toma-se o vetor tal que w, A8, € (n + 1)-forma de orientagdo
em T,M positivamente orientada. Essa escolha pode ser feita suavemente em vizinhanga U
de p, e pela unicidade da escolha, constréi-se secdo global unitdria v em M tal que w A 8 é
positivamente orientada. O

Considerando apenas aspectos locais de uma imersdo isométrica, pode-se fixar v campo ve-
torial normal unitaria em M como acima, e o0 mapa de Weingarten A, := A,,. Novamente
temos os autovalores A1(p), ..., A,(p) reais variando continuamente com p, sendo as curvatu-
ras principais de M. Fung¢des simétricas nos autovalores, podendo ser expressas em fung¢do dos
coeficientes do polindmio caracteristico de A,, sdo invariantes da imersao isométrica, possivel-
mente a menos de sinal no caso de fun¢des de ordem impar. Em particular, tem-se a curvatura
média escalar

1
H= (M- 4 )
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e a curvatura de Gauss-Kronecker
K=detA=A1...Ay.
Pode-se restringir ainda mais o estudo para o caso de hipersuperficies das formas espaciais,

com destaque a R"*1. Imitando o desenvolvimento feito para superficies em R3, identificamos
os espagos tangentes T,IR" ™! com R"*, e considera-se o mapa de Gauss

N: M — &7,

p > Vp
Ainda, com as identifica¢cbes candnicas TVPS” =~ (]Rv,g)L = Ty M, considera-se o diferencial
dN, : T,M — T,M como endomorfismo linear. Mostra-se que dN, = —Ay: sendo 7y : (—¢,¢) —
M curva em M passando por p com velocidade u,
d — —
dN,(u) (voy)(t) =V = (V)" = —A,(u),

"t

justificando porque, em alguns contextos, considera-se —dN,, sendo de fato operador forma.
Ainda, sendo (u, ..., u,) uma base ortonormal de autovetores de T, M associados as curvaturas
principais, temos que K(u;, uj) = AjA;.

No contexto de hipersuperficies do espago euclidiano IR?, recuperamos o Theorema Egre-
gium de Gauss, o qual afirma que a curvatura gaussiana de uma superficie é um invariante
intrinseco da superficie, dependendo apenas da primeira forma fundamental e ndo de como ela
estd imersa. Isto é consequéncia da equacdo de Gauss, ao identificar a curvatura riemanniana
como a curvatura gaussiana da superficie. De fato, se M C R® é superficie, p € M e x,y é base
de Ty,M, a equacdo de Gauss afirma que

(R(x,y)x,y) _ hnhzz — h%z _ det B
(o x)(yy) — ()2 gugm—g},  detg’
se B(e;, ej) = h;j parae; = x, e; = y, considerando B como forma bilinear simétrica a valores em
R = Rv e v a escolha de vetor normal unitdrio. Ao comparar a segunda forma fundamental no

contexto de Gauss e no contexto riemanniano, e como sabemos que K(T,M) pode ser expresso
em termos apenas da métrica de M e suas derivadas parciais, concluimos a afirmacao.

K(T,M) = K(x,y) = —

6.2.2 Subvariedades Totalmente Geodésicas

Para o estudo de subvariedades em casos mais especiais, pode-se analisar o que acontece quando
0s objetos definidos a partir da imersdo, como a segunda forma fundamental ou a conexao nor-
mal, assumem formas especificas.

Uma subvariedade M de M é dita totalmente geodésica em p € M se B, = 0, ou seja, se a
segunda forma fundamental se anula em p, e M é totalmente geodésica se ela se anula em todos os
pontos. A motivacado para tal defini¢do é advinda do seguinte resultado:

Proposi¢do 6.2.2. Uma subvariedade M de M é totalmente geodésica se e somente se toda geodésica de
M é também geodésica de M, e se e somente se toda geodésica vy, de M com velocidade inicial v € TM
estd contida em M para tempos pequenos.

Demonstragio. [Gor22, p. 144]. O
Como consequéncia, subvariedades conexas, completas e totalmente geodésicas sdo comple-

tamente caracterizadas por um de seu espagos tangentes, em que exppM(TpM ) = M pelo teorema
de Hopf-Rinow.

E possivel obter uma descricdo completa das subvariedades totalmente geodésicas das for-
mas espaciais simplesmente conexas, onde sabemos como sdo todas as geodésicas:
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Teorema 6.2.3. As subvariedades totalmente geodésicas de R", S e H" sdo, respectivamente:

* Os subespagos afins de R";
* As grandes subesferas de S", isto é, as intersecdes de S™ com subespagos lineares de R+,

* As intersecoes de RH" com os subespagos lineares de RV".

6.2.3 Subvariedades Totalmente Umbilicas

Uma subvariedade M de M ¢ dita umbilica na dire¢do ¢ € vM se Az é mapa multiplo da identi-
dade, e M é totalmente umbilica se todo vetor normal vM é umbilico. Isto ocorre se e somente se
B(X,Y) = g(X,Y)H, para todos os campos X, Y € X(M), onde H é o vetor curvatura média. De
fato, Az = (¢, H)I. E imediato que uma variedade totalmente umbilica e minima sera totalmente
geodésica, e vice-versa.

Se M é totalmente umbilica e o vetor curvatura média H, ndo se anulando em M, é paralelo
(com respeito a conexdo normal V*1), diz-se que M é uma esfera extrinseca. Tal denominagéo
remete as esferas em R”, onde o campo ortogonal unitario (seja apontando para fora ou dentro)
é paralelo.

Proposicdo 6.2.4. Uma subvariedade totalmente umbilica de dimensdo n > 2 em uma forma espacial é
uma esfera extrinseca.

Demonstragio. Derivando a expressdo B(X,Y) = ¢(X,Y)H com respeito a um campo Z € X(M),
temos que (V£B)(X,Y) = ¢(X,Y)V£H. A equacdo de Codazzi afirma que ¢(X,Y)VZH =
¢(Z,Y)VxH, e com dimM > 2, pode-se escolher Z L Y eY = X de modo que VzH = 0.
Assim, H é paralelo. O

Sabemos descrever também quais sdo todas as subvariedades totalmente umbilicas de R", 5"
e H™:

Teorema 6.2.5. As subvariedades conexas, completas, nio totalmente geodésicas e totalmente umbilicas
de dimensdo n > 2 em R", 5" e H" sdo, respectivamente:

* Asesferas em R";
* As subesferas pequenas de S", isto é, a interseciio de S com subespagos afins nio-lineares de R"*1;
* As intersecoes de RH" com subespacos afins nio-lineares de R1".

Demonstragio. [Gor22, p. 146]. O

6.3 Mais Resultados

A seguinte proposi¢do descreve bem como serdo os pontos fixos de uma isometria numa varie-
dade riemanniana:

Proposicdo 6.3.1. Seja ¢ : M — M uma isometria e S o conjunto dos pontos fixos de M. Entdo
toda componente conexa de S é uma subvariedade riemanniana propriamente mergulhada e totalmente
geodésica.

Demonstragio. Naturalmente S é um conjunto fechado. Seja p € S, U uma vizinhanga normal de
p onde exp,;1 : U — T,M seja difeomorfismo, e S’ = SN U. Sabemos que 0 mapa exponencial

. . . . L o —1. . .
conjuga ¢ com seu diferencial em p, isto €, ¢ = exp, od¢, o exp p ; assim os pontos leOS‘ de ¢
em U correspondem exatamente aos elementos de T, M que sdo fixos por d¢,, um mapa linear.
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Sendo entdo ker(d pp—1 ) C T, M, é subespago vetorial de T, M, sendo em particular subvarie-
dade mergulhada, e levando a M pela exponencial, temos que S serd subvariedade mergulhada,
ja que exp, € uma carta adaptada a subvariedade. Ainda, como S ¢ fechado, é propriamente
mergulhada.

Das afirmagoes acima, temos ainda que T,S = ker(dg, — I). Para mostrar que ela é total-
mente geodésica, basta ver que as geodésicas em M passando por p sdo levadas a retas passando
por 0, em T, M e que o diferencial da exponencial é a identidade, de modo que T,S contém todas
as suas retas trivialmente. O

O resultado acima pode inclusive ser estendido para o conjunto de pontos fixos de um
grupo arbitrario de isometrias, dado que localmente eles serdo expressos em T, M pela expo-
nencial como intersecdes de subespacos lineares. Naturalmente o grupo agira de maneira livre
no subespago aberto complementar ao conjunto dos pontos fixos, onde a acdo adquire carater
mais regular.

Os seguintes resultados permitem descrever ponto focais de subvariedades de R"**. Dada
subvariedade M" de R"*, um ponto focal de M é um ponto critico do mapa exponencial normal
expt : vM — R""¥ levando ¢ € T,M em p + ¢.

Inicialmente, considera-se uma identificagdo canonica T:vM = T, M @ v, M; isto € feito con-
siderando curvas suaves v : (—¢,€) — M passando por p com velocidade u, e tomando o trans-
porte paralelo 5 de ¢ ao longo de 7 com respeito a V+. Isto define um mapa linear injetor
TyM — TzvM, com a imagem sendo a “velocidade” da curva (’,? em vM. Dado também 7 € v, M,
considera-se a curva v + sy em vM, definindo igualmente um mapa linear injetor v, M — TzvM.
Dada a projegdo canénica w : vM — M e a inclusdo candnica em p dada por iy : v,M — vM, a
imagem deste segundo mapa pode ser dada como ker dwg a partir da sequéncia exata

d(ip)e wg
0——vyM —— Tz(vM) —— T,M —— 0.

Tais identifica¢gdes podem, na verdade, ser feitas em qualquer fibrado vetorial 7 : E — M
munido de uma conex@o V, com TzE = T,M & E, e a conexdo providenciando uma distribui¢do
complementar a distribuicdo vertical V = ker(dr).

Retornando ao caso de R"¥, com ¢ € v, M fixado e tomando ¢(s) = ¢ + sy paran € v,M,
temos que ¢'(0) € TzvM é identificado com 77, e

expt(p(s)) =p+E&+sp = d(expt)e(n) =1,

de modo que d(exp™ )¢ restrito a v,M ¢ a identidade.
Agora, com u € T,M e o transporte paralelo normal ¢ construido como antes, temos que

exp™(5(s)) = 1(s) +E(s) = dlexp™)e(u) ='(0) +¢'(0) = u+¢'(0).

No lado direito da expressio acima, &(0) representa a derivada do campo com respeito a

conexdo ambiente V, em que, pela férmula de Weingarten,
E0) =Vl =—-Amu+Vié=—Am,

ja que o campo é V+-paralelo. Isto implica que d(exp® (1) = u — Agu, e portanto o diferencial
d(expt)s : T,M ® vyM — T,M & v,M é expresso como

id—A; 0
0 id/-

Sabemos entdo que g = p + t¢, com ¢ vetor unitdrio normal, é ponto focal se e somente se
é ponto critico da exponencial normal, e sua multiplicidade é dada pela dimenséao de ker(I —
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Ai) = ker(1I — Az). Ou seja, isto ocorre se e somente se 1 é autovalor de multiplicidade m de

Ag. Sendo uma distincia focal de M ao longo de ¢ a distancia de p a um de seus ponto focais,
temos que d é distancia focal se e somente se % ¢ uma curvatura principal de Ag.

Resultados andlogos podem ser tracados no caso de o espaco ambiente ser S"*¥, em que d é
distancia focal ao longo de ¢ se e somente se cotd é curvatura principal de Az, e também H" ¥,
onde d é curvatura principal se e somente se cothd é curvatura principal de A.
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