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RESUMO

SASAKI, V. E. . 2024. 110p. Monografia (Trabalho de Conclusão de Curso) - Escola de
Engenharia de São Carlos, Universidade de São Paulo, São Carlos, 2024.

Num contexto em que o uso de equipamentos eletrônicos e cargas não lineares nos sis-
temas de potência é cada vez mais alto, mais os engenheiros eletricistas se preocupam
com o entendimento e tratamento de inter-harmônicos. Este trabalho tem como objetivo
trazer maior clareza sobre o fenômeno do espalhamento espectral, que é a causa-raiz
das dificuldades para tratativa de inter-harmônicos, além de compreender como métodos
corretivos podem evitá-lo e realizar uma comparação entre diferentes abordagens para
mitigar esse efeito em análises de inter-harmônicos. O espalhamento espectral, causado
pela aplicação da Transformada de Fourier Discreta (DFT) em sinais com amostragem
assíncrona ou resolução limitada, compromete a precisão na identificação de componentes
inter-harmônicos e gera erros significativos na análise espectral. O trabalho também ana-
lisa abordagens para superar essa limitação, fundamentada na utilização de grupos e/ou
subgrupos harmônicos e inter-harmônicos, como a norma IEC 61000-4-7, que padroniza a
mensuração de harmônicos e inter-harmônicos em sistemas de potências, e um método de
minimização de energia de grupo recursiva (RGPM - Recursive Group-Harmonic Power
Minimizing), que busca recuperar a energia dispersa no espectro e melhorar a acurácia
na detecção das componentes do sinal. Os métodos avaliados foram comparados com
base em critérios de precisão e robustez frente a cenários adversos, incluindo cenários que
desafiam premissas iniciais dos métodos. Os resultados indicam que métodos corretivos,
quando adequadamente aplicados, são capazes de reduzir significativamente o espalha-
mento espectral, promovendo maior confiabilidade na análise do mesmo. A comparação
realizada traz clareza sobre as vantagens e limitações de cada método, contribuindo para
o aprimoramento das estratégias de monitoramento e controle da qualidade da energia
elétrica.

Palavras-chave: Espalhamento Espectral, Inter-harmônicos, Transformada de Fourier
Discreta





ABSTRACT

SASAKI, V. E. . 2024. 110p. Monograph (Conclusion Course Paper) - Escola de
Engenharia de São Carlos, Universidade de São Paulo, São Carlos, 2024.

In a context where the use of electronic equipment and non-linear loads in power systems
is increasingly high, electrical engineers are increasingly concerned with understanding
and treating interharmonics. This work aims to provide more clarity to the characteristics
of spectral leakage, which is the main reason of chalenges in treating interharmonics,
in addition to understanding how corrective methods can avoid it and performing a
comparison between different approaches to mitigate this effect in interharmonic analysis.
Spectral leakage, caused by the application of the Discrete Fourier Transform (DFT)
in signals with asynchronous sampling or limited resolution, requires precision in the
identification of interharmonic components and generates significant errors in spectral
analysis. The work also addresses approaches to overcome this limitation, based on the
use of harmonic and interharmonic groups and/or subgroups, such as the IEC 61000-4-7
standard, which standardizes the measurement of harmonics and interharmonics in power
systems, and a recursive group power minimization method (RGPM), which seeks to
recover the energy scattered in the spectrum and improve the accuracy in detecting the
signal components. The evaluated methods were compared based on criteria of precision
and robustness against adverse scenarios, including scenarios that challenge the proposals
of method initiatives. The results indicate that corrective methods, when correclty applied,
are capable of significantly reducing spectral leakage, providing significant reliability in
its analysis. The comparison made sheds light on the advantages and limitations of each
method, contributing to the improvement of strategies for monitoring and controlling the
quality of electrical energy.

Keywords: Spectral Leakage, Interharmonics, Discrete Fourier Transform
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1 INTRODUÇÃO

O estudo de distorções de forma de onda em sistemas de potência se trata de um

dos temas fundamentais do campo de qualidade de energia elétrica, como pode ser visto

em Bollen e Gu (2006) e Duganet al. (2012), por exemplo. E este tipo de distúrbio tem se

tornado cada vez mais recorrente, devido ao crescente uso de dispositivos eletrônicos e

cargas não lineares, que introduzem tais tipos de distorções na rede elétrica (BOLLEN;

GU, 2006). Os inter-harmônicos, que se tratam de um tipo destes distúrbios, de�nidos

como componentes espectrais com frequências que não são múltiplos inteiros da frequência

fundamental, podem causar uma série de problemas, como oscilações subsíncronas, cintila-

ção luminosa e falhas em sistemas de controle e proteção (TESTAet al., 2007). Além disso,

é um tipo de distúrbio que traz alguns desa�os adicionais para a sua detecção, e correção.

Tais desa�os acabam sendo gerados pelo problema do espalhamento espectral, que

não é uma di�culdade isolada apenas para o tratamento de inter-harmônicos. Este efeito

ocorre quando a energia de uma componente espectral é distribuída ao longo de várias

frequências, devido às limitações físicas para a aplicação da Transformada de Fourier. Tal

fenômeno, além de di�cultar a identi�cação da amplitude e frequência do sinal gerador do

distúrbio, também di�culta a aferição correta das demais componentes de um sinal.

Para lidar com esses desa�os, a IEC traz em suas normatizas 61000-4-7 um procedi-

mento padrão para lidar com a aferição de harmônicos e inter-harmônicos em sistemas de

potência. Além disso, diversas técnicas corretivas têm sido propostas na literatura, tanto

técnicas paramétricas, que buscam modelar o distúrbio a partir da utilização de algum

modelo matemático, assim como técnicas não paramétricas, que buscam aferir o conteúdo

do sinal diretamente (SRIVASTAVA; TIWARI; SINGH, 2021).

1.1 Objetivos

Neste contexto, o presente trabalho busca contribuir no ambiente cientí�co em três

aspectos principais:

ˆ Dar clareza sobre qual a origem do espalhamento espectral, partindo dos princípios

teóricos da análise de sinais, e indicar possibilidades de correção do mesmo;

ˆ Trazer uma compreensão de um método de análise de inter-harmônicos bem aceito

na literatura, mostrando no detalhe qual a metodologia aplicada;

ˆ Comparar a aplicação de diferentes métodos de análise de inter-harmônicos, avaliando

as suas vantagens, limitações e adequações necessárias em diferentes cenários.
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1.2 Organização do trabalho

O trabalho está organizado em cinco capítulos, sendo estes os quatro capítulos

seguintes à introdução:

ˆ Capítulo 2 - Fundamentação sobre distúrbios harmônicos: Neste capítulo,

primeiramente, é realizada uma revisão teórica sobre os fundamentos da análise

espectral, indicando quais as ferramentas necessárias para a realização da mesma e

iniciando de uma breve introdução da importância da mesma. Após isso, a revisão é di-

recionada em trazer mais clareza ao espalhamento espectral, dando um entendimento

no detalhe dos problemas das análises de harmônicos e inter-harmônicos.

ˆ Capítulo 3 - Métodos de análises de inter-harmônicos: É realizada uma

apresentação sobre diferentes métodos de análise de distúrbios inter-harmônicos.

Apresentando tanto o padrão internacional atual, quanto as propostas vistas na

literatura recente, trazendo quais as diferenças entre elas.

ˆ Capítulo 4 - Avaliação de métodos de análise de inter-harmônicos: É

apresentado de forma mais detalhada quais foram os métodos analisados, assim como

o aprofundamento de um método alternativo visto na revisão bibliográ�ca. Além

disso, é mostrada uma organização de como foram realizadas as comparações entre

os métodos, indicando os tipos de testes que serão feitos. Finalizando, então, com os

testes em si.

ˆ Capítulo 5 - Conclusão: Traz considerações �nais acerca dos principais pontos

que foram levantados ao decorrer do trabalho, assim como uma conclusão das análises

e comparações que foram realizadas no capítulo 4. Além disso, são indicados alguns

possíveis caminhos em que trabalhos futuros podem complementar e enriquecer o

desenvolvimento realizado até o momento.
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2 FUNDAMENTAÇÃO SOBRE DISTÚRBIOS HARMÔNICOS

Como mencionado na seção 1.2, este capítulo busca trazer um embasamento teórico

para o melhor entendimento das di�culdades na mensuração de inter-harmônicos. Para

isto, o capítulo foi organizado de forma a primeiramente trazer clareza sobre o que são

distúrbios inter-harmônicos, e posteriormente mostrar as particularidades em sua análise.

2.1 O que são distúrbios harmônicos e inter-harmônicos?

Apesar de a motivação do trabalho partir de um contexto de análise de distúrbios

elétricos, componentes harmônicas e inter-harmônicas estão presentes não restritas a este

escopo. Inclusive, pode-se dizer que a análise espectral, comumente utilizada para a análise

de sinais elétricos, tem origens que remetem até mesmo aos estudos de óptica (MARPLE,

2019).

2.1.1 A história da análise espectral

Pode-se de�nir a análise espectral como o estudo, aplicação e desenvolvimento de

qualquer método de processamento que caracterize o conteúdo de um sinal nos termos de

suas frequências (MARPLE, 2019). Conteúdos que podem não ser tão intuitivos quando

são observados a partir dos termos que os descrevem inicialmente (como tempo e espaço).

Trata-se de uma ciência de grande interesse, e grande importância, desde os primórdios

da humanidade (ROBINSON, 1982). Exemplo incipiente é a construção do calendário,

resultante de inúmeras observações do comprimento e periodicidade dos dias, dos anos,

das estações e também das fases da lua (ROBINSON, 1982).

Segundo Marple (2019), a introdução da análise espectral como ciência matemática

deu-se em 1671, a partir do histórico experimento com o prisma e a luz solar realizado

por Isaac Newton (1643-1727). A partir dele, descobriu-se que a luz branca solar pode ser

decomposta em uma faixa de feixes de luz de diferentes cores, por conta dos seus diferentes

comprimentos de onda. E foi na descrição da aparição desse feixe que se deu o registro

da primeira utilização do termo �spectrum� dentro do contexto cientí�co. Originado da

palavra �specter� que, em latim, remete a imagem ou aparição fantasmagórica, foi um

termo bastante adequado para explicar a sensação da descoberta na época.

Robinson (1982) diz que apesar da descoberta em meados de 1670, o interesse geral

pela análise espectral inicia-se apenas a partir do século XIX, dois séculos depois, com os

trabalhos dos cientistas Gustav Kircho� (1824-1887) e Robert Bunsen (1811-1899). Ao

replicar o experimento de Newton utilizando a chama emitida pela queima de diferentes

substâncias químicas (NaCl por exemplo), os cientistas notaram que os seus elementos
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(Na e Cl) poderiam ser caracterizados por espectros de feixe de luz especí�cos (sódio -

Na - com uma luz amarela clara, por exemplo), como mostra o trabalho de Robinson

(1982). A partir disso, a espectroscopia difundiu-se sobre a comunidade cientí�ca como

uma ferramenta análoga ao que temos hoje para a análise espectral de sistemas elétricos

(ROBINSON, 1982). Um exemplo é a determinação dos elementos das estrelas a partir da

observação dos feixes de luz que elas emitem, situação análoga à aferição de distúrbios de

forma de onda em um sinal elétrico a partir do diagnóstico do seu espectro de frequências

(ROBINSON, 1982).

2.1.2 Importância da análise espectral em engenharia elétrica

Na engenharia elétrica a análise espectral pode ser aplicada para o estudo de

distorções da forma de onda de um sinal elétrico. O entendimento desse tipo de distorção

é importante por uma série de impactos que estes podem causar dentro da rede elétrica,

tanto para os fornecedores, na etapa de geração, quanto para o consumidor �nal, na etapa

de distribuição. Alguns exemplos trazidos por Bollen e Gu (2006) e Testaet al. (2007),

são :

ˆ Sobreaquecimento de equipamentos (cabos de transmissão, transformadores, condu-

tores neutros, entre outros);

ˆ Mal funcionamento e dani�cação de equipamentos eletrônicos, como equipamentos

médicos e controladores de velocidade;

ˆ Interferência em redes telefônicas próximas à rede de potência;

ˆ Flutuações de tensão da rede em que a carga geradora está conectada.

Com base em seus estudos das redes elétricas dos EUA, Duganet al. (2012) dizem

que os distúrbios supracitados é menor nos pontos de geração dos sistemas elétrico, e que

o efeito é muito mais pronunciado para o consumidor �nal da rede. Principalmente para os

consumidores industriais que utilizam de motores de velocidade ajustável, fornos elétricos

a arco, fornos a indução, entre outros.

Bollen e Gu (2006) resumem a distorção de forma de onda, de modo pragmático,

como qualquer distorção que afaste um sinal de tensão ou corrente do formato de uma

função seno ideal, que normalmente é o tipo de sinal idealizado pelas fontes geradoras dos

sistemas de rede elétrica. Complementando com as observações de Duganet al. (2012),

pode-se dizer que esses tipos de distorções surgem devido à presença de cargas não lineares

conectadas às redes elétricas, majoritariamente equipamentos de eletrônica de potência

localizados após os pontos de sistemas de geração. O grande problema é que esse tipo de

carga, mesmo quando alimentada por uma tensão senoidal ideal, produz uma corrente
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não-senoidal que, consequentemente, leva a uma distorção na forma de onda de tensão no

sistema. (BOLLEN; GU, 2006).

Considerando todos os tipos de distúrbios que causam essa distorção, Bollen e Gu

(2006) dizem que podemos classi�cá-los dentro de três categorias bem de�nidas, sendo a

última o foco do trabalho desenvolvido:

ˆ Distúrbio não períodico

ˆ Distúrbio harmônico

ˆ Distúrbio inter-harmônico

Os distúrbios não periódicos são aqueles em que o sinal causador da distorção

não possui uma frequência bem de�nida, como o próprio nome já diz, não existe período

de�nido. Um bom exemplo são os ruídos, como mostrado na �gura 1, sinais não desejados

com frequência de até 200kHz, que podem ser causados por aterramento impróprio

(OLESKOVICZ, 2020). Devido à falta de uma frequência para caracterizá-los, estes

distúrbios podem causar con�itos com algoritmos generalistas usados para a identi�cação

de distúrbios de formato de onda (BOLLEN; GU, 2006).

Figura 1 � Ruído branco qualquer.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Os distúrbios harmônicos são de�nidos como a sobreposição contínua de tensões

não desejadas com frequênciaf h, cujo valor de f h é um múltiplo inteiro da frequência

fundamental do sistemaf sis . Já os inter-harmônicos tratam-se da mesma sobreposição mas

com tensõesf ih com valores que são múltiplos não inteiros def sis . No caso def ih
f sis

< 1, o

distúrbio é classi�cado como sub-harmônico (OLESKOVICZ, 2020). Alguns exemplos de

tensões que podem causar distúrbios harmônicos e inter-harmônicos são apresentados na

�gura 2
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Figura 2 � Frequência fundamental e componentes harmônica e inter-harmônica.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Uma forma de elucidar a necessidade de uma análise espectral para o entendimento

desses distúrbios é veri�cando a tensão resultante da sobreposição de harmônicos e inter-

harmônicos em função do tempo. Na �gura 3, pode-se observar como as diferentes ondas

simples da �gura 2, que são facilmente reconhecidas isoladamente, resultam em uma forma

de onda de difícil interpretação quando sobrepostas.

Figura 3 � Sinal resultante de três senos sobrepostos (60Hz, 90Hz e 120Hz).

Fonte: Elaborado pelo autor.

Na prática, um engenheiro eletricista se depara apenas com o resultado da sobrepo-

sição dos sinais apresentados antes de poder intervir (MARTINS, 2023). É neste contexto

que a análise espectral se torna uma ferramenta muito útil. Por meio da utilização de

Transformadas de Fourier, é possível decompor um sinal elétrico em suas componentes de

frequência, facilitando a compreensão da estrutura do sinal. A aplicação daTransformada

de Fourier Discreta (DFT ) ilustra de forma clara o processo de interpretação dos sinais

sobrepostos (�gura 4), demonstrando a e�cácia desta abordagem na identi�cação e análise

de frequências constituintes de um sinal elétrico complexo à primeira vista. E a partir

disso, pode-se dizer que harmônicos e inter-harmônicos são os equivalentes das �aparições

fantasmagórica� ditas por Newton dentro do contexto de engenharia elétrica.
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Figura 4 � Magnitudes dos três senos sobrepostos (60Hz, 90Hz e 120Hz).

Fonte: Elaborado pelo autor.

Vale ressaltar que, mesmo se tratando de uma ferramenta excelente para auxiliar

no diagnóstico de frequências indesejadas em um sinal de rede elétrica, a DFT ainda

possui limitações, incluindo casos em que não é possível determinar exatamente qual a

frequência do distúrbio que está ocorrendo. Isto ocorre, principalmente, na presença de

inter-harmônicos (TESTA et al., 2007).

2.2 Di�culdade mensuração inter-harmônicos

Para entender as limitações das ferramentas de análise espectral ao lidar com

inter-harmônicos, é necessário revisitar o trabalho iniciado por Joseph Fourier (1768-1830),

assim como alguns fundamentos matemáticos que o embasam. Sendo um dos principais

destes, a possibilidade de representar sinais elétricos por funções matemáticas (MARTINS,

2023).

2.2.1 Como posso representar um sinal elétrico?

Segundo o dicionário de Cambridge (2024), um sinal se trata de �uma ação,

movimento ou som que dá informação, uma mensagem, um aviso ou uma ordem�. As

três últimas de�nições são interessantes para o contexto de engenharia elétrica, dado que

uma tensão pode ser interpretada como uma mensagem, aviso ou ordem, que trará um

resultado ao circuito alimentado por ela.

Desta forma, uma característica muito importante sobre essa mensagem é a forma

como ela é representada normalmente: através de funções matemáticasx, que podem ser

funções analíticas bem de�nidas, como uma tensão senoidal que varia ao longo do tempo

x(t) = sen(2� 60t). Vale ressaltar que, por se tratar de um sinal físico,x(t) precisa ter

um tempo inicial t i e um tempo �nal t f , ou sejax(t) = 0 para t menores quet i e parat
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maiores quet f (MARTINS, 2023). Além disso, a função deve possuir valor único e limitado

para cada valor det.

É por conta destes fatos que é possível realizar análises espectrais como a da �gura

4. O compreendimento desta a�rmação se torna mais fácil ao resgatar conceitos de álgebra

linear e aplicá-los no contexto de funções e sinais físicos, buscando os representar de forma

análoga a vetores em diferentes bases de um espaço vetorial. Para isto, será apresentado

em sequência um resumo do raciocínio elaborado em Martins (2023):

2.2.2 Delta de Dirac e o domínio do tempo

Um elemento matemático essencial para o entendimento do que é a análise espectral

de sinais elétricos, ou qualquer outro sinal físico denotado por uma funçãox(t), no qual

t pode ser tempo ou espaço, é a distribuiçãoDelta de Dirac, proposto por Paul Dirac

(1902-1984). Esta distribuição pode ser interpretada como uma função� (t) no qual:

� (t) ! 1 para t = 0; (2.1)

� (t) = 0 para t 6= 0; (2.2)
Z + 1

�1
� (t) dt = 1: (2.3)

Normalmente oDelta de Dirac é representado por uma �echa apontada pra cima,

com magnitude igual a 1 devido à sua área unitária (�gura 5).

Figura 5 � Delta de Dirac.

Fonte: Elaborado pelo autor.

A utilidade da função � para a representação de sinais físicos como vetores advém

das implicações da suapropriedade da seleção. Que de acordo com com Gri�ths e Schroeter

(2018), se trata de sua propriedade mais importante.
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Esta propriedade pode ser veri�cada simplesmente ao realizar a integral de�1 a

1 de qualquer funçãox(t), que possa representar um sinal físico, multiplicado pela função

� (t). Para realizar esse cálculo, será utilizada a metodologia apresentada por Martins

(2023), onde� (t) é idealizada como uma função retangularq(t), onde q(t) = 1
T para

� T
2 � t � + T

2 e 0 para outros valores det, com T ! 0 (�gura 6). Nota-se pela �gura 6,

que ao diminuir T, a magnitude da função aumenta e sua largura diminui, como mostram

as partes(a) e (b), chegando ao limite, na representação da parte(c).

Figura 6 � Representação de� pela função retangular.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Seguindo o cálculo realizado por Martins (2023) para veri�car a propriedade da

seleção em evidência, tem-se:

Z + 1

�1
x(t)� (t) dt = lim

T ! 0

Z + 1

�1
x(t)q(t) dt = lim

T ! 0

Z T
2

� T
2

x(t)
1
T

dt: (2.4)

Martins (2023) argumenta que, por se tratar de um sinal físico, portanto contínuo

e limitado para todo o intervalo det, x(t) pode ser considerado como uma constantex(0)

na operação acima. Logo, a sequência do cálculo �ca da seguinte forma:

lim
T ! 0

Z T
2

� T
2

x(t)
1
T

dt = x(0) lim
T ! 0

Z T
2

� T
2

1
T

dt = x(0) lim
T ! 0

� T
T

�

= x(0): (2.5)
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Figura 7 � Propriedade da seleção de� .

Fonte: Elaborado pelo autor.

A propriedade da seleçãonão possui o seu nome por coincidência. O cálculo

realizado pode ser interpretado como uma seleção do valor dex(t) em t = 0, que se trata

da centralização da distribuição da função� (t) (�gura 7).

Outra forma de interpretar o cálculo apresentado acima é como uma atribuição de

um peso dea = x(0) para a � (t). Portanto, o mesmo resultado calculado anteriormente é

obtido através da seguinte operação:

a
Z + 1

�1
� (t) dt = a � 1 = x(0) =

Z + 1

�1
x(t)� (t) dt: (2.6)

Assim como uma régua sem algo a ser medido, essa propriedade isolada não é muito

útil para o entendimento de sinais como vetores, mas o seu benefício logo �cará claro.

Assim como é possível de�nir a distribuição de� em torno det = 0, pode-se realizar

ela para outros valores det. Nestes casos, a de�nição para essas in�nitas distribuições �ca

da seguinte forma:

� (t � t0) ! 1 para t = t0; (2.7)

� (t � t0) = 0 para t 6= t0; (2.8)
Z + 1

�1
� (t � t0) dt = 1: (2.9)

Ao calcular a mesma integral de�1 a + 1 entre o produto dex(t) com � (t � t0)

no domínio do tempo, será realizada a seleção dex em torno det = t0, ou seja, o resultado

seráx(t0) (GRIFFITHS; SCHROETER, 2018). Logo:

Z + 1

�1
x(t)� (t � t0) dt = x(t0): (2.10)
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Nota-se que, qualquer seja o valor det = t0, pode-se de�nir umDelta de Dirac

centralizado emt = t0 para o qual também pode-se atribuir um pesox(t0). Um exemplo é

mostrado na �gura 8.

Figura 8 � Propriedade da seleção de� (t0).

Fonte: Elaborado pelo autor.

A partir disso, também é possível dizer que a listagem de qualquer valor dex(t)

pode ser obtido a partir da seleção de um� centralizado emt e veri�cação do pesox(t0)

atribuído à sua área (MARTINS, 2023). Este processo é ilustrado no segundo grá�co da

�gura 9.

Figura 9 � Selecionando vários� (t0).

Fonte: Elaborado pelo autor.

É possível sumarizar as duas visões apresentadas nas �guras 8 e 9 com as seguintes
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equações:

Para centralizar � (t):
Z + 1

�1
x(t)� (t � t0) dt = x(t0): (2.11)

Para listar x(t): x(t) =
Z + 1

�1
x(t0)� (t0 � t) dt0: (2.12)

Nota-se que é possível simpli�car as equações listadas a partir da idealização de

� (t) com uma função retangularq(t) apresentada por Martins (2023). Dado que a função

retangular é uma função par, pode-se considerar que� também é, por consequência esse

raciocínio leva à redução das duas operações listadas a convoluções, conforme mostrado

abaixo:

Para centralizar � (t):
Z + 1

�1
x(t)� (t0 � t) dt = x(t0) � � (t0) = x(t0): (2.13)

Para listar x(t): x(t) =
Z + 1

�1
x(t0)� (t � t0) dt0 = x(t) � � (t): (2.14)

Apesar de similares, segundo Martins (2023), as duas equações possuem interpreta-

ções totalmente diferentes. Na equação 2.13, o cálculo é realizado para determinar uma

variável escalar que será atribuída ao centralizar algum� , que é resultante do processo

indicado nos dois grá�cos da �gura 9. Já na 2.14, é realizada a representação de um sinal

físico x a partir da veri�cação dos diferentes �pesos� atribuídos às in�nitas funções�

(�gura 10).

Figura 10 � Funções� (t0) como uma base.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Este raciocínio é a chave para compreender sinais físicos como um vetor. O primeiro

passo para isso, é simplesmente trocar a palavra �peso� por �coordenada� ao se referir a

x(t0). A partir disto, Martins (2023) mostra que pode-se entender que um sinalx(t) se
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trata de uma combinação linear de in�nitas funções� centralizadas em diferentest0, cujas

coordenadas sãox(t0). Além disso, essas coordenadasx(t0) são de�nidas pela convolução

x(t) � � (t0), equivalente a um produto interno. Ou seja, pode-se dizer que o conjunto de

todas funções� (t0), com área unitária, se trata de uma base ortonormal ex(t) é apenas a

listagem das coordenadas de um sinal�! x nessa base, que é o domínio do tempo (MARTINS,

2023)

Uma forma rápida de dar clareza ao conceito é a partir de uma analogia realizada por

Martins (2023) com os vetores bidimensionais do espaçoR2. Seja�! x um vetor bidimensional

qualquer, é possível representá-lo na base ortonormal desse espaço como:

�! x = x1
�! a1 + x2

�! a2: (2.15)

Dado isso, pode-se dizer que para determinar qual a coordenada em um eixo

especí�co, basta realizar o produto interno de�! x com algum dos vetores�! an da base:

h�! an ; �! x i = xn : (2.16)

Além disso, para listar o vetor�! x no domínioR2, basta veri�car as suas coordenadas

x i nos vetores de base�! an : 0

@
x1

x2

1

A = x1

0

@
1

0

1

A + x2

0

@
0

1

1

A : (2.17)

Essas duas veri�cações são, respectivamente, análogas às veri�cações realizadas no

domínio do tempo para centralizar� e listar x(t). Evidenciando a utilização de� como

uma base para descrever o sinalx no tempo.

Vale ressaltar que estas não são as únicas analogias possíveis de se fazer entre sinais

físicosx e a manipulação de vetores�! x de um espaço Euclidiano. Haja vista que, assim

como a base ortonormal se trata apenas de uma das bases em que é possível descrever
�! x , o domínio do tempo é apenas um dos domínios em que se pode representar o sinalx

(LATHI; GREEN, 2017).

2.2.3 Transformadas de Fourier e o domínio da frequência

Introduzida por Joseph Fourier (1768-1830), asTransformadas de Fourierse tratam

de um par de equações que podem ser consideradas como uma das ferramentas matemáticas

mais úteis para engenharia e física (MARTINS, 2023). Primeiramente, será apresentada a

de�nição delas para posteriormente explicar qual o signi�cado matemático das mesmas, e

como isso impacta a análise de sinais elétricos.

Uma forma de de�nir as Transformadas de Fourier para um sinal físicox(t) qualquer,

ondet e f representam tempo e frequência, respectivamente, é:

Transformada Direta de Fourier:X (f ) =
Z + 1

�1
x(t)e� i 2�f t dt: (2.18)
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Transformada Inversa de Fourier:x(t) =
Z + 1

�1
X (f )ei 2�f t df: (2.19)

Para o entendimento do que as equações 2.18 e 2.19 representam, serão apresentadas

as implicações de suas de�nições a partir do que foi levantado durante a veri�cação dex

como um vetor.

Antes de tudo, serão realizadas substituições do índicet da primeira equação (2.18)

por t0, para evitar confusões comt da segunda equação (2.19) durante as manipulações,

levando a:

X (f ) =
Z + 1

�1
x(t0)e� i 2�f t 0 dt0: (2.20)

Substituindo a primeira equação (2.18) na segunda (2.19), obtém-se:

x(t) =
Z + 1

�1
X (f )ei 2�f t df =

Z + 1

�1

� Z + 1

�1
x(t0)e� i 2�f t 0 dt0

�

ei 2�f t df: (2.21)

Simpli�cando os termos com exponenciais:

x(t) =
Z + 1

�1

Z + 1

�1
x(t0)e� i 2�f (t � t0 )dt0df =

Z + 1

�1
x(t0)

� Z + 1

�1
ei 2�f (t � t0 )df

�

dt0: (2.22)

Isolando o termo em colchetes em função det e t0, a equação �nal �ca:

x(t) =
Z + 1

�1
X (f )ei 2�f t df =

Z + 1

�1
x(t0)g(t � t0)dt0, (2.23)

ondeg(t � to) =
Z + 1

�1
ei 2�f (t � t0 )df: (2.24)

Nota-se que a equação 2.23 é similar à equação 2.14, a única diferença é que no

lugar de � (t � t0), a integral é realizada sobreg(t � t0). No trabalho de Martins (2023), é

detalhado que não se trata de coincidência, e que na verdadeg(t � t0) se trata de uma

representação das funções� a partir da soma de in�nitas exponenciais complexasei 2�f t ,

multiplicadas por um peso dee� i 2�f t 0 , que denota onde� está centralizado (t0). Portanto:

Z + 1

�1
e� i 2�f t 0 ei 2�f t df = � (t � to): (2.25)

Dado que o conjunto de funções� formam uma base para a representação de sinais,

e que qualquer� pode ser representadas como a combinação linear de in�nitas exponenciais

ponderadas por um peso �xado, é natural que o conjunto das funções exponenciais também

seja uma base (MARTINS, 2023).

Com o que foi mostrado até o momento, já é possível interpretar algebricamente a

Transformada Inversa de Fourier (equação 2.19). Assumindo que cadaei 2�f t , de�nido pelos

in�nitos valores de f , se trata de um diferente vetor da base das funções exponenciais, o

raciocínio �ca análogo à equação 2.14.
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A equação 2.14 diz que o sinalx se trata da combinação linear de in�nitos� (t � t0)

com as coordenadasx(t), e o seu domínio está indicado pordt, que é o domínio do tempo.

Partindo para a analogia, pode-se dizer que a Transformada Inversa de Fourier (equação

2.19) se trata da combinação linear de in�nitasei 2�f t com coordenadasX (f ), e o seu

domínio é indicado pordf (MARTINS, 2023). Este novo domínio, se trata do domínio da

frequência eX (f ) representa qual é a magnitude e a fase do sinal em uma frequênciaf .

Ou seja, a Transformada Inversa �lista as coordenadas do sinal� no domínio do tempo

a partir das coordenadas do domínio da frequência, e a Transformada Direta �lista as

coordenadas do sinal� no domínio da frequência a partir das coordenadas do domínio do

tempo (MARTINS, 2023).

Um exemplo de resultado da aplicação das Transformadas de Fourier é mostrado

na �gura 11. Nota-se que no grá�co à direita, está sendo representada a magnitude do

sinal em cada frequênciaf . Entretanto, também é possível aferir a fase adicionada a cada

componentef .

Figura 11 � Transformada de Fourier de uma Gaussiana.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Para concluir o raciocínio matemático, vale pontuar que a obtenção deX (f ) na

Transformada Direta de Fourier se trata de uma operação no domínio do tempo, levando

o sinal para a frequência a partir de um �produto interno� de todas as coordenadas dex

com um ei 2�f t para uma frequênciaf 0 qualquer (MARTINS, 2023). Note que a integral da

equação 2.18 é realizada sobredt e que consequentementeei 2�f t é uma função no domínio

do tempo, haja vista quef é uma constante.

É graças a esse par de operações matemáticas descobertas por Fourier que é possível

realizar a análise espectral de sinais elétricos, dado que a partir delas pode-se identi�car

quais frequências estão presentes em um sinal qualquer, que é o equivalente a entender se

a magnitude deX é maior que 0 em uma frequênciaf qualquer (�gura 11).

Seguindo uma idealização das mudanças de domínios que foram apresentadas,
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para determinar uma medida corretiva de uma distorção de forma de onda, bastaria um

engenheiro eletricista �desmontar� o sinal em termos de frequência com a Transformada

de Fourier, e projetar ações para atenuar as frequências indesejadas na rede. Entretanto,

�a vida como ela é� apresenta algumas complicações que nos afastas desse cenário ideali-

zado. Essas complicações serão apresentadas em sequência, focando nas particularidades

apresentadas nos distúrbios inter-harmônicos (TESTAet al., 2007).

2.2.4 Sinais físicos e a Janela Retangular

Uma das complicações encontradas ao realizar a análise espectral de distúrbios

inter-harmôncios, e outros distúrbios de forma de onda, provém de que as análises, em

situações reais, sempre são realizadas utilizando sinais físicos, sinais que iniciam e acabam

em algum momento do tempo. Nesta subseção será detalhada quais as particularidades

das Transformadas de Fourier de um sinal físico. Para isto, será realizado outro resumo do

raciocínio apresentado em Martins (2023), onde é mostrada qual seria a expectativa de

uma análise espectral de uma senóide perfeita, que existe parat ! 1 e t ! �1 , e qual

o resultado real para uma senóide real, ondex(t) = 0 para t < t i e t > t f .

Para iniciar o estudo do espectrograma de uma senóide perfeita, será de�nida uma

x(t) da seguinte forma:

x(t) = sen(2�f 0t) =
ei 2�f 0 t � e� i 2�f 0 t

2i
: (2.26)

A representação por exponenciais vêm da aplicação da Fórmula de Euler:

ei 2�f 0 t = cos(i2�f 0t) + i � sen(i2�f 0t): (2.27)

Aplicando diretamente a Transformada de Fourier, equação 2.18, tem-se que:

X (f ) =
Z + 1

�1
sen(2�f 0t)e� i 2�f t dt =

Z + 1

�1

 
ei 2�f 0 t � e� i 2�f 0 t

2i

!

e� i 2�f t dt; (2.28)

X (f ) =
1
2i

Z + 1

�1
e� i 2� (f 0 � f )tdt �

1
2i

Z + 1

�1
e� i 2� (f 0+ f )tdt: (2.29)

Considerando a equação 2.25, e o fato de as funções� serem funções pares, tem-se

que:

X (f ) =
� (f � f 0) � � (f + f 0)

2i
, (2.30)

ondex(t) = sen(2�f 0t).

A equação 2.30 diz que, uma frequênciaf 0 pura, representada por uma função

seno ideal no domínio do tempo, que nunca inicia e nunca acaba, é representada por duas

funções� centralizadas emf 0 e � f 0 no domínio da frequência (�gura 12). O que converge

com a noção de que, quando no domínio da frequência, a função é decomposta em in�nitos

vetores de basee� i 2�f t para cada frequênciaf .
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Figura 12 � Função seno no domínio da frequência.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Entretanto, como pontuado anteriormente, esse não é o resultado de uma Transfor-

mada de Fourier de uma função seno realsenreal (t). Neste cenário, deve-se considerar que

o sinal inicia a partir de umt i e �naliza em t f . Ou seja, ele é a função seno multiplicada

pela função retangular:

y(t) = senreal r (t) = sen(2�f 0t)rect(t) = x(t)rect(t), (2.31)

onderect(t) = 1 para t1 � t � t f , e rect(t) = 0 caso contrário (�gura 13), cuja Transfor-

mada de Fourier será representada porR(f ).

Figura 13 � Função seno físico.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Uma propriedade interessante para auxiliar no entendimento de como a presença

dessa multiplicação pela função retangular afeta o sinaly no domínio da frequência,Y(f ),

é a equivalência da multiplicação em um domínio em relação ao outro. Segundo ela, se

a(t) e b(t) são dois sinais físicos, que possuem Transformadas de FourierA(f ) e B(f ),
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respectivamente, então:

m(t) = a(t)b(t) ) M (f ) = A(f ) � B (f ); (2.32)

N (f ) = A(f )B (f ) ) n(t) = a(t) � b(t): (2.33)

Ou seja, a multiplicação em um domínio é o equivalente à convolução no outro.

Aplicando essa propriedade na equação 2.31, tem-se que:

Y(f ) = X (f ) � R(f ) =
� (f � f 0) � � (f + f 0)

2i
� R(f ); (2.34)

Y(f ) =
1
2i

2

4 � (f � f 0) � R(f ) � � (f + f 0) � R(f )

3

5 ; (2.35)

ondeR(f ) é a Transformada de Fourier derect(t).

Para auxiliar na interpretação do resultado acima, vale resgatar o que foi visto na

subseção 2.2.2. Durante o entendimento da função� como base no domínio do tempo, foi

mostrado que da convolução de um sinal qualquera(t) com � (t), obtém-se a listagem de

todas as coordenadas dea(t) (equação 2.14):

a(t) =
Z + 1

�1
a(t0)� (t � t0) dt0 = a(t) � � (t): (2.36)

O raciocínio para as convoluções da equação 2.35 é o mesmo, a única diferença

é que a integral é realizada emdf e que no lugar de� (f ), as convoluções são realizadas

com � (f � f 0) e � (f + f 0), que são distribuições� deslocadas da origem. O impacto desse

deslocamento pode ser visualizado com uma simples substituição de variável.

Para o caso da convolução� (f � f 0), assumindop = f � f 0 tem-se que:

� (f � f 0) � R(f ) = � (p) � R(p + f 0) = � (p) � G(p) = G(p), (2.37)

ondeG(p) = R(p + f 0).

Ou seja, as convoluções são o equivalente a reproduzir duasR(f ), uma centralizada

em � f 0 e outra emf 0 (�gura 14).
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Figura 14 � Transformada de Fourier de um seno real.

Fonte: Elaborado pelo autor.

São estas aparições do espectrogramaR(f ), cujas formas serão de�nidas a seguir,

que causam o primeiro problema para a determinação de distúrbios inter-harmônicos em

sinais elétricos, e isto �cará mais claro ao �nal deste capítulo. Por enquanto, o foco será

em entender como é a forma dessas aparições, e o impacto delas quando o sinal em análise

é composto por dois senos de frequências diferentes.

O resultado deR(f ) é conhecido na literatura comofunção de janela retangular, e

dado que a sua demonstração não é o foco do trabalho, mas sim o entendimento do seu

impacto, ele será apenas apresentada abaixo pela equação 2.38 e �gura 15:

R(f ) = T � sinc(�fT ) = T
sen(�fT )

�fT
, (2.38)

ondeT é a largura derect(t).

Figura 15 � Módulo da Janela Retangular contínua.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Analisando detalhadamente a equação junto do grá�co que foi apresentado, nota-se

que:

ˆ No seu centro, a janela retangular possui um valor máximoT (para f ! 0 o valor

da fração na equação 2.38 tende a 1);

ˆ Ela é igual a0 apenas paraf = m
T ondem é um número inteiro e diferente de 0;

ˆ A sua magnitude vai decaindo conformejf j aumenta, e tende a 0 assintoticamente.

O intervalo em quejf j < 1
T é chamado de lóbulo principal, e os demais intervalos em que

R(f ) 6= 0 são chamados de lóbulos laterais (LATHI; GREEN, 2017).

A presença desses lóbulos causam o efeito chamado deespalhamento espectral,

causado pelo lóbulo principal, evazamento, causado pelos lóbulos secundários (LATHI;

GREEN, 2017), haja vista que eles �carregam� a informação da frequência original para

outras frequências. Para ilustrar o seu efeito, basta veri�car o resultado �nal deY(f ) e

como ele se afasta do espectrogramaX (f ) da senóide ideal.

Figura 16 � Transformada de Fourier de um seno real.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Ou seja, ao manipular sinais práticos, que são limitados no tempo, obrigatoriamente

o espectrograma em análise não será limitado em frequência devido à presença da função

de janela que tende a 0 assintoticamente (LATHI; GREEN, 2017), como mostra a parte

(b) da �gura 16. Além disso, existirá sempre um espalhamento espectral e vazamento, dada

a propriedade da convolução, que pode ser visto na parte(c) da �gura 16.

Também é importante ressaltar que, apesar de ser a mais intuitiva, a janela

retangular não é a única função de janela existente. Entretanto, qualquer seja a janela

aplicada para modular um sinal, os efeitos de espalhamento e vazamento serão análogos,
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sendo que em umas pode-se diminuir o vazamento, aumentando o espalhamento, como na

janela deHamming (LATHI; GREEN, 2017).

Com as informações que foram apresentadas até esta parte do trabalho, as Trans-

formadas de Fourier passam a sensação de serem o su�ciente para entender o sinal tanto

no domínio do tempo, quanto no da frequência, de forma que o espalhamento espectral

aparenta ser apenas um efeito e não um possível problema. Entretanto, essa sensação é

falsa, e os impactos do espalhamento espectral são evidentes quando entende-se as particu-

laridades de realizar essas operações na prática. Por enquanto, será assumido apenas que

a sua presença é negativa para uma possível análise espectral de um sinal elétrico, o que

�cará mais claro ao decorrer deste trabalho.

2.2.5 Análise de sinais na prática

Uma característica do processo da análise espectral de sinais na prática, cujo

conhecimento é de suma importância, é o fato de que os cálculos são realizados sobre sinais

digitais, haja vista que eles são realizados utilizando computadores, e estes não possuem

memória o su�ciente para armazenar toda a informação de um sinal contínuo, que possui

in�nitos pontos (MARTINS, 2023). Em outras palavras, quando um engenheiro eletricista

realiza a análise de um sinalx(t), na realidade, os cálculos serão apenas sobre amostras

deste sinal, que será denotada porx[n], onden é um número inteiro (�gura 17), dado o

limite físico para o armazenamento e cálculo dos dados, e o mesmo vale paraX (f ).

Figura 17 � Sinais contínuox(t) e discretox[n].

Fonte: Elaborado pelo autor.

Nota-se que a teoria apresentada até este momento embasa a análise espectral

utilizando o par das Transformadas de Fourier, que são realizadas sobre sinais contínuos. Ou
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seja, o uso dex[n] no lugar dex(t) gera impactos já nas principais ferramentas da análise

espectral, apresentando uma aparente impossibilidade de analisar o sinal completamente.

Assumindo inicialmente quex[n] = x(nTs), para n inteiro e Ts real, no qualTs é

o intervalo entre as amostras dex(t), como na �gura 18. A Transformada de Fourier de

x[n], X d(f ) pode ser simpli�cada por uma somatória, dado que existe informação dex[n]

apenas parat = nTs:

X (f ) =
Z + 1

�1
x(t)e� i 2�f t dt ) X d(f ) =

+ 1X

n= �1
x[n]e� i 2�fnT s : (2.39)

Nota-se que o resultado é diferente da operação realizada para um sinal contínuo. En-

tretanto, mesmo apenas com �pedaços� dex(t), ainda é matematicamente possível resgatar

X (f ), e consequentementex(t), integralmente. O que será apresentado em sequência.

Figura 18 � Amostras dex(t).

Fonte: Elaborado pelo autor.

A concepção dex[n] pode ser realizada a partir de um cenário idealizado, que é

utilizado em diversas literaturas, como em Lathi e Green (2017) e Martins (2023). Neste

cenário, assume-se que cada valor dex[n] é obtido a partir de um conversor A/D ideal, que

realiza a captura exata dex(t) para cadat = nTs, ondeTs é o intervalo de tempo entre as

capturas de cada amostra, denominado deintervalo de amostragem(MARTINS, 2023).

Este conversor A/D ideal normalmente é representado pela funçãoPente de Dirac, também

chamado deTrem de Impulsos, que se trata da soma de in�nitas funções� espaçadas

por um período N qualquer, neste casoTs. E a operação de amostragem é composta pela

multiplicação do sinal de análisex(t) pelo Pente de Dirac- �gura 19 -, que será denotada

por �x(t), e aferição da área �nal de cada� . Ou seja, dadon 2 Z :

x[n] = x(nTs) , x[n] = area[�x(nTs)]; (2.40)
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onde �x(t) = x(t)comb(t) = x(t)
+ 1X

n= �1
� (x � nTs); (2.41)

e comb(t) é a representação doPente de Dirac.

É importante ter clareza quex[n] e �x(t) são elementos totalmente diferentes, como

mostra Martins (2023). O sinal discretox[n] se trata de uma sequência numérica sem

marcação temporal. Ou seja,x[n] pode ser qualquer coisa, caso não se tenha conhecimento

do seu contexto (qual o sinalx(t) que foi amostrado e qual o intervalo de amostragem

Ts utilizado). Já �x(t) representa uma idealização matemática do processo de amostragem

de x(t). Entretanto, apesar de diferentes, Martins (2023) mostra que a Transformada de

Fourier destes dois elementos são iguais.

Figura 19 � Amostragem feita em�x(t).

Fonte: Elaborado pelo autor.

Dada esta igualdade, o entendimento do impacto da utilização dex[n], ou amos-

tragem do sinal, em uma análise espectral real pode ser visualizado ao calcular�X (f ).

Para este cálculo, pode-se utilizar a propriedade da equivalência entre multiplicação e

convolução entre os domínios, apresentadas nas equações 2.32 e 2.33, em�x(t):

�x(t) = x(t)comb(x) , �X (f ) = X (f ) � C(f ): (2.42)

O resultado deC(f ) é outro Pente de Diracmas no domínio da frequência, com

espaçamentos de1
Ts

entre cada� e área 1
Ts

(LATHI; GREEN, 2017). Haja vista que a

convolução se trata de uma operação linear, então:

�X (f ) = X (f ) � C(f ) = X (f ) �

2

4 f s

+ 1X

n= �1
� (f � nf s)

3

5 ; (2.43)

�X (f ) = f s

+ 1X

n= �1
X (f ) � � (f � nf s); (2.44)

ondef s = 1
Ts

.
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