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Resumo

Neste trabalho, realizaremos a modelagem de um sistema pendular com excitacao paramétrica no suporte.
Para encontrarmos a equagao que rege o movimento do mecanismo, faremos um estudo teoérico das equagoes
de Lagrange e aplicaremos o conceito aprendido para o caso em estudo. Depois, a modelagem do sistema sera
feita através do software MSC. Adams/View e os resultados das simulagbes plotados e analisados na forma
de gréficos 6-t e dos diagramas de fase. Por isso, também estard presente um estudo sobre os diagramas de
fase e as possiveis interpretagoes que se pode tirar desses graficos. Por fim, os resultados considerando o caso
amortecido e nao amortecido serao analisados.
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1 Coordenadas Generalizadas

1.1 Definicoes

As equagoes de movimento de um sistema podem ser escritas em termos de diversos tipos de coordenadas,
como, por exemplo, coordenadas cartesianas, cilindricas ou esféricas. Todos os sistemas de coordenadas serao
englobados, aqui, sob o nome de coordenadas generalizadas. Um sistema de coordenadas generalizadas
é aquele em que as posicoes das particulas de um modelo podem ser completamente especificadas por esse
sistema.

Nos problemas em que é necessario usar coordenadas generalizadas, caso nao se saiba como escrever di-
retamente as equagoes de movimento, de Newton, usando essas coordenadas, podem-se escrever as equagoes
de movimento em termos de coordenadas cartesianas e, entao, transformé-las em coordenadas generalizadas
(como, por exemplo, transformar as coordenadas cartesianas x e y em coordenadas polares r e 6, para o
movimento de uma particula no plano). No entanto, seria desejavel e conveniente um método geral pelo
qual se estabelecessem diretamente as equagoes de movimento em termos de um conjunto de coordenadas
generalizadas apropriadas, sem precisar fazer essa transformacao de coordenadas cartesianas para general-
izadas. Além disso, seriam desejaveis também métodos gerais para escrever e, talvez, resolver as equagoes
do movimento em termos de qualquer sistema de coordenadas. Tal método foi formulado por Joseph-Louis
Lagrange e serd o nosso objeto de estudo neste trabalho.

Designam-se, normalmente, as coordenadas generalizadas pela letra ¢ com um indice numérico. Um
conjunto de n coordenadas generalizadas seria, entao, designado por ¢i,¢q2,...,q,. Logo, uma particula
que se mova no plano pode ter o seu movimento especificado pelas coordenadas ¢q; e g2, as quais podem
ser, por exemplo, coordenadas cartesianas x e y ou polares r e . Portanto, um sistema com N particulas
pode ser especificado por 3N coordenadas cartesianas x1,91,21,...,TN, YN, 2N OU por um conjunto de 3N
coordenadas generalizadas q1,¢2,43,q4, - - -, Q3N -

Como as coordenadas generalizadas, assim como as coordenadas cartesianas, devem ter um conjunto
definido de valores para cada configuragao do sistema, podemos concluir que existe uma relacao entre as
coordenadas generalizadas qi, ..., g3n e as coordenadas cartesianas. Portanto, as coordenadas generalizadas
serao funcdo das coordenadas cartesianas. Como as coordenadas cartesianas podem estar em movimento
(para os casos em que é usado sistema de coordenadas em movimento), as coordenadas generalizadas poderao
ser, também, funcao do tempo. Portanto, podemos escrever:

@1 = q1(T1,Y1, 215 %2, Y2, 225 . . 3 TN, YN, 2N 1)
72 = @2(T1, Y1, 21: T2, Y2, 225 . . 3 TN, YN, 2N 1)

(1)
B3N = @3N (T1, Y1, 215 T2, Y2, 225 - - . ;ENL YN, ZN3 T)

Da mesma forma, as coordenadas cartesianas também serdo funcdo das coordenadas generalizadas e,
possivelmente, do tempo:



r1 = xl(q17q27"'7q3N7t)
Y1 :yl(q17q27"'7q3N7t)

v = zn(q1,92,- -, q3N, t)

aso as equacoes sejam conhecidas, pode-se obter x1,vy1,...,2n para determinar as equacoes e
C 1 hecidas, pod bt JYLy ey det 2
vice-versa.!. Como exemplo, as equagoes abaixo relacionam as coordenadas polares r e  de uma particula
no plano com as coordenadas cartesianas x e y:

x=r-cosf r= (22 +y?)/?

3
y=r-sinf ¢ 0 =tan~! (ﬁ) )

x

1.2 Velocidades generalizadas

Quando se descreve um sistema de particulas usando um conjunto de coordenadas generalizadas q1, ..., g3n, a
derivada em relacao ao tempo, ¢, de uma coordenada ¢; qualquer é denominada velocidade generalizada
associada a esta coordenada. As velocidades generalizadas podem ser obtidas derivando-se, em relagdo ao
tempo, as equagoes (1) e (2), de acordo com a regra da diferenciacao de fungoes implicitas. Por exemplo,
derivando as equagoes (2), obtemos:

3N
81?1 83:1
iy = K+
; dq ot
(4)
N 62N . 82’]\[
N = S 4kt ot
oy 9k t

A titulo de ilustragdo, calculemos, usando as relagoes (4), as velocidades nas diregdes = e y em termos
das velocidades generalizadas 7 e 0, usando as equacoes (3) (note que, para esse caso, r = q1 € 6 = g2).

Calculemos primeiramente as derivadas parciais:

I1Ha uma condigdo mateméatica que deve ser satisfeita para que as equagdes (1) sejam resolvidas, resultando nas equagdes
(2), e vice-versa. Caso essa condi¢io nao seja satisfeita, as equagdes (1) ndo definem um conjunto de coordenadas generalizadas.
Porém, em praticamente todos os casos de interesse, ficard evidente, a partir das definigdes geométricas das coordenadas
generalizadas, se elas sao ou nao um conjunto legitimo de coordenadas. Logo, nao serd preciso aplicar o conceito matematico
para o sistema de coordenadas escolhido.



x Ox ) Ox
E—COSH %——r-smﬁ 5_0
(5)
Y % _ . 9 _
(’97°_Sm9 69—7" cos 6 8t_0
Agora, substituindo esses valores nas equagoes (4), temos:
9'62% —i—%@—l—%—rcos@—r@sm@
(6)

3y. 8y9+3y

y:a 89 N = rsinf + rf cos 0

1.3 Energia Cinética

Sabemos que a energia cinética de um sistema de N particulas, em termos de coordenadas cartesianas, é:

N1
ZE (7 + 07+ 2) (7)

Substituindo, na relacao acima, os resultados das equagoes (4), obtém-se a energia cinética em termos
das coordenadas generalizadas:

Relembrando a teoria sobre produto de somatorias:

N
ZPiZP1+P2+"'+Pn

NN (8)

(ZP) (Pr+ P+ - Pn)(P1+P2+---+Pn)=ZZPiPl
il

Portanto,
2 2
(:b-)2 B N ox; . n ox; B % ox; . i 3N 8:101 ox; . ox; 2
i 9T ot | T D aqr ™ | "ot at
k=1 k=1 k=1 (9)
B % % Ox; Ox; 49 N T; ox; n ox;
- B, g 4 9ax ™) ot ot
k=1 1=1 k=1
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Realizando o mesmo procedimento para (¢;)? e (2;)? é facil verificar que a energia cinética, em termos
das coordenadas generalizadas, serd dada por:

mi( &7 + 97 + £)

N

Il
=
| =

<
Il
—_
—~
—
o
=

3N 4 3N
= 2 §Aquwl + kz_:l Bygy. + To,

onde

N
Ox; 0x; ~ Oy; Oy; . 0z 8zi>
A=) mi| ==~ + -+ |,
i Z <5Qk Oq ~ Oqr Oqi ~ Oqi. qu

N
By=>_mi (8qk ot " 0g, 0t " 0qr 01 )

N 2 2 2
- 1|z Oy; 0z
TO_Zileat) +(8t> +(8t> ]

i=l

Os coeficientes Ay, By, Top sao fungoes das coordenadas q1, ..., q3n, € também de ¢, no caso de sistemas
de coordenadas em movimento. Se Ay, for igual a zero, exceto quando k = [, as coordenadas serao ortogonais.
Os coeficientes By, e Tj sdo iguais a zero quando ¢ ndo aparece explicitamente nas equagoes (2), isto é, quando
o sistema de coordenadas generalizadas nao varia com o tempo. Verifica-se que a energia cinética, em geral,
contém trés conjuntos de termos:

T=T+T1+1Ty

onde 75 contém termos quadraticos das velocidades generalizadas, 7T} contém termos lineares e Tj é
independente das velocidades. Os termos 77 e Ty s6 aparecem em sistemas de coordenadas em movimento;
em sistemas de coordenadas fixos, a energia cinética serd quadratica nas velocidades generalizadas.

Por exemplo, em coordenadas polares planas (equagoes (3)), a energia cinética sera

T = %m(:icz +9%) = %m(f2 +1r26%) (11)

a qual pode ser obtida por substituicdo direta das equagoes (6) em (7).

Em vez de determinar-se primeiramente a energia cinética em coordenadas cartesianas e, depois, transforma-
la em termos de coordenadas generalizadas, como no exemplo acima, as vezes é mais eficiente escrever a
energia cinética diretamente em termos das coordenadas generalizadas, a partir do conhecimento de seu
significado geomeétrico, sendo, entao, possivel resolver o problema escolhendo-se apropriadamente as coor-
denadas generalizadas sem escrever explicitamente as equagoes de transformacao (1) e (2). Por exemplo,

11



é facil chegar a equagdo (11) a partir do significado geométrico das coordenadas r e 6, observando-se que
a velocidade linear associada & varigdo de r é 7 e a associada a 6 é rf. Como as dire¢oes das velocidades
associadas a r e  sdo perpendiculares, o quadrado da velocidade total sera?

v? =72+ r26?

Quando os sistemas de mais do que uma particula sdo descritos em termos de coordenadas generalizadas,
em geral é mais seguro escrever primeiramente a energia cinética em coordenadas catesianas e transformé-la
em coordenadas generalizadas. Entretanto, em alguns casos, é possivel escrever a energia cinética diretamente
em coordenadas generalizas. Por exemplo, quando um corpo rigido gira em torno de um eixo, sabe-se que a
energia cinética é igual a %I w?, onde w & a velocidade angular em torno do eixo e I é o momento de inércia
de massa. Se a velocidade linear de cada particula do sistema puder ser escrita diretamente em termos das
coordenadas e velocidades generalizadas, entao escreve-se imediatamente a energia cinética.

1.4 Momento generalizado

A partir da equagao (7) conseguimos verificar que os componentes do momento linear (ou quantidade de
movimento linear) de uma particula i é dado por:

. oT . oT . oT
Piz = MiXq = Piy = MY = 7 Diz = Myiz; = 8_2
1

8_1':1- 0Yi

Ja no caso de uma particula que se move no plano e considerando o sistema de coordenadas polar, as
derivadas de T' em relagao a 7 e 6 (equacdo (11) )sera dada por:

oT

D =mri = — po = mr20 = i (12)

onde p, é o componente do momento linear na diregao de crescimento de r, e pg € 0 momento angular
em relagao & origem.

De fato, nao é dificil demonstrar que, para qualquer coordenada g; que mede um deslocamento linear de
uma particula ou grupo de particulas numa dada direcao, o momento linear da particula ou do grupo de
particulas na diregdo dada serd 97 /Jqk; e que para uma coordenada g qualquer, que mede deslocamento
angular de uma particula ou grupo de particulas em relagao a um eixo, os seus momentos angulares em relagao
ao eixo serdo 971'/Jqy. Isto sugere a definicdo do momento generalizado pj associado & coordenada g por

o
pk_adk

?Deve-se tomar cuidado ao aplicar este método, caso as velocidades associadas as variagoes das coordenadas nao sejam
perpendiculares

12



Se ¢ é uma distancia, py é o momento linear correspondente. Se ¢ for um angulo, py serd o momento
angular correspondente. Em outros casos, py terd outro significado fisico. De acordo com a equagao (10), o
momento generalizado py seréd

3N

Dr = ZAkldl + By
=1

1.5 Forga generalizada

Para definir agora uma for¢a generalizada, serd conveniente definir antes as for¢as em termos do trabalho por
elas realizadas quando as particulas se movem. Imagine um sistema de particulas nas posicoes especificadas

pelas coordenadas x1,y1,21,...,2n € sob a agao das forcas Figz, Fiy, Fiz,...,Fn.. Se cada particula do
sistema fosse deslocada para uma posi¢ao nas vizinhancas, as novas posicoes seriam especificadas pelas
coordenadas z1 + dx1,y1 + oy1,21 + 021, ..., 22 + dzn, e o trabalho realizado seria

N

i=1

Conhecendo-se as forcas, pode-se calcular 6W para um conjunto qualquer de pequenos deslocamentos,
0x;, 6y;, 0z;. Reciprocamente, conhecendo-se, experimentalmente ou teoricamente, o trabalho 6W para um
conjunto de deslocamentos dz;,dy;,0z; qualquer, entdo com o auxilio da equagdo (13) determinam-se as
forcas. E para obter as forgas serd preciso escrever a equagao (13) para 3N deslocamentos independentes.
O conjunto de acréscimos dx;, dy;, 0z; deve representar quaisquer possiveis deslocamentos pequenos, chama-
dos deslocamentos virtuais do sistema, porque nao representam necessariamente um movimento real do
sistema. Os acréscimos dz;, dy;, 6z; podem ser representados em termos de coordenadas generelizadas como
se segue:

S
§; = 5% Sai
i1 99k
3N
Sus
5 = Y 50 (14)
im1 0k
3N 5z
0z; = 3 0qx
i 04k
onde dq1,...,0q3n sao as diferencas entre as coordenadas generalizadas, associadas a cada um dos dois

conjuntos de posicoes das particulas. No caso de sistemas de coordenadas em movimento, considera-se o
tempo como fixo; isto é, expressam-se as variagoes da posi¢ao em termos do sistema de coordenadas em um
determinado tempo ¢. Substituindo-se as equagoes (14) na equagao (13) e arrumando os termos, tem-se:

13



3N
oW = Z Qroqr (15)

i=1

onde N
dx; Sy 521')
= Fop— +F,,— + F,,— 16
o ;< oqr " oa Sqn 18)
O coeficiente @ depende das forcas exercidas sobre as particulas, das coordenadas dqi,...,0q3n e,

possivelmente, também do tempo ¢. Em vista da similaridade na forma das equagdes (13) e (15), sera
natural chamar a quantidade @Q; de forga generalizada associada & coordenada g¢i. Define-se a forca
generalizada @y diretamente, sem referéncia ao sistema de coordenadas cartesianas, como o coeficiente que

determina o trabalho realizado num deslocamento virtual em que somente g varia:

5W;€ = Qkéqk (17)

onde Wy, é o trabalho realizado quando o sistema se move, de maneira que g aumenta de dq; e todas as
outras coordenadas permanecem constantes. Observe que o trabalho na equacao (13) e, portanto, também

na equacao (17) deve ser calculado a partir dos valores das forgas para as posigoes 1, ..., 2N, OU q1, - - -, 3N
isto é, nao se deve levar em conta nenhuma variacao das forcas durante um deslocamento virtual. Se as
forgas Fi,, ..., Fin. forem conservativas, ou seja, derivarem de uma energia potencial V(z1,...,2y):
ov oV oV
F :—7 :—’ :—, k:].,...,N-
kx 8Ik ky 8yk kz 8Zk
entao
N rov oV oV
oW = -0V =— —o0x; + — 0y + =0z
; (83:1 ! 8yz yi 821 !
Escrevendo-se V' em termos de coordenadas generalizadas, entao
3N
oV
oW = -0V =— 8_6%
i1 Yk
Comparando essa equagdo com a equacgao (15), verfica-se que
ov
Qp=—— 18
qx. (18)

que mostra que também nesse sentido a defini¢do de Q;, como forca generalizada é natural. A equacdo
(18) também pode ser verificada através do célculo direto de OV/dqy:
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VLIV dx; OV Dy AV (’9zi> ( Oz, Ay (’9zi>
o= + + =Y (Fast + Fiynt + Frapt | = —
Oqr ; (333i Oqr  0y; Oqr,  0z; Oqy ; Oq Y Oqp Oqp Qr

Como exemplo, podemos calcular as forcas generalizadas associadas com as coordenadas r e 6 para uma
particula submetida & acao da forca

F = F,i + Fyj = F# + Fyf

Usando-se a defini¢ao (16), com o auxilio das equagoes (5), tem-se:

Q= Fm? —i—Fy% = Fycosf + F,sinf = F,
r r
(19)
Qy = Fm% —i—Fy% = —rF;sinf 4+ rk,cosf =rky

Verifica-se que @, € o componente da forca na dire¢ao r e Qg € o torque exercido no sentido de crescimento
de 6.

Usualmente é mais rapido usar a defini¢do (17), pois permite contornar totalmente as coordenadas carte-
sianas. Considerando-se um pequeno deslocamento em que r varia para r + dr e 6 permanecendo constante,
o trabalho sera

oW = F,.or

A partir desta relacdo, a primeira das equagoes (19) pode ser obtida. Considerando-se um deslocamento
em que 7 é constante e f aumenta de §0, o trabalho sera

SW = (Fyr)s0

A partir desta relagdo, a segunda das equagoes (19) pode ser obtida.

Em geral, se g for uma coordenada que mede a distincia em que uma parte do sistema mecénico se
deslocou em determinada diregao, e se Fj, for o componente, nesta direcao, da forca total que atua sobre esta
parte do sistema, entdo o trabalho realizado quando ¢; aumenta de dqx, com todas as outras coordenadas
permanecendo constantes, sera

oWy = Frdqy,

Comparando-se esse resultado com a equagao (17), obtem-se
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Qr = Iy,

Neste caso, a forca generalizada Qi ¢ exatamente a forga comum Fj. Se g medir a rotacao angular de
uma parte do sistema em torno de um eixo arbitrario e se Ny for o torque total em relacao a este eixo, que
atua nesta parte do sistema, entdo o trabalho realizado quando ¢ sofre um acréscimo de dq; sera

oW = Nkéqk

Comparando-se este resultado com a equagao (17), obtem-se

Qr = Ni

A forga generalizada Q) associada & coordenada angular g é o torque.

2 Equacgoes de Lagrange

Levando-se em consideracdo o que foi feito até agora (generalizacao de coordenadas, momentos, forcas
etc), podemos chegar & seguinte questao: sera que conseguimos achar uma generalizagdo para a equagdo de
movimento de um sistema? Ou seja, serd que, dado um sistema, conseguimos achar as equacoes de movimento
para qualquer tipo de coordenada adotada utilizando somente um método genérico? Para responder essa
pergunta, vamos ao seguinte procedimento:

A analogia que conduziu & definicdo de momento generalizado e for¢a generalizada faz pensar que as
equagoes do movimento generalizadas podem ser obtidas igualando-se a taxa de variacao com o tempo de
cada momento pg & forca () correspondente, ou seja:

dpk

T

Para verificar esta suposicao, calcula-se a taxa de variagao com o tempo de py:

dox _ d (0T
dt  dt \ 9q

Para prosseguir, comeca-se com as equagoes do movimento, de Newton, em coordenadas cartesianas:

mi; = F;
miji = Fy,  [i=1,...,N] (20)
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Nesse caso, expressa-se T' em coordenadas cartesianas (equagado (7)). Derivando T' com relagao a coorde-
nada generalizada ¢y, temos

: o+ A 21
3% ;ml < " Din 3% 704 (1)
onde &1,91,...,4n sdo dados em fungao de ¢1,...,¢3n; G1,-..,4sn, € t de acordo com a equagdo (4).

Tomando-se as derivadas das equagao (4), tem-se:

6:1'01- - 6:51-
Odr  Oqi’
9y Oy
Vi i i=1,...,Nik=1,...,3N] (22)
g Oqx
875@ - 821-
Odr  Oqr
Como g”“ e 88? sao fungoes apenas de q1,...,q3n e t, substituindo-se as equagoes (22) na equagao (21)
e derlvando novamente em relagao a t, tem-se:
dpk ox; y; L0z al . d Ox; . d Oy; o d 0z
0 [ 7 Zi 0 177, 11, n 23
Zm <“’ LT P +Z;m Tt og T Vidtog T dt dgn (23)

De acordo com as equagoes do movimento, de Newton (20), e da defini¢ao (16), o primeiro termo da
equagao (23) torna-se

As derivadas que aparecem no ultimo termo da equacdo (23) sdo calculadas da seguinte maneira:

dov N O, O 0 (SO, o) Ok
dt dgr = dqndaqi W Dot~ g — g N5t ) T ogn

onde se usa a equacao (4). Expressoes similares podem ser obtidas para y e z. Logo, a tltima soma na
equacao (23) torna-se

0w . ddy . d 521-) S ( i . O azi> O N1 oo o OT
mg | T~ +Yi—; +zim— | = mi | tj— +Ui=— +2i— | = — (242 +52) = —
.Z ( dt Oqy, Y dt Oqy, dt Oqy, ; Aqk 4 Aqk Aqk g Z 2 ( Y ) dan



Entao, finalmente, tem-se

— =Qk+t o — (24)

Portanto, o que se imaginou inicialmente ndo estava correto, pois é preciso somar o termo 97 /dqy, a forga
generalizada Qi para obter a taxa de variacao com o tempo do momento generalizado, px. Porém, mesmo
que nao seja o que pensamos inicialmente, conseguimos chegar & uma equagao de movimento generalizada.

Como exemplo de que a equacao esta correta, pegaremos o caso de movimento de uma particula em
coordenadas polares. Nesse caso, considerando a energia cinética dada pela equacdo (11), temos que

or o
e mro
or

50 = 0

e usando-se as Eqgs (12) e (19), a equagao de movimento (24) para g = r torna-se:
mr = F, + mré?
mrd + 2mif = Fy

Comparando essas equagoes com o resultado direto da aplicacao das leis de movimento de Newton, vemos
que sao as mesmas equagoes, e mais: com muito mais facilidade, conseguimos chegar a equacao de movimento

na direcao do raio e de @ para um sistema de coordenadas polares, sem que haja a necessidadae de derivar
versores.

As equacOes (24) sao usualmente escritas na forma

d (0T oT
it (i)~ = 29)

e sdo as Equagoes de Lagrange. Ou seja, as equagoes de Lagrange sao as equagoes de movimento de
Newton, s6 que para um caso geral. Portanto, temos as equagoes de movimento para qualquer sistema de
coordenadas que vocé quiser adotar para resolver o problema!

No caso em que exista uma energia potencial, de modo que as forcas @ sao derivadas de funcoes energia
potencial (equagao(18)), pode-se introduzir a fungao lagrangiana,

L(Qla---7Q3N§Qla---;QSN§t):T_V

onde T depende de q1,...,q3n5 € q1,-.-,dsn, mas V s6 depende de q1, ..., g3y (e possivelmente de t), de
forma que
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aoL_aor
dt Oqy, Cdt gy’

oL oTr o9V oT

oL _o92 9V _ 9,
Oq,.  Oqr  Oqr  Oq @

Assim, as equagoes (25), neste caso, podem ser escritas na forma compacta

d (0L OL
dt (8%) oq 0, ’ 3

Em muitos casos, as equacoes de movimento podem ser escritas na forma compacta acima.

Concluindo, como as equagoes de Lagrange foram obtidas a partir das equagoes do movimento, de Newton,
nao representam propriamente uma nova teoria da Fisica, mas, simplesmente, uma maneira diferente, mas
equivalente, de expressar essas mesmas leis.

3 Sistemas sujeitos a vinculos

Vinculo € uma restrigao na liberdade do movimento de um sistema de particulas sob uma condig¢ao que deve
ser satisfeita por suas coordenadas, ou por variagoes permitidas em suas coordenadas. Para corpos rigidos,
os vinculos exigem que as distancias relativas entre todos os pares de particulas permanecam constantes. Ja

no caso de um sistema pendular, o vinculo (corda) exige que a particula siga uma tragetoria circular, de raio
igual ao comprimento da corda, [, como ilustra a Fig. 1.

SIS SL ol TS

l_._.....——.-«—_——.—-

g

Figura 1: Sistema Pendular
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Os vinculos que podem ser expressados na forma de uma equacao que relaciona as coordenadas chamam-
se holonomos. Um exemplo é o caso de um cilindro rolando (Fig. 2) em um plano inclinado sem deslizar.
O sistema é especificado pelas coordenadas s e # medindo, respectivamente, o tanto que o cilindro andou
para frente e o tanto que ele rotacionou. Porém, para determinar sua posi¢ao sabendo que ele nao desliza,
podemos associar a coordenada s a € pela seguinte equacao:

Figura 2: Cilindro rolando para baixo num plano inclinado

As =1r0

Ja no caso do cilindro rolar com deslizamento, nao poderiamos relacionar as coordenadas. Nesse caso, o
vinculo nao seria holéonomo. Os vinculos holénomos sao bastante comuns na pratica e serao eles o material
de estudo daqui em diante.

O nimero de maneiras independentes com que um sistema mecénico é capaz de mover-se sem violar os
vinculos existentes chama-se nimero de graus de liberdade do sistema. Para um sistema holonémico, o
numero de graus de liberdade serd igual ao nimero minimo de coordenadas necessarias para especificar a
configuracao do sistema. Por exemplo, uma particula movendo-se no espago tem trés graus de liberdade
(coordenadas x, y e z), mas se estiver vinculada para se mover ao longo de uma curva, terd somente um
(coordenada s que mede a distancia da particula a origem da curva). Um sistema de N particulas livres
tem 3N graus de liberdade (trés para cada particula). Um corpo rigido tem seis graus de liberdade (trés de
translacao e trés de rotagao) e um corpo rigido que gira em torno de um eixo tem um tnico grau de liberdade

).

Para um sistema holonémico de N particulas submetidas a ¢ vinculos independentes, os vinculos podem
ser expressos por meio de equagoes que relacionam as 3N coordenadas cartesianas (e possivelmente o tempo,
no caso de os vinculos variarem com este), na forma
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hl(xluyla"'azN;ﬁ) =aj

hQ(IIaylv e aZN7t) = a2
(26)

hc(xlvylv e 7ZN7t) = Q¢
onde hq,...,h. sao fungoes especificadas. Como essas equagodes sao independentes, é possivel resolveé-
las para ¢ coordenadas cartesianas em termos das outras 3N — ¢ coordenadas e das constantes ai,...,a.

(e, possivelmente, do tempo). Desse modo, s6 é preciso especificar 3N — ¢ coordenadas cartesianas para
especificar completamente a configuracdo do sistema; as demais podendo ser determinadas por meio das
equagoes (26). Portanto, o nimero de graus de liberdade do sistema é

f=3N—c.

E possivel considerar como coordenadas generalizadas essas 3N — ¢ coordenadas cartesianas e as ¢ con-
stantes aq,...,a.. Assim, ¢ coordenadas generalizadas sdo trivializadas, no sentido de que sao mantidas
constantes pelos vinculos ao longo de todo o movimento. Também é possivel definir as 3IN — ¢ coordenadas
generalizadas nao-triviais q1, . .., ¢y de qualquer maneira conveniente. De maneira geral, temos entao

@ =q(r,y1, ..., 2n851)
2 = q@(r1,91, ..., 2N3 1)

qr :qf(xluyla"'azN;t)
qr+1 = hi(xr, 01, .. 285t) = a4y

df4c = hC(‘Ilvylv" 7ZN7t) = Q¢

Essas equacoes definem um conjunto de 3N coordenadas ¢i,...,q¢;a1,...,ac, e sdo andlogas as equacoes

(1).

Para exemplificar, consideremos um corpo simples formado por duas particulas ligadas por uma haste
rigida sem massa de comprimento /. Essas duas particulas estao, portanto, sob acao de um vinculo que faz
com que elas permanecam sempre separadas por uma distancia [. Em coordenadas cartesianas, o vinculo
sera

(2 —21)% = (g2 —1)® — (22 — 21)?]2 =1

Essa ¢ a equacao (26) nesse caso especifico. Ha apenas uma equagdo porque, nesse problema simples,
apenas um vinculo estd presente. Para esse sistema, podemos escolher, por exemplo, as trés coordenadas
cartesianas x, y e z de uma das particulas e coordenadas esfericas r, € e ¢ para localizar a outra particula
em relacao a ela. O vinculo, entdo, assume a forma simples

21



r=I,

o que trivializa a coordenada radial. Logo, restam apenas cinco coordenadas, z, y, z, 6 e ¢ para determi-
nar, e elas especificam completamente a configuracao do sistema, ja que sabemos de antemao que a distancia
entre as duas particulas é sempre [. Claramente, tal sistema holonémico tem cinco graus de liberdade.

Considere Q1,...,Qf,Qf+1,-..,Q sy como forcas generalizadas, correspondentes as coordenadas qi, . . ., qy;
ai,...,ac. Assim, ha um conjunto de equagdes de Lagrange para coordenadas com vinculos e outras para
as coordenadas sem vinculos:

dor oT

_9 k=1,. 2
dt an aqk Qk7 ) 7f ( 7)
d or oT
s, 9o, JTheed et [ )

A importancia desta separacao em dois grupos de equagoes esta no fato de as forcas de vinculo poderem ser
escolhidas de forma que nao realizem trabalho, a nao ser que os vinculos sejam violados. Se isto for verdade,
entdo, de acordo com a defini¢do (17) de forga generalizada, as forcas de vinculo nao contribuem para a forga
generalizada @, associada a uma coordenada sem vinculo g;. Como os valores das coordenadas de vinculo
ai,...,a. sdo mantidas constantes, resolvem-se as equagdes (27) para o movimento do sistema em termos
das coordenadas g1, ...,qy, tratando ay,...,a. como constantes conhecidas, sem, no entanto, conhecer as
forcas de vinculo. E uma grande vantagem, porque as forcas de vinculo dependem do movimento do sistema
e nao poderao, em geral, ser determinadas até que o movimento o tenha sido. Tudo que, em geral, se sabe
sobre as forgas de vinculos é que elas tém valores, quaisquer que sejam, necessarios para manter os vinculos.
Ap6s obter a solugdo das equagdes (27) e determinar ¢1(¢), .. ., gr(t), pode-se, entdo, caso se deseje, substituir
essas fungoes nas equagdes (28) e calcular as forcas de vinculo. Este aspecto pode ter consideravel interesse
para os engenheiros que querem verificar se os vinculos sao suficientemente fortes para resistir a essas forgas.
As equagoes de Lagrange reduzem o problema de determinacdo do movimento de um sistema holénomo
qualquer, com f graus de liberdade, a um outro de resolucao de f equacoes diferenciais de segunda ordem
(27). Quando se fala de coordenadas generalizadas, as coordenadas de vinculo aq, ..., a. podem ou nao ser
incluidas, de acordo com a conveniéncia.

Se as forgas )1, ..., Qs forem obtidas a partir de uma funcao energia potencial, entdo é possivel definir
uma funcdo lagrangiana L(q1,...,qs:d1,--.,¢r) que pode, em alguns casos, depender de ¢, e que também
pode depender das constantes ai,...,a.. Entdo, as primeiras f equagdes de Lagrange (27) poderao ser

escritas na seguinte formas:

d OL 0L

Um outro modo de analisar um sistema através das equagoes de Lagrange, que é usado na pratica sera
descrito a seguir.

Considere um sistema sujeito tanto a forcas consevativas, Q% (p de potencial) como a nao conservativas,
Q. Escrevemos, entao, as equagoes de Lagrange da seguinte forma:
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d (0T oT )
i (7) -7 - .

Como @ é uma forca conservativa, ela deriva de uma energia potencial, ou seja

Q= “on (31)

Sabemos que

4(30) -

pois V nao varia com a velocidade ¢;. Portanto, podemos subtrair (32) no lado esquerdo da equagao (30)
que nao alterara o resultado. Além disso, substituindo (31) em (30), temos:

d(OTN d(ovy or_, v daT-v) aT-v)_,
dt \ Oq dt \ Oq Aqy Tk Oqx dt  Oqy Oqx Tk
Desta forma, temos o seguinte resultado:
d oL 0L
dtogn  Oqn Qk (33)

Lembre-se que, nesse caso, as forcas conservativas ja estao presentes dentro da férmula de L, portanto
Q@ refere-se somente as forgas nao conservativas.

3.1 Exemplo de Sistema Sujeito a Vinculos

Como exemplo de um sistema sujeito a vinculo, peguemos o caso de um péndulo, como ilustrado na Fig. 1.
Sabemos que a energia cinética em coordenadas cartesianas é dada por

1
T = 5m(a':z +7?)

Utilizando o sistema de coordenadas com origem localizada na unido da corda com a parede, como ilustra
a figura, temos:

x =1[sinf @ =lcos0f 2 = 12 cos? 062

y=1lcosf g =—Ilsinbh y? = 1%sin? 06>
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. 1 .
P =00 = T=omi?

Portanto, conseguimos achar o valor de T" em coordenadas polares. Estamos utilizando coordenadas
polares porque o vinculo (corda) faz com que uma das coordenadas, r = [, permanega constante nessa
direc¢ao, podendo ser considerada como coordenada de vinculo. Com isso, podemos utilizar a equagdo (27),
onde haverd somente uma coordenada generalizada g = 6.

doT aT

diog o8 Y

Para calcular Qg, basta calcular o trabalho na direcao de 6, ou seja,

0Wy = —Plsin 060 = —mgl sin 056

Portanto, por comparagao com a equagao (17), sabemos que

Qo = —mglsind
Com isso,

dor aT

a8 o0 Qo = ml=6 mgl sin 6 = 0 ] sin 0

Ou seja, encontramos a equacao do movimento na direcao de 6. Note que nao houve a necessidade de
considerar a forca na direcao radial, 7, porque ela nao realiza trabalho, a menos que o vinculo seja violado.

Existe uma forma ainda mais simples de calcular a equacao de movimento do sistema. Note que o peso
P ¢é a tunica forga que realiza trabalho no sistema (a tragao T é sempre perpendicular ao movimento) e mais:
P & uma forga conservativa. Portanto, podemos utilizar a funcdo lagrangiana L =T — V. Assim, a equacao
(29) fica:

doL L

diog 09 "

Considerando a linha de referéncia como indicada na Fig. 1, temos que

V = —mglcos

O que implica que
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1 .
L=T-V= §ml292+mglcos6‘

Portanto,

————=0 = mi?0 + mglsing = 0 = éz—%sin@

Que é o mesmo resultado encontrado anteriormente.

Para encontrarmos a forga de vinculo 7, basta utilizar a equagao (28), como foi comentado. Nesse caso,
a equagao ficaria

doT aT

doi o

Como temos a parcela 97/0l na equagdo acima, devemos considerar, desde o comego da anélise que [
pode variar (note que, para o caso anterior, consideramos que [ era fixo, porque era uma das coordenadas
de vinculo). Nesse caso

x =1[sinf i =1lcos0f + isinf

y =lcosf § = —Isinff + [ cosf

Continuando os céalculos como feito anteriormente é facil verificar que
Lo 9
T = Em(l +176%)
Além disso, também sabemos que o trabalho virtual na dire¢do de [ é dado por

oW, = =74l + mg cos 061

Portanto,
Qi =mgcosh — 1
Entao
dor or . .
aﬁ—E:Ql = —mlh? = mgcosf — = 7 = m(gcos b + 16%)
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4 Plano de Fase

Muito poucas equagoes diferenciais ordinérias possuem solucao explicitas expressa em termos finitos, pois o
repertorio de equacoes padroes em que as solugoes podem ser expressas (polynormiais, exponenciais, senoidais,
e assim por diante) é muito limitado para acomodar a ampla variedade de equagoes diferenciais encontradas
na pratica. Além disso, quando conseguimos encontrar a solugdo, muitas vezes é complicado fazer alguma
interpretacao fisica com ela. Portanto, tornase interessante fazer uma analise qualitativa da equacgao para
que, assim, possamos deduzir algumas caracteristicas importantes sem, no entanto, resolvé-la. Nesse capitulo,
introduzimos uma maneira geométrica, chamada de plano de fase, de obter caracteristicas como equilibrio,
periodicidade, crescimento ilimitado, estabilidade etc, de uma equagao diferencial.

4.1 Diagrama de fase para a equagao do péndulo

O péndulo cléssico constitui uma boa maneira para que possamos analisar, através do plano de fase, algumas
das principais caracteristicas da solu¢ao de uma equacao diferencial particular.

Considere o sistema pendular da Fig. 3. Com uma andlise rapida, através das equagoes de Lagrange,
conseguimos chegar & equagao de movimento do problema, como descrito abaixo:

Figura 3: Péndulo Simples

Sabemos que T = %mazzi:z (atengao para o fato de 6 e [ serem, neste caso, respectivamente igual a x e a).
Além disso, é facil ver que V = mg(acosz). Como o sistema é conservativo, podemos utilizar a lagrangiana
L =T — V para resolver o problema. Portanto, basta aplicar a equagao de Lagrange a seguir para chegar

na equagao de movimento para o péndulo

d [(OL oL .. 2 .
E(%)_[)_x_o = T+ w sine =0 (34)

onde w? = g/a.
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Podemos converter a equacao (34) em outra que relaciona x com & através do seguinte procedimento:

Multiplicando a equac¢ao de movimento acima por m, temos que

dv

m— = —mw’sinz
dt

mi = —mw?sinx =

onde v = . Multiplicando ambos os lados da equagao por v, temos

d
mv = “mw?vsing (35)

dt

Agora note que

d (1 o2\l doo 1 d sdv o dv
dt (2”” ) =3mg V) = gmg g =y (36)

Substituindo a equagao anterior na equagao (35), temos

d (1
pn <§mvz) = —mw?vsinz (37)
Note novamente que
(~cos) = vs
—(—cosz) = ——coszx— =wvsinx
dt dx dt

Substituindo a expressdo anterior na equagao (37), temos

1 1
% <§mv2> = —mwQ%(— cos ) = % <§mv2 — mw? cosaz) =0

Com isso, chegamos na seguinte expressao

1
—mv? —mw?cosx = F

2

E interessante ressaltar que esta é a equacao de conservacdao de energia, uma vez, se a multiplicarmos

por a?, chegamos na equacdo na forma
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Ema2v2 —mgacost = Fye. = Energia cinética de P + Energia potencial de P = E,,,..

Simplificando a equagao anterior, chegamos na relagao pretendida:

1
5:1'02 —w?cosz =C

onde C' é uma constante arbitraria. Isolando &, temos

i=4+V2 (C + w? cos x)1/2 (38)

Essa é a equagcao diferencial de primeira ordem para z(t). E com esta equagdo que iremos trabalhar para
revelar as principais caracteristicas do sistema analisado. Para tanto, tomemos uma nova variavel y definida
por

Com isso, a equagao (38) se torna

y = +V2(C + w? cos ) /2 (39)

O plano composto pela abscissa e a ordenada y é chamado de plano de fase. Plotando o gréfico de y
contra x usando diferentes valores de C' obtemos o chamado diagrama de fase, ilustrado na Fig. 4. Cada
uma das curvas presentes no diagrama sao chamadas de caminhos de fase. Varios tipos de caminhos de
fase podem ser identificados em termos de C. Nos caminhos que passam por (—m,0) e (m,0), C = w?. Nos
caminhos contidos no interior destes altimos, w? > C' > —w?. J4 nos caminhos do lado de fora, C' > w?. A
equagao (39) implica uma periodicidade de 27 em x, como mostrado na Fig. 4.
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N el

Figura 4: Diagrama de fase para o pendulo simples

Um par de valores (z,y), ou (z,4), respresentado por um ponto no grafico é chamado de estado do
sistema, que é a representacao do sistema em um dado momento, ou seja, a posicao e a velocidade deste
em um instante especifico. Nota-se também que um estado (x, %) representa uma condigao inicial para a
equagao diferencial (34). Portanto, um dado estado determina todas as posigoes subsequentes do sistema,
que sao obtidas seguindo-se o caminho de fase que passe pelo ponto P:(z,y), onde (z,y) é o estado inicial.

As setas na Fig. 4 indicam a dire¢do que devemos seguir no camino de fase conforme o tempo passa. Isso
é determinado notando-se que, se y > 0, ou seja, & > 0, entao o valor de z deve aumentar com o tempo. Por
isso que as direcoes das setas apontam sempre da esquerda para direita na metade superior do plano e da
direita para a esquerda na metade inferior.

Apesar do tempo nao aparecer explicitamente no plano de fase, podemos deduzir vérias caracteristicas de
movimento do péndulo. O mais 6bvio é onde o péndulo permanece em repouso, quando x = 0 e & = 0, que
é a origem da Fig. 4. A correspondente fun¢ido do tempo z(t) = 0 é uma solu¢do constante perfeitamente
legitima da equagao (34). Nesse caso, plano de fase corresponde a um simples ponto.

Se em vez de um fio tivéssemos um corpo preso ao suporte por uma haste leve, terfamos uma segunda
posicao de equilibrio, onde o péndulo estd balanceado na vertical. Esse é o caso em que z = 7w, £ = 0, que
consiste em uma outra solugdo constante do problema, representada pelo ponto A no diagrama de fase. A
mesma, situagao fisica é representada pelo ponto B, onde x = —m e & = 0. De fato, o estado z = n7w, £ = 0,
onde n é um inteiro, corresponde fisicamente a um desses dois pontos de equilibrio descritos. Na verdade,
descrevemos somente uma parte do diagrama de fase, em que o padrao repete-se periodicamente. Nao h4,
neste caso, uma relacao de um pra um entre o estado fisico do péndulo e os pontos no diagrama de fase:
varios pontos podem representar o mesmo estado fisico.

Uma vez que os pontos O, A, B representam estados de equilibrio fisico do problema, eles sao chamados
de pontos de equilibrio no diagrama de fase.

Agora consideremos os caminhos circulares proximos a origem na Fig. 4. Eles indicam movimentos
periddicos, em que o péndulo balanga para frente e para traz. A amplitude de oscilagdo é o méximo valor
de x encontrado na curva.
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As linhas em forma de onda mais em cima e mais abaixo da Fig. 4, em que & possui um sinal constante e
x aumenta ou decresce continuamente, corresponde a movimentos rotacionais do péndulo, em que ele gira
constinuamente em volta do ponto O da Fig. (34). As flutuagoes em & sao devidas a influéncia gravitacional,
e os caminhos de fase em que & é muito grande sao praticamente linhas retas paralelas ao eixo z, em que as
flutuacoes sao quase imperceptiveis.

Podemos discutir, também, a estabilidade dos dois pontos tipicos de equilibrio, O e A. Se o estado inicial
corresponde a um deslocamento proximo do ponto O, o caminho de fase serd algum daqueles proximos a
origem da Fig. 4. Portanto, o péndulo oscila com pequenas amplitudes em volta de O. Nesse caso, chamamos
o ponto de equilibrio O de estavel. Se o estado inicial corresponde a um deslocamento proximo do ponto A
(posigao de equilibrio vertical da haste), o caminho de fase representara uma situagdo em que o péndulo sera
carregado para longe de seu ponto de equilibrio caso sofra alguma pequena variacao de posicao, podendo
cair tanto em um movimento periédico de grande amplitude quanto em um movimento rotacional. Nesse
caso, o ponto de equlibrio é chamado de instavel.

4.2 Sistemas Conservativos

Considere o conjunto de equagoes da forma

i=f(x) (40)

Substitua & por uma nova variavel y, como feito anteriormente. Nesse caso, temos

Quando f(z) é nao-linear, a analise da solugdo da equacao (40) pode ser feita com a ajuda de um sistema
mecanico cuja equacao é da mesma forma desta. Por isso, considere o sistema da Fig. 5, onde uma particula
P, de massa unitaria, pode se mover ao longo do eixo Ox impulsionada por uma for¢a f(x), que depende
somente do deslocamento ao longo da coordenada x e é positiva quando age na direcao positiva de . Com
isso, a equacdo de movimento de P toma a forma da Eq, (40). As vezes, por intuicdo fisica, conseguimos
prever qual é o comportamento mais provavel da particula para uma funcao forca especifica. Por exemplo,
suponha que

i=f(z) =1+ 22
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Figura 5: Particula unitaria com a agdo da for¢a f(x)

Nesse caso, f(x) > 0 sempre. Isso implica que f age da esquerda para direita na Fig. 5. Nao ha ponto de
equilibrio no sistema e, com isso, podemos esperar que, independente da posigao inicial, P seré transportado
para longe até o infinito e nao havera comportamento oscilatério.

A seguir, suponha que

flx) = =), A>0

onde \ é uma constante. A equagdo de movimento é

T =—\x

Essa é a forca em uma particula unitaria exercida por uma mola linear de rigidez A\, pegando a origem
no ponto onde a mola tem seu comprimento natural [ (Fig. 6). Nos sabemos por experiéncia que tal mola
causa oscilagdo. A causa da oscilagdo é que f(z) é uma for¢a restauradora, significando que sua dire¢éo é
sempre tal que tente levar P em direcao a origem.

Figura 6: Particula unitaria P vinculada a uma mola de comprimento natural [ = AO. O deslocamento de
P em relacdo a O é x

Agora considere uma mola tendo uma relagdo nao-linear entre a sua tensao e extensao:

tension = — f(x)

onde f(z) tem a propriedade restauradora, ou seja
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f(z) >0 para x <0
f(0)=0 (41)
) <0 para x >0

~
8

No6s deveriamos esperar comportamento oscilatorio também para esse caso. A equagao

é desse tipo, e o plano de fase é mostrado no diagrama de baixo da Fig. 7 (o grafico de cima sera explica
mais adiante). Porém, a figura nos diz muito mais do que isso: a oscilagdo nao consiste somente de um
movimento de vai-e-vem, mas é estritamente regular e periddico. Como proximo passo, faremos uma anélise
mais detalhada do resultado obtido.

Figura 7: Diagrama de fase para & = —a3

Voltando para o caso geral, assuma que z(t) representa uma solugao particular da equagao (40). Quando

a particula P na Fig. 5 se move de uma posi¢ao = até uma outra proxima, x + dz, o trabalho realizado em
P pela f(x) é dado por

oW = f(z)dx

Esse trabalho vai incrementar a energia cinética na particula (unitaria), onde T = £42:

1
2
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0T = 0W = f(x)ox

Divida por dz e faga dz — 0. Obtemos

dr
il 42
© = f) (12)
Agora defina uma fungéo V(z) pela relagéo
av
qr —f(z) (43)

onde V(z) é chamada de fungao potencial para f(x). Particularmente,

V(z) = —/f(x)dx

onde [ f(x)dz vale para qualquer integral indefinida particular de f(z). Integral indefinida envolve uma
constante arbitraria; qualquer constante pode ser escolhida aqui por conveniéncia, mas é necessario manté-la
durante todo o problema para que, assim, V(x) tenha um sentido tnico e definido. Se especificarmos um
sistema que ird auto-gerar uma forga f(z), como a mola da Fig 6, ou o campo gravitacional da terra, entao
V(x) é a energia potencial fisica armazenada no sistema, em qualquer instante, mais uma constante. De (42)
e (43) obtemos

%(T +V)=0 (44)

Portanto, em um movimento em particular, temos

T 4+ V = constante (45)
ou, explicitamente,

1.,

5%~ /f(x)dx =C (46)

onde C' é um parametro que depende de um movimento particular e de uma funcao potencial que foi
escolhida. Conforme cobrimos todos os valores de C' consistentes com cada valor de x, cobrimos todos os
possiveis movimentos.
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Tendo em vista a equagao (45), os sistemas governados pela equagdo & = f(x) sdo chamados de sistemas
conservativos. Da equacao (46), temos

i =+V2(C —V(x)'/? (47)

As equagoes equivalente no plano de fase sao

Com isso, (47) se torna

y=+£V2(C —V(x))/? (48)

que é a equacao dos caminhos de fase.

Como exemplo da aplica¢ao de V(x) para construir o diagrama de fase, vamos mostrar como ficariam as
solucoes da equagao

F4+23=0

Nesse caso, f(r) = —z3, que é uma forga restauradora, de acordo com o que foi discutido até agora.
Portanto, esperamos oscilacoes. Facamos:

Viz) = —/f(x)dx = iafl,

em que assumimos que a constante arbitraria é zero, por simplicidade. Da equagao (48), os caminhos de
fase sao dados por

Y= V30~ V@) =y = £VA(C ~ 1ah)? (49)

A figura 7 ilustra como a estrutura do diagrama de fase é construida a partir da equacao (49). Para que
obtenhamos qualquer valor real para y, devemos ter C' > 0. No diagrama superior, é mostrado o grafico
de V(x) = 2" junto com trés linhas horizontais para valores representativos de C' > 0. A distancia RS
é igual a C' — %x“ para C' = 1 e uma valor tipico de x. A parte relevante do gréafico, para o qual y na
equagao (49) adquire valores reais é a parte abaixo de AB. Entao, para um ponto em especifico do segmento,
Yy = :I:\/i(RS)l/? Esses dois valores sao colocados no diagrama inferior da Fig. 3. O processo completo para
C = 1 produz uma curva fechada no diagrama de fase, representando um movimento periddico. Para valores
maiores ou menores de C, sao produzidas ovais maiores ou menores, respectivamente. Quando C' = 0, ha
somente um ponto, que é o ponto de equilibrio estavel localizado na origem.
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Pontos de equilibrio do sistema & = y, §y = f(x) ocorrem em pontos onde y = 0 e f(z) = 0 ou,
alternativamente,

dv

)

dx

da equacgao (43). Por isso, os valores de x sdo tais que V(x) assume valores minimos, maximos ou de

pontos de inflexdo, e o tipo de ponto de equilibrio é diferente para cada um dos casos. A Figura 8 mostra
como a natureza desses pontos pode ser estabelecida através do mesmo método utilizado no exemplo anterior:

v

AN

o
1 =2
o}

-

I
|
| x
|
|

X

-

M7

G

/AN

Figura 8: Diagramas de fase tipicos advindos dos pontos estacionérios da energia pontencial

e Um ponto de minimo em V (z) produz um centro (ponto de equilibrio estéavel);
e Um ponto de maximo em V(z) produz um ponto de sela (ponto de equilibrio instéavel);

e Um ponto de inflexao em V(z) produz um vértice.

Considere esses resultados em termo da forga f(z) no modelo mecanico. Suponha que f(z.) = 0 tal
que © = Z., y = 0 é um ponto de equilibrio. Se f(x) muda de sinal de positivo para negativo conforme x
aumenta passando por ., entdo f(x) é uma forca restauradora (equacgdo (41)). Como dV/dx = —f(x), esse
caso também é a condi¢do para que V(x) seja minimo. Por isso, uma for¢a restauradora sempre gera um
centro.

Se f(x) muda de negativo para positivo conforme 2 aumenta passando por z., a particula é repelida do
ponto de equilibrio. Portanto, esperamos que seja um equilibrio instavel, em termos gerais. Ja que V(x) tem
um valor méaximo em . nesse caso, o ponto (z.,0) ¢ um ponto de sela. Portanto, a expectativa se confirma.
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5 Analise de um sistema pendular com excitagao paramétrica no suporte

Considere o sistema da Fig. 9 abaixo

Referéncia

Figura 9: Sistema pendular com excitagdo paramétrica no suporte

5.1 Equagoes de movimento

Calcularemos as equacgoes de movimento utilizando o método de Lagrange para este caso. Olhando para o
sistema, verificamos que basta conhecer os valores de 6 e u para saber qual a configuracao do sistema em
qualquer instante. Partiremos das coordenadas cartesianas para chegar na equacgao da energia cinética em
termos de 6 e u. Feito isso, calcularemos a forca generalizada relacionada a cada uma das coordenadas e,
com esses dados obtidos, basta aplicar na equagao de Lagrange, como se segue:

xr =1sin6 i =10 cosf

y=1Icosf+u §=—10sind +1u
1 .2 %) 1 252 Ao e .2
T:Em(a: +7v ):im(l 0% — 210usin 0 + 4*)

Calculo da equagao de movimento na diregao de 6:

Através do conceito de trabalho virtual, calcularemos QQg. Mantendo-se u constante e variando 6 (observe
que F nao varia com ), temos:
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O0Wy = —Psin0(100) = —mgsin 0(166) = Qo = —mglsinf
Aplicando os resultados obtidos na equagao de Lagrange para a coordenada g = 0:

dorT aT . sinf
G g% = d=—(i-g)

Calculo da equagao de movimento na direcao de w:

Através do conceito de trabalho virtual, calcularemos @,. Mantendo-se 6 constante e variando u, temos:

oWy = —Fdéu+ Pou = (—F + mg)ou = Qu=mg—F

Aplicando os resultados obtidos na equacao de Lagrange para a coordenada g = u:

— = = =Q, - u:g—£+l(€‘2c059+ésin9)
m

Com isso, encontramos as equagoes de movimento para as coordenadas 6 e u

{é=%¥w—m

ii=g— L +1(6%cos0 + fsin0)

Podemos resolver o sistema de uma outra maneira também usada na pratica da engenharia: utilizando a
Eq. (33). Nesse caso, a equagao de Lagrange sera

d oL 0L
— = =Q

dt 99 00

Porém, devemos prestar atencao ao fato de que @y = 0, uma vez que a forga generalizada na Eq. (33)

é devido somente as forgas nao conservativas atuando na direcdo de ¢ que, neste caso, é 6. Adotando a
referéncia como indicado na Fig 9

V =—P(lcosO +u) = —mg(lcosl + u) = L=T-V= %m(lQQQ—2léﬁsin9+ﬁ2)+mg(lcosﬁ+u)
d oL 0L ~  sinf
G - = I=T-g)
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Aplicando o mesmo procedimento para a direcao u, temos:

4oL OL

2oa o 9

Porém, neste caso, @, # 0, pois existe a forca nao-conservativa, F', atuando na direcdo de u. Portanto,
para encontrar ), utilizamos o procedimento de trabalho virtual para as forgas nao conservativas (W),

como se segue:
SWne = —Féu =  Qu=-F

Utilizando o valor de L encontrado anteriormente e o valor de @, acima, temos:

d OL 0L . F )2 i
E%_%_Qu = u_g—a—i—l(G cosf + Osin6)

Portanto, chegamos as mesmas equagcoes de movimento nas diregoes 6 e u.

5.2 Resultados das simulagoes

Para o célculo de 6(t)-t e do diagrama de fase (9—9), do sistema pendular excitado, fazemos uso da seguinte
equagao
~  sind

0=——(i-g)

O sistema de unidades utilizado sera o S.I. Assumimos os seguintes valores para os parametros da equacao

[ = 300mm
u(t) = 0.1sin(5¢)
g =9.81m/s>

Além disso, assumimos que a haste e o suporte ndo possuem massa.

Utilizando a ferramenta MSC. ADAMS/View 2005, fornecida pela empresa Multicorpos Engenharia S/S
Ltda, foi simulado o péndulo excitado descrito acima e coletado os resultados. Os tempos de simulagao
variam de acordo com a andlise feita, sendo que, quando o sistema tende a permanecer no mesmo regime
durante todo o tempo, usa-se menos tempo de simulacao do que em outros casos. Portanto, as escalas dos
graficos serao diferentes. Com isso, conseguimos plotar os seguintes graficos:
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5.2.1 Resultados para o caso em que ;. = 0°

Esse é o caso mais simples, em que, comecando o péndulo na vertical para baixo, como mostrado na figura
10, é comegada a simulagao.

Nessa situagao, como nao hé inclinacao da esfera, a haste permaneceré na vertical e, portanto, o valor de
0 serd sempre constante e igual a 0, como mostrado na figura 11a. Além disso, o plano de fase sera dado,
como no caso de um péndulo simples, por um ponto, ja que § = 0 e 6 = 0 durante toda a simulagao. Para
esse caso, o gragico é ilustrado na figura 11b.

" ADAMS, View 2005.2.0 ol 1ol x|
File Edit View Buld Simulate Review Settings Tools: Help.

‘mendulo_corrigido

¥
|
B

(Aot e

Figura 10: Modelo do péndulo excitado no MSC.ADAMS/View 2005, com 6 = 0°
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Figura 11: Gréfico de -t e o diagrama de fase para o péndulo excitado com 6 = 0°
5.2.2 Resultados para o caso em que 0, = 1°,10°,25°,45°,90°,135° e 180°
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Figura 12: Gréfico de -t e o diagrama de fase para o péndulo excitado com 6;,;ciq; = 1°
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Angulo [graus]

Figura 14: Gréfico de -t e o diagrama de fase para o péndulo excitado com 6;,;ciq; = 25°
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Figura 15: Gréfico de -t e o diagrama de fase para o péndulo excitado com 6;,;ciq; = 45°
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Figura 16: Gréfico de 6-t e o diagrama de fase para o péndulo excitado com 6;,,;ciq; = 90°
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Figura 17: Grafico de 6-t e o diagrama de fase para o péndulo excitado com 60;,;ciqr = 135°
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Figura 18: Grafico de 6-t e o diagrama de fase para o péndulo excitado com 6;y;ciq; = 180°

Para valores de Oinicial < 135° vemos que o sistema se comporta da mesma maneira que um péndulo sem
excitacao no suporte. Ou seja, permanece em movimentos oscilatérios de amplitudes proporcionais as incli-
nagoes iniciais. A diferenca é que a excitag@ao no suporte faz com que essa amplitude oscile levemente com
o tempo em volta do dngulo correspondente, o que pode ser visto através da espessura do diagrama de fase,
indicando que o sistema passou por varios tipos de oscilagoes. Caso tivesse mantido a mesma amplitude
durante toda a simulagao, o diagrama de fase deveria ser composto somente por uma linha, como é o caso
estudado para o péndulo simples.
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Ja para a configuragdo em que Oiiciar = 135° e 180° temos um caso um pouco distinto. Nesses dois
estados iniciais, o sistema passa por um periodo de transicao, em que oscila e rotaciona aleatoriamente.
Transcorrido um tempo, o péndulo atinge o regime rotacional e 0 mantém durante toda a simulagao restante.
Por limitagoes do software utilizado para realizar a simulagao, nao foi possivel continuar ad infinitum, mas,
pelos gréficos, sugere-se que o sistema permaneceré assim continuamente.

Tendo em vista que acontece essa mudanca de comportamento no sistema, é natural admitirmos que
existe um ponto entre 90° e 135° em que a transi¢ao ocorre. Com uma analise mais aprofundada do caso,
poderiamos tentar encontrar qual seria esse ponto para diferentes tamanhos de haste, massa e excitagao no
suporte.

6 Analise de um sistema pendular amortecido com excitacao paramétrica no
suporte

Na pratica da engenharia, convivemos sempre com problemas que envolvem forcas de atrito que tendem a
fazer com que o sistema perca energia e pare de funcionar. No caso do péndulo estudado, se féssemos simular
em um laboratoério o seu comportamento real para compara-lo com a teoria realizada até entao, teriamos de
levar em conta a resisténcia do ar, que tenderia a fazer com que o sistema perdesse energia, até que parasse
de se mover. Por isso, faremos uma anélise mais detalhada do sistema ja visto acrescido de uma forca de
arrasto que simulard um amortecimento exercido pela resisténcia do ar na pratica.

Antes de acrescentarmos uma equacao que relaciona a forga de arrasto do ar com o coeficiente de amortec-
imento, faremos uma beve introdugao a teoria forgas dissipativas, explicando de onde surge a for¢a que iremos
utilizar.

6.1 Forgas dissipativas

Antes de acrescentarmos a forca de resisténcia do ar para tornar o problema mais real, vamos fazer uma
breve explicagao sobre as forcas dissipativas em geral.

Forcas dissipativas sao forcas que fazem com que o sistema perca energia quando em movimento. E claro
que a energia é conservada em geral, mas parte dela é perdida em forma de calor (movimento interno das
pecas do sistema) ou radiacao.

Esse tipo de for¢a pode ser representada, de forma geral, pela seguinte expressao

Fl=a (@t o

onde ¥ é a velocidade relativa entre os dois objetos de contato e a(7,t) é uma fungao de 7 e ¢.
Dependendo do valor de n podemos ter diferentes tipos de forcas dissipativas.

—

Para o caso em que n =0 e a((r),t) = p|Fuormall, temos o seguinte
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‘ﬁ‘ = ﬂ'Fnormal|

que é a situacdo em que a forca dissipativa é a forca de atrito entre duas superficies (fricgao). Nesse
caso, a forca sempre tenta se opor ao movimento relativo entre as duas superficies.

-

Ha também o caso em que n =1 e a((r),t) = B, ou seja
|F| = 171
Esse é o caso em que a forca dissipativa é uma forca viscosa. E apropriado para analises em que a

velocidade relativa entre a superficie e o fluido no qual o sistema esta em contato é pequena.

Para o caso em que a velocidade relativa entre essas duas partes do sistema é grande (Reynolds elevado),
¢ mais apropriada uma anéalise em que n = 2.

No problema que estamos analisando, faremos uso da expressao de uma forca viscosa para representar
a resisténcia do ar, uma vez que estamos considerando que o sistema esté sujeito a uma ventilagao natural,
fazendo com que a velocidade relativa entre o ar e o sistema seja pequena.

6.2 Equacgoes de movimento

Primeiramente, vamos econtrar as equacoes de movimento para o sistema a ser estudado, que estd ilustrado
na figura 19.

e uT' ....... Referéncia _

Figura 19: Sistema pendular com excitagdo paramétrica no suporte

A forca representada pela letra A ¢ a forga de arrasto (forga de resisténcia do ar) para o sistema pendular
com excitacao paramétrica no suporte. Essa forca age sempre no sentido contrario ao movimento na diregao
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da velocidade. Portanto, serd sempre perpendicular & haste. Além disso, assumiremos que a forca de
resisténcia do ar sera dada por

como comentado anteriormente.
Facamos, primeiramente, a analise teérica para encontrar as equacoes de movimento do sistema.
Encontramos a energia cinética através do mesmo procedimento utilizado anteriormente, ou seja,

xr =1sin6 i =10 cosf

y=1IcosO+u y:—lésin9—|—a
1 .2 %) 1 252 Ao . .2
T:Em(x +v ):im(l 0% — 210usin 0 + 4*)

Feito isso, calcularemos a for¢a generalizada relacionada a cada uma das coordenadas e, com esses dados
obtidos, basta aplicar as equagoes de Lagrange para chegar ao resultado desejado:

Célculo da equagao de movimento na diregao de 6:

Através do conceito de trabalho virtual, calcularemos Qg. Mantendo-se u constante e variando 6 (observe
que F' nao varia com 6), temos:

Wy = —Psin6(160) — A(160) = —mgsin 0(166) — 50(156) = Qo = —myglsind — 150
Aplicando os resultados obtidos na equagao de Lagrange para a coordenada g = 0:

dor oT . sinf B
aﬁ—%—QQ = 0= 0

Uma vez que a for¢a de arrasto é sempre na dire¢ao perpendicular ao movimento, ndo tera influéncia no
calculo do trabalho virtual realizado pelo sistema na direcao u. Portanto, a equacao nessa direcao sera a
mesma, que a encontrada para o caso do sistema nao amortecido:

dor or F . .
4oL 9L g, =g — — +1(6%cosd + Gsin
il Q = i=g-—+ (6% cosf + 0sin6)

Com isso, encontramos as equagoes de movimento para as coordenadas 0 e u
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=g i
ii=g—L +1(6%cosd+ Osinb)

6.3 Resultados das simulagoes

Para o célculo de 6(t)-t e do diagrama de fase (9—9), do sistema pendular excitado, fazemos uso da seguinte
equagao

oS0 B

ml

O sistema de unidades utilizado serd o S.I. Assumimos os mesmos valores que anteriormente para os
parametros da equagao, ou seja,

[ = 300mm
u(t) = 0.1sin(5¢)
g =9.81m/s>

Além disso, assumiremos varios valores para 3 = 0,1;0,01;0,001;0,0001 e 0,00001 Nms/rad, testando,
assim, a influéncia do amortecimento no movimento do péndulo. Os comentarios pertinentes vém abaixo das
figuras.
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6.3.1 Resultados para o caso em que 6;,;ciq = 1°
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Figura 20: Grafico de 6-t e o diagrama de fase para o péndulo excitado com § =1° e §=0,1 Nms/rad
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Figura 21: Grafico de -t e o diagrama de fase para o péndulo excitado com 6 = 1° e 3 = 0,01 Nms/rad
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Figura 22: Grafico de 6-t e o diagrama de fase para o péndulo excitado com 6 = 1° e 5 = 0,001 Nms/rad
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Figura 23: Grafico de 6-t e o diagrama de fase para o péndulo excitado com 6 = 1° e 8 = 0,0001 Nms/rad
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Figura 24: Gréafico de #-t e o diagrama de fase para o péndulo excitado com § = 1° e 8 = 0,00001 Nms/rad

6.3.2 Resultados para o caso em que 0;,;ciq; = 10°
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Figura 25: Grafico de 0-t e o diagrama de fase para o péndulo excitado com 6 = 10° e 8 =0,1 Nms/rad
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Figura 26: Grafico de 6-t e o diagrama de fase para o péndulo excitado com 6 = 10° e = 0,01 Nms/rad
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Figura 27: Grafico de 6-t e o diagrama de fase para o péndulo excitado com 6 = 10° e 5 = 0,001 Nms/rad
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Figura 28: Grafico de 0-t e o diagrama de fase para o péndulo excitado com 6 = 10° e 5 = 0,0001 Nms/rad
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Figura 29: Grafico de -t e o diagrama de fase para o péndulo excitado com 6 = 10° e 8 = 0,00001 Nms/rad

92



6.3.3 Resultados para o caso em que 0;,;ciq1 = 25°

Angulo [graus]

5.0 10.0
Tempo [seg]

(a) Grafico de 6-t

Velocidade Angular [graus/seg]

Angulo [graus]

(b) Diagrama de fase

Figura 30: Grafico de -t e o diagrama de fase para o péndulo excitado com 6 = 25° e 5 =0,1 Nms/rad
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Figura 31: Grafico de 6-t e o diagrama de fase para o péndulo excitado com 6 = 25° e 8 = 0,01 Nms/rad
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Figura 32: Grafico de 6-t e o diagrama de fase para o péndulo excitado com 6 = 25° e 5 = 0,001 Nms/rad
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Figura 33: Gréafico de #-t e o diagrama de fase para o péndulo excitado com 6 = 25° e 5 = 0,0001 Nms/rad
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Figura 34: Grafico de 0-t e o diagrama de fase para o péndulo excitado com 6 = 25° e 8 = 0,00001 Nms/rad
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Figura 35: Grafico de 0-t e o diagrama de fase para o péndulo excitado com 6 =45° e 8 =0,1 Nms/rad
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Figura 36: Grafico de 6-t e o diagrama de fase para o péndulo excitado com 0 = 45° e 8 = 0,01 Nms/rad
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Figura 37: Grafico de #-t e o diagrama de fase para o péndulo excitado com 6 = 45° e 5 = 0,001 Nms/rad
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Figura 38: Gréafico de #-t e o diagrama de fase para o péndulo excitado com 6 = 45° e 5 = 0,0001 Nms/rad
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Figura 39: Grafico de -t e o diagrama de fase para o péndulo excitado com 6 = 45° e 3 = 0,00001 Nms/rad

Para os casos ilustrados acima, para valores de 8 = 0,1;0,01 e 0,001, o sistema oscila com amplitude cada
vez menores até atingir a posicio de equilibrio estavel. E facil notar tal comportamento através da analise
de qualquer um dos gréaficos. Nas figuras de 6-t, vemos que o grafico "afunila"em direcao & # = 0. Ja no
diagrama de fase, vemos que o sistema espirala em dire¢do a origem que, como estudado, equivale ao ponto
de equilibrio estavel do sistema. Vale notar que, quanto menor o amortecimento, mais tempo o péndulo

demora para atingir o equilibrio.
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Ja para os casos em que § = 0,0001 e 0,00001, inicialmente o sistema oscila até atingir uma amplitude
levemente maior do que a inicial. Vé-se isso no comeco dos graficos de 6-t. Transcorrido um tempo, a
amplitude comega a diminuir até atingir um valor proximo a excitagao inicial (aproxime-se dos diagramas
de fase para conseguir notar), onde permanecera em regime oscilatério permanentemente.

E natural se imaginar que existe um valor de g em que essa mudancga de comportamento do sistema
ocorra. Fica como uma oportunidade de estudo mais aprofundado tentar encontrar qual é esse valor para
cada uma das configuracoes de tamanho de haste, massa e excitagao no suporte.

6.3.5 Resultados para o caso em que 0;,;ciq; = 90°
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Figura 40: Grafico de 0-t e o diagrama de fase para o péndulo excitado com 6 =90° e 8 =0,1 Nms/rad
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Figura 41: Grafico de 6-t e o diagrama de fase para o péndulo excitado com 6 = 90° e = 0,01 Nms/rad
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Figura 42: Grafico de 6-t e o diagrama de fase para o péndulo excitado com 6 = 90° e 5 = 0,001 Nms/rad

39



100.0 450.0

350.0

250.0

3

.0

|

150.0

50.0
0.0
-50.0

Angulo [graus]
o

-150.0

Velocidade Angular [graus/seg]

-250.0

8

.0
-350.0

-450.0

-100.0 -+ T T T -550.0 T
00 500.0 1000.0 1500.0 2000.0 2500.0 3000.0 -100.0 -50.0 0.0 50.0 100.0
Tempo [seg] Angulo [graus]

(a) Grafico de 0-t (b) Diagrama de fase

Figura 43: Gréafico de 0-t e o diagrama de fase para o péndulo excitado com 6 = 90° e 5 = 0,0001 Nms/rad
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Figura 44: Grafico de -t e o diagrama de fase para o péndulo excitado com 6 = 90° e 3 = 0,00001 Nms/rad

Nesse caso, conseguimos notar apenas uma diferenca mais significativa com relagdo aos casos anteriores: o
péndulo tende ao ponto de equilibrio estével somente para os valores de 8 = 0,1 e 0,01. Para os outros
amortecimentos, o péndulo muda para o segundo tipo de comportamento: no comego aumenta a amplitude
de oscilagao e depois diminue até um valor préoximo & amplitude de oscilagao inicial, onde entrara em regime
oscilatorio permanente.

Para 6 = 90° o péndulo mudou de comportamento quando sujeito a um [ maior do que nos casos
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estudados anteriormente. Portanto, fica também como oportunidade de estudo mais aprofundado, a tentativa
de encontrar uma relacao entre os valores de amplitude inicial e os valores de 8 em que o sistema comeca a
alterar seu comportamento, para cada configuracao diferente do sistema.

6.3.6 Resultados para o caso em que 0;,;ciq; = 135°
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Figura 45: Grafico de 6-t e o diagrama de fase para o péndulo excitado com 6 = 135° e 8 = 0,1 Nms/rad
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Figura 46: Grafico de 6-t e o diagrama de fase para o péndulo excitado com 6 = 135° e 5 = 0,01 Nms/rad
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Figura 47: Gréafico de #-t e o diagrama de fase para o péndulo excitado com 6 = 135° e 5 = 0,001 Nms/rad
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Figura 48: Grafico de -t e o diagrama de fase para o péndulo excitado com 6 = 135° e 5 = 0,0001 Nms/rad

62



350000 1000.0
300000
250000 |
R 500.0
200000 - 2
2
& [}
E 1
g 150000 S
s E =
> s
o 100000 = 0.0
3 2
> g <
2 @
T 50000 - B
g 1
E g
°
00 2
§ -500.0 -
-5000.0 |
~10000.0 k |
~15000.0 T T T T T T T T T -1000.0 T T T
00 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 80000 90000  10000.C -2500.0 -1750.0 -1000.0 2500 500.0
Tempo [seg] Angulo [graus]
(a) Grafico de 0-t (b) Diagrama de fase

Figura 49: Grafico de 6-t e o diagrama de fase para o péndulo excitado com 6 = 135° e 8 = 0,00001 Nms/rad

6.3.7 Resultados para o caso em que 6;,;ciq1 = 180°

Os resultados para esses casos sao mostrados nas figuras 50, 51, 52, 53, 54.
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Figura 50: Gréafico de 6-t e o diagrama de fase para o péndulo excitado com 6 = 180° e 5 = 0,1 Nms/rad
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Figura 51: Grafico de #-t e o diagrama de fase para o péndulo excitado com 6 = 180° e 5 = 0,01 Nms/rad
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Figura 52: Grafico de 0-t e o diagrama de fase para o péndulo excitado com 6 = 180° e 5 = 0,001 Nms/rad
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Figura 53: Grafico de -t e o diagrama de fase para o péndulo excitado com 6 = 180° e 5 = 0,0001 Nms/rad
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Figura 54: Gréfico de -t e o diagrama de fase para o péndulo excitado com § = 180° e 5 = 0,00001 Nms/rad

Para esses dois ultimos casos, era de se esperar que o sistema agisse de maneira diferente, uma vez que,
sem amortecimento o sistema teve um comportamento diferenciado.

Para valores altos de /3, é natural que o péndulo tenda a atingir o ponto de equilibrio estavel depois
de transcorrido um tempo, como visto para os outros casos. Isso acontece, particularmente, para g =
0,1;0,01 e 0,001 quando bipjcia1 = 135° e 5 =10,1 e 0,01 quando b;picia1 = 180°, sendo que, quanto menor o
amortecimento, mais o sistema demora para atingir o equilibrio.
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Ja nos outros casos, ha um comportamento diferente dos estudados até entdao. O sistema passa por um
grande periodo de regime de transigao até atingir o estado oscilatério permanente. Uma grande quantidade
de amplitudes de oscilagoes diferentes pode ser facilmente vista notando que, no diagrama de fase, existem
muitos caminhos fechados, assim como hé a presenca de ondulagoes, indicando regimes rotacionais. Portanto,
concluimos que o péndulo passa por um periodo de transicao, oscilando e rotacionando alternadamente,
até atingir o regime que manterd até o final da simulacdo: oscilatério (caminho fechado mais "espesso"do
diagrama de fase).

7 Conclusao

Para amplitudes iniciais menores do que 90°, o péndulo tem dois tipos de comportamento diferentes: perde
energia até atingir o equilibrio estavel ou entra em regime oscilatério permanente com amplitude oscilando
em volta da sua amplitude inicial. Ja para Oiiciar = 135° e 180°, o péndulo, apos passar por um longo
periodo de transicao, atinge o regime rotacional permanente.

No caso em que existe forca de arrasto, o valor do coeficiente de amortecimento é muito importante para
especificar a posicao final do sistema. No caso em que [ é alto o suficiente, o péndulo tende ao equilibrio
estavel apds pouco tempo de simulagao. Isso acontece, por exemplo, para todos os casos em que 8 =0,1 e
0,01. Além disso, quanto menor o valor de 3, mais o sistema demora para alcancar o equilibrio.

Ja para valores diferentes de resisténcia do ar, o péndulo tem outro comportamento e este varia com
a amplitude inicial do sistema. Conforme diminuimos os valores de 3, era de se esperar que o sistema se
aproximasse mais do caso nao amortecido. De fato, € o que ocorre, uma vez que o sistema tende, apos
um periodo de simulagao, a atingir o regime oscilatério permanente, que é o que acontece para o0 caso nao
amortecido.

Para os casos em que a amplitude incial é muito alta e o amortecimento é pequeno, o péndulo passa
por um periodo de transicao antes de atingir um regime oscilatério, que é o mesmo que acontece para o
caso nao amortecido, exceto que, neste caso, o sistema tende a um regime rotacional permanente em vez de
oscilatorio.

Vale ressaltar que estamos analisando um caso especifico de configuracao do sistema, ou seja, valores par-
ticulares para o tamanho da haste, da massa e da excita¢ao no suporte. Caso varidssemos tais configuragoes,
o sistema poderia vir a se comportar de maneira diferente da estudada.

Além disso, as simulagoes foram feitas para valores discretizados de € e 3 e, com isso, nao foi encontrado
o0s pontos em que ocorre mudanca no comportamento do sistema, mas sim os intervalos em que isso acontece.
O encontro dos pontos especificos ou de intervalos mais curtos foi deixado como um estudo mais aprofundado
a ser realizado.
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