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Parte 1
Resumo do projeto e objetivos

Este projeto tem como objetivo o estudo de efeitos de inomogeneidades em sistemas de
matéria condensada. Primeiramente foi estudado o fendmeno de localizacao de Anderson
em um sistema unidimensional, no modelo continuo de Kronig-Penney. Depois foi refeito
o mesmo estudo no modelo tight-binding de Aubry-André, concluindo que a localizacao
ocorre nos dois casos. De forma que no modelo de Kronig-Penney os estados estao sempre
localizados, enquanto no Aubry-André ocorre uma transicao de fase entre auto-estados
estendidos e localizados.

Parte 11
Materiais e métodos

Para estudar localiza¢ao de Anderson, utilizaremos o modelo de Kronig-Penney (uma parti-
cula num potencial do tipo barreiras retangulares) em uma dimensio espacial com o intuito
de verificar como as bandas e gaps de energia sao modificadas na presenca das inomo-
geneidades. Aqui, faz-se necessario o uso de métodos computacionais para diagonalizar
exatamente o modelo e calcular quantidades-chaves como transmitancia, e comprimento
de localizagdo. Para estudar transicoes de fase, utilizaremos o modelo de Aubry-André,
para estudar a transicdo metal—isolante de Anderson, analisado por métodos analogos ao
modelo de Kronig-Penney.

Parte 111
Resultados

1 Barreiras ordenadas, bandas e gaps de energia

O modelo de Kronig-Penney ¢ uma forma simples de descrever a estrutura de solidos cris-
talinos através da Mecanica Quantica. Nomeado em homenagem a Ralph Kronig e William
Penney, o modelo consiste em um potencial composto por barreiras retangulares (normal-
mente regulares e periodicas) que representam a estrutura do cristal ou metal e um elétron
livre descrito pela auto-funcao do Hamiltoniano. Com esse modelo simples é possivel des-
crever diversas propriedades de alguns solidos como, por exemplo, sua condutividade.



1.1 Teorema de Bloch

Uma simetria muito importante principalmente em fisica do estado solido é a simetria de
translagao, que tem como consequéncia o Teorema de Bloch [5].

Considerando um potencial periodico tal que V (z +a) = V (z), como por exemplo uma
rede cristalina de barreiras com um elétron se movimentando no fio. Sendo 7(I) = ¢/ o
operador translagao por [ (p sendo o operador momento) e x o operador posi¢do, de forma
que

AWarl) =z +1 = 7)) = |/ +1).

Como o potencial é periodico com periodo a, entdao 71(a)V (2)7(a) = V(z + a) = V(z).
Analogamente para o Hamiltoniano H = ﬁp2 + V (z), ja que a parte cinética também
¢ invariante por translacoes

(a)H7(a) = H <= [H,7(a)] =0,

ou seja, possuem a mesma base de auto-estados com diferentes autovalores.

Sendo |n) um estado de uma particula confinada no n-ésimo vale do potencial periddico
externo e H |n) = Fy|n), com Ej a energia fundamental do sistema. O operador translacao
claramente atua no estado |n), 7(a)|n) = |n + 1), indicando que |n) nao é auto-estado do
sistema. Para encontrar os auto-estados comuns a H e 7(a), pode ser feita uma combinagao
linear |0) = 3" ¢ |n) que é auto-estado do operador de translagio e do Hamiltoniano:

T(a)]0)= D ent+1)= > e |n) =e?|0).
Além disso, notamos que (x| 7(a)|0) = (z — a| ) = e~ (2| §). Finalmente, sendo a fungao
de onda 6(z) = (x]6) e definindo k = 0/a, temos que

0(z) = Yy (x) = e*uy(2), (1)

com ug(r) = ug(r + a). Ou seja, a fun¢ao de onde é uma onda plana multiplicada por uma
fungao cujo perfodo é o mesmo do potencial externo V (z). Esse é o teorema de Bloch para
0 caso unidimensional.

1.2 Operador de Espalhamento

Tratando de certos sistemas de espalhamento em Mecanica Quantica, em que particulas
livres de forma geral incidem e sao refletidas por algum processo, é possivel criar um ope-
rador que relaciona as amplitudes das particulas livres incidentes e as que saem. Em uma
dimensao pode ser representada como dois canais de entrada (A e D) e dois de saida (B e
C) como no esquema da Fig. 1.



Sendo a regiao a esquerda a primeira e

a direita a segunda, tem-se particulas livres _A‘ _c‘
da forma
s
§b1($) — zkz + Be—ikx B D
¢2(w) — zkx + De—ika:

com hk = v2mFE. Supondo entao uma
relacdo entre as amplitudes de entrada e
de saida dada por um operador de espa-
lhamento ou matriz S é dado por Yo, =

S, com Yoy = <g) e Yy = (g)

Pela conservagao de corrente de probabilidade

Figura 1: Esquema simples do Operador de
Espalhamento.

dp 7 dy* dvp
=0, J=—— —
8t+v com p =Y e ( e d)dx ,
conclui-se que, para um auto-estado, J; (r) = Js (T) = cte porque % = 0. Em suma, a

corrente de probabilidade é preservada. Isso implica que a matriz S de espalhamento é
unitaria. Calculando as correntes e aplicando sua conservacao, resulta em

[ AP+ D] = [BI +|CJ".

Se fizermos D = 0, B = R e C = T, recupera-se uma relacao bem intuitiva sobre a
conservacao das correntes transmitidas e refletidas

A" = |T|* + |R["

— R
|A‘2’

Definindo a transmitancia 7 = [N e refletancia R =

e temos que

T+R=1 (2)
Sendo L/)outl/)out — |B|2 + |C'|2 |A|2 + |D|2 — l/)ml/}ln € L/)out - Swm - wout - l/)T ST
Além disso, U)landem = 1/Jout1/10ut 1/)m Yin, 0 que implica em STS =1 = ST =971 Ou
seja, a matriz S é unitaria.
Aplicando a Simetria de Reversdo Temporal ao sistema, temos que ¢*(z) também é
solugao da equagao de Schrodinger. Ou seja, ¢ = A*e™ 4 B*eth® ¢ ¢ = (*e~ e 4 D*ethe,
também sao solugoes (vide Fig. 2).

Dessa forma, (é*) =S (?*> = Ui = SV, = Vin = S Your = S SYin, S5 =

1 — S~1 = §* Como amatriz é unitaria, ST = S, entdo (S*)" = S*. Ou seja, ST = 9,
i.e., a matriz S também ¢é simétrica. Finalmente,

So (S Sy - (3
521 S22 SO 822 '
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eess———) *
C*
4—

Figura 2: Esquema simples do Operador de Espalhamento revertido temporalmente em
relagao a Fig. 1.

Além disso, porque SST =1, e S* = S~!, temos respectivamente que

<|S11|2+|S0|2 S;;SH+SOS;2> _ <1 o) . ( i ;;) — (det5)"" (5'22 —So)
SoSi1+ S5Sa  |Seel” + [Sof” 0 1 S0 O3 —So S )

(3)

1.3 Matriz de Transferéncia

Outro operador muito importante é a matriz de transferéncia M, diretamente relacionada
com a matriz de espalhamento. Esse operador é interessante pois pode ser utilizado para
encadear varias barreiras como seré explicitado mais adiante.

A matriz M é definida por (g) =M (g) ,e pode ser calculada a partir da matriz S.

Sendo (é) =9 <g), e resolvendo para Ce D e usando as propriedades (3), conclui-se

1 _Su 1 _Su
_ S S _ So So
M = (s_z% _det°s> =& 1),
So So S0 S;

e que det(M) = 1. A transformacao inversa também pode ser alcancada

_ My 1
Sz( M %;}).

My M1

que

Com isso temos as propriedades gerais dos operadores de Espalhamento e Transferéncia
para uma dimensao, que serao utilizados posteriormente.

1.4 Potencial de Barreiras Uniformes em condigcoes peridédicas de
contorno
Nesta segao sera aplicado o teorema de Bloch (vide Sec. 1.1) para um potencial de barreiras

uniformes em uma geometria de anel. O intuito é demonstrar a existéncia de bandas e gaps
de energia no espectro.



Precisamente, o potencial é dado por

w. —
Vi) = i a<z <0,
0, O0<z<hb,

sendo V' com periodo a 4+ b. Definindo v = %I\/Qm(W — FE)e k = %\/QmE, a solucao da

equacao de Schrodinger na regiao —a < x < b é

Ce™ + De ™™ —a<x <0,
¢<ZE) = ikx —ikx
Ae”® 4 Be 0<x<hb.

Pela continuidade da fun¢ao de onda e sua derivada, ¢ (0) = ¢_(0) e ¢/, (0) = ¢'_(0), tem-se
que A+ B=C+ D eik(A—B)=~(C—-D).

Pelo Teorema de Bloch (1), a fungio de onda pode ser expressa como @,,(z) = u(x)e™?.
Impondo condigdes periddicas de contorno para a func¢ao de onda, ¢, (z) = ¢, (x4 N(a+D)),
com N sendo o numero total de barreiras, temos a quantizacao de w = w,, = %, n € 2.

Sendo u(z) = ¢(x)e”™* uma fungdo com o mesmo periodo do potencial, tem-se que
u(—a) = u(b) e u'(—a) = u'(b). Consequentemente, Ce~(7)a 4 DeliFiwla — Agilk—w)b 4
Be~iktw)b o (’Y _ Z'w)cve—('y—iw)a _ (’Y + Z'w)De(’y+iw)a _ Z(]C _ w)Aei(k—w)b _ Z(k +w)Be—i(k+w)b_
De maneira matricial,

1 1 -1 -1 A 0

ik —1k — vy Bl 10
eilk—w)b e~ i(k+w)b —e—(y—iw)a _elyFiw)a cl 1o

i(k — w)elF=2b (k4 w)e Rl (v —jw)e (T (4 4 jw)elrFwa |\ D 0

Para que o sistema tenha uma soluc¢ao nao trivial, é necessario que o determinante dessa
matriz seja nulo. Ou seja,
2 _ 1.2

2k~

As solugao da Eq. (4) resulta na estrutura de bandas, ja que para

cos (kb) cosh (ya) + (7 ) sin (kb) sinh (ya) = cos (wy, (a + b)) , (4)

2mn

N(atb)
diferentes valores de energia (ou v e k) a fungdo do lado esquerdo pode ser maior que
1, caindo fora da imagem de cos(w, (a + b)) (o lado direito) e limitando certos valores de
energia. Note que o fato de w, ser discreto, implica em valores discretos para as energias.
Entretanto, no limite N — oo, w, tende para uma variével continua e, consequentemente, as
energias permitidas pela Eq. (4) formam um continuo que tem um valor minimo e maximo.
Essas sao as bandas de energia.

com w = w, =

1.5 Problema unidimensional de N barreiras uniformes

Dado um potencial periédico de N-barreiras uniformes, assim como no caso anterior, mas
agora queremos resolver a equacao de Schrédinger para calcular a transmissao de uma onda
em funcao de sua energia. Assim como antes o potencial é dado por



0, caso contrario,

- {1 ez

com j ={0,...,N — 1} (vide Fig. 3).

V(x)

Figura 3: Esquema da forma do potencial de barreiras.

Supondo 0 < E < W, com vy = /2m(W — E)e k = +V2mFE, a solugao geral ¢ da
forma

Qe + Pie . jla+b) <z <jla+b)+a,
o) = Uje'k® + Vie % caso contrario.

Pela continuidade de ¢ e sua derivada, é possivel calcular cada um destes coeficientes.

Essa ¢ uma tarefa tediosa que é obtida mais convenientemente definindo A, = Uje“m,

An+1 = Ujeik(“'b), R, = V’ie_ikx’ Rn+1 = ‘/}e_ik(x+b), C, = Qje'ya:, Cn+1 = Q‘]_e'y(m—ka)’

D, = Pje™"® e D, = P;e”7@*%_ De maneira concisa,

An+1 _ eikb 0 An e C7L+1 _ e’Y‘l 0 Cn
Rn+l N O e_ikb Rn Dn-‘,—l N 0 e—'ya Dn .

Assim foi desenvolvida as relagoes entre os pontos da rede que estao fora das barreiras
de potencial. Agora, a parte mais dificil, que é “entrar” e “sair” de uma das barreiras de
potencial, ou seja, relacionar as constantes dentro e fora das barreiras. Pela continuidade de

¢ em x = n(a+b) (lado esquerdo das barreiras), A, 1+ R, 1 = C,+D,, e ik(A, i 1—Rpy1) =
v(C,, — D,). Na forma matricial, temos que

1 1 An-H _ 1 1 Cn — An+1 _ 1 1+ zlk - % Cn

ik —ik Rn-i—l B = Dn Rn-i—l B 2 - % 14 % Dn '
Ja em x = n(a+0b)+a (lado direito das barreiras), Cpi1 + Dypy1 = Apio+ Rpao € y(Cryq —
Dpi1) = tk(Anya — Rny2). Ou seja,

11 (Cost) (1 1 [Ano
v =) \Dus) = ik —ik) \Rpsa)
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Combinando essas matrizes obtém-se

Ap2) (1 TN T'/1 1N\ [fem 0 N\[1 1\ /1 1)\ /[e® 0 [A,
Rn+2 N 1k —ik voo=y 0 e v =y ik —ik 0 e—ikb Rn )

. (An+2) - eikb (COSh(G/‘Y) + 'L(k ’y ) smh(a’y)) _i(k2+72)e2_ki:b sinh(vya) (An>
Ryyo i(k2+72)2:7b Smhha) e~ ikt <cosh(a7) U7 S —1°) smh(ay)) R,

A
— y -1 n
=M (Rn) ’

que determina a matriz de transferéncia discutida na Sec. 1.3 de forma genérica. Como mos-
trado anteriormente, a vantagem de uma matriz de transferéncia é que pode ser encadeada

. . . T A
para encontrar os coeficientes mais extremos do sistema, de forma que (0> =M™ < )

R
Finalmente,
i i k2— 2 . lk2 2 e—ikbsinh a
v g~ ikb <cosh(a7) — (Tﬁj)mnh(av)) L )zlm () (5)
- i 2 2 eikbsin a i 7 '
ik )2k7 h(ya) kb (cosh(a’y) (k% 7’) smh(a7)>

J& para o caso de ¥ > W basta tomar v como complexo, assim ¢ possivel aproveitar o
resultado obtido. Porém para E = W ¢ necessario tomar o limite com v — 0 e obtém-se

1— ika e—ikb zka —zkb
M = <( _ée)ikb (1+ zka) ikb | - (6)

A T\ . . C
De forma que (R = MN (0), ja que todas as matrizes de transferéncia sao iguais

por conta do “truque” feito com as fases dos coeficientes. Assim, basta diagonalizar M para
encontrar de forma exata a transmitancia em funcao da energia.
my Mg

Diagonalizar a matriz M = (
ms My

) se torna simples, considerando que tem dimensao

2 x 2. Os auto-valores sao

)\i:m1+m4i\/(m1+m4

21 7
2 2 ) ' 0
onde usamos que det M = 1. Ou seja,

(k=77 ~
W sinh(a7y) sin(kb). (8)

Sendo a matriz de auto-vetores (ndo normalizados) igual a

A+ =uxVu?—1, com u = cosh(ay) cos(kb) —



(1 v mp — Ap ma 1y
V—(U 1),talque( - m4—)\+)(v)_0’

)\+—m4

entao

vo= )

ms

k"}/ eikb

= . (2 cosh(ay) sin(kb) — -7

Ky

(k2 1 72) sinh(7a) sinh(ay) cos(kb)+

2k~

A0 A0 1 v
e L 0
0 )\]_V 0 ]_V H—v2 Tlv2
_ 1 1 —v ﬂ\:z} 1 + \NVy2? ()\ﬂ\:—)\f)v (10)
1+0v2\v 1 - MV )T 142 )\N )\]_v)v )\fv2+)\]_v '

Consequentemente, a transmitancia é

—Qi\/(cosh(afy) cos(kb) — =77 sinh(a7) sin(kb))? — 1) : 9)

T2

A

T = ‘ (11)

- 1 | 1+e?
=, T A

= 1—"7T. No caso de um ntmero finito de barreiras, a
transmitancia da particula em termos da energia também resulta no padrao de bandas e
gaps anéalogo ao caso de barreiras em um anel (condigdes periddicas de contorno). Conforme
o numero de barreiras tende a infinito, o conjunto de energias permitidas se torna um
conjunto continuo. Neste mesmo limite, recupera-se o teorema de Bloch para condicoes
abertas de contorno. Sendo assim, nao é surpreendente que tenhamos obtido o padrao de
bandas e gaps analogos ao do caso com condig¢oes periodicas de contorno.

Finalmente, queremos apontar para o fato de que, no limite N — oo, hd uma forte
evidéncia de que a transmitancia 7 — 1 nas bandas de energia e 7 — 0 caso contrario
(nos gaps de energia). Pela Eq. (11), isso ¢ possivel se AY = 1, ou seja, Ay = e='¥ ™+ com
my € Z. Voltaremos a discutir sobre esse assunto a seguir.

L, 2
e a refletancia é R = |E|

1.6 N barreiras em um anel: da matriz transferéncia para o teo-
rema de Bloch
Para incluir condig¢oes periodicas de contorno na fun¢ao de onda e no potencial, basta exigir

10

que a matriz “total” de transferéncia (10) seja MY = <0 ]

). Sendo assim, temos que

(é) = MY (g) e a funcao de onda se torna periédica no comprimento do anel. Entao,

9



N L AV + M2 (A =AM)v) (1 0
1402 ()\f—)\]_v)v M4 NV ) \0 1)°

Pode-se ver que, dos elementos fora da diagonal de matriz, )\ﬂ\: =\ = A\, = \_eg2™/N
com m € Z. Além disso, os elementos da diagonal da matriz exigem que )\f =V =1e,

portanto,
- 2 2
Ay = 'FME = cos (%) + isin ( W]:]ni> : (12)

Como Ay =u £ vu?—1, vide Eq. (8), a Eq. (12) s6 pode ser satisfeita se e somente se
u? < 1. Além disso, u € R para qualquer valor de energia (v imaginario ou real). Sendo
assim, pode-se reescrever Ay = u + iy/1 — u?. Para satisfazer (12), entdo u = cos(%]\?i).
Esta ¢ exatamente a equacdo de bandas e gaps obtida pelo teorema de Bloch Eq. (4).

Note que ao impormos M” = I, estamos garantindo que a transmitancia 7 = 1 nas
bandas de energia. Como mostrado acima, isso acontece quando A = 1. Note que também
obtivemos 7 = 1 para o caso de condi¢oes abertas de contorno e N — oo. Além disso,
também obtivemos que A\Y = 1 naquele caso. Isso quer dizer que, para os propositos
de analise de bandas, gaps de energia e transmissao, os resultados sao independentes da
condicao de contorno utilizada quando N — oc.

2 Barreiras aleatoérias e a localizacao de Anderson

Estudado o caso limpo da transmitancia de uma particula nao interagente em um potencial
periodico, vamos agora estudar o caso onde sao adicionadas inomogeneidades no potencial,
tornando alguns dos parametros das barreiras aleatérios (distancia entre elas e sua altura,
por exemplo). Este seria um modelo simplificado para elétrons numa rede cristalina com
impurezas distribuidas aleatoriamente.

Como ficara evidente, o estudo a seguir verifica uma queda exponencial na transmis-
sao do elétron que interpretamos como a localizacao de sua funcao de onda. Assim, com
uma modificacao simples no modelo de Kronig-Penney, pode-se observar o fenémeno da
localizacao de Anderson.

2.1 Calculos computacionais

Utilizando a matriz de transmissao Eq. (5) é possivel calcular computacionalmente a trans-
missao do sistema para uma dada energia do elétron no cristal. A diferenca para o caso
aleatorio é que a matriz transmissao nao é mais uniforme, e depende localmente dos para-
metros de cada barreira, a saber, a distancia entre elas b;, sua largura a; e altura W, para
uma dada energia fixa (vide Fig. 3).

Agora s6 nos resta resolver para a amplitude de transmitancia e refletancia com as
equacoes (5) se E =W e (6) se E # W, temos entao

10



(ﬁ) - ]ﬁlej, b W) (g’) . (13)

Infelizmente, nao fomos capaz de resolver esse sistema de equacoes analiticamente. Mas
podemos multiplicar as matrizes de transmissao numericamente. Nos casos a seguir foram
variados aleatoriamente apenas a distancia entre as barreiras M (a;, b;, W;) = M(a,b;, W).
Relatamos que fizemos também o estudo variando a altura W das barreiras e obtivemos
qualitativamente o mesmo resultado. Por brevidade, nao mostraremos esse estudo aqui.

Por fim, foram utilizadas unidades adimensionais, W = A =m = 1, a = 2 e b sendo
uma variavel aleatoria uniformemente distribuida entre 0 e 1.

1 - ‘ T T 1
— limpo

|\0.87— | — sujo - I—O‘S_

= =
S0.6 . 50.6
s s
go 4F N=2 . %0.4
= =
0.2 h 0.2
% 3 6 o 12 15 %

T

0.8 0.3
|~_ |~_

= =
50.6 50.6
g g
S04 204
02 02
% %

Figura 4: Graficos da transmitancia 7 = |T/AJ? [vide Eq. (13)] como funcio da energia
para os casos de N = 2, 50, 200 e 1000 barreiras. A curva preta se refere ao caso de
barreiras uniformes (b = 0.5) e a curva vermelha se refere ao caso de barreiras aleatorias
com b sendo uma varidvel aleatéria uniformemente distribuida entre 0 e 1. Em todos os
casos, utilizamos W =h=m =1, a = 2 (vide Fig. 3).
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A Fig. 4 mostra a transmitancia 7 = |T/A[* [vide Eq. (13)] como funciio da energia
para os casos de N = 2, 50, 200 e 1000 barreiras (curva vermelha). Para comparagao,
mostramos também (curva preta) o caso de barreiras uniformes (b = 0.5, o valor médio dos
b’s no caso sujo). Ao aumentar o numero de barreiras, é possivel observar graficamente um
comportamento completamente distinto entre os casos limpo e sujo. Primeiro, o gap de
energia do sistema limpo é preenchido com estados permitidos. Segundo, todos os estados
permitidos tém sua transmitancia drasticamente diminuida. Ou seja, quanto mais barreiras
desordenadas, mais a fun¢ao de onda nao transmite (que interpretamos como sendo loca-
lizada), com a transmitincia indo a zero para qualquer energia no limite N — oo. Em
primeira vista, parece que 7 ~ 1 para F ~ 25W, E ~ 6W e E =~ 12W para o caso de
N = 10% barreiras. Entretanto, verificamos que 7 diminui para sistemas maiores. O fato
de 7 ser da ordem de 1 é consequéncia de que o comprimento de localizacao para essas
energias é maior do que o tamanho do sistema.

Para uma andlise mais completa de nossos resultados, podem ser feitos histogramas da
resisténcia para um dado comprimento N do sistema e energia F fixa, sendo a resisténcia
adimensional definida por [4]

R 1

T T
Se p — 00 & T — 0. Calculando p para varias realizagoes aleatérias do sistema, podem
ser feitos histogramas para a resisténcia (vide Fig. 5).

E=W E=25W
02T 11— T 1
—N=10

o
T~

L — N =200
0.15

e
W

0.1

o
)

0.05

<
p

Distribuicao de probabilidade P(p)

Distribuicao de probabilidade P(p)

SO
o

S P : |
0 10 20 30 40 50 60 5 15
x=1In(p) x=1In(p)

Figura 5: Histogramas normalizados da resisténcia adimensional do fio p (em escala lo-
garitmica) para energias £ = W e E = 2.5W, variando para diferentes comprimentos N
do sistema. Os histograma foram feitos utilizando 10* realizacoes de desordem, ou seja,
calculou-se p para 10* fios distintos.

A Fig. 5 traz nossos resultados para a distribui¢cao de probabilidade do logaritmo da
resisténcia p para diferentes valores de tamanho do sistema N. Note a forma de uma
gaussiana em acordo com a expectativa da Ref. [4]. Note ainda como a distribuigao se
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alarga quando o tamanho do sistema aumenta mesmo em escala logaritmica. Isso quer dizer
que a distribuicao em escala linear é extremamente larga e, consequentemente, a média da
distribui¢ao deixa de ser representativa. Por isso, utiliza-se o valor tipico p, = exp (M)
e estuda-se a distribuicao do logaritmo de p.

Desejamos agora entender como o valor tipico e a variancia associada dependem do
comprimento do sistema N. Para fungoes de ondas localizadas, i.e., ¥ () ~ e~ lr=20l/€ onde
To é 0 centro localizador e ¢ é o comprimento de localizacdo associado, tem-se que Inp ~ N.

E=W E=25W
80 T T U T T T T U 10 ! T T T T T i
. oy o medi i
L o - media
Eh'ﬂdj O variancia
60F y .
ir.s

]
)
T

media e variancia de In(p)
5
T
media e variancia de In(p)

O variancia

1 | | L 1 1
0 30 60 90 120 150 0 500 1000 1500 2000
Tamanho do sistema N Tamanho do sistema N

Figura 6: Graficos da média e desvio padrao de Inp como funcao do tamanho do sistema
N para energias =W e E = 2.5W.

Na Fig. 6, mostramos nossos resultados da média e varidncia de Inp, Inp e of o =

(In p)2 — (m)Q, respectivamente, como funcao de N. Tanto a média quanto a variancia
crescem linearmente com N, para N > comprimento de localizacaosuficientemente grande.
Este ¢ um comportamento tipico da localizacao da funcao de onda.

Para a energia I/ = 2.5/, note que a média e variancia nao variam linearmente para
tamanhos pequenos. Além disso, a resisténcia é pequena (como pode-se ver na Fig. 4).
Como mencionado anteriormente, o comprimento de localizagao para esta energia é grande
~ 400, a partir do qual Inp e (rfnp passam a variar linearmente com N.

3 Modelo tight-binding

Anteriormente exploramos a estrutura de bandas e gaps e a localizacdo de Anderson no for-
malismo de primeira quantizacao. Agora vamos refazer esse estudo em segunda quantizacao
utilizando o modelo de tight-binding.
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3.1 Modelo em 22 quantizacao

Primeiramente, é possivel “deduzir” ou justificar o modelo tight-binding pensando em como
os diferentes orbitais eletrénicos se relacionam, principalmente com seus vizinhos. Apro-
ximando esses estados como gaussianas localizadas em torno dos vales do potencial cris-
talino, (z|n) o e~(@=na)?/o* Je forma que diferentes orbitais possuem intersecio apenas
entre primeiros vizinhos. Ou seja, (m| H |n) = 0 se |m —n| > 1. Para primeiros vizinhos,
(n+ 1] H|n) = (n+1|T|n)+ (n £ 1| V(z)|n) de forma que V(x) ¢ um potencial peridédico
e V. € dado por

> V, m=mn

(ml Vo) ) = [ o )V (@)

Lo 0  caso contrario

, . o h2 2 ~ . . s
Porém, aproximamos T, ,, = 5-p;, , como nao nulo apenas para orbitais no mesmo sitio,
de forma que

€0 m=n

K2 >
m| T ) = 5 / (@ (@)~ d —ty m=nE1

—0o0

0 caso contrario

Ou seja, podemos escrever (m|H |n) = Hpypn = €n0mn — tn(Ons1m + On—1.m), sendo
€n = €0 + Vi, de forma que

— E + _ 2 : + PN
H - CmHm,ncn - Cmgném.ncn - E tncm(on+1,m + 5n—1,m)cn7
m,n m,n m,n

chegamos entao que em segunda quantizacao

H = Z[@ncf{cn —ta(chicn + huc))].

3.2 Diagonalizacao do caso cristalino

Com essa devida motivacao para o modelo tigh-binding feita, podemos diagonalizar o sis-
tema para o caso sem desordem, com todos os parametros de “hopping” ¢, = t e de cada
sitio €, = ¢ iguais. Temos entao

L L
= Z ecte, + Z t(ctenn + hec), (14)
n=1 n=1

considerando condigoes de contorno periodicas ¢, = ¢,. Para diagonalizar esse sistema
2 4. « : 9 — 1 —ikna 1
é necessario fazer uma “transformada de Fourier”, dada por d;, = i o€ ¢n- Aplicando

as condicoes de contorno, temos que dj, = \%L S e-kntlac = e~tk(ntlla = g=ikna
entdo e~ =1 = 2™ ¢ k. = 2rm/(La), com m = 1,. . . , L. Assim & possivel inverter
essa transformada, considerando a seguinte relacao proveniente da série geométrica,
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=) T =G, (15)
Com isso segue que ¢, = % >, e*nedy, substituindo em (14), temos que

L

L
Zc;fcn Z Z i —kmagr g, = Z( Z i —knay gt g, = Zék wdi dp = Zd,‘:dk.
n=1 k

n=1"" ki kK n=l kK

Da mesma forma,

Z Cepyr = Z Z —zknad-i- zk/(n-‘rl)ad Z €ilmd2—dk,
k

n=1 kK

logo conclui-se que

L
Z crepr + he = Z(eik“ + e Ry drd, = Z 2 cos(ka)d; dy.
n=1 k

k
Assim temos o Hamiltaniano diagonalizado exatamente, dado por

H = Z(s + 2 cos(ka))d; dy,

com autoestados de ondas estendidas por todo o anel cristalino, |k) = f S, e~iknact0) .

Nesse caso notamos que existe apenas uma banda de energia, dada por ¢, = € + 2cos(ka),
com 0 < k < 27/a.

Bandas e gaps de energia no modelo tight-binding

Podemos também construir uma outra estrutura para o cristal, definindo os termos de cada
sitio como €, par = €4 € €y impar = €p. Perceba que se €, = ¢, retornamos ao caso anterior.
Dessa forma agora temos o Hamiltoniano

L

n= Z[Encflc‘n + (et enyr + he)] = Z EaClCp + Z EbC, Cp + Z ctenr + hoe).

n=1 n par n impar

Assim como no caso anterior definimos uma transformada de Fourier para diagonalizar
0 sistema como d = \%L >on e~knac - porém somando separadamente nos sitios pares e
impares,

— 2 L/2  —ik2na — 2 L/2  —ik(2n—1)a,,
ak:\/gznlﬂ Con 7bk:\/;2n:16 Br=becy, .
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Aplicando condig¢oes de contorno periddicas dadas por c,,p = ¢,, temos que k, =
2mm/(La), tal que m =1,. . . | L/2.

Utilizando a relagao (15), 2 Zﬁﬁl eim T m ' .ns POdemos inverter as transformadas
para isolar os c,,

_ 2 ik2na — 2 ik(2n—1)a
czn:\/gzke ay, ,CQn_lz\/;Eke (@n—Djap,

Substituindo no Hamiltoniano e utilizando novamente a identidade (15), concluimos que

€q 2tcos(ka a
H = Z5aa;ak+5bbk+bk+2tcos(ka)(a,jbk—l—b;ak) = Z (az b;) (2tcos(ka) 61;( )) (b:) )
k k

Diagonalizando essa matriz, temos

VT

( . thos(k;a)) ceten | \/ (£52) + 412cos? (ka) 0
—v
2tcos(ka) £ 0 catep _ \/(Ea;ffb)Q + 4t2cos2(ka)

entao definimos uma nova base ay, e fj de forma que (gk) =T (ak) _
k

Assim diagonalizamos o sistema, dado
por

H= zk: (el B <€aék) E;@) (gz) = 21/\

_ Z ealk)a cu, + e5(k) By Br, B 1

K \/

sendo as auto-energias do sistema ul ]
ealk) = 32 4 \/(%)Q+4t2cos2(ka) o B B e S R (VI

eg(k) = =d= — \/(%)2—1—41520052(14:@).

Com isso é possivel notar o aparecimento Figura 7: Graficos das energias permitidas no
de duas bandas de energia e um gap entre €aso €, par = €as En fmpar = Eb-

elas, apenas mudando a estrutura periddica

do sistema em questao. Também é possivel

calcular os autoestados do sistema, dados por ondas estendidas como no caso anterior.

Na figura 7 das bandas de energia nos dois casos calculados acima, no limite termodi-
namico (L — o0), ou seja, quando os niveis de energia se tornam continuos. Fizemos uma
redefinicdo de k, como estando na faixa —7/a < k < 7/a e —7/(2a) < k < 7/(2a) res-
pectivamente, para melhor vizualizacao da estrutura de bandas nas duas redes cristalinas,
considerando t =1, a=1,¢e,=1e g, = —1.

Energias
f=}
T
1
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3.3 Diagonalizagao do modelo de Aubry-André

Como foi visto anteriormente, introduzindo uma estrutura um pouco mais complexa no
cristal (Atomos com duas energias diferentes nos sitios), criou ja uma estrutura simples de
bandas e gaps. Agora faremos uma estrutura bem mais complexa, intruduzindo energias
quasi-aleatorias em cada sitio ¢, = —gcos(27n) [6lem que $ é um nimero irracional e os
termos de “hopping” sao uniformes como ¢, = 1 . Assim introduzimos uma desordem no
sistema, resultando no Hamiltoniano

L L
H = —gz cos(2mfBn)cte, — Z(c;ﬁrlcn +he)="7CTM7.
n=1 n=1

Para diagonalizar o sistema, s6 precisamos entao resolver o sistema

ee -1 0 - 0 -1

1 & -1 0 0
Mo |0 -1

0 0

0 —1

-1 0 - 0 -1 ¢

Como visto anteriormente, no caso cristalino os auto-estados sao ondas estendidas por
todo o sistema, porém quando disordem ¢é introduzida, esperamos que os estados se tornem
localizados por conta da localizagdo de Anderson. Com isso cada estado deve, no limite
termodindmico (L — o0), ser praticamente nulo em cada sitio com exce¢ao de um, em
que sua amplitude é praticamente 1, ou seja, |k) ~ |m). Com isso em mente ¢ 1til definir a
quantidade “Inverse Participation Ratio” ou “IPR”, para medir o quanto que cada autoestado
k do sistema esta localizado ou deslocalizado, dada por

L ko_ : "
IPR(K) — Z 60 ()| = 1 se ¢ = 5m?n (estados localizados no sitio m) '
vt 1/L se ¢F = e *ne/\/L (estados de ondas estendidas)

Sendo ¢* = (n|k)a amplitude da fungio de onda de cada auto-estado |k)em cada sitio
|n). Com isso podemos calcular o IPR de cada auto-estado, dado um “parametro de desor-
dem” g. Esperamos que conforme ele aumente, os estados se tornem mais localizados, sendo
que para g = 0 retornamos a um sistema cristalino (comprimento de localizagao infinito),
com todos os auto-estados estendidos.

Exemplificamos entao o IPR para um sistema com g = 3 e calculamos ainda o compri-
mento de localizagao £ (através do “IPR”) desses estados, dado pelo inverso do menor IPR
de cada sistema ¢! oc min{IPR(k), auto-estados k}, e comprovamos esta localizagéo.
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Figura 8: TPR de cada autoestado do sistema para diferentes comprimentos (até L = 987
sitios) e comprimento de localiza¢ao (inverso do IPRmin) em fun¢do do comprimento do

sistema e § = (v/5 — 1)/2

Para g = 3 notamos que todos os auto-estados do sistema estao bem localizados, com
seu IPR consideravelmente maior que 1/987 ~ 0.001 < 0.2. Observa-se também uma fase
em que todos os estados sao estendidos, e outra em que todos eles sao localizados, com uma
transi¢ao de fase que ocorre em g = 2. Verificamos que a fase de estados localizados possui
bandas e gaps de energia distribuidos de maneira fractal.

0 T
=
g
: 8
L
-5 g
B 5
) g
] 3 j5a)
= N—
S g=4 |
-10F N
n L | n L | L s L L n | n L
2 3 4 6 7

5 . B
In(L) Beta

Figura 9: Log do gap no centro da banda de energia em func¢ao do log do comprimento do
sistema (8 = (v/5 —1)/2) e padrio fractal do espectro de energias em funcio da frequéncia
[ do cosseno — [, = 987 sitios

Calculamos também a diferenca de duas energias no centro da banda de energia do
sistema, para varios valores do parametro de desordem g e I = 987 sitios. No limite
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termodinamico (I — o0), 0 espectro de energia tende a ser continuo (infinitos pontos),
entao se estivermos em uma banda essa diferenca tenderd a zero e caso contrario, vai se
aproximar a um valor fixo dado pelo tamando do gap de energia. Entao esperamos que
a diferenca dFE o< L% decaia exponencialmente conforme o tamanho do sistema aumenta,
como foi mostrado na figura acima.

Parte 1V
Conclusoes

Utilizando o do modelo Kronig-Penney cristalino, verificamos a existéncia de bandas de
gaps de energia. Este é um conceito importante para o entendimento de diversos metais e
isolantes na natureza. No caso inomogéneo aleatorio, verificamos a localizacao dos estados
estendidos evidenciando uma dramatica mudancga no comportamento da funcao de onda do
elétron. Com a transmitancia indo a zero e a resisténcia crescendo exponencialmente com
o tamanho do sistema (ao contrario do esperado pela segunda lei de Ohm), indicando essa
localizacao no fio, com diferentes comprimentos de localizacao para cada energia escolhida.
Esse efeito de interferéncia destrutiva é muito forte em dimensoes 1 e 2.

Através do modelo tight-binding cristalino (segunda quantizagao), também foi verificada
a existéncia de bandas e gaps de energia. Estudando ainda o modelo de Aubry-André
que é inomogéneo mas nao-aleatério, verificamos uma transicao de fase metal—isolante de
Anderson ao se aumentar a magnitude da aperiodicidade. Além disso, verificamos o espectro
fractal das bandas de energia. Este é um aspecto comum em sistemas quasi-cristalinos.
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