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RESUMO

A modelagem da Estrutura Termo Taxa de Juros & necessidade fundamental na
analise de investimos e gestdo de riscos. Diversos modelos buscam traduzir as
expectativas dos agentes econdémicos na tentativa de obter uma estrutura de taxas
para diversos vencimentos. Outros modelos buscam apenas uma interpolacio
matematica (modelos baseados em spline e modelos funcionais) dado alguns
valores médios de taxas de juros observados no mercado.

O objetivo neste trabalho foi detalhar a histéria da evolugido dos modelos de
estimacao da curva de juros e as premissas utilizadas por cada um. Foi escolhido o
modelo de Nelson-Siegel-Svensson e 0 modelo de Vasicek para implementacgéo dos
dados de mercado e analise dos resultados.

A escolha dos modelos utilizados na parte experimental deve-se ao potencial de
aplicacdo em andlise de investimento, taxas de equilibrio para exercicios de
desconto de fluxo de caixa e célculo de risco.

Os metodos para determinacéo e calibragio dos pardmetros de ambos os modelos
passa por problemas de otimizacdo nao-linear e/ou regressao estatisticas dos dados
escolhidos, onde foram escolhidos o método do gradiente reduzido generalizado do

Solver (Excel) para determinagdo dos parametros.

Palavras-chave: Estrutura a Termo, ETTJ, Curva de Juros, Modelo de Svensson,

Modelo de Vasicek.



ABSTRACT

Modeling the Term Structure of Interest Rates is a fundamental need in investments
and risk management. Several models aims to translate the economic agents
expectations in order to obtain the term structure for all maturities. Other models seek
only to obtain a mathematical interpolation (spline based and functional models)
based on yield to maturity market data.

This work had the objective to unveil the evolution history of the Term Structure
models and detail the assumptions used by each model. It was chosen Nelson-
Siegel-Svensson and Vasicek Models for the data implementation and results
discussion.

The models selected above and used in the experimental part of this work was due
to their potential application in investment analysis, equilibrium yields for discounted
cash flow and risk measurement.

The parameters calibration of both models uses non-finear optimization problems
and/or statistical regression of the selected data, where the generalized reduced

gradient from Solver (Excel) was chosen to be used.

Keywords: Term Strucutre of Interest Rates, Interest Rate Curve, Svensson Model,

Vasicek Model.
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1 Introdugio

O principal objetivo deste trabalho sera analisar duas metodologias de
construcdo da ETTJ que sirva para melhor aderir as taxas de juros observadas no
mercado nas diferentes maturidades, através dos titulos publicos federais e
derivativos de renda fixa com maior relevdncia no mercado brasileiro. Espera-se que
estas metodologias fornegcam uma gama de parametros maior para avaliar politicas
de investimento, expectativas econdmicas, inflagdo implicita contida nos pregos
negociados, volatiidade das taxas e vértices especificos do mercado e como

instrumento de suporte em andlise de Risco de Mercado.

Para esta modelagem, primeiramente sdo introduzidos alguns conceitos
basicos do mercado de renda fixa como taxa de juros, taxas de juros forward, taxa

de juros livre de risco, duration e convexidade.

O segundo passo é apresentar alguns modelos de comportamento da taxa de
juros ja existentes no mercado como os Modelos de Vasicek e Nelson/Siegel &
Svensson. Estes modelos tentam reproduzir o comportamento da taxa de juros por
meio de equacdes diferenciais estocasticas ou fungdes exponenciais ponderadas

que reproduzem a curva de mercado em um certo instante.

No passo seguinte é detalhado com mais profundidade os modelos de
Vasicek e Nelson/Siegel & Svensson, usados aqui na parte experimental juntamente

com o detalhamento da base de dados utilizada.

Por fim s&o apresentados os resultados e conclusées, trazendo a tona as

possiveis aplicagdes desses modelos nas institui¢ées financeiras.



2 Revisao da Literatura

Serao apresentados alguns conceitos basicos sobre taxas de juros e medidas
de risco. As definigbes matematicas apresentam-se de forma geral e continua no
tempo de modo que possam ser aplicadas no desenvolvimento dos modelos de

construcdo da curva de juros.

2.1 Taxa de Juros e Taxa de Juros Foward

O investimento no mercado de renda fixa € caracterizado por uma aplicagéo
do capital onde se espera um retorno financeiro que acompanhe uma taxa de juros.
Esta taxa pode ser tanto fixada no inicio do investimento (pré-fixada) quanto seguir
alguma taxa existente no mercado (pos-fixada), como por exemplo, a taxa de juros

Selic.

Se uma instituicdo ou o governo deseja capfar recursos no mercado, ela
emite titulos, tornando-se devedora de quem os compra. A quem compra este titulo,
o credor, a instituigdo deve pagar ao fim de certo periodo de tempo o valor principal
depositado pelo credor mais uma certa remuneracao, referente a desvalorizagao do
capital neste periodo de tempo, além do risco de crédito da instituicdo. Esta

remuneracdo sobre valor investido inicialmente denomina-se taxa de juros.

A taxa de juros a vista (spot) associada a uma dada maturidade t pode ser
interpretada como o retorno de um titulo de renda fixa de cupom zero com
vencimento em t. Por cupom de juros podemos entender remuneragéo (ou parte da
remunera¢do) de um titulo que é paga periodicamente. O termo tem origem no
tempo em que os titulos eram emitidos em papel, e havia efetivamente cupons, os
quais eram destacados pelo investidor, que os apresentava ao agente que fazia o

pagamento periédico dos juros.

Definimos como t o vencimento (maturidade) de um titulo de renda fixa, e seja

o horizonte de tempo definido em [0, 1], a data corrente analisada sera denotada por



t, portanto, 0 < t < =. Vamos definir como P(t, t) o prego de um titulo no instante t
cujo vencimento é no instante t, uma unidade de moeda. O preco do titulo P(t, t) é
crescente, atingindo seu valor maximo no seu vencimento t caso seja mantido até
esse instante (conhecido como papéis HTM - Held to Maturity), pelo contrario o titulo
pode ser comercializado no mercado, sendo assim seu valor sujeito a valorizagéo
daquele instante, mesmo que essa seja hegativa (caso em que a taxa de juros é
maior que a taxa na data da compra). No Ultimo caso, esse método é chamado de

Marcacao a Mercado e sera discutido na secéo posterior.

Desse modo, P(z,7) = 1 e P(t, 1)<1, para t < =. Chamaremos de taxa de juros

r(t, t) o rendimento dos juros sobre o titulo em questao.

O preco de um titulo no instante f, com vencimento em t, capitalizado m vezes

ao ano, sujeito a uma taxa de juros r(t, 1) é dado por:

~m{t—t)

P(t,7) = (1 + T(:))

Quando o titulo é capitalizado de modo continuo (em intervalos infinitesimais

de tempo), o preco sera dado por:

—m{zT—t)

t,
P(t,7) = lim (1 g 4 T))
00 m
P(t’ 1—) — e—T(t,T)(’E—f) (2.1)
r(t, 1) = 220D (2.2)

(=t

As taxas a termo (forward) sdo as taxas de juros implicitas pelas taxas a vista

para periodos de tempo no futuro.

A relagao entre as duas pode ser ilustrada pelas féormulas abaixo, a primeira
usada para taxas compostas anualmente, e a segunda usada para taxas compostas

continuamente;

T-1
(1 +REn) = | |+ 2O
k=0



o1t = pXhZd fei()

Onde:

Rf..r € a taxa & vista anual composta anualmente em t para o periodo entre t

e t+T;

r(T) & a taxa a vista anual composta continuamente (c.c.) em t para o prazo

fL(1) é a taxa a termo anual em t para o periodo entre t+k e t+k+1;

fcz(l) é a taxa a termo anual c.c. em t para o periodo entre os anos t+k e

t+k+1;
T (e N) é o prazo de maturidade (medido em anos);

t & a data de avaliagdo da ETTJ (data de pregao);

2.2 Valor de Mercado de um Titulo de Renda Fixa

Um dos fundamentos basicos da gestio de risco de mercado é a necessidade
de se avaliar os instrumentos financeiros pelo seu valor de mercado. Parte destes
instrumentos sdo negociados diariamente tanto em bolsa quanto em balcéo,
tornando simples a tarefa de valorizagdo de carteiras que os contenham. Entretanto,
ha instrumentos que ndo apresentam mercado secundario, de forma que a
valorizagdo deve ser feita a partir de modelos de precificagdo que possibiltem o

calculo do valor de mercado.

No caso de instrumentos de renda fixa, 0 modelo de precificagdo basico
consiste na elaboragdo de uma estrutura temporal de taxas de juros que reflita as
condi¢bes de mercado para os instrumentos em questdo. O valor a mercado pode
ser obtido pelo calculo do valor presente dos fluxos de caixa frazidos por esta
estrutura temporal de taxas de juros. O valor de mercado dos fitulos séo de

fundamental importancia no calculo de valorizagdo de carteiras, gestéo de risco e



ALM (Asset and Liability Management), sendo assim a estimagdo da estrutura

temporal dos juros de fundamental importancia.

Para este estudo, onde se considera carteiras que nao apresentam risco de
crédito, a estrutura temporal de taxas de juros é agquela considerada como sendo
livre de risco e ela é geralmente obtida através das taxas de juros implicitas nos
titulos publicos negociados no mercado secundario, como & o caso do mercado
norte-americano. No caso do mercado brasileiro, onde os titulos ptblicos
negociados no mercado secundario ndo apresentam prazos diversificados o
suficiente para se elaborar uma estrutura temporal, utiliza-se cotagdes de

instrumentos derivativos.

2.3 Medidas de Risco em Renda Fixa

Diferentes tipos de ativos de renda fixa como titulos do governo, debéntures,
CDBs e etc; possuem como principal fator de risco (fator primitivo de risco)
oscilages da taxa de juros do mercado, podendo ser a carteira prejudicada ou

beneficiada com a oscilagdo.

As medidas de risco nos fornecem uma nogéo da exposigdo da carteira em

relagdo a variagao na taxa de juros corrente.

2.3.1 Duration

A duragsdo (duration) de um titulo (ou carteira) & definida como sendo o prazo
médio dos vencimentos futuros, ponderado pelo valor presente dos fluxos de

pagamentos (ou recebimentos):



C,+VN
G C, Ca

ottt |

t 1 2 :3 n
D ]

Eigura 1 - Fluxo de pagamentos de cupons C e Valor Nominal {Principal} no vencimento

_ T t X VP(D)
- VP(@)

VP (i) = '(Tit:T
Onde,

i = taxa de juros periodica (TIR/Yield);

F. = valor do fluxo no periodo;

VP(i) = valor presente do t-ésimo fluxo;

VP(i) = valor presente do fluxo total.

A duragdo modificada (modified duration) mede a variagéo no valor de um
titulo dada uma variagdo na taxa de juros, com relagéo ao valor presente do titulo.

1 dvP() D

DM=-9r0 @ (+9D

Além de nos dar uma nogéo de tempo, a duration pode ser interpretada como
uma medida de sensibilidade da carteira em relagao a taxa de juros.

Suponha que possamos representar a carteira inteira como sendo um (nico

titulo, que denominaremos de “titulo sintético”.
Usando a seguinte notacgao:
PV: valor da carteira no presente;

FV: valor da carteira na data do vencimento;



I: taxa de juros paga pelo titulo sintético;
D: duration da carteira.
Entdo:

FVy

PV =r———s
(1+DnP

A variacéo no valor presente da carteira em relagdo a variagdo da taxa de
juros do titulo sintético é dada pela derivagéo:

dPV _ sl
dl — T (@+Dnp+t

av _ 1 arv _ p__1
Fazendo 77 D PV (1+1)PH1 — vl b(1+Dn (1+NP+1
Portanto:

v _ o M _pumar

PV~ U(+D '

A equacgdo acima nos permite interpretar a duration como uma medida de
sensibilidade. Ela estima a variagao relativa do valor presente da carteira em relagéo

a uma variacdo relativa na taxa de juros.
4

VP &
AVP(i)= —VP(j)x DMx Ai
N

v

Figura 2 - Representagio Gréfica da Duration

2.3.2 Convexidade

Juntamente com a duration, a convexidade é uma medida de sensibilidade
que tenta captar o efeito da mudancga na taxa de juros no valor presente da carteira.



A convexidade estuda a variagéo relativa dos pregos em fungéo da variagéo
da taxa de juros (dPV/PV x dl), ou seja, ela estuda a curvatura (ou convexidade) da
variagao dos pregos em relacdo & variagdo da taxa de juros. Quanto maior for essa
curvatura (quanto mais convexa), maior sera a sensibilidade da carteira ou do ativo

em relagéo a mudangas na taxa de juros.

A curvatura é representada pela segunda derivada da fungéo VP, (i) = m.

Portanto, a medida da convexidade é dada da seguinte forma:

C=

1 d?VP(i) 1 = (1 + £)F,
VP() di? Vp(i)(1+i)2; (1+0)°

Da mesma forma que a suposi¢ao acima, podemos analisar a convexidade da
carteira de um Unico titulo desenvolvendo a derivagéo de segunda ordem através da

expansé&o em série de Taylor:

1d?vP
dVP = ﬁd1 += @)

7 T (di)? + erro

dvP dvP 1 1d2VP(1) 1 (d 0% + erro

—_—=———di

VP di VP 2 ai?

dvp

1
= DM. di 2
7 i+= C(dz)

AVP(i)=—VP(j)x DMx Ai+%VP(i)x Cx A2

Curva do titulo
V(i)

Aproxlmagao pela

Aproxlmat;ao pela

L7/ N PV —
B duracgéo + convexidade

Figura 3 - Representagdo Gréafica da Convexidade



2.4 A Estrutura a Termo Taxa de Juros

O estudo da Estrutura a Termo Taxa de Juros € relevante para diversas areas
da economia, daqueles que realizam politica monetaria e gestores de carteiras de
renda fixa. Dentre as principais razdes para seu estudo podemos destacar: previsao
e comportamento das taxas, politica monetaria, gerenciamento da divida publica e
gerenciamento de riscos e apregamento de ativos. Uma das motivagdes deste
trabalho (modelagem da taxa de juros) esta ligada a necessidade de previsao das

taxas e a sua aplicagéo no apregamento de ativos.

As expectativas das taxas de juros influenciam as decisbes de investimento,
consumo e politica dos agentes econdmicos. Discutiremos com mais detalhes
abaixo as teorias que buscam explicar os comportamentos dos agentes e seu

impacto no formato da curva de juros.

No que tange a politica monetaria, o controle da oferta da moeda e das taxas
de juros de curto prazo é feito de forma a garantir a liguidez ideal de cada momento
econdmico. O executor dessa politica é o Banco Central (BACEN) através de
instrumentos como o depésito compulsério, empréstimo de liquidez, controle e
selecdo de crédito e, o que estamos mais interessados, no mercado aberto com a
compra/venda de titulos pablicos. O BACEN possui também sua politica pautada em
metas de inflagdo. Como ndo ha instrumentos disponiveis para modificar
diretamente a taxa de juros real (taxa de juros descontada a inflagdo), o BACEN se
utiliza da taxa basica da economia, a SELIC (Sistema Especial de Liquidagao e
Custodia). No entanto, como o objetivo final do BACEN é o nivel desejado da taxa
real, os modelos de taxas de juros reais auxiliam-no a realizar a politica monetaria e

a identificar seus impactos na economia, em particular, na inflagao.

Para o gerenciamento da divida publica, o Tesouro Nacional, como caixa do
governo, capia recursos no mercado financeiro via emissdo primaria de titulos
ptiblicos, para execugéo e financiamento das dividas internas do governo. Uma serie
de siglas identificam os titulos plblicos com caracteristicas diferentes de prazo e
remuneragdo, mas que na sua esséncia, cumprem a missdo basica de rolagem da

divida interna pelo tesouro nacional. Para este trabalho estaremos interessados nos
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titulos indexados a inflagdo (NTN-B) e de titulos pré-fixados (LTN e NTN-F) para
diversas maturidades, sendo a modelagem da ETTJ importante tanto para a
colocagdo como recompras de titulos. Mesmo que na escolha da base de dados
seja por instrumentos derivativos, a observagdo dos precos desses titulos reproduz

as expectativas do mercado, pautada nos titulos publicos.

Abaixo descrevemos os principais titulos publicos soberanos no Brasil.

Titulos prefixados - titulos publicos cuja rentabilidade € definida no momento
da compra.

a) LTN (Letras do Tesouro Nacional) - possui fluxo de pagamento simples, ou
seja, o investidor faz a aplicagéo e recebe o valor de face (valor investido

somado a rentabilidade), na data de vencimento do fitulo.

Fluxo de Pagamentas da LTN

Valor de face (Valor
Investido +
Data da Compra Remabihdade)

Valor Data do Vencémento
Investide

Figura 4 - LTN Fluxo de Pagamentos

b) NTN-F (Notas do Tesouro Nacional — Série F) - o rendimento da aplicagéo ¢
recebido pelo investidor ao longo do investimento, por meio de cupons
semestrais de juros, e na data de vencimento do titulo, quando do resgate do

valor de face (valor investido somado & rentabilidade) e pagamento do ultimo

cupom de juros.

Fluxe de Pagamentos do NTN-F

Pagamento de Cupom de Juros (Semestral}
valor de face {Vator
Investide + Rentabilidade)

—

4./\-._
Dat3 da Compra T T T T T Cupom de juros

Data do Vencimento

Valor
Investido

Figura 5 - NTNF Fluxo de Pagamentos
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Titulos indexados ac IPCA - titulos com rentabilidade vinculada & variagéo do

IPCA, acrescida dos juros definidos no momento da compra. S4o as NTN-B

Principais e as NTN-B:

c) NTN-B (Notas do Tesouro Nacional — Série B) - o rendimento da aplicagéo €
recebido pelo investidor aoc longo do investimento, por meio de cupons
semestrais de juros, e na data de vencimento do titulo, quando do resgate do

valor de face (valor investido somado a rentabilidade) e pagamento do ultimo

cupom de juros.

Fluxo de Pagamentos do NTN-B

Pagamento de Cupom de Juros (Semestral)
Valor de face {Valor
Investido + Rentabilidade)

A
I
Data da Compra T T T T T } Cupom de Juros

Data do Vencimento

Valor Investido

Figura 6 - NTNB Fluxo de Pagamentos

d) NTN-B Principal (Notas do Tesouro Nacional — Série B — Principal) - possui
fluxo de pagamento simples, ou seja, o investidor faz a aplicacéo e resgata o

valor de face na data de vencimento do titulo.

A carateristica hoje da divida pdblica brasileira e toda sua dindmica se

concentra nas NTN-Bs.

O mercado divulga a rentabilidade desses titulos, na forma de faxa efetiva
anual, base 252 dias Ufeis. Com base nessa taxa, o prego (observado) de cada titulo

(em t) é calculado de acordo com as seguintes relagdes:

1000

Py =

2

25

&3

(1 + REesr;)



12

s IPCA, Z‘: 1 .
NTNBI = Ti i
1PCAaps, j=1(1+ Rtt.t+tj)§5L2

Onde:

IPCA;— numero indice do IPCA na data de avaliagéo;

IPCAgp.1 — nimero indice do IPCA na data-base do titulo;

k; € o0 nimero de pagamentos dessa NTN-B (inclui cupom e principal)

Fi, € o j-ésimo pagamento dessa NTN-B

7;; € 0 prazo (em dias uteis) em que ocorre o j-€simo pagamento dessa NTNB

R{HTJ. é a taxa efetiva anual, base 252 dias Uteis, em t para o periodo entre t e

t+Tj

Com relagdo ao gerenciamento de riscos e apregcamentoc de ativos
financeiros, estes sdo realizados devido aos riscos oriundos de instrumentos
associados a taxas de juros reais, tais como titulos publicos indexados a inflagdo
(NTN-B e NTN-C), futuros ou swaps {instrumento de derivativo que serva para trocar

um tipo de risco financeiro — sera definido na se¢éo Derivativos).

A esfrutura a termo de taxa de juros (ETTJ) € uma curva ou fungdo que
associa uma taxa de juros Unica para cada maturidade desejada, sem

necessariamente ser um vértice de mercado.

Fabozzi (2000: 96) define estrutura temporal de taxas de juros (ETTJ) ou
curva de juros como sendo a representagdo grafica do relacionamento entre as
taxas de juros de titulos de mesma qualidade de crédito, mas diferentes prazos. Ela

tern como principal utilidade servir de base para a precificagéo de instrumentos de

renda fixa.
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Além de precificacdo, as curvas de juros fornecem subsidios para apuragao
do valor de mercado dos fluxos futuros dos instrumentos (valor presente) com
objetivo de agrega-los em uma tnica unidade monetaria (conceito de valor temporal
do dinheiro).

A estrutura de retornos de qualquer tipo de instrumento de renda fixa é
composta basicamente de trés fatores de risco financeiros, sendo representados
pelo prémio de crédito, pelo prémio de liquidez e pela taxa basica de mercado.
Nesse estudo serdo consideradas apenas variagbes na estrutura temporal
decorrentes de oscilagdes na taxa de mercado, desconsiderando-se os efeitos
causados pelos demais fatores.

4Tann Retorno do Titale
A
I Prémio de Crédito
I Prémio de Liquidez
Taxa de Mercado
(ETTT livre de riscos)
Prazn

Figura 7 - Fatores de Risco Implicitos

A estrutura temporal é usualmente expresga na forma de taxas de juros a
vista (spot), isto &, para periodos compreendidos entre a data atual e uma
determinada data futura. Outro modo de se expressar a curva de juros & na forma de
taxas a termo (forward), como definida.

2,5 AsTeorias de Formacio para a Estrutura a Termo Taxa de Juros

Existem duas grandes teorias que se solidificaram na busca da explicagdo
dos formatos observados das ETTJs. A Teoria das Expectativas ¢ a Teoria de
Segmentagéo de Mercado. Quanto as teorias de expectativas podemos destacar a
teoria das expectativas puras, a teoria da preferéncia pela liquidez e a teoria do
habitat preferido.
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= -~

Teoria da Segmentacdo
de Mercado

Teoria das Expectativas

Teoria das Expectativas Puras
(Trés Interpretacdes)

Teoria da Expectativa
Tendenciosa

Teoria da Preferéncia pela
Liquidez
Teoria do Habitat Preferido

Interpretagdo Ampla

Interpretacao Estreita
(Expectativas Locais)

Expectativa do Retorno na
Maturidade

Figura 8 - Representagio esquemética das teorias de formacgio da estrutura a termo

A Teoria das Expectativas Puras afirma que a taxa de retorno esperada
sobre um investimento para um intervalo de tempo é a mesma, independentemente
de seu prazo de vencimento. Exemplificando, se o horizonte de investimento de um
individuo € um ano, ndo ha diferenca se ele inicialmente investir em qualquer uma
dessas alternativas: a) um titulo de seis meses e no vencimento deste comprar outro
titulo de seis meses; b) um titulo de um ano; ¢) um titulo de dois anos e vendé-lo ao
final de um ano.

Assim, pela teoria das expectativas puras, o retorno esperado para um

. Al '3 - ]
determinado pehiodo & o mesmo para qualquer uma das alternativas acima. Deste

modo, assumindo-se que n&o hé custos de transagio e que esta teoria seja valida,
titulos com diferentes vencimentos seriam substitutos perfeitos entre si. Possiveis
investidores a qualquer momento possuem trés opgdes: investir em titulos de curto
prazo, renovando a operagdo ao longo do horizonte de investimento (roliover);
investir em um titulo com maturidade exatamente igual ao seu horizonte de
investimento; ou investir em um titulo com prazo de vencimento superior ao
horizonte de investimento, vendendo-o ao final do periodo definido.

Esta teoria assume também a presenca de participantes no mercado que
sejam neutros ao risco e capazes de explorar oportunidades de lucros. Caso as
taxas a termo diferenciem-se das taxas futuras esperadas, haveria uma especulagéo
suficiente no mercado para direcionar os dois conjuntos de taxas na mesma dirego.
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Com taxas diferentes, varios participantes de mercado, observando a oportunidade
de ganho sem risco, explorariam a oportunidade até que ela fosse eliminada. Deste
modo, pode-se interpretar as taxas a termo como estimativas ndo viesadas das

taxas futuras esperadas.

Se este ajuste ocorrer rapidamente, eliminando a possibilidade de arbitragem,
tem-se um mercado eficiente, onde todas as informagdes relevantes estao

incorporadas nas expectativas sobre ¢ curso futuro das taxas de juros.

A Teoria da Preferéncia pela Liquidez pode ser vista como um ajuste na
teoria das expectativas, acrescentando os prémios pelo prazo de vencimento dos
contratos, ou seja, quanto maior o prazo de vencimento de um titulo, maior & o risco
de flutuacdo do valor do principal para o investidor. Sem esta hipotese, caso
houvesse plena certeza no mercado sobre a formagéao das taxas futuras, as taxas a
termo seriam previsdes exatas das futuras taxas a vista e a possibilidade de
arbitragem tornaria todas os prazos de vencimento consistentes com as expectativas
de tal forma que o investidor receberia © mesmo retorno independentemente do
vencimento do titulo, ou seja, a taxa forward néo conteria nenhuma recompensa

pelo risco.

Entretanto, devido a existéncia de risco, os investidores preferem emprestar
no curto prazo, enquanto os tomadores de recursos preferem prazos maiores de tal
forma a reduzir o risco de ndo pagamento do principal. Portanto, um prémio deve ser

oferecido para induzir os investidores a comprar titulos de longo prazo.

A presenca de prémios pelos prazos dos titulos implica em um viés de curvas
crescentes de taxas de juros. Na realidade, a estrutura a termo poderia decrescer
somente quando as futuras taxas spot esperadas fossem menores do que a taxa

spot atual em montantes que excedessem seus respectivos prémios.

A Teoria do Habitat Preferido também adota a visdo que a estrutura
temporal de taxas de juros reflete a expectativa em relagdo as taxas futuras assim
como o prémio de risco. Ela supbe que investidores e tomadores podem trocar de
mercados mediante alteragdes nas taxas de juros & medida que as mesmas se

tornem mais atrativas em um mercado, em comparacao com o segmento atual de
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atuacdo (habitat). Assim, esta teoria propde que o formato da curva de juros é
determinado tanto pelas expectativas de taxas de juros futuras quanto pelo prémio
de risco (positivo ou negativo) que induz os participantes do mercado a se
deslocarem de seu habitat preferido. Por esta teoria, entdo, as estruturas temporais

podem assumir formas diversas, inclusive com corcovas.

A Teoria da Segmentagdo de Mercado sugere que o comportamento
segmentado de financiadores e tomadores de recursos determine o formato da
curva de juros. A idéia bésica desta teoria é que, devido a restricoes legais e
comportamentais, financiadores institucionais preferem os intervalos de prazos nos

quais eles operam.

Assim, bancos comerciais tipicamente preferem titulos de curto prazo a titulos

de médio e longo prazo, devido & natureza do seu passivo € a uma tradicional

énfase em liquidez.

Ja companhias de seguro e outros financiadores, com passivos de longo
prazo, preferem prazos de vencimento maiores. Por outro lado, os tomadores de
recursos procuram ajustar os vencimentos de seus passivos a sua necessidade de
fundos. Assim, uma empresa, construindo uma nova planta, preferiria recursos de
longo prazo, ao contrario de uma loja de eletrodomésticos, que estaria preocupada

em financiar seu capital de giro.

No extremo, a teoria de segmentacdo de mercado implica que a taxa de juros
para um determinado periodo seja determinada basicamente pelas condigbes de
demanda e de oferta para aquele dado periodo, sem referéncia as condigées para
outros periodos. Em outras palavras, tanto financiadores como tomadores de
recursos possuem preferéncias rigidas de prazo e n&o desviam de suas

preferéncias, independentemente de qudo atraentes sejam as taxas para outros

prazos.
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3 Modelos de Estimacdo da ETT]

A ETTJ ndo é diretamente observavel na pratica e precisa ser estimada a
partir de cotagdes de mercado para titulos de renda fixa ou instrumentos financeiros
derivativos, disponiveis para um nimero finito de vencimentos (os “dados/pontos
observados da curva”). A partir deste conjunto discreto de dados, pode-se construir
uma curva/fungido “continua” que aproximadamente se “acomode” cu "encaixe" nos
dados observados, usando técnicas de interpolacdo, e estimar o valor da

curva/funcdo em pontos fora da zona conhecida, usando técnicas de extrapolagéo.

A partir das taxas de juros implicitas nos instrumentos negociados no
mercado — titulos ou derivativos que tenham como ativo subjacente as taxas de juros
— podemos observar a ETTJ para determinadas maturidades. No entanto, ndo ha
taxas disponiveis para todos os dias. Para os diversos agentes de mercado a ETTJ
precisa estar completa e isso € feito através de através de interpolagbes e
extrapolagdes. Existem alguns modos diretos de interpolar as curvas da ETTJ e

serao discutidos abaixo.

O objetivo da interpolagdo € encontrar uma fungdo matematica que interligue
um conjunto de vértices de forma a estabelecer corretamente as taxas de juros

correspondentes aos prazos entre esses vértices.

Um dos métodos de interpolagdo mais utilizados é o chamado "polinémios por
partes”, ou seja, entre dois vértices consecutivos um polinémio € ajustado de modo a

passar pelos vértices. A unido de todos os polinédmios define a ETTJ.

O método de interpolagdo deve aderir ao processo formador das taxas de
juros definido pelo mercado para que este seja representativo. Os métodos de

interpolagdo mais comuns sao:

a) Linear - Representa o método mais simples de interpolagéo, consistindo na
unido de cada par de vértices consecutivos por uma reta. As taxas dos pontos

intermediarios aos vértices sao obtidas segundo a regra abaixo:

Taxaysysice n — TAXAygriice n—1

Taxa, = TaxQyersice n + ( ) (Prazoyeysice, — Prazo,)

Prazoysetice n — Pra20ysrice n—1
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b) Composta - Representa o método que fornece uma relagéo de crescimento
composto entre as taxas de cada par de vértices. O fator de crescimento & obtido

como fungéo das taxas a termo entre os vértices e pode ser demonstrado pela regra

abaixo:

( Prazoyertice, = Prazog )
Taxavé,.tice n ) Prazoygrtice n— Pr0@Z0ysrtice n—1

Taxa, = TaxQyertice n + (
Taxavértice =1

c) Log-Linear - Representa uma forma alternativa de fornecer uma relacéo
enire taxas a termo de cada par de vértices, apresentando o mesmo resultado da
interpolagdo composta. Esse método utiliza a mesma funcéo interpolante do linear,
porém ele nao aplica a formula diretamente nos vértices iniciais, mas sim nos seus

logaritmos. A taxa é obtida através da exponencializagdo do logaritmo encontrado

conforme a regra apresentada abaixo:

In(Taxaysrtjce n)~ (T axApersice "“‘1))(131'(120 - -Prazog)
Prazoysrtice n— PTAZ0pértice n—1 b

Taxd, = eln(Tﬂxavértice n)+(
. =

d) Spline Cubico - Mais apropriadamente dencminado de “spline clbico por
partes”, este método utiliza um polinémio de terceiro grau para fazer a interpolagéo
entre pares de vértices consecutivos e impde a condi¢do de derivadas iguais nos

vértices, de forma que a fungdo continua resultante em todos os intervalos seja

“suave”.

O método Spline Cubico & uma fungéo polinomial de ordem 3 definida por
trechos. Em todo o dominio, cada ponto (né) separa os “n” trechos que compdem
uma curva. A composicdao de todas as fungbes de cada trecho gera a curva
interpolada para esses pontos. Esse método possui um alto nivel de alisamento

onde os polinémios se conectam (nés).
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Figura 9 - Spline Ciibica composta por 5 polindmios {com segunda derivadas positivas e negativas).

Podemos entender essa classe de interpolagées como modelos Néo
Paramétricos. O objetivo aqui é apenas “ligar” dois pontos adjacentes por uma
fungcido matematica linear de primeiro ou terceiro grau. A extrapolagéo dos pontos €

totalmente comprometida ja que ndo conseguem capturar de uma forma coerente

expectativas de longo prazo do mercado.

Métodos mais complexos utilizam um conjunto de parametros combinados
linearmente e funcbes dependentes destes pardmetros para descrever a curva, de
forma a propor uma extrapolagao condizente com as expectativas. Sdo os modelos

Paramétricos.

Os modelos Paramétricos englobam as classes dos modelos de fatores,
componentes principais que formam uma curva de juros, além de interpolagdes.
Dentro da classe de modelos de fatores encontra-se 0 modelo de Nelson e Siegel
(1987) e Svensson (1994), nos quais se consegue explicar a maior parte da
evolugdo da ETTJ a partir de trés e guatro fatores respectivamente. Esses modelos
ndo sdo oriundos de um modelo de taxa de juros e nao possuem fundamentacéo
tedrica, supde-se apenas que a curva da ETTJ tenha determinada forma funcional
e ajustam-se os pardmetros desta funcdo de forma a obter o menor erro possivel da

diferenca entre os pontos reais da ETTJ e os pontos da curva interpolada.

A classe de modelos paramétricos que buscam modelar a ETTJ através de
fundamentacéo tedrica da formagéo de taxas de juros e pregos, buscando traduzir
esse ‘comportamento” em equagbes matematicas sdo conhecidos como modelos

estruturados (modelos de Eguilfbrio ou Néo-arbitragem).
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Justamente através de hipoteses de Equilibrio ou N&o-arbitragem, esses
modelos especificam uma equagao diferencial estocastica para os fatores da
economia gerando uma simulagao que explica a dindmica da ETTJ ao longo do

tempo como funcgdo desses fatores.

Os modelos de equilibrio supdem que a taxa de juros é resultado de um
equilibrio econdmico, ou seja, dadas as varidveis que compdem o equilibrio
econdmico, a variavel “taxa de juros” é endogena, sendo um resultado do modelo.
Por esta razdo, a taxa determinada por um modelo de equilibrio ndo precisa
necessariamente corresponder as taxas efetivamente observadas e precificadas no

mercado.

Por outro lado, outra categoria de modelos de taxa de juros é o de nao-
arbitragem. Estes modelos possuem termos dependentes no tempo, o que permite a
entrada no modelo de dados efetivamente observados no mercado. Esta
caracteristica torna os modelos de néo-arbitragem menos viesados e, portanto, mais

aceitos no mercado.

Por arbitragem iremos entender se existir uma probabilidade n&o nula de um
investimento zero em um determinado instante de tempo que resulte com certeza
em um retorno positivo em um instante posterior. Os modelos de nédo-arbitragem

supbem esta situagéo ser impossivel.

Um modelo estruiurado calibrado ou estimado nédo tem porque se ajustar
perfeitamente a ETTJ observada da economia, afinal, o modelo impde uma série de
restricdes tanto em relagéo a dinamica dos fatores como em relagéo as correlagées

entre as varias taxas de mais longo prazo que formam a ETTJ a cada periodo do

{empo.

Outra classificacdo atribuida entre os modelos € em relacdo ao nimero de
variaveis de estado dentro do modelo. Uma variavel é denominada de estado se ela
é responsavel pela composicéo da estrutura a termo da taxa de juros. As variaveis

de estado mais comuns sdo: o prego do titulo P(t,7), a taxa de juros instantdnea i e

a taxa de juros forward instanténea f(t,z).
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Se no modelo somente uma variavel é de estado, entdo denominamos o
modelo de unifatorial. Geralmente a taxa de juros livre de risco, I € uma estatistica
suficiente para toda a estrutura a termo da taxa de juros, ou seja, ela é perfeitamente

correlacionada com todos os vencimentos da curva de juros.

Se um modelo tem mais que uma variavel de estado, entéo ele é denominado
de muliifatorial. Quando se trata de derivativos de taxa de juros que dependem da
correlagdo entre os vencimentos ou entre a taxa instantdnea e a forward, os

modelos multifatoriais sdo melhores opgdes para a modelagem da curva de juros.

O uso de modelos estruturados da ETTJ garante a consisténcia dos
resultados com hipéteses de nao-arbitragem, além disso, varios dos parametros
desses modelos carregam o prémio de risco do mercado e a taxa de juros de longo
prazo da economia. Esses modelos, entretanto, dadas as restrices que eles
impdem, nem sempre garantem que as taxas teoricas sejam idénticas as taxas de
fato observadas. Tal fato tem impedido, muitas vezes, o uso mais amplo na inddstria
financeira desses modelos, pois os agentes de mercado demandam, antes de tudo,

que seu modelo da ETTJ se ajuste perfeitamente as taxas observadas no mercado.

Outra variavel que influencia considerar se uma previsao & boa ou ruim, € o
vértice da ETTJ em que a previsdo é realizada. Saber qual sera a taxa de juros de
curto prazo & uma informagdo que pode ser pouco relevante para a condugéo da
politica monetaria em alguns mercados, mas é muito relevante para montar uma
estratégia de investimento. Dessa forma, uma previsdo que seja boa apenas para
prever o comportamento dos vértices mais curtos da ETTJ tem uma utilidade muito
maior para uma estratégia de investimento do que para auxiliar na execug¢édo da

politica monetéaria.
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vistaouaTIR uso da ETTJ Modelo

e s8us
A Merton (1973]

Modelo
ETTJ

Figura 10 - Classificagdo dos Modelos

Existem resultados empiricos, utilizando a técnica de Anélise de
Componentes Principais (ACP), que mostram que 85% a 90% da variagdo da taxa
de juros ¢€ explicada pela primeira componente, o nivel da taxa de juros.

A discussdo de componentes principais € extremamente relevante, pois com
esses trabalhos, surgiram diversos modelos que englobaram os resultados obtidos
por componentes principais para a especificagdo de modelos de estrutura a termo e
a determinagdo do numero de fatores a serem adotados para a descrigdo do
processo de difuséo da taxa de juros ¥ #modelos de equilibrio e ndo-arbitragem), como
sera exposto nas proximas se¢oes.

ACP é uma técnica estatistica que tem o objetivo de explicar o
comportamento de variaveis observaveis através de um conjunto menor de variaveis
ndo observaveis ou artificiais. A técnica consiste em realizar uma transformacéo
linear de um conjunto de varidveis originais para um conjunto de varidveis
ortonormais, que reproduzem a soma das variancias da série de dados originais.
Essas variaveis ortonormais representam um novo sistema de coordenadas em que
0s eixos sdo organizados conforme o percentual de explicagdo da variancia total
presente na base de dados. A primeira varidvel (eixo) explica a maior parte da
variancia presente na base de dados original, a segunda variavel explica a segunda
maior parte da varincia e assim sucessivamente. Ou seja, os dados originais
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passam a ser descritos por um conjunto de varidveis nac observaveis, nio
correlacionadas e organizadas de forma decrescente em relagio ao poder de
explicacdo das varidncias, chamadas de componentes principais. Isso torna possivel
uma redugéo na dimensdo do problema, escolhendo-se as componentes principais
que explicam, suficientemente, a variabilidade dos dados originais.

Curva de juros em reais Fatores principais
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Figura 11 - Curva de Juros e a sua decomposi¢io em ACP

3.1 Os Derivativos de Renda Fixa e a Evolugio dos Modelos

A histéria da evolugdo dos modelos de taxa de juros originou-se nos Estados
Unidos com a necessidade de apregamento de derivativos de taxa de juros. Os
derivativos de taxas de juros séo instrumentog os quais o payoff depende
diretamente do nivel de taxa de juros. Com o aumento do volume de negocios
desses derivativos aumentou-se o desafio da precificagio e hedge desses produtos.

Derivativo € um contrato no qual se estabelecem pagamentos futuros em que
0 montante é calculado com base no valor assumido por uma variavel. Essa variavel
pode ser o preco de outro ativo, a inflagdo acumulada no periodo, a taxa de cambio,
taxa de juros ou qualquer outra varidvel dotada de significado econémico. Portanto,
derivativos recebem esta denominagéo porque seu prego de compra e venda deriva
do pre¢o de outro ativo, denominado ativo-objeto.

Os derivativos foram criados como forma de proteger os agentes econdmicos
(produtores ou comerciantes) contra os riscos decorrentes de flutuagdes de pregos,
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durante periodos de escassez ou superproducdo do produto negociado, por

exemplo.

Atualmente, no entanto, a ideia basica dos agentes econdmicos, ao operar
com derivativos, é obter um ganho financeiro nas operagdes de forma a compensar
perdas em outras atividades econdmicas. Desvalorizagdo cambial e variagdes
bruscas nas taxas de juros sdo exemplos de situagbes nas quais os prejuizos
podem ser reduzidos ou até se transformaram em ganhos para os agentes

econdmicos que protegeram os seus investimentos realizando operacdes com

derivativos.
Os principais tipos de contrato derivativo s&o:

« A termo - comprador e vendedor se comprometem a comprar ou vender, em data
futura, certa quantidade de um bem {mercadoria ou ativo financeiro), a um preco
fixado na propria data da celebracéo do contrato. Os contratos a termo somente
sio liquidados integralmente na data de vencimento, podendo ser negociados
em bolsa e no mercado de balcéo.

e Futuros — Assim como no contrato a termo, o comprador ou vendedor se
compromete a comprar ou vender certa quantidade de um ativo por um preco
estipulado, numa data futura. No mercado futuro, os compromissos sSao
ajustados diariamente as expectativas do mercado referentes ao prego futuro do
bem, por meio do ajuste diario (mecanismo que apura perdas e ganhos). Os
contratos futuros sao negociados somente em bolsas.

« De opgéo - contratos que d&o a compradores ou vendedores o direito, mas nédo a
obrigagdo, de comprar ou vender o ativo relacionado, em uma data futura (data
do vencimento da opgo), por um preco preestabelecido (o preco de exercicio da
opgéo). O comprador deve pagar um prémio ao vendedor por esta opgéo.
Diferentemente dos futuros, o detentor de uma opgdo de compra (call) ou de
venda (put) ndo & obrigado a exercer o seu direito de compra ou venda. Opgbes
do tipo americano podem ser exercidas a qualquer momento, até a data de
vencimento; opgdes do tipo europeu s6 podem ser exercidas na data de
vencimento do contrato. Caso nio exerca seu direito, o comprador perde

também o valor do prémio pago ao vendedor.
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« Swaps - contratos que determinam um fluxo de pagamenios enire as partes
contratantes, em diversas datas futuras. Negocia-se a troca (swap) do indice de
rentabilidade entre dois ativos. Agentes econémicos interessados em trocar seus
respectivos riscos, podem firmar um contrato de swap (diretamente ou mediante
a intermediacéo de uma instituicdo financeira). O swap, no entanto, implica em
certo risco. Variagbes inesperadas nos indexadores das dividas podem
eventualmente prejudicar um dos signatarios, prejudicando o outro. Tal como a

operagéo a termo, a operagdo de swap é liquidada integralmente no vencimento.

Os derivativos de taxas de juros sdo mais dificeis de precificar do que os

derivativos de agbes ou moeda, principalmente porque:

1. O comportamento de um vértice particular de taxa de juros & mais complicado do
que o preco de uma ag¢éo ou moeda.

2. Para a precificagdo de varios produtos, € necessario o desenvolvimento de um
modelo de comportamento de toda a curva zero cupom.

3. As volatilidades dos diferentes vértices séo diferentes.
As taxas de juros sdo utilizadas tanto para taxa de desconto como para a

definicdo do payoff do derivativo.

Os principais derivativos de taxa de juros no Brasil sdo o mercado futuro de
taxa de juros e opgdes de taxas de juros (Mercado do DI e 1DI) e as operagdes de
SWAP (negocia-se a troca de rentabilidade entre dois indices de renda fixa). As
opgdes sobre taxas de juros necessitam do modelo de precificagdo que utiliza a
curva de juros em diferentes vencimentos, sendo, portanto necessario um modelo

estocastico de equilibrio econdmico e ndo-arbitragem.

No mercado de renda fixa brasileiro observamos ndo somente altas taxas de
juros tanto nominais como reais, mas também suas extremas volatilidades em
relacdo ao padrdo internacional dos paises desenvolvidos. Assim, a implantagéo
doméstica de modelos largamente utilizados nesses paises torna-se um enorme
desafio em termos de engenharia financeira. Igualmente, ndo & uma tarefa trivial
calibrar modelos de taxas de juros que venham a incorporar os fatos estilizados que

observamos no mercado brasileiro.
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Ao se fraduzir as expectativas e comportamentos das taxas de juros em
diferentes vencimentos, esses modelos produzem uma ETTJ estimada e, portanto,
possuem aplicagdo nZo somente no aprecamento de derivativos, mas também nas
areas da economia em que sua aplicacdo é relevante (como abordado na secéo
sobre a Estrutura Termo Taxa de Juros). E importante notar, que a escolha de um
modelo de ETTJ ¢ feita de acordo com a necessidade de aplicagdo, seja ele
paramétrico ou comportamental (no Gltimo caso de equilibric efou ndo-arbitragem).

A histéria da evolugdo de apre¢camento de derivativos de taxa de juros pode
ser dividida em trés periodos. O primeiro periodo corresponde aos modelos que
pressupdem a distribuicdo log-normal das taxas de juros, o periodo seguinte diz
respeito aos modelos de equilibrio e o terceiro periodo aos modelos de néo-

arbitragem.

1e Pressupbie que a Taxa de Juros tem  Black & Scholes (1973) e Black

distribuicio Normal (1976)
2¢ Madelos de Equilibrio Merton {1973), Vasicek {1977) e
Cox-Ingersoll-Ross (1985)
3¢ Modelos de N3o-Arbitragem Ho-lee {1986}, Black-Derman-Toy

(1990), Hull-White (1990) e Heath-
Jarrow-Morton (1992)

Tabela 1 - Modelos de Curva de Juros

O primeiro modelo utilizado foram as propostas de Black & Scholes (1973)
(BS) e Black {1976). Estes modelos assumem que o ativo objeto tem uma
distribuicdo normat. O modelo é usualmente referido a Fisher Black devido a seu
paper publicado em 1976, quando Black estendeu o modelo BS para apregcamento

de opgdes de agbes para opgdes de moeda, indices e contratos futuros.

O modelo de Black, assim como na precificagdo de Black & Scholes assume
uma distribuiggo lognormal para o retorno dos precgos futuros {o logaritmo da variavel
aleatoria — prego — é normalmente distribuido). Prontamente assumiu-se que os
precos de titulos de renda fixa, taxa de juros a termo e swaps de taxa de juros

também teriam distribuigéo log-normal.
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Esse modelo apresenta algumas restricbes por considerar tanio a taxa de
juros como a volatilidade constante durante o periodo de vida da op¢éo. Além disso,
sua aplicagédo a opgdes sobre taxas de juros nao reflete a estrutura a termo dessas
taxas, tampouco a estrutura de volatilidade, implicita nos diferentes prazos de
vencimento para esses instrumentos, como acontece nos modelos calibrados as

informagdes de mercado.

A premissa da distribuicdo lognormal da taxa de juro ou do prego de um titulo
na sua maturidade também possui limitacdes. Ela ndo contempla como a taxa de
jures varia com o tempo (modelos estocasticos) o que impede a sua utilizagcdo com
derivativos de taxas de juros do tipo americano (contratos que podem ser exercidos
em qualquer momento) ou na criagdo de produtos estruturais (obrigacoes de débito

combinada com derivativos de taxa de juros, por exemplo).

Dessa forma, o segundo periodo comegou com o desenvolvimento dos
modelos de equilibrio. Geralmente esse tipo de modelo utiliza pressupostos a
respeito de variaveis econémicas onde o processo seguido pela taxa de juros de

curto prazo ocorre hum ambiente neutro ao risco.

Na teoria, esses modelos de esfrutura a termo assumem um processo de
difusdo para representar a dindmica das taxas de juros e supée como conhecidos os
pardmetros que caracterizam estes processos. Porém, na pratica, estes parametros

séo desconhecidos e precisam de métodos especificos para suas estimacgdes.

A Taxa spot (ndo paga cupom — zero cupom) de curto prazo (r) é a taxa
aplicada em um periodo de tempo infinitesimalmente curto em um dado instante e

definimos como sendo a taxa instantadnea de empréstimo e pagamento:

r(8) = R(t,0) = im R(t, T)

Em um ambiente neutro a risco, em um periodo de tempo infinitesimal t e t+dt,

os investidores terdo rendimentos de r(t)6t.

Antes de abordamos a dindmica estocastica das taxas de juros de curto prazo
precisamos definir, Movimento Browniano (ou Processo de Wiener), o ambiente livre

de risco e a propriedade de martingale.
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3.1.1 Movimento Browniane (W) ou Processo de Wiener (Z}

Um processo estocastico W = (W,,t € [0,0)) ¢é chamado de Movimento
Browniano Padréo, ou de Processo de Wiener, se as seguintes condicées forem

satisfeitas:

O processo se inicia em Wy = 0;
O processo tem incrementos independentes e estacionarios;

Para cada t, o processo tem distribuicdo normal N(u=0, ¢’=t);

BN -

O processo tem trajetdrias continuas, i.e., ndo h4 saltos nas trajetdrias.

Definindo a caracteristica n° 2, seja S = (S,,t € T) um processo estocastico e

T um intervalo contido no conjunto dos Reais.

Diz-se que o processo S tem incrementos estacionéarios se S; - S; possuir a

mesma distribui¢éo que S — Ss+h, que séo instantes posteriores.

Diz-se que o processo S tem incrementos independentes se, para qualquer
escolha de t € T, se Si — Sy, ....., Sin — Sinq S80 variaveis aleatorias (S pode assumir

um possivel estado dentro de um conjunto o qual S esta inserido).

As variaveis aleatorias Wis e Wy— W, t>8, tem distribuigdo normal N(p = 0, ¢°

= t-8).

Este fato decorre da estacionariedade dos incrementos: W, — W, tem a

mesma distribuicdo que Wis — W = Whs — Wy = Wi

Note que quanto maior o intervalo de tempo, maiores as flutuagées (i.e., a

variancia) do movimento Browniano nesse intervalo.
Além disso: como o*(X) = E(X?) — (E(X))?, temos E(X?) = *(X) + (E(X)).
Aplicando esta expressdo ao movimento Browniano:
E{W: —W)’} = EWE) = 0* (W) =t —s

Portanto, um incremento infinitesimal dW; = Wi.q — W, possui uma distribuicdo

normal N((n. = 0, 6 = dt) e, de acordo com a equacio acima, E{(dW)?} = dt.
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A componente dW, pode ser representado por dW; = ¢ . Vdt, onde & séo

variaveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas com g ~ N(0,1).

As trajetérias de um movimento Browniano sdo continuas , porém nao-

diferenciaveis.

Um movimento Browniano generalizado (S)wo & definido pela seguinte

equacéo diferencial estocastica:

Onde p e o sdo constantes e (Wik=0 € um movimento Browniano padrao. p.dt
corresponde ao termo de tendéncia do movimento (Drift) e o.dW,; corresponde a

componente estocastica.

Mavimento Brownlano
Genenalizado

dS, = pdt + odW,
l ds, = pdt

Valores
de S,

Movimente Browniano, dW

Tempo

W

Figura 12 - Movimento Browniano Generalizado

Um movimento Browniano geométrico (Spw¢ € definido pela seguinte

equacéo diferencial estocastica:
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dSt e #Stdt + O-Stth
ou

as;
— = udt + odW,
St

Notemos que dSy/S; corresponde ao retorno do ativo de prego S; durante o
intervalo de tempo ditentre te t + dt:

dS; _ Seeat =S
TR

Neste trabatho iremos nos referir a componente estocastica do movimento

browniano como sendo dz;, muito como comum na literatura internacional.

O movimento browniano é também conhecido por processo de Wiener.
Norbert Wiener descreveu matematicamente o processo do movimento aleatério de
particulas, que foi observado pela primeira vez por Robert Brown afravés de
particulas macroscépicas num fluido que se movimentavam aleatoriamente como

consequéncia dos choques das moléculas do fluido nas particulas.

3.1.2 Lemadeltd

O prego de uma opgéo de um ativo € fungdo do prego do ativo e do tempo.
Genericamente, podemos afirmar que o preco de qualquer derivativo é funcdo das

variaveis estocasticas subjacentes ao derivativo e ao tempo.

Kiyosi It6, em 1951 demonstrou um importante resultado conhecido como

Lema de [t6. Suponha um processo de Itd descrito por:
dS = a(x, t)dt + b(x, £)dW

O lema de It6 demonstra que uma funcdo qualquer G das varidveis x e t

segue 0 processo abaixo:

aG = ae +aG+1626b2 dt-l—adeW
“\ax T3t T20x2 x
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Onde dW segue o mesmo movimento Browniano da equagéo de dS acima,
portanto a fungdo G segue um processo de ltd. O termo de tendéncia e varidncia

sdo respectivamente:

oG a6 10%G

it tzoe

AG\*
bl 2
(ax) b

A prova rigorosa do Lema de [i6 foge do escopo deste trabalho.

2

Considerando a equacgdo do movimento Browniano Geometrico como um
modelo razoavel para o movimento do prego de uma agio, pelo Lema de [t, o
processo seguindo por uma fungéo G(S,t) é:

dG = i S+aG+1aZG 282 dt+aG Sdw
“\as® Tar T2952° 357

Ambos processos, S e G, sdo afetados pela mesma fonte de incerteza, dw.

Esse resultado é crucial na derivagéo a equacéo e precificagéo e Black-Scholes.

3.1.3 Martingales e o Ambiente Livre de Risco

Em teoria de probabilidades, um martingale € um processo estocastico com
tendéncia nula. Podemos descrever uma variavel 6 que segue um processo de

martingale como:

de = odz

Onde dz é o processo de Wiener (Browniano). A variavel ¢ pode ser

estocastica também e depender de 8 ou de outras variaveis.

Martingale possui a propriedade do seu valor esperado em qualquer instante
futuro ser igual ac valor presente, mesmo que conhecidos todos os valores

observados no passado até hoje:
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Suponha dois ativos financeiros f e g dependentes de apenas uma fonte de
incerteza e sem rendimento durante o periodo de tempo em analise. Definimos

entao:
E(gr) =8,

ot
g

A varidvel ¢ & o precgo relativo f com relacdo a g.

A medida equivalente de martingale demonstra que, quando ndo existem
oportunidades de arbitragem, ¢ € um martingale para a escolha correta do valor de
mercado do risco. Assim, dado uma escolha de g o mesmo ¢ se torna um martingale
para quaisquer ativos f. A volaiilidade de g, portanto &€ a escolha do valor de

mercado do risco o qual torna a razao f/g martingale para todos os ativos f.

O valor de mercado do risco mede o quanto de retorno é obtido do ative dado
risco tomado. Podemos nos referenciar a um modelo de retorno ajustado ao risco

comoe sendo:

Considerando 6, como sendo a varidvel a qual depende o pregco de um
derivativo, 2 € o prego do risco de mercado de 8. A varidvel o € a quantidade de
risco de 6 presente em f. A quantidade (u~r) é o excesso de retorno da taxa de juros
livre de risco necessaria. Essa equagéo € analoga ao CAPM (Capital Asset Pricing
Model).

Assumindo que a trajetoria de prego que governa um derivativo é:

";_f:,udt+crdz—> E}:(Haﬂ)dﬁadz

Supondo a volatilidade de f e g como sendo of € o, para provarmos o

martingale a equacac acima resulta em:
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df
—f— = (r + oragg)dt + odz

d
?g = (r + og)dt + g,dz

onde A=og.

Utilizando o lema de Ité para diferenciar o logaritmo de dfin(f)] e d[In(g)]

demonstramos que:

o, 2
d(inf) = (r + oray — %) dt + opdz
o 2
d(lng) = (r + %) dt + o,dz

d(inf — Ing) = d (zni;-) = (af—~—;€—)—dt + (a7 — 0,)dz

Utilizando novamente o lema de 1té para determinar o processo para f/g do

processo para In(f/g) obtemos:

d (g-) = (a; - crg)g-dz

Demonstrando que f/g € um martingale. Nessa definigdo o valor de mercado
do risco & gg € 0 ambiente neutro a risco com relagéo a g.

Dado que f/g € um martingale em um ambiente em que o valor futuro (valor a

termo) € neutro a risco com rela¢é@o a g temos:

fo g

9o g (Qf’_:)

Onde E4 é o valor esperado, e fio valor futuro.

Considerando g um ativo cujo valor € unitario no instante t=0 e possui

rentabilidade instantanea a taxa livre de risco r:

dg=r.g.dt
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A tendéncia do ativo g € estocastica, porém a sua volatilidade & zero. O valor

de mercado do risco & zero dado que o valor futuro é livre de risco com relagdo a g.

T
Nesse caso go=1e gy = elo 74T
af —[Trar Bf o —FT
fo=E(e7h L) » f=EE TS
Onde 7, € o valor médio do processo seguido pela taxa de curto prazo nono
intervalo entre te T e E é o valor esperado em um ambiente neutro a risco.

Demonstramos assim que um jeito de avaliar derivativos de taxa de juros é

simular a taxa de curto prazo r em um ambiente livre de risco.

Considerando que a dindmica dos precos de instrumentos de divida, opcoes e
outros derivativos dependem apenas dessa taxa de curto prazo temos que o prego

P(t,T) de um titulo zero cupom que possui um valor unitario no instante T é:
P(t,T) = E(e™™T)

Se R(1,T) é a taxa composta continuamente em um instante t até um termo T-

t, entdo

P(t,T) = e~REDT-1)

R(t,T)=-— InP(t,T)

T—t

O que resulta em:

R(t,T) = — InE(e~""-0)

T—t

A equagdo acima traduz a estrutura a termo taxa de juros em qualquer
instante de tempo dado um valor para r (taxa de curto prazo) e o processo neutro a
risco de r. Isso demonstra que, uma vez que o processo seguido por r foi definido,
todas as caracteristicas sobre a curva zero inicial e a sua evolugéo através do tempo

serdo conhecidos.
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3.2 Modelos Unifatoriais de Equilibrio

Modelos de equilibrio de estrutura a termo de taxa de juros assumem uma

forma funcional para o processo da taxa de juros de curto prazo.

Na abordagem estocdastica para a descrigdo do comportamento da taxa de
juros de curto prazo, os modelos de equilibrio de 1 fator relacionam uma fonte de

incerteza. Iremos assumir que:

o Da equagdo r(t) = limy_, R(t, T), r(t) € um processo estocastico continuo
no tempo (nao existem saitos durante sua trajetéria).

» A taxa spot de curto prazo segue um processo de Markov. Isto implica que
os valores esperados futuros da taxa spot, dado o seu valor presente, é
independente do seu desenvolvimento passado. O seu valor presente €,

portanto, variavel de estado que caracteriza o processo da taxa de curto

prazo.

Processos Markovianos e continuos sdo chamados de processos de difuséo.
A evolugdo estocéstica da taxa de juros pode ser identificada com a seguinte

equacéo diferencial estocastica geral:
dr = m(t,r)dt + v(t,r)dz, (3.1)

Os termos tendéncia do processo m(t,r) e desvio padréo instantaneo v(t,r) séo
fungdes de r e podem ou ndo ser independentes do tempo. Z(f) é o processo de

Wiener com variancia incremental dft.

e O preco P(t,T) de um titulo em um instante t sera determinado entao
pelo valor do segmento {r(t), t < T < T} na ETTJ resultante do processo

da taxa de curto prazo.

Realizando um paralelo com a teoria das expectativas puras e as teorias de
segmentac¢do, podemos notar que todas postulam a premissa acima acrescida de

um prémio de liquidez embutido na estrutura a termo.
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» Os mercados séo eficientes, ou seja, ndo existem custos de transico,
assimetria informacional e todos os investidores agem de forma

racional.

Essas premissas implicam que todo o processo seguido pela taxa de curto
prazo no intervalo (i,s) t < s, dado os seus valores anterior a t, depende apenas do
valor atual de r(t) e que o prego do ativo € uma fungdo de P(t,s) = P(t, s,r(t)) =
e "(506-8, possuindo assim uma Gnica variavel de estado r(t) que descreve toda a

estrutura a termo, como demonstrado na se¢éo 3.1.3.

A premissa que a taxa de curto prazo possua um comportamento aleatério
semelhante ao prego de uma agéo foi um ponto de partida natural na criagdo dos
modelos de equilibrio e estimagéo da ETTJ. Uma diferenga importante entre taxas
de juros e prego de uma ag¢3o € a tendéncia de reverséo a um nivel estavel de longo
prazo que as taxas de juros possuem (reversdo a média). Quando a taxa de curto
prazo ¢ alta, a reverséo & média causa um termo de tendéncia negativa, quanto a
taxa & baixa a tendéncia é positiva. Isto é caracteristica da atividade econdmica, pois
quando as taxas s&o altas, a atividade econdmica diminui e possui uma baixa
demanda por “dinheiro’. Quando a taxa é baixa essa demanda aumenta.

Taxa de Juros
A

Altas Taxas de Juros possuem
tendéncla negativa

Nivel de Reversio
{longo prazo)

/ Balxas Taxas de Juros possuem

tendéncia positiva

.

o
Tempo

Figura 13 - Tendéncia de Reversiio a média das taxas de juros

Os modelos unifatoriais implicam que todas as taxas de juros se movam para
uma mesma diregéo ap6s um periodo de tempo, porém n&o na mesma magnitude.
Isso significa que o formato da curva de zero cupom muda com o passar do tempo.
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Simulag¢do da Taxa de Curto Prazo
6%
'Jﬂ.‘\
5% — / \.\
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Figura 14 - Exemplo de simulagdo da taxa de curto prazo pelo processo de difusdo.

3.2.1 0O Modelo de Merton (1973)

O modelo de Merton foi um dos pioneiros na tentativa de modelagem do
processo estocastico da taxa de juros. Segundo o modelo, o nivel da taxa de juros é

reproduzido pela seguinte equagéo diferencial estocastica:
dr, = pdt + odz,

onde o tempo t € descrito de modo continuo; B e ¢ sd@o constanies positivas
representandc média e desvio padrdo, ¥espectivamente, e z é o Movimento
Browniano, responsavel pela incerteza aleatéria do comportamento da taxa de juros.

O modelo é unifatorial, pois s6 possui uma variavel de estado, r; , € é de
equilibrioc pois a determinagdo da curva de juros & enddgena, através da
componente 4. O modelo diz que a variagéo da taxa de juros é explicada através de
um fator deterministico, a taxa meédia do mercado no equilibrio mais uma
componente estocastica, a variagdo em torno desta média (descrita pelo Movimento

Browniano W).

Podemos notar que em tempos de turbuléncia, com volatilidade alta e um
cenario de stress de mercado, a diferenca entre as taxas observadas no mercado e

as estimadas pelo modelo aumenta.
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Uma solugéo simples da equagéo € obtida:

t t

rtzrs—l-f;zdﬁ +afdzu
5

Onde: o(z; — zs) ~ N(0, (t-s)).

O fato de a distribuigdo ser Gaussiana gera a possibilidade das taxas de juros
assumirem valores negativos. Além disso, como discutido anteriormente, a
determinagdo da taxa de juros é enddgena e hédo reproduz as taxas efetivamente

observadas no mercado.

Outro ponto importante é que a varidncia do modelo depende diretamente da
diferenca (i-s), e a medida que essa diferenca cresce indefinidamente, a variancia

tende a infinito.

Estes fatores sio desvantagens do modelo e faz com que ele seja menos

usual na pratica do mercado.

3.2.2 O Modelo de Vasicek {1977) - Detalhado

Um dos primeiros modelos estocasticos da taxa de juros de curto prazo e
precursor dos modelos de equilibrio, Vasicek publicou seu desenvolvimento em

1977. Usando o principio de reversdo & média de Omstein-Uhlenbeck para resolver

a equacéo estocastica do prego de um titulo:
dr, = aly — rp)dt + pdz, (3.2)
Onde «, v e p sdo constantes positivas e dz & o movimento Browniano.

O processo de Ornstein-Uhlenbeck pode ser chamado de passeio aleatdrio
elastico. E um processo de Markov com incrementos normalmente distribuidos.
Diferentemente do processo instavel de Wiener, o processo de Ornstein-Uhlenbeck
possui uma distribuicio estacionaria. A tendéncia instantanea a(y —r;) representa a

forca que reverte a sua taxa de longo prazo y com magnitude proporcional ao desvio
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em relagédo a média do processo. O elemento estocastico, que possui uma variancia
constante p°, faz com que o processo varie ao redor do nivel yde uma forma

irregular, porém continua.

Por r, ter uma distribuicdo normal, as medidas de meédia e variéncia s&o

fechadas e respectivamente:

Erelre =y + (1 —y)e @Y (3.3)

Varylr] = ZBZ (1 — e~2a(r-1)y (3.4)

Estamos interessados em obter qual sera taxa de equilibrio no longo prazo.

Nesse caso femoscom T -> = :

Erelre] = (3:5)

Var, lr] = & (3.6)

Para obtermos a distribuicdo da fungdo densidade de probabilidade (f.d.p.) da

taxa de equilibrio olhamos para a fungéo f.d.p. da distribuigdo normal:

_Gemwy?

1
flopo?) = s=e” 5 ~N(p,a?) (3.7)

Substituindo os valores (3.5) e (3.6) em (3.7) e fazendo x=r ficamos com a

fun¢édo de probabilidade discreta para um dado valor de r no equilibrio:

_a(r-y)?
Pur) = [E2eT R (38)

A distribuigdo continua de probabilidade é a area embaixo da curva entre dois

pontos distintos a e b:
b
Pla<x<b] = ff(x)dx
a

A probabilidade de a taxa de juros ser negativa em um instante T é dada por:
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(r-]f)z
P, <0)=[° f (3.9)

Podemos encontrar esse valor facilmente pela fungdo cumulativa da normal

padrao como sendo:

r—= Er t[rt]
=—"8 N0l
Varr,t[rr] o1
E :[r]
Pr_t(rt < 0) =N (— m)

Vasicek demonstrou que podemos obter a seguinte expressédo para o prego

de um titulo em um instante t dado a definigdo em 3.1.3:
P(t,T) = E(e"TT—9) (3.10)

Ja que a equacao acima € solugdo da equagdo do prego de um tituio de
renda fixa. Para demonstrar aplicamos o lema de It para na equagédo geral 3.1 da

taxa de curto prazo, sujeito a um titulo P(t,s,r(t)) com P(s,s,r)=1:

dP = Pu(t,s, r(t))dt — Po(t,s,r(t))dz (3.11)

u(t,s,m(®) = [a +m -+ 1vza—] P(t,s,1) (3.12)

P(t sy Lot
1

a(t,s,r) = T Pt r) ar

P(t 5,1) (3.13)

Com y e ¢ sendo a média e a varidncia respectivamente da taxa de retorno

instantanea no instante t de um titulo com maturidade s (r(t) = r).

Considerando uma carteira W sendo a variagdo entre a emissa@o de um titulo
de renda fixa W4, com a maturidade em s, e a compra de um titulo de renda fixa W5

com a maturidade em s;:
AW = (W,u(t, s3) — Wyu(t, s,))dt — (Wyo (8, s3) — Wyo(t,s,))dz
Escolhendo W, e W, de forma a eliminar a componente estocastica dz:

W= Wol(t,s,)
1 (ot s1) — a(t,53))
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Wa(t,sq)
W, =
(a(t,51) — 0(t,52))

Ficamos com:

= gy QS0 5) ~ pltsats)
olt5) = o(t,5)

Compondo um portfélio livre de risco, dW = Wr(t)dt. Assim:

(‘Lt(t, SZ)J(tr s1) — 1(E, 51)0'(1', S2)) =r(t)
O-(tr 51) — J(tl SZ) B

Ou de maneira equivalente:

u(t,s) —r(t)  u(t, Sp) — 7(t)
G'(t,sl) B O'(t, 52)

A razdo acima & chamada do valor de mercado do risco como definido na
secdo 3.1.3:

A(t,r) = 2D o5y (3.14)

o(t.sr)
Substituindo 3.12 e 3.13 em 3.14 chega-se na equacéo:

2
122l _yp=09 (3.15)

ap ap
o (m+v/1)—a—;+2v T

Essa é a equagao geral para precificar um titulo cuja taxa de juros é da forma

dada na equacdo 3.11.

Solucdes da equacéo diferencial acima podem ser representadas na forma
integral em termos do da varave! estocastica adjacente. Uma representagéo possivel
é:

s

P(t,s) = E; exp (— f r(r)dr—% f Az, r(0)dr + f A(T,T(T))dZ(T)),ts s
t t

t

Quando A1=0 encontramos:
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)
P(t,s) = E;exp —]r(r)dr t<s
i

Que corresponde a equagéo 3.10, como queremos demonstrar.

Para o processo de Ornstein-Uhlenbeck {equagao 3.2), o valor de mercado do

risco esta presente na componente estocastica:

dW, = dW, — Adt
dr = a([y—y—:zg] —rt)dt—t— pdz

. A
Yy =Y -

De fato, o valor de mercado do risco 1 pode ser incorporado no pardmetro v,
considerando a reversio a média no longo prazo ajustado ao risco. E possivel

demonstrar que diferentes pardmetros (o,v,p,A) € (o, ¥y — Ac/a, p, ) produzem o

mesmo preco para o titulo.

Adotaremos v" - v. A solugéo da equacg&o 3.15 para O processo de Ornstein-
Uhlenbeck é:

P(t,T) = A(t, T)e BETIT(®

B(t,7) =1—¢~®T™D

A(t,T) = eBET-T+D) (M) ~ (M)

a? 4o
Usando a equacgdo (2.2) temos:
Rt T) = (=) A, T) + () B Dr® (3.16)

Mostrando que toda a ETTJ pode ser determinada em funcéo de r(t) quando o

valor dos parametros o, v e p sao escolhidos.

Tomando T — <, temos a taxa de perpetuidade do modelo:
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R(w) =y 22 (3.17)

24

A ETTJ dada pela equagéo (3.16) tem como ponto inicial r(t), para T=0, e se

aproxima assintota R(~) na medida que T — «. Para valores de r(t) menores que

2 2
R{c0) — 4% a curva cresce monotonicamente. Para valores de r(t) entre R(oo) — ::7 <
Z
r{t) < R(o0) + 2% a curva apresenta corcovas. Para valores de r(t) iguais ou maiores

2
que R(w) + 2% a curva decresce monotonicamente.

A expresséo (3.16) servira de base para obter os parametros do Vasicek que
melhor se adequam a ETTJ observada no mercado. Apesar de r(t) ser uma variavel
nas equacgdes anteriores, ela sera tratada como um parametro quando for realizada
a parametrizagdo da curva de mercado visando minimizar o erro da otimizacdo por

minimos quadrados.

A discretizacédo da equagéo (3.2) em r(t) para a variagdo da taxa de juros de

curto prazo pode ser facilmente obtida:

1—g—2a.8t
2a

r(tip) =7r(t)e ™ +y(1 —e™%%) 1 4 Zisq (3.18)

Onde 0 =t5 < t; < .... < t, sdo pontos no tempo, Zi, i = 1.....n sdo variaveis
aleatorias independentes com distribuicdo normal N(0,1) e 8t = twq — t; sendo o

tamanho do passo.

Uma simplificagdo dessa equacgdo pode ser obtida pela discretizacdo de

Euler:
r(ta) =7(t) + aly ~ (&)t + oVot. z;,  (3.19)

somado a um erro de aproximacao.
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Taxa de Curto Prazo x Taxa de Equilibrio (ETTJ)

dr, = 2(0.04 ~ r,}dt + 0.02r,dW,

Taxa
4%
3
e, /
=/

Anos

Figura 15 - Representagiio do Conceito da Estimagio da ETT) pelo processo de difusio da Taxa de Curto Prazo por

Vasicek.

A abordagem pioneira proposta por Vasicek descreveu um modelo para a
dinamica da taxa de juros instantdnea sobre uma medida de neutralidade a risco. O
modelo de Vasicek considerou a condigio de arbitragem entre os titulos de renda
fixa de maneira andloga ao modelo de Biack-Scholes (1973), pemitindo a
construgéo de um modelo teérico de facil tratabilidade numérica.

A taxa de juros imposta pelo modelo segue uma distribuicdo gaussiana,
implicando em haver probabilidade positiva de assumir valores negativos. Tal fato
constitui-se num dos principais problemas na argumentagéo a favor do modelo em
taxas de juros nominais. Utilizando-se 0 modelo para taxas reais o entanto torna

este fato ndo tdo impactante.

Contudo, a formulagéo de Vasicek demonstra que a obtencdo de taxas
nominais negativas é um problema apenas no curto prazo, dado que a esperancga
condicional do processo de Omstein-Uhlenbeck quando T -> « ¢ termo exponencial

em (3.3) vai & zero resultando a expectativa de longo prazo ¥
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Alem disso, o modelo ndo considera toda informacgéo disponivel no mercado,

uma vez que néo incorpora a estrutura a termo de juros presente.

A modelagem utilizada para se chegar a expressio do yield no modelo de
Vasicek partem da suposicdo de capitalizagdo continua da taxa de juros. O padrao
de capitalizagdo no mercado brasileiro é de capitalizacédo diaria base 252, sendo
entao necessario fazer o ajuste para capitalizagéo continua das taxas negociadas no

mercado antes de trabalhar com estas no contexto do Vasicek.

3.2.3 0 Modelo de Cox - Ingersoll - Ross, CIR {1985)

Cox, Ingersoll e Ross, sobre uma abordagem de equilibrio geral, segue como
uma extenséo do trabalho de Vasicek (1977). O modelo determina endogenamente
0 processo estocastico seguido pela taxa de juros e sua relagdo com variaveis
econdmicas reais. O modelo é totalmente consistente com as expectativas racionais
e preferéncias dos agentes. No modelo, também de um unico fator, € introduzido um
termo de raiz quadrada no coeficiente de difusdo para a dindmica da taxa de juros
instantdnea, dessa forma, ao confrario do modelo de Vasicek, as taxas de juros ndo

podem assumir valores negativos.

Dentro deste cenario, a equacgéo que reproduz a dindmica da taxa de juros &,
dr, = k(0 — r)dt + oVr,dz,

onde o tempo t € descrito de modo continuo; k,8 € ¢ sdo constantes positivas;
e W é o Movimento Browniano. O modelo CIR também & um modelo unifatorial e de

equilibrio. Apresenta reversado & média como o modelo de Vasicek.

O termo de tendéncia (drift) € o mesmo do modelo Vasicek, dessa forma, a
taxa de juros de curto prazo tende a reverter a média de longo prazo com uma
velocidade de reversdo dado pelo coeficiente k. Como a volatilidade no modelo é
multiplicada por vr,, quando a taxa de juros se aproxima de zero, o termo da
volatilidade ovr, também se aproxima de zero, anulando o efeito do termo aleatério
do processo, mantendo assim, a taxa de juros acima de zero. Qutra propriedade

desejada neste modelo é o fato de que quando a taxa de juros é alta, o termo que
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produz a volatilidade também sera elevado. Neste modelo 1 apresenta uma

distribuicao Qui-Quadrado.

Da mesma que forma como demonstrado acima para o modelo de Vasicek,
CIR fornece uma solucdo fechada para o preco dos titulos, assumindo uma
formulacdo de equilibrio para a estrutura a termo de taxa de juros, podendo a ETTJ

ser estimada pelo método analitico.

3.3 Modelos de Nao-arbitragem

Existem limitagdes no que se referem aos modelos de equilibrio. Estes
modelos sdo capazes de, com a aplicagdo de certos pardmetros, mostrar qual
deveria ser o formato da estrutura a termo de taxa de juros. Embora estes modelos
tenham certo poder explicativo e consigam identificar tendéncias da ETTJ que estao
deslocadas do valor idea!, a necessidade de uma maior acuracia em estimar precos
para derivativos que utilizam a taxas de juros como ativo subjacente motivou a
busca por um modelo mais elaborado, apesar destes modelos terem encontrado a
correlagao entre os diferentes vértices. Ou seja, esses modelos séo criticados pelo
fato de as curvas de juros que eles produzem nao replicarem a curva de juros
observada no mercado. Essa inconsisténcia entre as curvas dos modelos de

equilibrio geral e as curvas de mercado fez com que se buscassem novos modelos.

Como consequéncia destas limitagBes, surgiram na literatura os modelos
“evolucionarios”, representados pelos trabalhos de Ho e Lee (1986) e Heath, Jarrow
e Morton (1992), dentre outros. Apesar de também formulado com base na idéia de
ndo-arbitragem, a diferenga fundamenta! enire esses tipos de modelos é que,
engquanto os modelos de equilibrio procuram caracterizar a estrufura a termo em
qualquer momento, assumindo a existéncia de equilibrio, os modelos ditos
evolucionarios se concentram na evolugdo da estrutura a termo, dada a estrutura
inicial observada. Nestes modelos, a dindmica da estrutura a termo & determinada

basicamente pela condigdo inicial de ajuste do modelo a estrutura a termo real,

incorporando-a completamente (e possivelmente também a estrutura de volatilidade
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ou seja da variagdc temporal das taxas) no processo de difusdo da taxa de curto
prazo. Essas diferencas trazem a tona as vantagens e desvantagens destes
modelos; o modelo de equilibrio prevé o formato da estrutura a termo,
eventualmente, de uma maneira que n&o corresponde a curva observada em um
dado instante de tempo. No entanto, pode-se esperar que produza um ajuste, até
certo ponto adequado, para todos os momentos. Enquanto que, o poder de predicéo
do modelo evolucionario sera inicialmente perfeito, porém, tera sua acuracidade

reduzida a medida que se afasta do tempo presente.

Alguns modelos de equilibrio podem ser convertidos em modelos de nao-
arbitragem com a inclusdo de uma fungdo do tempo no pardmetro da tendéncia (3.1)
da taxa de curto prazo. Por isso sado também conhecidos por modelos

evolucionarios.

Os modelos de nac-arbitragem costumam ser desenvolvidos atraves da
construgdo de arvores binomiais/trinémias de taxa de juros devido a complexidade
das equacgbes diferenciais resultantes do processo de difusdo, em que os

pardmetros sao variaveis do tempo também.

Uma arvore de taxa de juros é um procedimento numerico que representa
discretamente o processo estocastico para a taxa de juros de curto prazo da mesma
forma que uma arvore de pregos de agbes & construida. O intervalo de tempo 5t
definido entre dois passos em um modelo binomial serd o periodo o qual as taxas

deverdo ser capitalizadas.

A premissa usual & que as taxas usadas na construgdo da arvore nos
intervalos &t seguem o mesmo processo estocasticc que a taca instantdnea r
correspondente ao modelo continuo. Cada né, portanto tera uma taxa de desconto

diferente para o preco do titulo.

E conveniente utilizar 0 modelo de arvore trinomial quando representando
taxas de juros. Além de adicionar um grau de liberdade a mais na simulagao, torna o

processo mais facil de representar a reverséo a média.
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Figura 16 - Exemplo de uma arvore trinomial ne calculo do valor de um detivativo que possui payoff no final do segundo

passo de max[100(R —~ 0,11},0].

3.3.1 0 Modelo de Ho-Lee (1986)

Ho e Lee propuseram o primeiro modelo de nao-arbifragem da ETTJ. O
modelo foi proposto na forma de arvore binomial, representando os precos dos
titulos, através de dois parametros. o desvio padrao da taxa de curto prazo e o prego

do risco de mercado da taxa de curto prazo:
dr, = 8(t)dt + adz,

Onde, 8 € a componente da equacgéo que antes era uma taxa média de longo
prazo esperada no equilibrioc econdmico agora € uma fungdo do tempo de modo que

podemos ajusta-la para que se reproduza a taxa observada no mercado.
A funcéo 6(1) pode ser calculada analiticamente:

aF(0,t
9FO, D) |

2
t
at

6(t) = o

Onde F(0,t) é a taxa a termo instantdnea de uma maturidade t determinada no

instante t=0.
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O termo o?t &€ pequeno e aproximando B(t) ~ aF—;g't—), significa mostrar que ©

valor médio que a taxa de curto prazo ird seguir é aproximadamente igual a

inclinagdo da curva de taxas a termo observadas.
T ;:::od:rlw l'/ >
Curya s Tesria ne
r /"’> instanta Infclal

Tempo

Figura 17 - A Inclinacdo da curva a termo define a direc8o da taxa de curto prazo em um dado instante

O modelo é muito semelhante ac de Merton, tempo continuo, o é a
volatilidade da taxa de juros no curto prazo e dz; é responsavel pela componente

estocdstica da taxa de juros.

A distribuicdo das taxas do modelo também & Normal, o que por um lado
facilita o calculo para precos e taxas deniro do modelo, mas por outro, permite que
as taxas de juros assumam valores negativos. Além disso, analogamente ao modelo
de Merton, o modelo de Ho-Lee ndo possui a reversao a média, o que permite que a

varidncia possa ter um comportamento explosivo.

E possivel demonstrar que a expressado para o prego de um titulo zero cupom

no instante t é:
P(t,T) = A(t, T)e 7D

PO, T) dInP0,t) 1

InA(t, T) =lnm—(T—I) EP EJZf(T—t)Z

Nestas equagdes o instante inicial zero hoje. Os instantes t e T s&o futuros
com T = t. Para definir o preco de um titulo zero cupom em um instante futuro t em
termos da taxa de curto prazo no instante t precisamos dos precos dos titulos de

hoje.



50

3.3.2 0 Modelo de Hull-White {1990)

Hull e White exploraram outras extensdes do modelo de Vacisek de forma a

obter um exato encaixe da ETTJ. A principal proposta foi:
dT‘t B [B(t) — da. Tt]dt + szﬁ

Podemos notar que, analogamente ao modelo de Ho-Lee, a componente 6(t)
& uma fungdo do tempo, o que permite ajustar a taxa do modelo para as taxas
observadas no mercado. Por outro lado, analogamente ac modelo de Vasicek, a
componente deterministica 6(t) — a.r, é responsavel pela reversdo a media, néo

permitindo o comportamento explosivo da varidncia, como no medelo de Ho-Lee.
De forma analitica a fungéo 6(t):

aF(0,t) o? 57
G(t)—T+aF(O,t)+E(1——e )

Da mesma forma, considerando o Gitimo termo pequeno, a parte da tendéncia

AF(0,1)

prans a[F(0,t) — r]. Isso demonstra

da taxa de curto prazo fica [0(t) —a.ry] ~

gue, na média, r segue a inclinacdo da curva a termo. Quando r desvia dessa curva

a termo observada, o processo € revertido de volta média pelo pardmetro a.

¥
——
b Taxade
CurtoPraza

Curvaa Termo ne
/ Instanteinlclal

Tempo

Figura 18 - ilustragio do processa da taxa de curto prazo para o modelo de Hull-White
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Como r, tem distribuigdo normal, sdo possiveis valores negativos da taxa de

juros.

A equagcéo do prego de um titulo no instante t é:

P(t,T) = A(t, T)e BENr®)

1 — e—a(T—t)
B(t,T)=
a
P(0,T) PO, 1, s o
InA(t,T) =In P(0.0) —-B(t,T) 5t ~2a3° (74" — e ) (e*® = 1)

Definem o prego de um tifulo zero cupom em um instante futuro t em termos

da taxa de curto prazo no instante t precisamos dos precos dos titulos de hoje.

A estrutura de volatilidade no modelo de Hull-White é determinado tanto pelos
parametros c e a. O modelo pode representar diferentes volatilidades, em contraste
com o modelo de Ho-Lee. Analisando a volatilidade em um instante t do prego de um
titulo zero cupom, da taxa de desconto (spof} zero cupom e da taxa a termo (futura)

instantadnea com maturidade em T temos respectivamente:
(0]
—-(1 — e—a(T—-t)
~( )

ag

st &)

O_e-a(T—r)

O pardmetro o determina a volatilidade da taxa de curto prazo. O parametro
de reversdo a determina a velocidade a qual a volatilidade do preco do titulo
aumenta com a maturidade e a velocidade a qual a volatilidade da taxa de desconto
diminui com o aumento da maturidade. Quandc a=0 o modelo se reduz ao de Ho-
Lee e a volatiidade do prego do titulo zero cupom & uma fungdo linear da

maturidade e sendo constante a volatilidade das taxas de desconto e a termo.
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3.3.3 O Modelo de Black-Derman-TFoy (1990])

O modelo de Black- Derman—Toy também & um modelo unifatorial (a variavel
de estado é o nivel da taxa de juros) e de nédo arbitragem. Este modelo continua
incorporando a reversdo a média. A taxa média de longo prazo e a volatilidade sao
funcdes do tempo de modo que podemos ajustar o modelo de forma a captar as

observacdes no mercado.
A forma diferencial do modelo é dada por:
d [Inr] = [6; — a;In(r)]dt + o,dz,

day
_ 3t

24
t o;

Na equacéo diferencial estocastica acima 6(t) é a taxa de juros de longo prazo
e é uma fungdo do tempo, de modo a se adaptar as taxas observadas no mercado.
Analogamente, a componente estocastica o € a varidncia em torno desta taxa média

da componente estocastica e também é uma funcéo do tempo.

Assim, pode se adaptar as volatilidades dos ativos efetivamente observados
no mercado. O termo a; é a fungido que determina a velocidade de reverséo a média

proporcional a taxa de variagdo relativa da varidncia em relagao ao tempo.

No modelo din(ry) tem distribuigdo normal, e portanto a variavel que mensura o

nivel da taxa de juros r;, tem distribui¢do log-normal.

Se por um lado a hipétese de log-normalidade dificulta solugbes analiticas
para a equacdo, de ponto de vista financeiro resolve o problema da ocorréncia de

taxas de juros negativas.
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3.34 0 Modelo de Heath-Jarrow-Maorton (1992)

O modelo de Heath-Jarrow-Morton (HJM) representa uma grande evolugéo na
modelagem da taxa de jurcs. Trata-se de um modelo de ndo arbitragem, o que
mantém a possibilidade da entrada de dados observados no mercado dentro do
modelo, mas a novidade é que permite o estudo concomitante de varias vartaveis de

estado. Portanto, ele € um modelo multifatorial.

O modelo é tido como o caso geral dos modelos de nao-arbitragem visto que
a partir dele é possivel derivar os demais modelos (como Ho-lL.ee, Hull-White e BDT).
Ao invés da modelagem pela taxa de juros de curto prazo, o HIM utiliza a evolugao

das taxas de juro a termo e volatilidades instantaneas.

Considerando agora duas componentes principais (o nivel da taxa de juros e
sua inclinagéo) para a explicagdo da variacdo da taxa de juros, implica que a
estrutura a termo nido depende somente do nivel desta taxa e assim, nédo é
perfeitamente correlacionada com a varidvel de estado. Neste caso, podemos ter
alteragdes de movimentos na curva de juros ao longo do tempo o que permite maior
precisdo na modelagem. Por exemplo, se quiséssemos precificar um derivativo de
renda fixa que fosse influenciado pela correlagdo entre os vencimentos dos titulos
entdo o modelo unifatorial ndo atenderia aos requisitos e nesse caso modelo de

HJM é uma solugéo.

A formulagéo original, em termos da taxa forward (a termo) f(t,T), pode ser

escrita como:
df (¢, T) = a(t, T)dt + o(t, T)dW(t)

n

T n
df(t, T) S ZUi(t, T)f O'i(t, S)dS dt + Z O'i(t, T)dzi(t), t<T
t i=1

i=1

O termo de tendéncia entre parénteses esta em fungéo de uma estrutura a

termo de volatilidade da taxa a termo.

A abordagem em termos de pregos e representada por,
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dpP(t,T) N
s =t ; 0;(t, T) dz(t)

A equacao diferencial estocastica acima é conhecida como Equacio de HJM,
e & a mais completa dentre os modelos apresentados até agora. Podemos tratar

todos os demais modelos vistos até entdo como casos particulares deste dltimo.

Por exemplo, se assumirmos o(t,T) = g = cte na equacéo da taxa forward
encontramos o modelo de Ho-Lee; assumindo o(t,T) = ce *79  encontramos o
modelo de Hull-White.
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4 Modelando a Estrutura a Termo

No modelos acima discutimos como a modelagem estocastica da taxa de
curto prazo (zero cupom) consegue esfruturar toda a estrutura a termo a luz de

alguns pardmetros, dependentes ou nao do tempo.

Considerando taxas de juros para os titulos zero cupom, a modelagem mais
imediata e com boa encaixe da curva pode ser dado pelos modelos basedos em

spline dado um conjunto de dados taxa e maturidade.

Uma terceira categoria abrange os modelos funcionais como os modelos de
Neison-Siegel e Svensson. O modelo de Svensson € uma extensdo do modelo de
Nelson-Siegel e € muito utilizado pelos participantes do mercado. Sua férmula
funcional permite um bom encaixe da curva além de produzir analise de
extrapolacées através de seus parametros. Alguns artigos cientificos ja
evidenciaram que o modelo pode ser utilizado na previsdo da estrutura a termo
como em Diebold and Li (20086).

4.1 O Modelo de Nelson e Siegel (1987)

O modelo de Nelson e Siegel estabelece uma forma funcionai de quatro
parémetros que procura aproximar a curva de taxas a termo por uma soma de
fungdes exponenciais. E um modelo capaz de gerar estruturas a termo com formatos
muito semelhantes aos observados no mercado financeiro (curvas linearmente

crescentes, decrescentes e com corcovas).

A taxa a termo e a taxa spot dada pela curva de Neison and Siegel &

modelada a partir das seguintes equacdes:

fe(t) = Bos + 31,#9_'1‘tt + ﬁ’z,tltre'ltf

() = + 1—e At 1 1 —e Mt A
1:(t) = Bor + Bir 1.7 B2t A,T e
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O parametro Ay mede a velocidade de decaimento da ETTJ: pequenos valores
de A; produzem um decaimento suave e, por isso, um melhor ajusfe da curva para
prazos mais longos da estrutura a termo; grandes valores de A; produzem um
decaimento mais rapido e um melhor ajuste para os prazos mais curtos. O
pardmetro A também determina o prazo quando B;; atinge o valor maximo.

Os parametros Bot, B1t, B2yt podem ser interpretados como fatores dindmicos
latentes de longo, curto e médio prazo, respectivamente, da curva de taxas a termo,
e os termos que multiplicam estes fatores sdo chamados de cargas de fatores:

(i) A carga que multiplica o paradmetro Bg; € igual a um, uma constante, e ndo
decai a zero com o aumento do prazo de maturidade; By pode ser visto como um
fator de longo prazo.

(if) A carga que multiplica o fator 1+ € uma fun¢éo que comega em um e decai
linearmente e rapidamente a zero com o aumento do prazo de maturidade; B4 pode
ser visto como um fator de curto prazo: se B¢y < 0, a curva é crescente no curto
prazo, se B4 > 0 a curva é decrescente.

(i) A carga que muitiplica o fator B,: € uma fungdo que comega em zero (e,
portanto, ndo é de curto prazo), assume valores positivos no médio prazo, e decai a
zero quando o prazo de maturidade tende ao infinito (e, portanto, ndo é de longo
prazo); Bzt pode ser visto como um fator de médio prazo: se Bz: < 0, a curva tem
uma corcova para baixo (formato de “U"); se Bz > 0, a curva tem uma corcova para

cima (formato de “U” invertido).

Gurvas modelos

Maturidade

Figura 19 - Componentes da curva de taxas a termo. “m” representa a carga do fator de decaimento.
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Uma escolha apropriada dos parametros do modelo, pode-se gerar uma
variedade de curvas de taxas a termo com formas monotdnicas e arqueadas. Os
trés parametros Bo: P1y Bzt podem ser interpretados como fatores de nivel,
inclinacéo e curvatura, respectivamente (Diebold e Li, 2006).

As taxas a vista de curto e longo prazo podem ser obtidas tomando-se o limite
da equacdo quando o prazo tende a zero ou infinito, respectivamente: lim,_, y; (1) =
Bor + By € lim,o, ¥, (r) = By, A forma com que ocorre a transigéo entre as taxas
de curto e longo prazo € determinada pelos parametros B2: e A.

Para que a fungéo y(t) faga sentido econdmico, o parametro A; deve ser maior
que zero. Além disso, para as curvas de taxas “pré" e cupom de IPCA, os
parametros do modelo de Nelson e Siegel devem ainda satisfazer as seguintes

restrigdes: Boy > 0 & Bt + B1t > 0.

4.2 0 Modelo de Svensson (1994)

O modelo de Svensson € uma extensdao do modelo proposto por Nelson-
Siegel com a adicdo de um novo termo exponencial a curva de taxas a termo,
contendo dois parametros adicionais B3¢ € Az, > 0, adicionando assim uma segunda

corcova na curva de juros.

fe(®) = Bog + Brre ™14 + Bardy e T o By Ay TeHAT

1 — et 1—e Mt 1—e 2™
(1) = Boe + Bt (T) + Bt (— —e R”T) t Ba (ch- —e Az'tr)

AT

Bo,t : Nivel ou Longo Prazo
B1:: Inclinagdo ou Curto Prazo
Bzt e Bay : Curvaturas ou Médio Prazo

A e Azt : velocidades de decaimento dos componentes de médio prazo
determinando onde as cargas que multiplicam os fatores Bzt e B3t atingem seus

valores maximos.
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Os limites da equagdo lim, qv:(t) = Byt + B € liMeoo¥: (r) = Bor
representam o curto e longo prazo respectivamente € os pardmetros At e Az
associados com as fungdes exponenciais, capturam a velocidade de transi¢ao entre

as taxas de curto e longo prazo e as curvaturas da curva,

Para que a funcéo r{t) faga sentido econdmico, os parametros do modelo de
Svensson devem satisfazer as seguintes restrigoes: Pot > 0 ; Box + B1t> 0 A e Ao

> 0.

Os modelos de Nelson/Siegel e Svensson s3o populares pois possuem um
método de implementagdo direto. Uma das suas vantagens é que o modelo forga a
curva a termo de longo prazo para uma assintota. O formato da equagdo permite
uma estrutura suave e flexivel que acomoda os diversos formatos de ETTJ
observados na pratica podendo ser usado também para a extrapolacéo dessas
curvas, dentro de determinada faixa de prazos, para além do Ultimo vértice
disponivel na base de dados. Em comparagdo com 0 método de spline cubico, a
desvantagem consiste em nao acomodar precisamente os dados, contudo no
modelo de Nelson/Siegel e Svensson ndo é necessario a determinagac de “pontos

de nd".
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5 Escolha dos Modelos e Desenvolvimento Experimental

Com o objetivo de encontrar um modelo de curva de juros que fosse capaz de
reproduzir os pontos observados no mercado e também obtivesse uma boa previsido
na parte extrapolada da curva, foram escolhidos os modelos de Vasicek e Svensson

para implementagéo.

Para o modelo de Vasicek, como precursor dos modelos de curva de juros
que conseguiram estabelecer a correlagdo entre as maturidades e uma taxa de
equilibrio, buscou-se o entendimento dos pardmetros que influenciam esses
modelos de equilibrio e também uma possivel aplicagdo como taxa de desconto
para carteiras de investimento de longo prazo, onde a correta convergéncia da taxa

€ necessaria.

No modelo de Svesson, o desenvolvimento tem como um objetivo uma
implementagdo funcional da curva, buscando o menor erro entre os pontos

observaveis e, através da ETTJ calculada, determinar a volatilidade das taxas.

5.1 Base de Dados e Metodologia

A escolha das bases de dados para a construgdo da ETTJ livre de riscos
passa necessariamente pela escolha dos instrumentos financeiros de mercado
considerados isentos de riscos de crédito e liquidez. Para isso, a literatura
internacional sugere o uso de cotagdes de mercado para os titulos de renda fixa
emitidos pelo governo, teoricamente o emissor de menor risco de crédito da
economia em razdo de sua capacidade de tributar e/ou emitir moeda para pagar
seus débitos. No mercado brasileiro, caracterizado pela escassez de instrumentos
de renda fixa prefixada e pela baixa liquidez do mercado secundario, uma melhor
representacéo da ETTJ livre de riscos em reais pode ser construida com base nas
taxas implicitas de instrumentos financeiros derivativos. A auséncia de mercado

secundario de ativos de crédito limita também a anélise aos titulos publicos.
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Em momentos de instabilidade econémica, as curvas de juros estimadas com
base em ftitulos publicos federais e as estimadas com base em instrumentos
financeiros derivativos podem diferir. No entanto, em periodos de estabilidade
econ8mica, observa-se que as duas curvas praticamente coincidem. Com o
aumento no nimero de negocios (e liquidez) no mercado secundario de titulos

publicos federais as duas curvas de juros devem se igualar.

O periodo de estudo deste trabalho vai 03/01/2011 até 31/10/2012. A escolha
da base de dados apropriada para cada curva de juros considera o instrumento
financeiro livre de riscos de maior liquidez no mercado, o nimero de vértices
proporcionados por cada instrumento e o prazo do ultimo ponto liquido de cada

curva de juros.

A coleta dos dados para a estimacao da ETTJ resulta em uma analise em trés
dimensdes: Taxa de Retorno, Maturidade e o tempo. Diferentes metodos de
estimacdo dos pardmetros de cada modelo podem ser entdo utilizados. Podemos
dividir em dois tipos: 0 método Cross-Section (método empirico de estimagéo por
calibragcdo) e a estimagcdo por série temporal {(estimacdo por maxima

verossimilhanga).

O método cross-section estima os pardmetros do modelo enquanto considera

as diferentes maturidades de um dado titulo em um dia especifico. Seu objetivo
principal e a minimizagdo do erro quadratico encontrado na diferenga entre os
valores estimados pelo modelo e os observados, recaindo, portanto em um
problema de Otimizagdo em que a funcéo objetivo &€ nao-linear. Tal abordagem se
justifica uma vez que podemos verificar que na pratica esses parametros nao séo

constantes e em certos periodos podem ter um comportamento bem instavel.

Os modelos de equilibrio ttm a vantagem de possuir formulas fechadas para

a solugdo das equacgdes diferenciais. Assim, 0 método por série temporal consiste

na identificacdo, de uma taxa de juros de determinada maturidade como sendo
observada sem erro de medida. Para os demais yields (outras maturidades)

empregados na estimagao assumimos que estes sdo observados com erro.
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Na pratica esse método considera uma maturidade fixa de um titulo em que
os parametros sdo estimados considerando a evolucdo da taxa no periodo
escolhido. Isso pode ser feito através da anélise de regressao da série pelo método
dos minimos quadrados e/ou por estimadores de maxima verossimilhanca. Esse tipo
de especificagdo nos permite a utilizagdo de mais titulos para estimagao do que
nimero de fatores, sem que haja a ocorréncia de problemas de identificagéo das

outras maturidades.

Para o modelo de Vasicek, ambos os métodos possuem méritos e
desvantagens. No caso do método da evolugéo temporal, a estimacdo do parametro
de reversdo a média requer uma base histérica de dados grande e confiavel. Isso se
torna um desafio quando trabalhando com o mercado brasileiro devido a limitacéo
com relagdo a base de dados. As séries de dados nao sdo extensas a ponto de
promover boa calibragem dos pardmetros. Muitas vezes as séries mais antigas nem
sempre sdo confiaveis, seja por alteragdo na fonte da informacao ou método de
coleta, seja devida a ineficiéncias estruturais do mercado brasileiro muitas vezes

escasso de negociacbes e muito volatil.

No método cross-section apenas um dia de observagdo & necessario para
estimacdo dos pardmetros, desde que obviamente diferentes maturidades séao
negociadas para um mesmo titulo. Contudo esse método pode produzir dados néo
légicos para o pardmetro de taxa de longo prazo, principalmente no caso do modelo
de Nelson/Siegel e Svensson em que se procura apenas o melhor encaixe da curva

nos pontos, independente do valor esperado das taxas.

Nos resultados, para o Vasicek, é feita a discussdo com relagdo a ambos os
métodos de estimagdo dos pardmetros {Cross-Section e Série Temporal) enquanto
que para o modelo de Nelson-Siegel- Svensson o método utilizado foi Cross-Section
devido a forte dependéncia temporal de seus pardmetros, sendo o método por série

temporal inviavel neste caso.

Desta forma, para a curva de juros de cupom de |IPCA foram usados dados de
mercado para as Notas do Tesouro Nacional — Série B (NTN-B), e para as curvas de
taxas Pré-Fixada foram usados dados/informacées de mercado para instrumentos

financeiros derivativos (Futuro de Di).
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O contrato futuro de DI baseia-se nas taxas médias calcuiadas pela CETIP,
que espelham o custo médio praticado nas operagdes de troca de disponibilidade de

recursos entre instituicdes financeiras para curtissimo prazo.

O objeto de negociagéo do DI Futuro é a taxa de juro efetiva até o vencimento
do contrato, definida para esse efeito pela acumulagdo das taxas diarias de DI no
periodo compreendido entre a data de negociagéo, inclusive, e o Uitimo dia de
negociacdo, inclusive. Este contrato demonstra a expectativa do mercado para a
taxa de juro efetiva acumulada entre a data de hoje e o Ultimo dia de negociagéo do
contrato (Gltimo dia atil do més). A cotagdo do DI Futuro negociado no Mercado
BM&F é expressa sob a forma de uma taxa efetiva de juro anual, base 252 dias

uteis, com até trés casas decimais.

A principal funcdo das operagdes que envolvemn contratos futuros de DI € o
hedging (protegdo) contra grandes oscilagbes na taxa de juro de algum contrato

financeiro.

A base de dados para a curva de cupom IPCA & formada pelos precos
unitarios das Notas do Tesouro Nacional — Série B (NTN-B), calculados pela
Associagdo Brasileira das Entidades dos Mercados Financeiro e de Capitais
(Anbima), segundo metodologia prépria, levando em conta ndo apenas as
negociacdes realizadas entre os participantes do mercado, mas também dados e
informacdes enviados diariamente por uma amostra selecionada de informantes/

participantes do mercado.

Para efeito ilustrativo, os anexos A e B respectivamente contemplam os
dados de mercado do tltimo dia da série utilizados na determinagdo da curva pelos
modelos de Neison/Siegel & Svensson e Vasicek, tanto para a curva Pré como para

a curva de [PCA utilizando o método cross-section.

O Anexo C apresenta os dados de mercado escolhidos na determinagdo da
curva Pré pelo modelo de Vasicek utilizando o método de série temporal. Neste caso
a série contempla, para a curva Pré os dados de vencimento do titulo LTN desde
2005 até o dia 1/11/2012, sendo, portanto a curva estimada para a data.
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5.2 Estimacdo dos Parametros

A primeira etapa para a estimagdo dos pardmetros do modelo é definir se o
objeto de estimacéo é o prego do titulo, a taxa de juros a vista ou a taxa a termo. Os
precos dos instrumentos financeiros de curta maturidade sdo menos sensiveis a
variagbes nas taxas de juros do que os de ionga maturidade: pequenas alteragdes
nos pregos dos titulos de curto prazo implicam em grandes alteracdes nas taxas de
juros, o contrario acontecendo para titulos de longo prazo. Por um lado, o
procedimento de minimizagdo da soma do erro quadratico das taxas de juros resulta
em um resultado heterocedastico para os erros dos pregos (erros elevados para os
precos dos titulos de longo prazo). Por outro lado, o procedimento de minimizagao
da soma do erro quadratico dos pregos dos titulos resulta em um resultado
heterocedastico para os erros das taxas a vista (erros elevados para as taxas a vista
de curto prazo); uma abordagem para corrigir o problema de heterocedasticidade
nas taxas a vista é ponderar o erro quadratico do prego de cada titulo pelo inverso

da duration de Macaulay, dando mais relevancia para os erros dos titulos de curto

prazo.

Dependendo do objeto de estimacédo, os residuos/erros nos precos e nas
taxas podem ser homocedasticos ou heteroceddsticos: se o objeto de estimagéo for
o prego do titulo, os residuos serdo homocedasticos nos precos e heterocedasticos
nas taxas; se o objeto de estimagdo for a taxa de juros & vista, os residuos/erros

serdo homocedasticos nas taxas e heterocedasticos nos pregos.

Para a estimagdo dos pardmetros do modelo de Nelson/Siegel e Svensson
foram consideradas duas formulagées distintas para o problema de otimizagéo nao-

linear:

(i) Para a curva de juros de cupom de IPCA, a funcédo objetivo que se

quer minimizar & dada por:

Min{Preco} = Min {):"" —_ (PNTNB‘L- —_yk____* _F )2} 6.1

i=1 guration; =1 (1+rd,t(-rj‘i))rf.i J
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Onde

* Pyrngi € 0 preco “observado” da NTN-B de indice “i"

e kjé o nimero de pagamentos da NTN-B “i" (inclui cupom e principal)

s Fji € o j-ésimo pagamento da NTN-B “i"

e 1;; € 0 prazo (em dias Uteis) em que ocorre o j-ésimo pagamento da NTN-B *i”
¢ N é o nimero de NTN-B negociadas/ observadas na data de pregao t

* 74:(17;;) € a taxa a vista discreta estimada na data t para o prazo entrete t + Tj

(ii) Para as curvas de taxas Pré a fungdo objetivo a ser minimizada é dada

por:

N ey AN 2
Min{Taxa} = Min {Z?itl (szp“;(zf% Td'l(rl)) } (6.2)

Onde

e TxSpot.(t;) € a taxa a vista referencial na data t para o prazo entre te t + 1,
* 14.:(7;;) € ataxa a vista discreta estimada na data t para o prazo entre te t + 7;
« M; e o numero de taxas referenciais usadas (base de dados) na data de pregéo t

« O fator 0,01% transforma o resultado em ponto base (bps)

O ponto base &€ comumente usado para calcular as alterages nas taxas de

juros, indices de agdes e no rendimento de um titulo de renda fixa.

5.3 Método Cross-Section: Otimizacio Nao-Linear

Um problema genérico de otimizagdo n&o-linear consiste em encontrar um
vetor @ = [¢4, 92, ..., py] que maximize ou minimize um a fungdo f(@), sujeito a

uma série de restricdes C; expressas na forma:
(@) =0,i=1,...,p

¢(@)z0,i=p+1,...,n
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O principal conceito envolvido em Programacao N&o-Linear é o de taxa de

variagéo derivadas e gradientes da fungdo objetivo. O grande problema que dificulta

a obtengéo da solugdo 6tima nos problemas de programacgdo N&o-Linear séo os

minimos e maximos (extremos) locais da fungéo objetivo.

0

méximo
absoluto

minimo local

miximo

Figura 20 - Representa¢do de uma fungio com méximos e minimos locais
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Figura 21 - Caminhos percorridos durante a execugiio de um algoritmo de Otimizag3o

A minimizagdo da fungdo objetivo traz o risco da otimizagio ndo atingir um

minimo global, mas sim um minimo local, isto &, o risco da falsa convergéncia. QOutro

fato deve-se a aos parametros iniciais: os resultados obtidos para uma mesma data

variam muito, dependendo dos valores iniciais arbitrados, sendo importante o “chute”
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inicial com valores condizentes com o cendrio das taxas. A prépria evolugdo dos
parametros ao longo da série de dados pode ficar comprometida caso o chute inicial
nédo possua um sentido econdmico mesmo que assim a otimizacdo enconire um

minimo local.

Diversos sdo os métodos de solugdo de problemas n&o-lineares. O método
utilizado na modelagem esta trabalho € ao GRG néo linear (Método do Gradiente

Reduzido Generalizado) da ferramenta solver do Excel.

5.4 Volatilidade das Taxas

A volatilidade é entendida como uma medida das expectativas futuras dos
investidores. Por isso o surgimento de novas informagbées ao mercado faz com gue
os agentes ajustem as suas curvas, mudando o seu nivel, inclinagdo ou curvatura,

de acordo com a percepgédo do mercado frente a esta nova informagéo.

Além disso, a volatilidade também é impactada pela aversdo a risco dos
investidores. Quando ocorrem periodos de crise na economia, & possivel identificar
tal movimento, ja que as volatilidades implicitas, devido as incertezas trazidas pela

crise, tendem a aumentar, impactando as avaliacées dos agentes de mercado.

A analise de volatilidade foi feita considerando uma janela de 72 dias dos
retornos das taxas determinadas pelos modelos, para diversas maturidades. A
volatilidade foi calculada pelo método EWMA (Exponential Weighted Moving
Average). O modelo EWMA para calculo de volatilidade pode ser visto como um
aperfeicoamento do modelo de média movel simples (SMA — Simple Moving
Average). O que diferencia os dois modelos € o fato do SMA adotar pesos iguais aos
retornos, enquanto o EWMA adota pesos maiores para os retornos mais recentes.
Assim, o modeloc EWMA apresenta como principal vantagem uma reacdo mais
rapida para os chogques ocorridos no mercado. O modelo EWMA responde
rapidamente as grandes oscilagbes dos retornos, enquanto o modelo SMA
apresenta uma resposta mais lenta. Pode-se observar também que quando o

mercado volta a uma situagao mais tranquila o modelo EWMA retorna rapidamente a
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um patamar mais baixo enquanto o modelo SMA tende a retornar de forma mais

lenta.

2 — .2
ol =Aot _ +(1-r? _

T i

Onde:
g: volatilidade

A: Peso dado a ponderacéo (fator de decaimento). Utiliza-se comumente o
valor de 0,94 calculado pelo modeio da RiskMetrics da JP Morgan

r: retorno da taxa entre dois instantes de tempo

5.5 Método Série Temporal: Método dos Minimos Quadrados Ordinérios

O método dos minimos quadrados € um método padrdo para a solugédo
aproximada para sistemas com mais equag¢fes que incégnitas, "Quadrados
minimos"” significa que a solugdo global minimiza a soma dos quadrados dos erros

cometidos em todos os resultados de cada equacéo.

A aplicacdo mais importante &€ no ajuste (“encaixe”) de curvas. O melhor
ajuste no sentido dos minimos quadrados minimiza a soma dos gquadrados dos
residuos, em que um residuo representa a diferenga entre um valor observado e o

valor ajustado fornecido por um modelo.

Podemos separar problemas de minimos quadrados em duas categorias:
lineares ou Minimos Quadrados Ordindrios e minimos quadrados n&o-lineares,

dependendo se os residuos séo lineares em todas as variaveis.

Queremos estimar valores de determinada variavel Y. Para isso,
consideramos os valores de outra varidvel X que acreditamos ter poder de

explicacao sobre Y conforme a férmula:

YL':ClXi-Fb‘FE
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onde i indica cada uma das observagées (n) da base de dados e “e’ passa a ser

chamado de residuo, representa a variagéo de y que ndo é explicada pelo modelo.

Considerando a relagdo entre observagdes S; consecutivas como linear e os
termos que compde “e” como independentes e identicamente distribuidos e com

distribuicéo aleatéria normal:
Si+1 = aSi +5b+ e
Olhando para a equacgdo (3.18), a relacdo entre a regressdo linear e os

pardmetros do modelo facilmente deduzidos:

a=—In (635

—2In(a)
p=sd(e) 5oy

A minimizacdo se da ao igualar o gradiente a zero. No caso o gradiente &
e; = F(a,b) = Xj=1(Sit1 — b — a5;), derivando F com relagao a e b.
Por fim encontramos:

NSyy — S¢Sy
NSyx — S

Sy — adSy
mn

b=

nS,, — 52 — a(nSyy — SxSy)
I

Se=) 5

n
i=1

Sy ZZS;

n
i=1
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5.6 Método Série Temporal - Método da Maxima Verossimilhanga

O Método de Maxima Verossimilhanga estima qual deve ser o valor dos

pardmetros de forma que o valor real possua a probabilidade maxima.

A fungéo densidade de probabilidade condicional é derivada pela combinacéo
da equacéo (3.18) de simulagao da taxa com a funcao densidade de probabilidade

da distribuicdo normal:

1
P(Nop=x) = Ee"%xz

Isclando Zi:1 {(Np,1), @ equagéo da densidade de probabilidade condicional da
observacédo S, dada a observacéo anterior S; com intervalo de tempo &t igualmente

espacados é:

. [(sx—SHe"“ﬁf—m—e'“‘n2
e

2p2
J2np
1— e—2a6t
20

f(SisilSia,y,0) =

Primeiramente precisamos definir a fungdo de verossimilhanca. Depois

encontraremos os parametros 6 = {a, y, p} que maximizam o valor dessa fungéo.
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A fungao logaritmica de verossimilhanga do conjunto de observagdes (S, Sy,

n
L@ y.p) = ) Inf(SislSii 0, 7,)
i=1

5:'—1‘3_“& — .},(1 _ e-—cxé‘t))z
52

n
n 1< (s, —
La,y,p) = —5In(2n) — n.In(p) - EZ (S;
i=1

O ponto onde essa superficie possui o valor maximo & dado pelas derivadas
parciais:
dL{a,y.p aL{a,y.p aL(a,y.p
( y.o)zo; ¢ ]fp):O; (j’p)zo
da dy ap
Em que os pardmetros podem ser encontrados resolvendo as equagdes

resultantes das derivadas parciais.

Utilizando a ferramenta solver do excel (GRG nao linear), desejamos
encontrar o pardmetro 8§ de maxima verossimilhanga através do argumento da
funcao In[L(8)]:

=S —-adt_ _ a8t
Chamamos: v(S;, Si+1,8t) = (Si=Si—ae ; y(1-e~8t)

n

L(O = {@,y,p}) = — 5 In(2m) — n.In(p) - %Z V2(S}, Sia, BE)

i=1

8 = arg max In[L(6)]
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6 Resultados e Discussao

Nesta secéo, apresenta-se a analise dos resultados da estimagdo do modelo
de Nelson/Siegel & Svensson e Vasicek para as curvas de cupom de IPCA e taxa
Pré. O objetivo principal sera verificar a ETTJ e analisar temporalmente a série de
parametros de cada modelo obtidos e seus respectivos erros quadraticos médios

(funcéo objetivo) com as taxas observadas do mercado.

Em uma anadlise preliminar sobre a utilizacdo de ambos os modelos, ja é
consagrado no mercado brasileiro de renda fixa a utilizagdo do modelo de
Nelson/Siegel e Svensson como estimador da ETTJ. O modelo de Vasicek foi pouco
explorado na literatura brasileira devido primeiramente a sua origem, mercados
maduros com a presengca de curvas mais estaveis e com necessidades de
precificacdo de diferentes derivativos de renda fixa; segundo pela falha muita vezes
no encaixe dos dados observados em mercados mais instaveis. Instituicdes como a
ANBIMA e SUSEP (Superintendéncia de Seguros Privados) adotam como estimador

oficial da ETTJ o modelo de Nelson/Siegel e Svensson.

Foi adotado, portanto 0 modele de Svensson como referéncia de comparacéo

aos dados observados no mercado e ao modelo de Vasicek.

Os modelos de ETTJ baseados nas taxas de curto prazo (Vasicek) podem se
tornar nac muito realisticos em determinados cenarios. Por exemplo, em
expectativas muito abruptas de queda ou pico da taxa de juros (comum no mercado
brasileiro) o modelo de Vasicek falha ao tentar reproduzir tal comportamento, porém
a consequente acomodagé@o da curva é capturada de forma mais eficiente,
produzindo ainda assim uma boa representacdo da ETTJ. E verdadeira, portanto a
conclusdo de que o modelo de Vasicek consegue reproduzir muito bem a
expectativa do mercado traduzindo o comportamento de seus agentes, distribuindo

os pontos da ETTJ de forma mais uniforme.

No gue tange a taxa de juros basica e os titulos soberanos, o Brasil viveu no
ano de 2012 uma cenario Unico, de rapida queda das taxas a niveis minimos

histéricos na tentativa de combater a desaceleragao econémica. Isso promoveu uma
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alta volatilidade nos pregos do mercado de renda fixa. Esse comportamento pode
ser verificado nas curvas interpoladas pelo modelo de Svensson em uma analise de

volatilidade dos diversos vértices.

Para o modelo de Vasicek teremos uma breve discussdo a respeito da
estimagédo por série temporal (em contrapartida da opgcéo de cross section aqui
utilizada para construcdo de toda a base de dados). A otimizagéo cross section
possui o revés de possibilitar maior volatilidade dos dados gerados, e desprezar
informagdo da dindmica da curva contida nos parametros previamente estimados.
Necessario também frisar que a otimizagéo cross section garante a n&o arbitragem

apenas instantaneamente e néo dinamicamente.

Um ponto critico em ambos métodos de otimizagéo trata-se da escolha dos
pontos iniciais dos pardmetros, que apdés o exercicio de muda-los liviemente

percebe-se a grande influéncia sobre o resultado final.

Uma discussdo pertinente com a estimagdo de ambas as curvas (Pré e
[PCA), & a estimagdo da inflagdo implicita nas curvas de juros através de uma
relagéo conhecida como identidade de Fisher. Esta identidade considera que a taxa
de juros nominal (r) & uma composicéo entre a taxa de juros real (o) e a expectativa

de inflagéo para o periodo (1):
A+ =_010+0)1+m)

A comparagdo das curvas de taxa Pré e Cupom de IPCA a vista contemplam

a expectativa de inflagao implicita do mercado.

A aplicacdo da forma simples da identidade de Fisher ndo considera alguns
aspectos importantes, que acabam causando erros na estimacéo da taxa de inflagao
implicita. Dentre eles, destacam-se o prémio de risco de inflagao embutido nas taxas
dos ativos prefixados, a diferenca de liquidez dos ativos e a diferenca na estrutura

de pagamentos entre titulos prefixados e indexados.

O risco de inflagdo reflete a probabilidade atribuida pelos agentes a
expectativa para inflagdo até o vencimento do titulo ser inferior a efetivamente

registrada. Geralmente, as taxas de retorno dos ativos financeiros prefixados
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embutem um valor adicional (spread) para compensar esse risco, cuja magnitude

dependera do grau de incerteza em relagéo a variacéo dos pregos.

No que se refere a liquidez, destaca-se que os ativos prefixados registram um
volume de negociacéo consideravelmente maior que aos atrelados ao IPCA. Para
estes Ultimos, essa diferenga se traduz em maior prémio exigido peilos investidores,
pela potencial dificuldade em se desfazerem de posigdes com a rapidez e precos

desejados.

Por isso, a utilizagdo das curvas zero cupom no calculo da taxa de inflagao
implicita elimina os problemas gerados pela diferenga na estrutura de pagamentos
desses dois tipos de ativos. Além disso, permite analisar a série historica dessa taxa

de compensacio pela inflagao, para prazos fixos selecionados.

6.1 Interpolando a ETT] pelo Modelo de Nelson/Siegel & Svensson

O inicio da otimizagdo ndo-linear consiste em arbitrariamente adotar alguns
valores condizentes aproximadamente com o “papel’ de cada parametro. A
calibragem arbitréria dos parametros é feita até que se obtenha uma curva com um

bom “encaixe” dos pontos e mais condizentes com o atual cenario (capacidade

analitica).
As restricbes como ja abordadas sao:
Bot>0; Bot +B1t>0; Are Az >0.
Um bom “chute” inicial consiste em:

[Bo, B1] = [TXiongo: TXcurto — TXiongo), ONde Txponge COrresponde a taxa do titulo de

maior maturidade e Txeuna, 20 de menor maturidade.

Para rodar a série de dados e capturar os resultados, criou-se uma
programac¢do no VBA (Visual Basic for Aplications), o qual importa os pregos dos
derivativos de futuro de DI dos arquivos disponibilizados pela BMF no caso da curva
Pré e os PUs médios das NTN-Bs disponibilizados pela ANBIMA no caso da curva
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de IPCA, minimiza a funcdo objetivo dia a dia para a data considerada através do

Solver e assim obtém os parametros do Svensson para a curva.

6.1.1 Curva TaxaPré

Os seguintes limites foram considerados para evitar resultados sem sentido

econdmico:

Min Max
Bo 0,01 0,15
B1 -0,20 0,20
B2 -0,40 0,40
Bs -0,40 0,40
M 0,0001 30,00
A 0,0001 30,00

Tabela 2 - Restricfes parametros Svensson Curva Pré

Com o objetivo de verificar o efeito da heterocedasticidade, para a curva Pré,
foi feita uma andlise sobre qual seria o erro do modelo utilizando ambas as

equagées de minimizag&o dadas por 6.1 e 6.2.

A minimizacdo do erro pelo prego do titulo de cada futuro de DI “I" para a
equacdo (6.1) pode ser dado quando j =0:

2

Min{Preco} = Min Z Z i
¢ duratwnl (1 + 1y c(Tn))

lsso significa que, utilizando a fung&o objetivo 6.1, minimizou-se o erro dos
precos observando-se o seu valor resultante e anotando também o valor dado pela
fungdo minimizagdo da taxa. Posteriormente, de forma analoga, utilizando a fungéo
objetivo 6.2, minimizou-se 0 erroc das taxas observando-se o seu valor resultante e

anotando também o valor dado pela fungdo minimizacéo do prego.
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O objetivo final pode ser visto no gréafico abaixo, onde foi comparado qual

seria o valor da fungéo erro para o Prego e qual seria o valor da funcgéo erro para a

Taxa utilizando as minimizagbes 6.1 e 6.2.

Minimizando o Erro da fun¢io Taxa -> Equa;ﬁo 6.2

Valor Resultante da
Funcdo Erro Prego

e

Valor Resultante da
Fungdo Erro Prego

X

E

.

z. _1 (Ph7=—Z 1 =F.
:‘lm:rarsc.r:_ e _."{1 $r,.(z))

-

o)
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Tabela 3 - Comparando o vater da fungio objetivo Prego dadas as duas otimizacBes - Curva Pré Svensson
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Figura 22 - Comparacio do Erro Quadratico dado pela diferenca de Precos para a Curva Pré Svensson, obtidos para cada

dia da

série, usando as duas fungdes objetivos.

Minimlzando o Erro da fungdo Taxa -> Equacdo 6.2

Valor Resultante da
Fungdo Erro Taxa

Z (T\Spot,{r,) ra (1, ))
0.01%

=)

Valor Resultante da
Fungdo Erro Taxa

A

Z(TxSpot,(r,_) —r Y
- 0,01%

1wl

Tabela 4 - Comparande o valor da fungio objetivo Taxa dadas as duas otimizagtes - Curva IPCA Svensson
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= Erro Taxa - Min{Taxa - Eq 6.2} bps
sss-+=« Erro Taxa - Min{Pre¢o - Eq 6.1} bps
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Figura 23 - Comparagio do Erro Quadritico dado pela diferenga das Taxas para a Curva Pré Svensson, obtidos para cada
dia da série, usando as duas fungdes objetivos.

Os resultados mostram que a minimizagéo do erro pela taxa & mais indicada
no caso em que as taxas observadas séo spot (a vista). A minimizacdo pela taxa
produziu erros menores comparando as duas otimiza¢des.

Utilizando-se entdo a funcéo objetivo da equagéo (6.2) obtemos a ETTJ da
taxa spot Pré-Fixada praticado no mercado brasileiro para toda a série de dados. Os
graficos abaixo demonstram algumas curvas obtidas.
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Figura 24 - Graficos Taxa a.a x Tempo (anos). Resultados para a interpolagéio da curva spot pré por Svensson {futuro DI de

1 dia)
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A andlise tridimensional das varidveis Tempo x Maturidade x Taxa, retorna
todo o comportamento da ETTJ Spot Pré encontrada pelo modelo de Svensson em
toda a série.
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Figura 25 - Superficie ETTJ Taxa Pré Svensson Tempo x Maturidade x Taxa.
| PREID PRE-IM _PRE-2M PRE-3M _PRE-6M_ PRE-12M_PRE-18M  PRE-2Y  PRE.3Y  PRESY  PRE-IOV
Média 10,361% 10,262% 10,184% 10,177% 10,051% 10,125% 10306% 10,491% 10,772% 11,084% 11,267%
Erro padriio 0080% 0083% 0085% 0087% 0092% 0003% 008I%  0,083% 0,073%  0059%  0,044%
Mediana 10998% 10890% 10,734% 10528% 10156% 10,057% 10,218% 10,438%  10,746% 11,036%  11,290%
Desvio padriio 1711%  1,765%  1L818%  1,863% 1,95@ 1,988%  1,905%  1,784%  1,554%  1,250%  0,935%
Curtose -L154 1266 -1,347  -1,403 -1 -1,522 -L497  -1,460 -1,375  -1,232 - 1085
Assimetria 0553 0495 0429 0,366  -0,206 0,039 0,008 0000 -0075 0,197  -0,250
Ninimo 7120%  7,003%  7.074%  7,065%  7,053%  7,227%  7487%  7,796% 8133%  8,638% 9,317%
Méximo 12543%  12421%  12415% 12,447% 12537%  12,765%  12,8M4% 12,018%  12.043% 12,881%  12,754%
[Contagem 457 457 457 457 457 457 457 457 457 457 457]

Tabela 5 - Estatfsticas Descritivas para cada maturidade escolhida dada pelo modelo de Svensson.

Os resultados do caiculo da volatilidade das taxas podem ser visto no grafico
abaixo. Através do modelo EWMA verificou-se como a estrutura a termo se
comportou no periodo. Para isso comparou-se o grafico 25 de volatilidade com a
evolucdo da TIR da LTN em diferentes vencimentos, destacando como o movimento
das taxas no mercado causa a volatilidade nas taxas (e precgos) determinado pela
curva de juros.
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Volatilidades a.a.- Taxa Pré
19/04/2011 - 31/10/2012

w 2,500%-3,000%
2, 000%-2,500%
™ 1,500%-2,000%

1,000%-1,500%
1,500% - = 0,500%-1,000%
W 0,000%-0,500%
1,000% 4
0,500% -+
. PRE-10Y

" PRE-3Y
¢
" PRE-18M
A PRE-8M
o PRE-2M
-
%Eiz::_ PRE-1D
R R T
i1 3

Figura 26 - Superficie de Volatilidade (Pré - Svensson) Tempo x Maturidade x Volatilidade a.a.
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Figura 27 - Evolucdo da TIR para algumas maturidades de LTN negociadas.

O periodo de corte de taxas vivenciado no Brasil no inicio de agosto de 2011
refletiu em alta volatilidade da curva de juros gerando alta rentabilidade nos
investimentos em renda fixa e impactando as métricas de risco de mercado, dado a
alta variagao dos pregos.
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6.1.2 Curva Cupom IPCA

Os seguintes limites foram considerados para evitar resultados sem sentido

econdmico:

Min Max
Bo 0,01 0,10
B4 -0,20 0,20
B, -0,40 0,40
B, -0,40 0,40
A 0,0001 | 30,00
A 0,0001 | 30,00

Utilizando-se entdo a fungédo objetivo da equagédo (6.1) obtemos a ETTJ da
taxa spot Cupom de IPCA praticado no mercado brasileiro para toda a série de

dados.

Para as curvas de IPCA, o modelo de Svensson foi utilizado mais de uma vez
em determinados dias, de forma a produzir resultados mais aderentes com a
realidade em alguns periodos. Isso porque, no caso da curva de IPCA ao encontrar
a taxa spot de todo o fluxo, o modelo gera diversos minimos locais. Esses minimos
muitas vezes produzem resultados néo aceitaveis dependendo da aplicagdo (taxas
de curto prazo muito elevadas ou muito baixas, por exemplo), mas que minimizam a

fungéo objetivo mesmo considerando as restrigdes.

Essa necessidade de uma nova rodada do modelo pode ser obtida através da
analise da superficie de volatilidade, onde alguns picos extremos foram observados.
Esta foi uma das vantagens também do uso do EWMA como método de calculo da
volatilidade, onde a resposta da volatilidade é imediata nas datas em que o modelo

apresentou resultados economicamente inviaveis.

O tratamento destes casos foi através da imposi¢éo de novas restricées como
determinando limite inferior para a taxa de curtissimo prazo (taxa de 1 dia por

exemplo da tabela 5) e limite superior para a taxa de curto prazo médio dado por Bot
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+ B11. O valor desse limite vai depender das expectativas de juros e do formato da
curva observada na data,
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Figura 28 ~ Erro Quadratico Médio Curva IPCA por Svensson obtidos para cada dia da série.

Os graficos abaixo demonstram algumas curvas obtidas.
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Figura 29 - Graficos Taxa a.a x Tempo (anos). Resultados para a interpolacdo da curva zero cupom de IPCA por Svensson

(NTNB)

A analise tridimensional das varidveis Tempo x Maturidade x Taxa, retorna
todo o comportamento da ETTJ IPCA Zero cupom encontrado pelo modelo de
Svensson em toda a série.
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Superficie ETT] Cupom IPCA
03/01/2011- 31/10/2012
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Figura 30 - Superficie EYT) Cupom IPCA Svensson Tempo x Maturidade x Taxa.

IPCA-1D _IPCA-IM _IPCA-2M_IPCA-3M  IPCA-6M _IPCA-12M IPCA-18M IPCA-2Y IPCA-3Y IPCASY (PCA-0Y IPCA-20Y IPCA-30Y IPCA-50T
Média 31K 3,240%° 232K 345N 3726% 4,048%  44aa% 4661%  4,344% 5207%  5,366% 5.368%' 5397% 53209
Ervo padrio 0104%  0101% 0,009% 0057% 0082% 0084%  0077% O072% 0,064% 0053% 00N% 0029% 0024%  0,020%
Mediana 27005 2800%° 2919%  3015%” d208x” 37006"  4967% Adew” oamMn” 5205%° 55IONT S5 5e0a%° 5419%
Desvio padrdo | 2214%° 2165%° 2117%" 207" 1961%°  1789%  Le56%”  1546%° 1372%° 1,143%° 0869%" 0627%° 0506% 0.430%
Curtose 0177 06" -ove” 105" 1837 128" 3337 340" -,3057  qam4” 047" 088" o747 -0,684
[Assimetria 038’ 031" 03w 030" 0257 016" oom” o0om” Qo8 .02m" 05" 064" 088" 0575
Minimo noosx” 0120%° 025267 036o%” oe2%”  1,23% 1637%° 1963%7 2407%° 2,910%° 353E%” 3,982%° a140%” 4,267%
Méximo 750" Zse1s” 7527%7 T’ v400%°  7233%°  7,001%° 6970%° 6807%° 671%°  6478%  6199%" 6.059%° 6.140%
[Contagem [ 457" as” as7” 257" 457" 457" a57” 257" 457" 457" 457" 457" 457" asy

Tabeta 6 - Estatisticas Descritivas para cada maturidade escolhida dada pelo modelo de Svensson.

Da mesma forma que observadc com as taxas pré-fixadas, os resultados do
calculo da volatilidade para as curvas de IPCA podem ser visto no grafico 31. Para
isso comparou-se a volatilidade com a evolugéo da TiR das NTNBs em diferentes
vencimentos, destacando como o movimento das taxas causa a volatilidade nos
pregos determinado pela curva de juros.

A alta volatilidade da curva de juros esta presente e, no caso dos titulos de
NTNB que possuem negociacdo de maturidades elevadas (até 40 anos), os
seguintes cortes das taxas basicas de juros gerou extrema volatilidade para os
precos de longo prazo, fazendo com os titulos “comprados” em NTNB possuissem
as maiores rentabilidades do mercado em 2012 além, claro de impactar as métricas
de risco de mercado, dado a alta variagao dos pregos.
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Volatilidades a.a.- Taxa Spot IPCA
19/04/201% - 31/10/2012
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Figura 31 - Superficie de Volatilidade (IPCA - Svensson) Tempo x Maturidade x Volatilidade a.a.

Evolugdoda TIR - NTNB
B,000 -
7,000 +
4 L e 15/05/2013
6,000 BT = N A e —— 15/08/2014
! ' g : ——15/05/2015
5000 ——15/08/2016
——1505/2017
4,000
“Trigger” do Aumentoda | i —15/08/2020
Volatilidade des Taxas ——15/03/2023
3,000 - b
Pico de Volatilidade N ——15/08/2024
dasTaxss 0 Vi e 15/0B{2030
2,000 - W e - S/08/:
Pico de Volatilidade ; g ——15/05/2035
Tosorl das Taxas I+ R —— 15/08/2040
’ Pico de Volatilidade 15/05/2045
das Taxas
0,000 r iy ; . . 15/08/2050
"3 v '\a w3 “’ 2 ‘g g 2
&5 S »> s:\ %“‘ & S «v f 4% S o
A » » "9\ 3 » ":"" R

Figura 32 - Evolugdo da TIR para algumas maturidades de NTNB negociadas.

Podemos perceber pelo grafico da volatilidade picos bem definidos, e as taxas
dos titulos de mais longo prazo sempre com volatilidades mais baixas. Isso é
caracteristico da curva de NTNB devido ao longo prazo de seus titulos e
comportamento mais estavel com relagdo & taxa pré.
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A analise do grafico fica um pouco prejudica devido as taxas de curtissimo
prazo apresentar volatiidade mais elevada em comparagéo com as taxas de mais
longo prazo (50 anos). Devido a essa elevada “amplitude” e o céalculo da volatilidade
por EWMA, a escala do gréfico prejudica a visualizagdo da variagéo dos titulos de

maior maturidade.

6.2 Interpolando a ETT] pelo Modelo de Vasicek

Analisando o modelo de Vasicek, percebemos que os pardmetros do modelo
ndo possuem tanta flexibilidade no ajuste da curva quanto no modelo de
Nelson/Siegel & Svensson. [sso é devido & prépria caracteristica do modelo de
equilibro, seus parémetros buscam atribuir valores dado o comportamento do

mercado perante as expectativas da taxa de curto prazo.

Portanto esse modelo ira resultar em erros maiores para fungéo objetivo, no
entanto a sua aplicagdo primordial ndo esta na necessidade do melhor encaixe da
curva, mas sim em determinar o comportamento do mercado atual e estimar, através
de simulacdes, qual serd ETTJ em uma data futura. As principais aplicagbes

encontram-se nas areas de precificagdo dos derivativos de renda fixa e estratégias

de investimentos.

Toda a série de dados foi inserida no modelo para verificar as mesmas
caracteristicas que no modelo de Nelson/Siegel & Svensson, como o erro
remanescente e os valores dos parametros. A funcéo objetivo (6.2) foi utilizada para

a curva Pré e a fungéo objetivo (6.1) para a curva IPCA.

A calibragéo do modelo é mais trabalhosa que a do Svensson devido a menor
flexibilidade de seus pardmetros e a existéncia de minimos locais mais fortes. As
diferentes combinagdes de ponderagbes exponenciais e fatores de decaimento do
modelo de Svensson garante a presenca de diversos minimos, que mesmo nao

sendo o minimo global, possuem mais chance de minimizarem de forma satisfatéria

0 erro na otimizacéo.
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De posse dos pardmetros estimados, € possivel através de simulagdes de
Monte Carlo estimar a curva de amanhé através do uso da equagéo (3.18). Neste
caso o uso do método por série temporal é interessante quando a predigdo da curva

é feita em tempos mais espacados.

A taxa de curto prazo dado pelo parametro “r’ e a taxa de perpetuidade dada

pela equacéo (3.17) também foram utilizados na analise.

6.2.1 Curva TaxaPré

Com o objetivo de se conseguir o menor erro para os pontos do modelo, os

seguintes limites foram considerados:

Min Max
Velocidade de reversio a média o 0,01 15,00
Taxa de Equilibrio Y 0,01 0,20
Desvio Padric instantaneo da taxa de curto prazo P 0,10 0,50
TaxarOem t=0 r Tx < 1més

Tabela 7 - Restri¢Bes aplicadas as varidveis de Vasicek para a série de dados Curva Pré com objetivo de menar erro

quadratico.

A variavel r (taxa de curtissimo prazo) foi considerada como sendo o confrato
futuro de DI com o prazo mais curto. Outra opc¢éo seria considerar a taxa como

vardvel do modelo a ser estimada, aplicando a devida restricdo para seus limites.

Utilizando-se entdo a fungédo objetivo da equagéo (6.2) obtemos a ETTJ da
taxa spot Pré-Fixada praticado no mercado brasileiro para toda a série de dados. Os

graficos abaixo demonstram algumas curvas obtidas.
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Figura 33 - Graficos Taxa a.a x Tempo (anos). Resultados para a interpolacio da curva spot pré por Vasicek e da fungio

distribuicic de probabilidade.

Os gréficos da distribuigdo de probabilidades a esquerda demonstram a
distribuicdes dos possiveis valores que a taxa de equilibrio pode assumir, através do

uso da equacio (3.8).

Importante observar que o significado desta probabilidade é referente a taxa
de curto prazo r quando observada no equilibrio, ou seja, T->~. Como a taxa de
curto prazo segue um passeio aleatorio estocastico e a equacéo de precificagéo da
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curva e derivada desse passeio, essa taxa evidentemente pode se tornar negativa
dada os parametros da distribuicdo normal. Podemos entender esta analise como se
fizermos a simulagdo pela equacao de difusdo da taxa de curto prazo utilizando os
pardmetros encontrados. A equagdo (3.9) nos diz qual sera a probabilidade de

encontrarmos taxa negativa no final da simulagao.

O modelo de Cox — Ingersoll — Ross fez uma mudanca a qual o pardmetro de

volatilidade se ajusta de forma a evitar taxas negativas.

Dependendo das restrigdes adotadas a variancia do processo estocastico (p?)
pode se tornar elevada fazendo com que a distribuicdo normal da taxa de equilibrio
possua alta amplitude de valores. Isso torna inviavel o processo de estimacgédo da
curva de juros por simulagdo e de precificacdo de derivativos nos instantes de tempo
a frente ja que o elemento estocastico apresenta ata incerteza. Contudo, a escolha
de um alto valor para esta varigvel pode produzir um melhor encaixe dos dados

quando o objetivo & obter uma boa ETT.J.

Observando-se as taxas entre os extremos dos periodos (Jan/2011 e
Out/2012), o formato da curva ETTJ a partir de setembro de 2011 em diante é um
enorme desafio para o modelo de Vasicek, em que nio foi possivel obter um formato
para curva satisfatério utilizando-se o método de minimos quadrados néo lineares do
solver. As curvas resultantes neste periodo possufram valores elevados para o erro

dado pela funcéo das taxas.

A andlise tridimensional das variaveis Tempo x Maturidade x Taxa, retorna
todo o comportamento da ETTJ Spot Pré encontrada pelo modelo de Vasicek em
toda a série. As curvas apresentam uma suavizagdo maior das curvas com erros da
fungéo objetivo elevados, porém representativo da dindmica da taxa de juros ao

longo da série de dados.
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Superficie ETT) Vasicek - Taxa Pré
03/01/2011 - 31/10/2012
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Figura 34 - Superficie ETTI Taxa Pré Vasicek Tempo x Maturidade x Taxa.

Os resultados da superficie de volatilidade representa a suavidade
encontrada nas curvas acima e com os picos semelhantes aos apresentados pelo
modelo de Svesson (figura 26).
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Figura 35 - Superficie de Volatilidade (Pré — Vasicek) Tempo x Maturidade x Volatilidade a.a.
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6.2.2 Curva Cupem IPCA

Para que os resultados tivessem sentido econémico as seguintes restricbes

foram utilizadas:

Min Max
Velocidade de reversdio a média a 0,01 2,00
Taxa de Equilibrio Y 0,01 0,20
Desvio Padrdo instintaneo da taxa de curto prazo P 0,003 0,09
TaxarOemt=0 r 0,0% 5,0%

Tabela B - Restri¢Bes aplicadas as variaveis de Vasicek para a série de dados Curva IPCA.

A variavel r (taxa de curtissimo prazo) neste caso foi considerada como

varavel do modelo a ser estimada, aplicando a devida restricao para seus limites.

Utilizando-se entdo a fungdo objetivo da equacio (6.1) obtemos a ETTJ da
taxa spot Cupom de IPCA praticado no mercado brasileiro para toda a série de

dados. Os gréficos abaixo demonstram algumas curvas obtidas.
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Figura 36- Graficos Taxa a.a x Tempo (anos). Resultados para a interpoiagéo da curva zero cupom de IPCA por Vasicek

{NTNB) e da fungdo densidade de probabilidade.

Os resultados encontrados foram muito satisfatorios para os dados sobre a
curva de juros a vista (Spot) IPCA (NTNB) utilizando o modelo de Vasciek. Além do
encaixe da curva ser muitas vezes igualmente bom como no modelo de Svensson,
os demais parametros apresentaram sentido econdmico mais condizente com a
realidade e uma evolugdo mais coerente ao longo da série de dados (Jan/2011 e
Out/2012) do que os resultados encontrados para as taxas a vista da curva Pré.

Um dos motivos deve-se ao fato dos prazos em que a curva de Cupom IPCA
é precificada no mercado. Isso inclui os titulos de maiores vencimentos no mercado
brasileiro e que hoje representam em grande parte a diregdo da politica monetaria e
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comportamentc macroecondmico do pais, fatores em harmonia ao modelo de
Vasicek.

A andlise tridimensional das variaveis Tempo x Maturidade x Taxa, retorna
todo o comportamento da ETTJ IPCA Zero cupom encontrado pelo modelo de
Vasicek em toda a série.

F . . B _
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Figura 37 - Superficie ETT) Cupom IPCA Vasicek Tempo x Maturidade x Taxa,

A analise comparativa dos erros segue na segio 6.3,

O grafico de superficie das taxas pelas maturidades apresenta
comportamento semelhante ao encontrado pelo modelo de Svensson (figura 31).
Contudo é possivel notar uma maior suavizagdo das curvas condizentes com o
modelo de Vacisek, refletindo muito bem a dire¢do da queda das taxas de juros no
periodo estudo.

Essa suavizagdo também é refletida no grafico de superficie da volatilidade,
onde a presenga de elevados picos nas taxas de curto prazo possui uma menor
escala, contudo ainda é possivel notar os periodos de queda das taxas.
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Volatilidades a.a Vasicek - Taxa Spot IPCA
19/04/2011 - 31/10/2012
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Figura 38 - Superficie de Volatilidade {IPCA) Vasicek Tempo x Maturidade x Volatilidade a.a.

6.3 Comparando os Resultados - Curvas e Parametros dos Modelos

Na comparagédo dos resultados entre os modelos, primeiramente, apresenta-
se graficamente os dados do mercado frente as duas curvas interpoladas buscando
evidenciar o encaixe dos dados. Para isso foi utilizado os mesmo dias apresentados
nos resultados de Svensson e Vacisek

Posteriormente é feita a andlise dos parédmetros de cada modelo com o
objetivo de verificar significa econdmico capturado por cada um deles.

Para as curvas Pré a comparacéo pode ser vista abaixo.
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Figura 39 - Gréficos Taxa (a.a) x Tempo (Dias}. Resuitados para a interpolacdo da curva Taxa Pré (Futuro DI) pelo modelo

de Svensson e Vasicek.
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O quadro com a curva do dia 30/11/2011 possui uma conclusio crucial com
relacdo ao modelo de Vasicek e a sua comparagao com o modelo de Svensson. A
modelagem da curva de juros no Brasil passa por alguns desafios devido a alta

volatilidade das taxas.

Apesar de uma convergéncia para uma politica monetaria de redugdo das
taxas de juros de forma obter um crescimento econémico mais consistente e
duradouro nos (ltimos anos, o mercado apresenta, neste periodo, uma expectativa
de aumento da taxa no longo praze, com forte queda no curto prazo. Quando o
objetivo & obter uma reprodugao fiel dos pontos observados, o modelo apresenta
maior falha devido a inexisténcia de parametros mais flexiveis para variacoes
maiores no curto prazo, assim como no modelo de Svensson. Contudo é inegavel
que ainda assim os valores dos parametros encontrados reproduzem com bastante
coeréncia as realidades de médio e longo prazo do mercado. Isso pode ser visto
pelas taxas longas obtidas pela extrapolacéo das equagdes de precificagio que sdo

valores préximos em ambos os modelos.

Com as curvas possuindo erros elevados com os dados de mercado, para a
série de dados em comparacio com o modelo de Svensson, buscou-se uma
alternativa para as restrigdes impostas na tabela 7. O Objetivo entdo foi de buscar
modelar evolugdo do mercado com relagdo a politica de queda das taxas de juros,
Aplicagdes para este tipo de resultado incluem taxa de juros de perpetuidade para
exercicios de desconto de fluxo de caixa, estratégias de investimentos e ALM (Asset
& Liability Management).

Min Max
Velocidade de revers3o a média o 0,01 5,00
Taxa de Equilibrio Y 0,05 0,20
Desvio Padrio instintaneo da taxa de curto prazo p 0,05 0,20
Taxar0Dem t=0 r Tx < 1més

Tabela 9 - Restrigbes aplicadas as varidveis de Vasicek para a série de dados Curva Pré para estudo da taxa de
perpetuidade.
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Figura 40 - Comparativo da evolugdo das taxas de perpetuidade Pré

E possivel observar na figura 39, no periodo em destaque correspondente ao
intervalo em que foram encontrados no modelo de Vasicek os maiores erros
quadraticos {(equag#o 6.2) ao encaixar os dados do mercado.

Os parametros do modelo de Svensson conseguem um encaixe fino em um
periodo em que a expectativa de curto prazo de queda da taxa é seguida uma
expectativa de aumento da taxa de longo prazo {ponta longa da curva). Como a
ponta longa apresentava muitas vezes uma inclinagdo elevada com relacido aos
vencimentos mais curtos (ponta curta), a minimizagdo da fungéo objetivo foi possivel
com um custo de um alto valor para Bo & consequente variagdo elevada de seu valor
no periodo. Observa-se uma tendéncia de uma variagdo menor desse parametro a
partir de Junho/12 e na medida em que a confirmagéo de que a politica de taxas de
juros a niveis sustentaveis para um crescimento econémico mais “organico” se
materialize cada vez mais.

Observando a evolugdo da taxa de perpetuidade dada pelo modelo de
Vasicek, 0 mesmo comportamento para a taxa é observado no periodo. Contudo o
periodo destacado na figura 39 demonstra a diferenca entre 0s modelos. O modelo
de Vasicek possui uma resposta mais lenta as mudancas abruptas ocorridas a custo
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de um erro consideravel no encaixe dos dados, contudo seu comportamento geral

assegura uma taxa de perpetuidade mais estavel.
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Figura 41 - Comparativo da evolugio das taxas de curto prazo Pré

Quando olhamos para a taxa de curto prazo estimado pelos pardmetros de
Svensson percebe-se um perfeito alinhamento com os dados observados, ja que
para o Vasicek essa taxa foi considerada como sendo do contrato mais curto do
Futuro de DI.

Em outra simulagéo, a taxa de curto prazo r foi considerada como parametro
a ser encontrado pelo problema de otimizagéo (no caso foi adotada a restricdo de
5% < r <15%). Os resultados mostram valores muito semelhantes 3 restricdo
adotada na tabela 7, porém com pequena variacdo na taxa de perpetuidade,
demonstrando que um ajusto fino pode ser feito com a estimacdo dessa variavel r
pela fungéo objetivo, dado a necessidade.

Para as curvas de cupom IPCA a comparacé&o das curvas pode ser vista
abaixo.
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Figura 42 - Graficos Taxa (a.a) x Tempo (Dias). Resultados para a interpola¢do da curva Cupom IPCA pelo modelo de
Svensson e Vasicek.
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Com um bom encaixe do modelo de Vasicek para a curva de IPCA, anélise do
erro quadratico dos precos dado pela equagdo 6.1 para em todos os dias da série
segue no grafico abaixo.

(_ _ T
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Figura 43 - Comparativo do Erro Quadratico Médio entre os modelos - Curvas IPCA

Como era esperado o modelo de Svensson apresenta erros menores.
Contudo, para o modelo de Vasicek os erros sfo toleraveis dadas as demais
aplicagbes que os parametros de Vasicek proporciona, como pode ser visto na
analise abaixo.

¢
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Figura 44 - Comparativo da evolug3o das taxas de perpetuidades IPCA

A andlise do comportamento econdmico resultante do modelo além dos
resultados dos erros quadraticos é importante dado a conclusdo gue se deseja
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obter. As taxas de perpetuidades apresentadas por cada modelo sdo dadas
respectivamente pelos parametros B, e R.. Na figura 44 o indice “1” demonstra que
ambos os modelos capturam mudangas na expectativas das taxas. Contudo, no
modelo de Svensson essas mudangas causaram uma perturbacdo maior na
evolugdo dos parametros do modelo gue levaram a solugcdes de minimos locais da
fungdo objetivo, que mesmo garantindo um baixo erro quadrético, inviabiliza a
utilizacdo de tais taxas em exercicios de desconto de fluxo de caixa.

O indice “2" representa valores para B, que, apds perturbagdes do mercado,
mantiveram a permanéncia em um minimo local com valores que néo representam a

expectativa de longo prazo das taxas.

Sendo assim o modelo de Vasicek proporcionando melhor significado

econdmico.
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Figura 45 - Comparativo da evolucdo das taxas de curto prazo IPCA

Para as taxas de curto prazo podemos observar semelhante resultado com
relacdo a proposta dos modelos. Novamente aqui o indice “1” representa diferengas
no modelo devido a falsas convergéncias, principalmente vindas do modelo de
Svensson. As expectativas do mercado, no entanto sdo bem capturadas por ambos
os modelos, sendoc 0 modelo de Vasicek com uma evolugdo mais suave.
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6.4 Interpolando a ETT] pelo Modelo de Vasicek utilizando a série

temporal

Diante do exposto na segdo sobre a metodologia, foi feito o exercicio de se
obter a ETTJ por Vasicek através da analise temporal da série de dados, utilizando
para isso o método dos minimos quadrados (MQ) e o método da maxima

verossimilhanga (MV).

Para isso escolheu-se para a taxa pré-fixada os precos do titulo plblico LTN
divulgados no mercado desde 03/01/2005, escolhendo sempre a maturidade de 3

meses como a taxa de curto prazo para a série de dados.

Utilizaram-se ambos os métodos de Série temporal para determinar os
parametros. Os resultados foram iguais nos dois casos, o que demonstra a

consisténcia entre os dois métodos.

Contudo o formato da curva encontrado n&o foi adequado optando-se por
uma mudang¢a no pardmetro da taxa de equilibrio no método MV e determinando

quais seria entdo o valor dos outros dois pardmetros.

Uma vez determinados os parametros, adotamos como valor para a taxa “r’
como sendo o valor de mercado do vencimento mais curto observade no mercado
de futuro de DI do dia. Utilizando a equagio de precificagdo da ETTJ por Vasicek

(3.16) encontramos a curva estimada.

Observa-se o vertiginoso declinio das taxas ao longo da série utilizada (figura
46), o método produziu um resuitado de ETTJ ndo condizente com o mercado. A
escotha da maturidade do titulo e dos prazos altera significativamente a estimagéo

dos parametros, como exposta na se¢éo de Dados e Metodolagia.

Os resultados da curva, os pardmetros encontrados e a respectiva taxa de

perpetuidade para ambos os métodos € dado abaixo.



Figura 48 - ETT) estimada para o dia pelos métodos MQ e MV, com arbitragdo de parametro.

N i
Taxa LTN 3 meses
20,0% -
17,5% -+
15.0% +
12,5%
10,0% |
7,5% +
50% +
2,5% |
0,0% +- =T T —T— Y
T E ¥ & EE YT E R OFE YT OE TS
2 % 8 2 &8 883585888 F
A DI — .
Figura 46 - Taxa de Retorno LTN de 3 meses
™
( ETT) Pré- 01/11/2012
13,5%
12,0%
10,5%
i o g BNR ¥ A E B _l
= o .llllllm..“.l =
a 7% L
E . \
4,5%
3.0%
1,35%
0.0%
1] 2 4 G 8 10 12 o< O drado 3
Tempa [anos)
m Market Data smrmereeer Cigiva Min. Quadrados 0,1409 o 0,1409
— — CurvaMax. Verossimilhanga —— Rinf MQ Y 0,0218 b 0,0218
L = — Rinfav N p 0,0144 p 0,0143
Figura 47 - ETTJ estimada para o dia pelos métodos MQ e MV
%
s ™
ETTI Pré - 01/11/2012 |
13,5%
12,0%
105% === o == e S e e s s s>
9,0% - .,.hlluu-u-l--—-ll-""'”" == -
- )
B 1A% e
B eow
4,5%
3,0%
1,5%
0,0%
o 2 a 6 8 10 12
T.mpo(anos) os O gdrado
& Market Data e Cuirva My, Quadrados o 0,1409 o 0,2825
= = Cuiva Méx. Verossimilhanga e Rinf M) ¥ 0,0218 Y 0,1091
\ = = Rintmv ey 0,014 p 0,0147

100




101

Uma alternativa para adequagao da curva foi feita arbitrando o parametro de
taxa de equilibro y no método MV, utilizando a taxa de equilibrio encontrada quando
minimizamos os erros pelo método Cross-Section no dia 31/10/2012. Obetive-se

assim uma ETTJ que reflete as expectativas do mercado.

Uma das vantagens do método de série temporal é a sua robustez na
estimacao dos pardmefros, principalmente com relagéo ao parametro de volatilidade
p. Ao encontrar valores de p mais condizentes com o comportamento ao longo do
tempo da taxa, permite uma melhor simulagéo da previsdo da taxa de curto prazo a

periodos a frente.
Essa simulag&o possui objetivos de precificacio de derivativos de renda fixa.

A estimacédo da curva de cupom IPCA por esse método envolve obter taxas a
vista (spot) do mercado. A determinagdo da curva pelo modelo de Svensson,
trazendo a valor presente todos os fluxo de pagamento, pode fornecer a série de
taxas a vista para um determinado vencimento que seja representativo da curva.
Para isso & necessario, portanto, uma base de dados suficientemente grande para
uma correta estimacéo, o que foge da base de dados utilizada no método de Cross-

Section neste trabalho.
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7 Conclusio

Neste trabalho apreseniamos alguns dos mais fundamentais modelos de

curva de juros (ETTJ) de um fator e quais as suas principais caracteristicas.

A literatura tedrica e empirica divide os modelos de curva de juros em duas

amplas classes: Os modelos de equilibrio e os modelos de néo arbitragem.

A primeira classe de modelos é baseada na derivagéo da estrutura a termo
partir das premissas econémicas. Estes modelos contam com as premissas iniciais
sobre as variaveis econdmicas e, em seguida, derivam um processo estocastico
para a dindmica da taxa de curto prazo para construir toda a curva a partir dessa
dindmica. Desta forma a saida dos modelos equilibrios é a observacéo inicial da
curva a termo taxa de juros em um formato aproximado. Com isto, a maior
desvantagem dessa categoria de modelos é o ndo encaixe automatico da estrutura a

termo corrente no mercado (pontos observados).

Os modelos de nac arbitragem superam essa deficiéncia utilizando a atual
estrutura a termo como entrada do modelo e seleciona os pardmetros para capturar
o comportamento das taxas de juros futuras, sendo assim mais atraentes com ponto

de vista de consisténcia da curva modelada.

Outra importante classificagdo de modelos de curva de juros € com relagao a
quantidade de fatores para descrever um modelo. Podemos denomina-los em

modelos unifatoriais ou multifatoriais, caso o dobro de pardmetros de um respectivo

modelo seja utilizado.

A estimacdo da estrutura a termo tem extrema relevancia para os
participantes de mercado, dada sua importancia na previsdo das taxas de juros,
poliica monetaria, gerenciamento da divida publica, gerenciamento de risco e

apregamento.

No entanto, no Brasi! a maioria dos métodos implementados para este fim

utiliza-se de interpolagées, que ndo possuem fundamentacédo tedrica, apenas
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focando na capacidade da curva estimada em replicar os pregos dos titulos de

mercado.

Verificamos que o modelo de Nelson/Siegel & Svensson, modelo parameétrico,
apresentou melhor aderéncia aos dados de mercado que o modelo de Vasicek,
modelo de equilibrio, dado que o modelo de Nelson/Siegel & Svensson possui uma
enorme flexibilidade no formato das curvas geradas dado pelas ponderagoes e
decaimento de seus parametros. No caso do modelo de Vasicek, os dados
mostraram perfeito alinhamento com a proposta tedrica, sendo também um modelo

que apresenta aplicagdes em estratégias de investimento de longo prazo.

Percebeu-se ainda que diferentes técnica de otimizagdo nao linear, com
variacdo na escolha inicial dos pardmetros pode influenciar muito o resuitado final,
pois a introdugdo de um método de ofimizagéo mais complexo (por exemplo
Algoritmos Genéticos) pode melhorar resultados de aderéncia aos dados de
mercado em ambos os modelos, principalmente no modelo de Vasicek. Este
apresenta minimos locais mais fortes devido a menor quantidade de parametros e o

principio de reversdo a média (taxa de equilibrio).

Verificamos ainda que varios formatos de curva sdo permitidos tanto no
modelo de Vasicek quanto no modelo de Svensson. Finalmente, pelo arcabougo
teérico e o resultado de apregamento dos titulos, o modelo de Vasicek pode ser visto
como alternativa viavel para a construgdo da ETTJ real brasileira (Curva de cupom

IPCA) utilizando os dados de titulos de NTNB.

No que tange a aplicagdo dos modelos no cendrio brasileiro, o modelo de
Svensson, devido ac menor erro no encaixe da curva & utilizado no aprecamento de
titulos e medigdo do risco de mercado, como no caso da duration e na estimagéo da
volatilidade para o célculo de VaR (Value at Risk). O modelo de Vasicek, devido ao
seu comportamento voltado ao equilibric econémico, pode ser utilizado em uma
analise de investimentos, exercicios de ALM e logicamente, no aprecamento de
derivativos de renda fixa, onde a simulagio estocastica da taxa de curto prazoc em

diferentes maturidades da curva de juros & necessaria.
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Seja qual for o modelo escolhido, a curva de juros calculada deve atender os
requisitos ao qual se propéem. A escolha entre as metodologias de modelagem ¢é
usualmente um “trade-off’ entre simplicidade, facilidade de implementagdo e

precisdo. Essenciaimente a curva de juros escolhida deve atender as seguintes

gqualidades:

 Precisdo: A curva possui um bom encaixe com a curva de mercado? Existe
flexibilidade suficiente em acomodar diferentes formatos da curva?

» Consisténcia do modelo: A curva estimada possui consisténcia com um modelo
tedrico?

¢ Simplicidade: Qual a complexidade na implementacao do modelo? O resultado
do modelo oferece facil aplicagdo?

+ Propésito: A curva estimada sera utilizada para precificar titulos e derivativos de
taxas de juros ou sera utilizada para identificar arbitragem e oportunidades de

ganho de valor?

Todas as diferentes metodologias possuem em mais ou menos extenséo
esses requerimentos. Grande parte das aplicagées pode ser feitas através do
método simples de spline cubico. Formadores de mercado que necessitam
identificar superficies de volatilidades entre as taxas e a correlagdo entre os
diferentes vértices da ETTJ precisam aplicar os modelos como descritos aqui,

considerando até mesmo os tipos multifatoriais.
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Anexo A - Dados de Mercado Curva Pré - Futuro DI para o dia 31/10/2012

Abaixo seguem os dados observados no mercado para o derivativo futuro de

D! de 1 dia para o dia 31/10/2012. Toda a série de dados apresenta o semelhante

formato abaixo, quando da estimacédo dos modelos pelo método Cross Section,

83,390 dial Model CDI data

|~ série N Taxa PU__ [Taxa Modelo PU Modelo Ero Quadratico Prego|
CDl -> 1 7,0000% 99.972,82 7,130%  99.972,67
X12 1 7,0004% 99.972,82 7,130%  99.972.67 0,02
712 21 7,0980%  99.430,18 7101%  95.429.97 0,00
F13 41 7,1050%  98.88945 7.082%  98.892,54 0,30
G13 63 7,0100%  58,297,51 7.072%  93.306,25 121
13 101 71100%  97.284,65 7.077%  97.296,67 143
Ni3 164 7,1000%  95.634,19 7.132%  95.615,74 2,08
V13 B0 7,0900% 93.859,50 7,229% 93.82833 422
F14 294 7,3400%  92.068,59 7,345%  92.064,04 0,07
i14 355 7,4800%  90,337,44 7463% 9035731 L1t
N14 416 7,6000%  88.610,36 7.583%  86.632,86 122
Vid 482 7,7000% 86.772,29 7.710%  86.755,34 0,53
F15 547 7,800%  84.922,29 T829%  84,906,87 0,43
115 608 7,9300%  83.183,64 7.933% 8317760 0,06
N1S 659 8,0100%  81.500.66 8,030%  81.460,94 2,36
V15 734 81100% 7968176 8124%  79.650,73 1,31
F16 797 8.2100% 7791527 B208% 77.91922 0,02
116 858 B,3000% 7621515 8282% 7626713 2,05
N16 921 §,3%00% 74.494,25 8353%  74.588,15 9,57
V16 986 8,4500%  72.804,35 BA19%  72.885,33 6,81
F17 1043 8,4900%  71.256,38 8477%  71.292,50 1,25
117 1111 8,5a00% 69.677,75 8,531%  69.702,97 0,57
N17 1172 8,5700% 68.221,44 8,580% 68.192,3% 0,72
V17 1236 8,6300% 66.630,78 B8,628%  66.637.42 0,04
F18 1297 8,6700% 65,185,33 B671% 6518338 0,00
118 1358 8,7030%  63.782,04 8711%  €3.756,17 0,49
N1g 421 8,7350%  62.361,60 8751% 6230072 1,8
V15 1485 8,7640%  50,553,42 8790% 6086829 4,88
F19 1547 &7900%  59.618,95 8826%  $9.49813 9,44
Nig 1670 88740%  56.925,13 8,895%  56.853,88 3,04
F20 1800 8,9500%  54.211,47 8964%  54,16108 1,36
N20 1923 9,0580%  51,598,51 9,028% 5170826 6,26
V20 1585 9,1000%  50.267,80 9,061%  50.447,02 16,14
F2 2051 5,1000% 49.220,79 9,093%  49.247,45 0,35
N2t 2174 9,1520%  46.978,72 9,155%  46.963,01 0,04
F22 2302 9,2000%  44.754,76 9219%  44.68511 2,10

7,130%  7,090%

182,797
16,045
0,075
5,369
14,510
10,892
10,084
15,224
0,207
2,814
2,737
1,072
0,813
0,102
3,034
2,080
0,030
3,061
13,952
9,724
1,757
0,794
0,989
0,043
0,003
0,669
2,576
6,656
12,928
4,73
1,541
9,218
24,191
0,527
0,068
3,457

Tabela 10 - Anexo Al. Dados de Mercado Futuro de Dl. Respectivos Pregos e taxas coletados e resultantes do modelo de

Svensson.
Parametros Svensson | Min Max
Long-run levels of interest rates Bo 0,12109 0,01 0,15 |Fungdo Objeti vo_' Ef.ra_r_a_;:a__B 132,;,
Short-run component B4 -0,05219]- 0,20 0,20 |Erro % total na curva -0,0011%
Medium-term component 1 Bz -0,04529]- 0,40 0,40
Madium-term component 2 B3 -0,078 0,40 0,40
Decay parameter 1 re 1,12224 0,00 30,00
Dacay parameter 2 Ao 0,20728 0,00 30,00
b0+b1 6,8894%)|

Tabela 11 - Anexo A2. Pardmetros do Modelo de Svensson
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|_ Série 0 Taxa PU [ Taxa Modelo PU Modelo Erro Quadratico| Erro Quadrético Taxa
CDI-> 1 7,0900% 99.972,82 6,904%  99.973,51 496,34 dial Model CDIdata 1.518,63

X12 1 7,09%  99.972,82 6,904%  99.973,51 0,48 6,904%  7,090% 345,68
212 21 710%  99.430,18 6947%  99.441,88 6,52 228,35
F13 41 7,10% 98.880,46 6,989%  98.906,95 7,46 135,45
613 63 711% 9829751 7,034%  98.315,01 4,86 58,10
113 101 711%  97.284,65 7,110%  97.284,70 0,00 0,00
N13 164 7,10%  95.634,19 7,231%  95.558,13 35,28 171,66
V13 230 719%  93.855,50 7,352%  93.730,56 2,29 261,07
Fi4 294 7.34%  92.068,59 7,463%  91,946,07 51,06 150,28
J14 355 7.48%  90.337,44 7.563%  90.238,91 27,35 69,37
N14 416 7,60% 8861036 7,659%  88.529,83 15,59 35,14
vVia 482 170% B6.772,29 7,758%  86.682,79 16,62 33,78
F15 547 7.82% 8492229 7,851%  84.869,92 5,01 8,39
J15 608 1,93%  83.183,64 7,.933%  83.177,38 0,06 o1
N15 665 801%  81.500,66 BO012%  81.496,03 0,03 0,05
V15 734 811%  79.681,75 8093% 79.719,33 1,92 3,06
Fl6 797 821%  77.91527 8,167%  78.014,24 12,29 18,86
116 858 8,30% 76.22516 8,235%  76.381,04 2332 42,20
Nie 921 B39%  74.494,25 8,303%  74.714,29 52,57 76,45
V16 986 B45%  72.804,36 8369% 73.01746 46,06 65,58
F17 1043 849%  71.256,38 8,430% 7142178 26,11 36,56
J17 1111 854% 69.677,75 8,488%  £9.824,27 15,32 26,73
N17 nmn 857% 6822144 8543%  68.301,26 544 745
V17 1236 B63%  66.630,78 8,597% 6672923 7,84 10,69
F18 1297 867% 6518533 8647%  £5.256,12 3,86 5,25
)18 1358 870%  63.782,04 8,695%  63.808,04 0,50 068
N18 1421 873%  62.361,60 8,742%  62.339,10 0,36 0,48
vig 1485 876% 6095342 8788%  60.874,80 4,16 5,68
F19 1547 879%  59.618,95 8,830%  59.483,27 11,90 16,31
N19 16570 8,87%  56.925,13 8,910%  56.801,5 9,14 12,75
F20 1800 895%  54.211,47 8987%  54.080,97 9,46 13,52
NZ0 1923 9,06% 5159851 9054%  51.613,39 012 017
V20 1988 9,11%  50.267,90 9,087%  50.350,63 344 517
F21 2051 9,10%  49.220,79 9,118%  49.153,58 2,20 3,36
N21 2174 9,15%  46.978,72 9,176%  46.891,45 350 554
F22 2302 9,20%  44.754,76 9,231%  44.640,28 5,69 9,38

Tabela 12 - Anexo A3. Dados de Mercado Futuro de DI. Respectivos precos e taxas coletados e resultantes do modelo de

Vasicek.
Min Max
"Pullback"a/«a o 031 0,10 5,00 |Fungdo Objetivo 1518, 6
Equilibrium b /y ¥ 0,09883 0,01 0,25 |Erro % total na curva -0,0036%
Instanteanous StDev. of shortrate (s} Jp 0,00050} 0,05% 30%| Py o r<0) = 0,000%,
Rate rQat t=0 r 0,06675 0,01 0,20
llifinitely-long Rate {Rinf) 9,8827% - 0,20

Tabela 13 - Anexo Ad. Parimetros do Modelo de Vasicek
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Anexo B ~ Dados de Mercado Curva IPCA - NTNBs para o dia 31/10/2012

Abaixo seguem os dados observados no mercado para os fitulos de NTN-B
para o dia 31/10/2012. Toda a série de dados apresenta o semelhante formato

abaixo, quando da estimagdo dos modelos pelo método Cross Section.

[NTN-B (IPCA)  Liquidacio  31/40/2012 Cupom 6% 29,56301]
Vencimento Duration Yield PU fech Pumodel Erroquadritico Erro%
15/05/2013 0,51 0,94% 2.313,14 2.313,18 0,003006 -0,002%
15/08/2014 1,70 1,96% 2.374,22 2.374,49 0,044430 -0,012%
15/05/2015 2,33 2,24% 2.453,36 2.452,20 0,574689  0,047%
15/08/2016 3,42 2,63% 2.481,95 2.483,75 0,939403 -0,072%
15/05/2017 3,96 2,76% 2.550,83 2.550,06 0,147957  0,030%
15/08/2018 4,97 3,01% 2.562,05 2.565,30 2,128161 -0,127%
15/08/2020 6,38 3,21% 2.634,43 2.628,36 5788136  0,231%
15/08/2022 7,65 3,40% 2.686,00 2.681,21 3,006986 0,179%
15/03/2023 8,03 3,49% 2.680,68 2.684,56 1,874569 -0,145%
15/08/2024 881 3,54% 2.730,58 2.726,89 1,541080 0,135%
15/08/2030 11,73 3,83% 2.823,50 2.837,98 16,880516 -0,498%
15/05/2035 13,42 3,88% 2.940,77 2.939,04 0,220937 0,059%
15/08/2040 15,24 3,97% 2.959,16 2.966,40 3,440081 -0,245%
15/05/2045 16,29 3,99% 3.048,32 3.043,41 1,476696  0,161%
15/08/2050 17,60 4,02% 3.056,62 3.049,54 2,853206 (,232%

Tabela 14 - Anexo B1. Dados de Mercado NTNB. Respectivos precos e TIRs coletados e resultantes do modelo de

Parametros Svensson

Long-run levels of Intersst rates
Short-run ¢omponent

Medium-term companent 1

IMedium-term component 2
Decay parameter 1
Decay parameter 2

bl+b1 O,MSE%I

Tabela 15 - Anexo B2. Parametros do Modeio de Svensson

PU par
Dias IPCA més
Dias parcorridos

Prorata

Svensson.
Min Max Paramettos Inflagio carrente
o 0,04416} o,00 0,10 [Fungio Objetivo 48,91985 24| Data 31/10/2012
Bs -5,04370)- 020 0,20 |Erro % total na curva -0,054%| lquidagia 31/10/2012
P2 0,b0008| - 0,40 0,40 |3-tir &-modelo 0 Inido 15/10/12
(N 002410 040 0,40 Firn 16/15/12
E] qs% 0,00 30,00 Projecia IPCA 0,58%
A2 13,1162 000 30,0 VNA 2.187,548773

2.194, 460284
22,00
12,004
1003159
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[NTN-B(IPCA)  Liquidacdo  31/10/2012 Cupom 6% 29,56301
Vencimento  Duration Yield PU fech Pumodel Erro quadritico Erro %
15/05/2013 0,51 0,94% 2.313,14  2.310,09 18,277031 0,132%
15/08/2014 1,70 1,96% 2374,22 237679 3,904214 -0,109%
15/05/2015 2,33 2,24% 2.453,36 2.455,69 2,331050 -0,0585%
15/08/2016 3,42 2,63% 2.481,95 2.485,88 4,507963 -0,158%
15/05/2017 3,96 2,76% 2.550,83  2.550,86 0,000249 -0,001%
15/08/2018 4,97 3,01% 2.562,05 2.564,20 0,928104 -0,084%
15/08/2020 6,38 3,21% 2.63443 262593 11,333154 0,323%
15/08/2022 7,65 3,40% 2.686,00 2.67877 6,833569  0,269%
15/03/2023 803 3,49% 2.680,68 2.682,25 0,304345 -0,058%
15/08/2024 881 3,54% 2.730,58 2.724,92 3,636565 0,207%
15/08/2030 11,73 3,83% 2.823,90 2.837,46 15,669291 -0,480%
15/05/2035 13,42 3,88% 2.940,77  2.939,35 - 0,148282  0,048%
15/08/2040 15,24 3,97% 2.8955,16 2.867,39 4,441993 -0,278%
15/05/2045 16,30 3,99% 3.048,32 3.044,93 0,702330 (,111%
15/08/2050 17,62 4,02% 3.056,62 3.051,53 1,475412 0,167%

Tabela 16 - Anexo B3. Dados de Mercado NTNB. Respectivos precos e TIRs coletados e resultantes do modelo de Vasicek

Pariimetros de Svensson

Min

Max

Parametos Inflagio corrents

2,00|FungZfo Objetivo
0,20]Erra % total ha eurva

0,09 1-tir -modelo

74,49 Data
-0,052%] liquldagio

2,5%]P, {re<d) =

"Pullbzck”a/a o 0,304 2,01
Equilibrium b /y v 5,02% 9,01
Instanteanous Stdev. of shortrate (s) /p p 5,465, 0,003
Rate r0att=0 r 0,81% o,0%
Infinitely-long Rate (Rinf) 4,400%

g Inicio
13,525%| Flm
Projegio IPCA

Tabela 17 - Anexo B4. Parémetros do Modelo de Vasicek.

VNA

U par

Dias IPCA més
Dlas percorsidos
Prorata

31/15/2012
31/10/2052
15/10f42
16/11/12
0,58%
2.187,548773
2.194, 460284
22,00
12,00
1,003159




Anexo C - Método de Estimacéo por Série Temporal Curva Pré
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Os dados abaixo represenfam a TIR do titulo LTN com vencimento em 2

meses para as seguintes datas observadas:

Data Taxa LTN 3 meses
03/01/2005 18,414%
01/02/2005 18,952%
01/03/2005 19,039%
01/04/2005 15,705%
02/05/2005 19,808%
01/06/2005 19,990%
01/07/2005 19,830%
01/08/2005 18,758%
01/09/2005 158,791%
03/10/2005 19,091%
01/11/2005 18,666%
01/12/2005 18,288%
02/01/2006 17,521%
01/02/2006 17,070%
01/03/2006 16,749%
03/04/2006 15,713%
02/05/2006 15,424%
01/06/2006 15,207%
03/07/2006 14,777%
01/08/2006 14,545%
01/09/2006 14,205%
02/10/2006 13,751%
01/11/2006 13,502%
01/12/2006 13,233%
02/01/2007 12,869%
01/02/2007 12,875%
01/03/2007 12,785%
02/04/2007 12,366%
02/05/2007 12,252%
01/06/2007 12,058%
02/07/2007 11,453%
01/08/2007 11,310%




03/09/2007 11,232%
01/10/2007 11,041%
01/11/2007 11,161%
03/12/2007 11,131%
02/01/2008 11,203%
01/02/2008 11,230%
03/03/2008 11,186%
01/04/2008 11,520%
02/05/2008 11,851%
02/06/2008 12,140%
01/07/2008 12,772%
01/08/2008 13,107%
01/09/2008 13,346%
01/10/2008 13,985%
03/11/2008 13,857%
01/12/2008 13,718%
02/01/2009 13,100%
02/02/2009 12,356%
02/03/2009 11,970%
01/04/2003 10,248%
04/05/2009 10,007%
01/06/2009 9,687%
01/07/2009 8,885%
03/08/2009 8,702%
01/09/2009 8,668%
01/10/2009 B,687%
03/11/2009 8,644%
01/12/2009 8,655%
04/01/2010 8,673%
01/02/2010 8,636%
01/03/2010 8,770%
01/04/2010 9,187%
03/05/2010 9,694%
01/06/2010 9,901%
01/07/2010 10,881%
02/08/2010 10,732%
01/09/2010 10,685%
01/10/2610 10,680%
01/11/2010 10,708%
01/12/2010 10,814%
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03/01/2011 11,160%
01/02/2011 11,421%
01/03/2011 11,670%
01/04/2011 11,953%
02/05/2011 12,050%
01/06/2011 12,137%
01/07/2011 12,374%
01/08/2011 12,442%
01/09/2011 11,964%
03/10/2011 10,636%
01/11/2011 10,710%
01/12/2011 10,426%
02/01/2012 10,387%
01/02/2012 10,150%
01/03/2012 9,970%
02/04/2012 9,043%
02/05/2012 8,693%
01/06/2012 8,515%
02/07/2012 7,826%
01/08/2012 7,630%
03/09/2012 7,391%
01/10/2012 7,295%
01/11/2012 7,145%

Tabela 18 - Anexo C1. Dados de Mercado LTN 3meses
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Os seguintes resultados foram obtidos para os pardmetros de Vasicek pelo

método dos minimos quadrados e Maxima Verossimilhanca:
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25% -[m —
20%
15%
10%

5%

0%
0%

Observations ===« [SE Linear (Observations)

'l

el
- .
y = 0,9883x + 0,0003
R? = 0,985

T T 1

5% 10% 15% 20% 25%

Tabela 19 - Anexo C2. Grafico mostrando a autccorrelagio entre a série de dados e a regressdo obtida

Minimos Quadrados Maxima Verossimilhanca

n 94 n a3
Bt 0,08333 &t 0,08333
T (anos) 7,83 T (anos) 7,83
Average 12,39% Average 12,39%
Variance 0,11% Variance 0,11%
AutoCorrelagdo| 99,25%  |AutoCorrelagdo| 99,25%
Sx 11,7033 E VIS S 89 93,000
Sy 11,5906 8 379,1924
Sxx 1,5622
Sxy 1,5470
Syy 1,5334
a 0,9883
b 0,0003
sd(E) 0,0041
a 0,1409 [+1 0,1409
Y 0,0218 Y 0,0218
p 0,0144 p 0,0143

Tabela 20 - Anexo C3. Resultados dos métodos de estimacio por série temporal.

Arbitrando o parémetro y no método de maxima verossimilhanga, como sendo

o valor encontrado pelo método cross section no dia 31/10/2012, os resultados

foram:



Minimos Quadrados Maxima Verossimilhanga

n 94 n 93
ot 0,08333 &t 0,08333
T(anos) 7,83 T(anos) 7,83
Average 12,39% Average 12,39%
Variance 0,11% Variance 0,11%
AutoCorrelagdo 99,25%  |AutoCorrelagdo| 99,25%
L]
Sx 11,7033 Z VS 5. 8 93,000
Sy 11,5906 8 376,8624
Sxx 1,5622
Sxy 1,5470
Syy 1,5334
a 0,9883
b 0,0003
sd(E) 0,0041
o 0,1409 o 0,2825
Y 0,0218 Y 0,1091
p 0,0144 p 0,0147

MV,

115

Tabela 21 - Anexo C4. Resultados dos métodos de estimacdo por série temporal com pardmetro arbitrado no métedo




