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RESUMO

ALCANTARA, L. Coletores Nao Lineares de Energia Piezoelétrica para
Chaveamento de Temperatura: Uma Abordagem Analitica, Multifisica e
Experimental. 2024. 80 p. Monografia (Trabalho de Conclusao de Curso) - Escola de
Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2024.

Este trabalho investiga o comportamento dindmico de um coletor de energia piezoelé-
trico submetido a variagoes de temperatura, com foco na aplicacao de bifurcacoes para
monitoramento térmico. O sistema analisado consiste em um oscilador eletromecéanico
nao linear, cuja resposta é estudada por meio de modelos analiticos, simula¢des em um
software multifisico e experimentos. As andlises incluem a busca pela resisténcia elétrica
Otima para maximizar a poténcia e a tensao geradas, além de explorar o comportamento
do sistema sob condigoes de variacao brusca e gradual de temperatura. Observa-se que
o aumento da temperatura faz com que o sistema dilate, resultando em cargas axiais
devido a restricao dos engastes e em uma reducao do amortecimento causada pela forca
exercida nos parafusos. Essas cargas deslocam a resposta em frequéncia do sistema e,
consequentemente, a frequéncia de salto, refletida pelo aumento na saida de tensao elétrica,
0 que permite que o sistema seja utilizado como chave térmica. Os resultados mostram
que o desempenho do coletor é influenciado pela taxa de aquecimento, sendo mais eficaz
sob variacoes térmicas lentas. Este estudo contribui para o desenvolvimento de sistemas
de monitoramento térmico, propondo uma aplicacao de coletores de energia piezoelétrica

para o chaveamento de sistemas em condi¢oes de temperatura variavel.

Palavras-chave: Colheita de energia piezoelétrica. Chaveamento de temperatura. Oscila-

dores nao lineares. Modelagem analitica. Modelagem multifisica. Ensaios experimentais.






ABSTRACT

ALCANTARA, L. Nonlinear Piezoelectric Energy Harvesters for Temperature
Switching: An Analytical, Multiphysical, and Experimental Approach. 2024. 80
p. Monograph (Conclusion Course Paper) - Escola de Engenharia de Sdo Carlos,
Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2024.

This work investigates the dynamic behavior of a piezoelectric energy harvester subjected to
temperature variations, focusing on the application of bifurcations for thermal monitoring.
The analyzed system consists of a nonlinear electromechanical oscillator, whose response
is studied through analytical models, multiphysics simulations, and experiments. The
analyses include identifying the optimal electrical resistance to maximize the generated
power and voltage, as well as exploring the system’s behavior under abrupt and gradual
temperature variations. It is observed that an increase in temperature causes the system to
expand, resulting in axial loads due to clamping restrictions and reduced damping caused
by the forces exerted on the screws. These loads shift the system’s frequency response and,
consequently, the jump frequency, reflected in the increase of the electrical voltage output,
enabling the system to function as a thermal switch. The results show that the harvester’s
performance is influenced by the heating rate, being more effective under slow thermal
variations. This study contributes to the development of thermal monitoring systems by
proposing an application of piezoelectric energy harvesters for switching systems under

variable temperature conditions.

Keywords: Piezoelectric energy harvesting. Temperature switching. Nonlinear oscillators.

Analytical modeling. Multiphysics modeling. Experimental studies.
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1 INTRODUCAO

Osciladores, tanto em regime de excitacao linear quanto nao linear, tém despertado
interesse crescente nas pesquisas da ultima década (Daqaq et al., 2014), (Li et al., 2020),
(Hossain et al., 2023). Em particular, o uso de nao linearidades no modelo de osciladores
surge como uma solucao para ampliar a largura de banda da resposta em frequéncia
(Daqaq et al., 2014). Ademais, essa propriedade pode ter origem fisica natural, a partir
de relagoes geométricas e propriedades dos materiais que compdem o sistema (Li et al.,
2020), ou ser induzida, como na adigao intencional de uma forga restauradora magnética
(Norenberg et al., 2023). Em decorréncia da presenca das nao linearidades, bifurcagoes,

movimentos cadticos e multiestabilidade podem ser observados.

Nesse contexto, osciladores apresentam-se como uma alternativa interessante para
a colheita de energia, especialmente quando combinados com materiais piezoelétricos.
Coletores piezoelétricos de energia apresentam maior variedade de niveis de tensao elétrica
e densidade de poténcia quando comparados a outras fontes de coleta (Pradeesh et
al., 2022). Devido a essa vantagem, coletores piezoelétricos tém demonstrado grande
potencial em vérias areas, como em sistemas biomédicos (Latif et al., 2021), na captacao
de energia edlica (Ali et al., 2024) e em sistemas microeletromecanicos (MEMS) (Hossain
et al., 2023). As estruturas reportadas, por meio do efeito piezoelétrico direto, geram
cargas elétricas proporcionais a for¢a externa aplicada (Preumont et al., 2006). Entre os
materiais piezoelétricos mais utilizados estao as ceramicas, que apresentam alta rigidez
em comparagao aos Macro Fiber Composites (MFCs). Os MFCs, por sua vez, sdo mais
flexiveis, o que os torna mais adequados para aplicagoes em superficies curvas e cargas de

flexdo, como na robética flexivel (Barbosa; Silva, 2023).

De maneira correlata a coleta de energia, osciladores nao lineares tém atraido
atencao por suas aplicagoes no campo do sensoriamento. Estudos mostram que oscilado-
res tém sido utilizados para diversas finalidades de sensoriamento, como na medic¢ao de
propriedades de fluidos (viscosidade, densidade) (Waugh; Gallacher; Burdess, 2011) e no
monitoramento de adigdo de massa (Azizi et al., 2023). Nessas aplicacoes, a dindmica nao
linear foi explorada para aumentar a sensibilidade e a precisado dos sistemas propostos.
No campo do sensoriamento térmico, aplicagdes em sistemas eletrénicos (Dhumal; Kul-
karni; Ambhore, 2023) e em baterias de fon-litio (Hao et al., 2021) também se mostram
promissoras, em que o controle da temperatura ¢é essencial para garantir a seguranca e a
durabilidade dos componentes. Sistemas com restrigoes de temperatura podem, assim, se

beneficiar de sensores baseados em osciladores.

Nesse contexto, este trabalho propoe uma abordagem para proteger sistemas contra

superaquecimento utilizando um coletor de energia piezoelétrica nao linear. A protecao
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ocorre por meio da observacao do fendomeno de bifurcagao, que esta relacionado a tempe-
ratura do sistema. Essa relagao é estabelecida pela alteracao na resposta em frequéncia
do oscilador em funcgao das variagoes de temperatura, que, por sua vez, sao refletidas
na energia coletada pelo sistema piezoelétrico. Para investigar esse comportamento, sao
adotadas trés abordagens complementares: o desenvolvimento de um modelo analitico do
sistema, a criagdo de um modelo multifisico no software COMSOL e a construcdo de um

prototipo fisico para experimentacao.

Primeiro, a deducao de uma formulacao analitica permite compreender, sob uma
perspectiva fisica, caracteristicas fundamentais do sistema, como seus modos de vibracao,
frequéncia natural e resposta no dominio da frequéncia. Através do modelo, anélises
acerca de possiveis bifurcagoes, bem como das frequéncias em que ocorrem, podem ser
realizadas e posteriormente validadas experimentalmente. Em seguida, o modelo multifisico
no COMSOL oferece uma visao mais detalhada, aplicando o método de elementos finitos
para resolver o comportamento dinamico e observar a influéncia da temperatura no sistema
eletromecanico. Por fim, o protétipo fisico valida os modelos tedricos, garantindo que os
fenomenos estudados se manifestem em condi¢des experimentais. Assim, as propriedades
dinamicas dos osciladores nao lineares sao utilizadas para desenvolver um método de
chaveamento térmico, acionado pelos sinais elétricos gerados pelo préprio coletor de

energia.

1.1 Objetivos

Os objetivos do trabalho podem ser resumidos nos seguintes topicos:

O desenvolvimento de um modelo analitico de um coletor de energia piezoelétrica

nao linear;

o A deducao de uma equacao que relacione a amplitude de oscilacdo do sistema com a
frequéncia de excitagao e, a partir dela, determinar as frequéncias onde ocorrem as

bifurcacgoes;

e O desenvolvimento de um modelo multifisico no COMSOL para analisar a influéncia

da temperatura no sistema;
o A validacdo do modelo tedrico por meio de experimentos;

« A prova conceitual da possibilidade de utilizar esse sistema para chaveamento térmico.

1.2 Estrutura da monografia

A presente monografia é dividida em 7 capitulos, que explicam todo o desenvolvi-

mento do sistema e apresentam os resultados e conclusoes.
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O Capitulo 1 apresenta uma introdugao ao que é desenvolvido nos outros capitulos;

No Capitulo 2, é feita uma revisao de literatura acerca de assuntos pertinentes ao
trabalho;

No Capitulo 3, é apresentado o sistema de estudo e realizada toda a deducao de seu

modelo analitico;
No Capitulo 4, é explicada a construgdo do modelo multifisico;

No Capitulo 5, é apresentado o protétipo fisico construido e os experimentos realiza-

dos;

No Capitulo 6, sao apresentados os resultados dos modelos desenvolvidos e dos

experimentos realizados;

Por fim, no Capitulo 7, sdo apresentadas as conclusoes e consideragoes finais do
trabalho.






33

2 REVISAO DE LITERATURA

2.1 Aplicacoes e Tecnologias em Coletores de Energia Piezoelétrica

Coletores de energia sao dispositivos projetados para converter diversas fontes de
energia, como vibragoes mecanicas, calor e radiagao solar, em energia elétrica utilizavel.
Eles apresentam grande potencial em varias aplicagdes tecnoldgicas e sustentéveis (Latif
et al., 2021), (Ali et al., 2024), (Hossain et al., 2023). Entre essas tecnologias, os coletores
piezoelétricos tém ganhado destaque. Uma revisao sobre a aplicagdo desses coletores foi
apresentada em (Pradeesh et al., 2022), abordando o efeito piezoelétrico, os principais

materiais utilizados (cerdmicas e MFCs) e as geometrias mais comuns desses dispositivos.

No que se refere aos materiais utilizados, os coletores de energia piezoelétrica
abrangem desde ceramicas piezoelétricas até MFCs. As ceramicas piezoelétricas sao
caracterizadas por sua elevada rigidez, embora sua fragilidade limite o uso em aplicacoes
que envolvem flexao ou superficies irregulares. Em contrapartida, os MFCs se destacam por
sua flexibilidade, tornando-se ideais para situacoes em que o coletor precisa adaptar-se a
superficies curvas ou suportar maiores deformagoes mecénicas (Bakhtar; Abdoos; Rashidi,
2023). Essa adaptabilidade amplia as possibilidades de uso dos MFCs, cuja versatilidade
foi comprovada em diversas areas, como na roboética flexivel, onde sdo utilizados para criar
dispositivos mais adaptaveis e maledveis (Barbosa; Silva, 2023). Além disso, os MFCs
também tém sido explorados para a atenuacao de vibragoes em estruturas (Zhou et al.,
2022), o controle ativo de vibragoes (Zhang et al., 2023) e a coleta de energia subaquética
(Huang et al., 2024), destacando-se em aplicagdes variadas. Esses avangos ilustram o
crescente uso das tecnologias piezoelétricas, evidenciando o papel dos MFCs na expansao

das possibilidades de design e implementacao de sistemas de conversao de energia.

Dentre as diversas areas que se beneficiam dos avangos nas tecnologias piezoelétricas,
destaca-se o setor biomédico. Em (Latif et al., 2021), a aplicagdo dessa tecnologia em
dispositivos auditivos demonstrou como a conversao de pequenas vibragoes, como sons ou
movimentos corporais, pode alimentar dispositivos de assisténcia auditiva, reduzindo ou até
eliminando a necessidade de baterias externas. Coletores piezoelétricos também tém sido
estudados para a captura de energia gerada pelo movimento humano. No estudo (Singh et
al., 2024), a implementacao em calgados possibilitou que a energia gerada ao caminhar ou
correr fosse convertida e armazenada para alimentar pequenos dispositivos, como sensores
de saude e rastreadores de atividade fisica. Essas aplicacoes revelam o potencial dos

coletores piezoelétricos no desenvolvimento de dispositivos portateis autossustentaveis.

Na area da sustentabilidade, os coletores piezoelétricos também apresentam aplica-

¢Oes promissoras. A coleta de energia edlica utilizando piezoeletricidade foi investigada
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em (Ali et al., 2024), com discusses sobre as formas de excitagao geradas pelo vento e os
aspectos de projeto necessarios para otimizar o desempenho desses coletores. De maneira
semelhante, sistemas hibridos que combinam energia solar e cinética foram explorados em
(Huo et al., 2023) para processos de purificagao de dgua, evidenciando o potencial dessas

tecnologias no enfrentamento de desafios ambientais.

Outra aplicagao relevante dos coletores piezoelétricos esta em dispositivos MEMS.
A revisao apresentada em (Hossain et al., 2023) discute como esses coletores podem ser
integrados a MEMS, aprimorando a eficiéncia energética de sistemas amplamente utilizados
em sensores, atuadores e sistemas de comunicacao (Younis, 2011). Essa integracao oferece
uma fonte de energia para componentes em escala micro, atendendo a crescente demanda

por dispositivos autossustentaveis.

Assim, os coletores piezoelétricos destacam-se como uma tecnologia versatil, com
aplicagoes que vao desde dispositivos biomédicos e sustentaveis até a integracao em sistemas
MEMS. Esse amplo alcance evidencia seu potencial para atender a diferentes demandas
tecnologicas, especialmente em um cendrio que prioriza solu¢bes autossustentaveis e
ambientalmente responsaveis. Os avangos recentes discutidos demonstram como essa
tecnologia pode contribuir de forma significativa para o desenvolvimento de sistemas

inovadores e eficientes.

2.2 Modelagem Dinamica de Osciladores Piezoelétricos Lineares e Nao Lineares

A modelagem de osciladores lineares e nao lineares tem sido amplamente estudada,
com foco na compreensao das propriedades dinamicas e dos fenémenos caracteristicos
desses sistemas. Os trabalhos pioneiros de (Erturk; Inman, 2009) e (Inman, 2008) abordam
a modelagem de osciladores piezoelétricos lineares, descrevendo o modelo de viga cantilever
com acoplamento piezoelétrico em duas camadas, conhecido na literatura como bimorph.
Esse modelo foi validado experimentalmente e demonstrou eficadcia em sistemas operando

préximo a frequéncia de ressonancia, embora apresente limitagoes quanto a largura de

banda.

Osciladores nao lineares, em comparacao com os lineares, apresentam maior largura
de banda e desempenho aprimorado fora da frequéncia natural do sistema (Daqaq et
al., 2014). As nao linearidades podem surgir de diferentes fontes, como o acoplamento
piezoelétrico (Stanton et al., 2010), a inser¢ao de forgas magnéticas (Norenberg et al.,
2023) ou caracteristicas geométricas e propriedades dos materiais (Li et al., 2020). Um
exemplo amplamente utilizado na modelagem de sistemas nao lineares ¢ o oscilador de

Duffing, caracterizado por uma rigidez cubica.

Em (Mahmoudi; Kacem; Bouhaddi, 2014), foi desenvolvido um modelo hibrido

piezoeletromagnético, no qual o sistema, descrito pelo oscilador de Duffing, demonstrou
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eficiéncia superior na coleta de energia em relacao a sistemas magnéticos convencionais. De
maneira semelhante, (von Wagner, 2004) propds um modelo de vibragao longitudinal em
barras piezoceramicas sob campos elétricos fracos, destacando o efeito de softening, com
validagao experimental. No estudo de (Xiao; Qie; Bowen, 2021), um coletor piezoelétrico
otimizado para captacao de energia hidraulica foi representado por um oscilador de Duffing
com efeito de hardening, em que ajustes geométricos ampliaram significativamente a

poténcia gerada.

Ademais, (Bayat; Pakar; Ziehl, 2021) utilizou o modelo de Duffing para descrever
um sistema ferroviario, representado por uma viga de Euler-Bernoulli sobre uma fundacao
flexivel, investigando sua resposta dindmica sob carga axial. Em outro contexto, (Barbosa;
Kacem; Bouhaddi, 2024) explorou a localizagdo de energia vibracional em cadeias de
osciladores nao lineares acoplados, propondo uma metodologia para manipular modos
localizados. Por fim, em (Tan et al., 2017), o oscilador de Duffing foi usado na modelagem
de um coletor piezoelétrico sujeito a excitagoes de galloping, analisando como parametros

geométricos influenciam a poténcia gerada.

Esses estudos destacam a versatilidade do oscilador de Duffing na modelagem de
sistemas nao lineares. Sua aplicacdo em contextos diversos permite uma anélise detalhada
das dinamicas envolvidas e contribui para a otimizagao do desempenho em projetos voltados

para a coleta de energia.

2.3 Efeitos de Cargas Axiais e Variacoes de Temperatura na Dinamica de Osciladores

A aplicagao de cargas axiais em estruturas altera suas caracteristicas dindmicas,
particularmente a rigidez e a frequéncia natural, como demonstrado em (Masana; Daqaq,
2010). Nesse estudo, um coletor piezoelétrico sob carga axial foi modelado como uma
viga biengastada, onde a tensao axial ajusta a frequéncia natural para valores proximos
a excitagao. Além de ajustar a frequéncia, foi demonstrado que a carga axial aumenta a
transferéncia de energia para a carga elétrica, amplifica a resposta a excitagoes externas e
intensifica as nao linearidades do sistema. Esses efeitos resultam em aumento de amplitude,

poténcia de saida e faixa de operacao.

Variagoes de temperatura podem gerar cargas axiais que alteram a dindmica
estrutural. A medida que a temperatura aumenta ou diminui, o material tende a se
expandir ou contrair. No entanto, se a estrutura estiver restrita por um apoio ou engaste
que limite essa variagao de comprimento, surgem tensoes axiais (Trinh et al., 2016), (Li;
Zhou, 2004). Em (Li; Zhou, 2004), vibragoes de vigas de Euler-Bernoulli sujeitas a cargas
axiais induzidas pela temperatura foram investigadas sob diferentes condi¢oes de contorno.
Observou-se que, com o aumento da carga compressiva induzida pela temperatura, a
rigidez da viga diminui até a ocorréncia da flambagem, ponto em que a rigidez volta a

crescer com o aumento da carga, alterando o estado de estabilidade do sistema.
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Nos estudos de (Nayfeh; Emam, 2008) e (Emam; Nayfeh, 2004), a estabilidade dos
modos de flambagem em vigas foi analisada considerando diferentes condi¢oes de contorno.
Os autores concluiram que o primeiro modo de flambagem ¢ estavel em todas as condigoes
de contorno investigadas, enquanto os modos superiores representam estados de equilibrio
instaveis. Esses resultados contribuem para a compreensao do impacto da flambagem no

comportamento dinamico e nas caracteristicas vibracionais das vigas.

2.4 Sensoriamento Baseado em Osciladores Ndo Lineares

A utilizacao de estratégias de sensoriamento baseadas em dindmicas de oscilacao
nao linear é uma area em expansao, na qual a dinamica desses sistemas é explorada para
desenvolver sensores com maior sensibilidade em comparagao a sua contraparte linear. Em
(Zhang et al., 2022), foi estudado um sistema composto por duas vigas acopladas, modeladas
como osciladores de Duffing, no qual se observou o fendmeno de localizacao de modos.
Esse fenomeno possibilitou a identificagdo de um ponto de operacao 6timo, resultando em
uma melhora significativa na precisdo e na sensibilidade do sensor. De forma semelhante,
o estudo apresentado em (Waugh; Gallacher; Burdess, 2011) utilizou o fendémeno de
bifurcacao para medir a viscosidade e a densidade de fluidos, relacionando a distancia
entre os saltos do sistema com essas propriedades. Observou-se que a distancia entre os
saltos é influenciada nao apenas pela viscosidade e pela densidade, mas também pelas
dimensoes da viga. Assim, embora dois fluidos diferentes pudessem apresentar a mesma
distancia entre saltos em uma viga especifica, o uso de varias vigas com dimensoes distintas

permitiria a identificagdo tinica do fluido, aumentando a precisdo do sensoriamento.

Em (Azizi et al., 2023), foi desenvolvido um sistema para detectar a adigdo de
massa por meio do deslocamento da resposta em frequéncia, que se ajusta até atingir
o ponto de salto. Esse deslocamento funcionou como um limiar, permitindo medigoes
precisas da massa adicionada com base na dinamica do sistema. No estudo apresentado em
(Potekin et al., 2018), explorou-se o comportamento dos saltos dindmicos, com o objetivo
de evitar transi¢oes abruptas entre estados de amplitude, que poderiam comprometer a
precisao das medigoes. Ao garantir que a amplitude de excitagao fosse suficientemente
alta para prevenir os saltos, tornou-se possivel realizar medi¢does de massa com maior

estabilidade, aprimorando a precisao do sensor.

Os estudos apresentados evidenciam o potencial das dinamicas nao lineares para o
desenvolvimento de sensores altamente precisos e sensiveis. Fenomenos como localizagao
de modos, bifurcacoes e saltos dinamicos sao explorados para superar as limitagoes dos
sistemas lineares, permitindo medi¢oes mais estaveis e confidveis em diferentes contextos.
Além disso, estratégias como o ajuste de parametros de excitacao e o uso de multiplas
estruturas sensoriais demonstram a capacidade de aprimorar a identificacao de propriedades

especificas, como massa, viscosidade e densidade. Esses avancos reforcam a relevancia do
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uso de comportamentos nao lineares como ferramenta promissora para ampliar a precisao

no sensoriamento de diversas aplicac¢oes.

2.5 Estratégias de Gerenciamento Térmico para Seguranca e Eficiéncia de Sistemas

Diversos sistemas requerem operacao dentro de uma faixa de temperatura especifica
para garantir seguranca e eficiéncia. Quando expostos a temperaturas fora desse intervalo,
estao sujeitos a falhas, reducao de desempenho ou até mesmo danos permanentes. No
campo da eletrdnica, o gerenciamento térmico desempenha um papel crucial. Em (Dhumal;
Kulkarni; Ambhore, 2023), uma revisao sobre sistemas de gerenciamento térmico na
eletronica destacou a importancia de manter os dispositivos dentro de uma faixa de
temperatura ideal. Esse controle é essencial para prolongar a vida 1util dos componentes,
prevenir a degradacao dos materiais e garantir o funcionamento adequado dos circuitos.
Solugoes como dissipadores de calor, materiais com alta condutividade térmica e sistemas
de refrigeracao, tanto ativos quanto passivos, foram abordadas como formas eficazes de

assegurar o funcionamento continuo e seguro desses dispositivos.

O gerenciamento térmico é igualmente critico para baterias, especialmente as de
ion-litio, amplamente utilizadas em dispositivos moéveis, veiculos elétricos e sistemas de
armazenamento de energia. Em (Hao et al., 2021), foi desenvolvido um circuito para
monitoramento em tempo real da tensao elétrica e temperatura de pacotes de baterias de
ion-litio. Esse sistema possibilita a identificacao rapida de situagoes em que a temperatura
excede o limite seguro, prevenindo sobreaquecimentos que poderiam causar falhas ou de-
gradacao das células. Dessa forma, garante-se que as baterias operem dentro de parametros

seguros, aumentando a seguranca e a durabilidade do sistema.

Ademais, o uso de materiais termo-responsivos tem emergido como uma soluc¢ao
promissora para a protecao térmica de baterias. Em (Zhang et al., 2022), foi apresentado
um catodo fabricado com material termo-responsivo que, ao detectar altas temperaturas,
interrompe as reacoes eletroquimicas no eletrodo. Quando a temperatura retorna a niveis
seguros, as reagoes sao retomadas automaticamente. Esse comportamento de chaveamento
protege as baterias contra superaquecimentos de forma auténoma, oferecendo seguranca

adicional sem comprometer a eficiéncia energética ou o desempenho do sistema.
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3 MODELO MATEMATICO ELETROMECANICO

3.1 Descricao do sistema

Na Fig. 1, é representado o sistema estudado neste trabalho, composto por uma
viga biengastada com um ima cubico localizado no centro de seu comprimento, um MFC
em uma das extremidades e uma chapa de ago de mesma medida do MFC na extremidade
oposta. O fma central reduz a frequéncia natural do sistema e possibilita, em trabalhos
futuros, a coleta de energia por meio de bobinas. A chapa oposta ao MFC tem como
funcao compensar a reducao da frequéncia natural causada pelo ima, reduzindo os efeitos
da adicao do ima no centro da viga, efeito avaliado por meio das analises multifisicas.
A Fig. 1 a) apresenta uma vista tridimensional do sistema, destacando as dimensoes
geométricas dos elementos. A Fig. 1 b) ilustra uma vista frontal, indicando a disposigao e
as posi¢oes dos componentes. Ja a Fig. 1 ¢) exibe a viga em estado deformado, evidenciando
o deslocamento transversal relativo (wye). Por fim, a Fig. 1 d) mostra a se¢ao transversal
do sistema, destacando a posi¢ao das superficies em relacao a linha neutra. O sistema é
submetido a variagoes de temperatura que promovem dilatacao ou contragao térmica da
viga. No entanto, devido a restricdo imposta pelos engastes, essas variacoes se traduzem

em tensoes axiais na estrutura, alterando a rigidez e o comportamento dindmico do sistema

(Li; Zhou, 2004).

L, z x=L/2

S x=L x=L

h, of ™
L R P ] LR b el

. Massa Chapa
MFC
Viga cubica de aco

h
]
hs linha neutra h

Figura 1 — Representacio esquematica do sistema: a) vista tridimensional destacando
as dimensoes dos componentes, b) representacao das posigoes em x ao longo
do comprimento da viga, ¢) curvatura da viga sob deformagdo indicando
deslocamento transversal relativo w,.;, d) Secao transversal da viga, mostrando
a linha neutra e posi¢oes em relagao a linha neutra da superficie inferior da
viga, da superficie inferior da camada piezoelétrica e da posi¢ao da superficie
superior da camada piezoelétrica, h,, hy e h., respectivamente.
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3.2 Deducao do modelo

Nesta secao é deduzido o modelo do sistema, assim, a equacao de Euler-Bernoulli é
utilizada para obter a equagao mecanica do sistema, entao o efeito do alongamento do
plano central e de carga axial sao adicionados, gerando as nao linearidades do modelo.
A equacgao elétrica é obtida a partir das relagoes da piezoeletricidade aplicadas na lei
de Gauss. De posse das equacoes diferenciais parciais nao lineares que descrevem ambos
os dominios mecanico e elétrico, uma discriminacao do sistema em bases modais ¢é feita,
chegando a uma equacao de Duffing com acoplamento eletromecéanico. Por fim, o método
do balango harmonico é utilizado para encontrar a resposta do sistema no dominio da
frequéncia, encontrando também as frequéncias onde as bifurcagoes ocorrem e a resisténcia

Otima para obter o maximo de poténcia gerada.

O artigo (Inman, 2008) é usado como alicerce tedrico para a dedugao das equacoes
eletromecanicas do sistema. Nele foi desenvolvido um modelo de um coletor de energia
composto por uma viga cantilever com uma camada de piezoceramica. Entretanto, no
modelo do atual projeto a condi¢ao de contorno do sistema é engastada-engastada, com
uma massa de geometria cibica em seu centro, que é modelada a partir da hipotese de
massa pontual. Tais diferencas fazem com que os modos de vibrar dos sistemas sejam
distintos, porém a deducao é analoga. Outra diferenca entre os modelos é que o elemento
piezoelétrico usado no projeto ¢ um MFC e nao ocupa todo o comprimento da viga.
Ademais, as nao linearidades geométricas surgem na equacgao que descreve o sistema a
partir de um efeito chamado midplane stretching ou alongamento do plano central (Younis,
2011). A deducao das nao linearidades é feita para uma viga sem acoplamento elétrico e
os termos adicionais devido a carga axial e alongamento do plano central sao adicionados

a equacao em um momento seguinte.

Em (Xiao; Qie; Bowen, 2021) foi deduzida uma expressdo para a resposta do
sistema no dominio da frequéncia por meio da utilizagdo do método de balan¢o harmonico.
Embora o sistema seja diferente do proposto neste projeto, serve de base para essa etapa
da deducao, pois o sistema do artigo é também descrito por um oscilador de Duffing. No
artigo também sao encontradas as frequéncias onde ocorrem as bifurcagdes no sistema e a

resisténcia 6tima para maximizar a saida de poténcia.

Outro ponto a se considerar no desenvolvimento do modelo é que a modelagem
do acoplamento eletromecanico de MFCs difere da abordagem tradicional usada para
ceramicas piezoelétricas. Em geral, as relagoes entre as grandezas fisicas em piezocera-
micas sao descritas por equagoes lineares, o que nao é diretamente aplicavel aos MFCs
devido a sua estrutura composta de camadas alternadas de material piezoelétrico e epdxi,
perpendiculares aos eletrodos (Shahab; Erturk, 2016). O MFC utilizado no trabalho é do
tipo P2, cuja técnica de homogeneizacao pode ser encontrada no artigo (Deraemaeker et

al., 2009), onde os autores, através do somatorio dos efeitos de unidades representativas de
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volume, conseguiram identificar propriedades equivalentes, que permitem que o MFC do
atual trabalho seja modelado de forma analoga a uma tnica ceramica piezoelétrica.
3.2.1 Equacao mecanica

A Equagao Diferencial Parcial (EDP) que descreve o movimento da viga sujeita a

excitacao de base ¢ dada pela equagao a seguir:

O?M (z,t) Pwye(z,1) Owye(z,t) OPwye(z,t)
or O i T gy )5
(3.1)
_ 0wy (z,t) Owy(w,t)
=) g T

onde w,¢(x,t) é a deflexdo da viga em relagao a base na posi¢do x e no tempo t, wy(z,t) é
a deflexao da base, M (z,t) é o momento fletor interno, ¢, é o coeficiente de amortecimento
interno, ¢, é o coeficiente de amortecimento viscoso do ar, I é o momento de inércia
da segao transversal da viga, m(z) = pA + M.onc0(x — L/2) é a massa por unidade de
comprimento da viga, sendo p a densidade da viga, A a area transversal da viga, M., a

massa concentrada no meio da viga e L o comprimento da viga.

O momento fletor na Eq. (3.1) é descrito pela relagao

he hy
M) = =0 ([~ L) = = L)l [ Trwa+ [“Truay). 62)

onde b é a largura da viga, H(z — d) é a fungao de Heaviside no ponto d, hg, hy € h. sdo
as posicoes da superficie inferior da viga em relagdo a linha neutra, da superficie inferior
da camada piezoelétrica em relagdo a linha neutra, que coincide com a superficie superior
da viga e a posicao da superficie superior da camada piezoelétrica em relagao a linha
neutra(ver Fig. 1(d), as expressoes que as relacionam com aspectos geométricos e médulos
de Young da viga e da camada piezoelétrica foram obtidas em (Inman, 2008)), L,; € L,y
sdo as posigoes do inicio e fim da camada piezoelétrica. T} e T sdo as tensoes axiais na

viga e na camada piezoelétrica, respectivamente, e sao dadas pelas relagoes constitutivas:

TP = ViS5 TP = Yy(S} — dyt B), (3.3)

onde Y é o médulo de Young da viga, Y, ¢ o médulo de Young da camada piezoelétrica a
campo elétrico constante, d3; € a constante piezoelétrica e F3 é a componente do campo

elétrico na diregao de y, escrito em funcao da tensao elétrica v(t) e espessura da camada

—u(t)
hp

no material piezoelétrico e na viga, respectivamente, dados pela equacao a seguir:

piezoelétrica hy, (E3(t) = ). S7 e S sao os componentes de deformagao axial especifica



42

aZwrel (xa t)
dx?
Substituindo as Egs. (3.3) e (3.4) na Eq. (3.2), é obtida a relagdo entre o momento fletor,

Sl(x7y7t) =Y (34)

o deslocamento transversal e a tensdo elétrica:

O*wye(,t)

M(z,t) = (EI,+FEI[H(v—Ly)—H(x—Lyy)]) 12

—U[H (2 —Lpi)—H(z—Lyp)o(t),
(3.5)
onde EI; ¢ a rigidez a flexao da viga, EI, ¢ a rigidez a flexao da camada piezoelétrica e ¥

¢ o termo de acoplamento, mostrados a seguir:

BYL(hE— BE) L WY(BE— B Y (2~ )
et Bl = e )= — 0 . (3.6)

El, =

Dessa forma, substituindo a Eq. (3.5) na Eq. (3.1), obtém-se a equacdo mecanica

de movimento do sistema com acoplamento elétrico, mostrada a seguir:

El, 64“’32 1) | BLH @ - L) — He - Lpfﬂa%g;ix’ 2
+cs[a5g§ig’ t) + ¢ awreéix’ H + m(m)W (3.7)
1u(t) x [d5($d; Lp;) _ d5($d—prf) _ _m(x)y“g’g’t) — ca(%b;f’t),
onde 0(xz — d) é a fungao delta de Dirac no ponto d, que satisfaz a seguinte relagao:
/;OO Wf(m) do — (—1>ndn§£f0>. (3.8)

A Eq. (3.7) é linear, assim como o modelo obtido no artigo; entretanto, o sistema
em questao neste trabalho apresenta grande influéncia de nao linearidades geométricas,

que sao deduzidas na subsec¢ao seguinte.

3.2.2  Midplane stretching e carga axial

Para iniciar, sdo descritas as relagoes geométricas da viga, a Fig. 2(a) mostra um
segmento da linha central da viga submetido a um deslocamento axial u e transversal w.

A partir dela é encontrada a posi¢ao deslocada do segmento da viga, dada por:

T=x4u; §=w. (3.9)
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M + dM

a) b) N + dN
y
A A H\do
e ds /1~
y <x,y3ﬂe/7dv
|<_ ..... > d: -
I * X I
| W |
x,0) 1 1
( )T £ v > |
dx X I
—:—:—- —»l
dx

Figura 2 — Representagao de um elemento infinitesimal de uma viga e seu diagrama de
corpo livre. Em (a), temos posigao inicial e deslocamento de um elemento da viga
sob deformagao. A posi¢ao antes da deformacao é (z,0) e apds a deformacao,

(Z,7). A inclinagdo local é representada por 6 = Y Em (b), temos o diagrama

de corpo livre do elemento deformado. O momento M (verde), a forca cortante
V' (laranja), a for¢a axial N (azul) e o &ngulo 6 variam ao longo do comprimento
da viga, com incrementos diferenciais dM, dV, dN e df, respectivamente. A
forga distribuida F'(z,t) atua transversalmente ao longo do elemento.

A variacao da posi¢do no elemento deformado é encontrada a partir da diferenciagdo das
Egs. (3.9):

0 0
7 = do + ——dr = (1 +u)dz; dj = ——dv = w'dz, (3.10)
ox ox
nas quais o apéstrofo representa diferenciacdo em relagdo a x. Assim, utilizando os

diferenciais da Eq. (3.10) é encontrada a expressao para o diferencial ds:

ds = \/di? + dj? = <\/(1 )2 + (w,>2) da. (3.11)

A partir dos diferenciais das Egs. (3.10) e (3.11), é encontrada a deformagao axial especifica,

dada pela razao entre a diferenca no comprimento da viga, pelo comprimento inicial:

= dsczvdgj - <\/(1 Fu)? + (w’)2> ~1 (3.12)
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Aplicando a expansao em série de Taylor na Eq. (3.12) e mantendo termos até ordem

cibica em w':

(w')
2
Ainda a partir da Fig. 2(a), sdo encontrados os seno e cosseno do dngulo de deformagao 6,

e=u+ + ... (3.13)

dados a seguir:

dy dx
inf = —=: = —. 3.14
sin 6 S cos . ( )

Substituindo a Eq. (3.10) na Eq. (3.14):

. w’ 1+
sinf = ; cosf = . (3.15)
V)2 + (w)? V)2 + (w)?

Aplicando a expansao em série de Taylor na Eq. (3.15) e mantendo termos até ordem

cibica em w':

N3 N2
(w?))#—...; 0059:1—(1];)—{—... (3.16)

Considerando os seno e cosseno do dngulo na outra extremidade do elemento deformado:

sinf =w' —u'w' —

sin (0 4 0'dz) = sin € + (sin6)'dz; cos (0 + 6'dz) = cosf + (cos 0)'dz. (3.17)

A partir do diagrama de corpo livre na Fig. 2(b), é aplicada a segunda lei de

Newton na direcao horizontal, obtendo a equagao:

(N + N'dz) cos (6 + 0'dE) — N cos 0 = pAdiii, (3.18)

na qual pontos duplos representam derivada segunda em relagdo ao tempo. Substituindo a
expressao para o cosseno da Eq. (3.17) e descartando termos de ordem superior em dz, é

obtida a equagao:

(N cos ) = pAi. (3.19)

Aplicando a segunda lei de Newton na vertical:

V —(V+V'dE) + Fdz — Nsinf + (N + N'dz) sin (0 + 0'dz) = pAdiw, (3.20)

substituindo a expressao para o seno da Eq. (3.17) e descartando termos de ordem superior

em dz, é obtida a equacao:
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—V'4+ F + (Nsinf) = pAw, (3.21)

e a forca axial se relaciona com a deformacao axial pela equacao:

N =FAs =FA (u’ + (w2’)2 + > : (3.22)

Aplicando a segunda lei de Newton para a rotacdo na lateral do elemento:

oM ov _\ . _dz
M + %da: - M — <V + aygdm) dz + (Fdx)? =0, (3.23)

simplificando a Eq. (3.23) e descartando termos de ordem superior, é obtida a relagao
entre V e M:

oM
V=" (3.24)

O momento interno se relaciona com o deslocamento transversal pela teoria de vigas de

Euler-Bernoulli, mostrada a seguir:
0w
M=Fl— 3.25
8I2 Y ( )
substituindo a Eq. (3.22) na Eq. (3.19) e as Eqgs. (3.24), (3.24) e (3.19) na Eq. 3.21 sao
obtidas as EDPs nao lineares acopladas que governam a dinamica de vigas com alongamento

no plano central:

N2\’
N3\’

No presente projeto, o sistema ¢ adotado como uma viga esbelta, dessa forma o termo

inercial na Eq. (3.26) pode ser ignorado e com isso ela é reduzida para:

oo (Y o8

Integrando a Eq. (3.28) duas vezes em funcao de z, é encontrada a expressao para o

deslocamento axial da viga:

1 T
2 Jo
Assumindo que a viga esta fixada axialmente em uma extremidade e na outra sofre uma

u =

(w')2dz + 1 (t)x + cot). (3.29)

forga axial N constante, as condi¢oes de contorno sao dadas a seguir:
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N
EA’
substituindo a Eq. (3.30) na Eq. (3.29) sdo encontrados os valores para fungoes arbitrarias

u(0,t) =0; u(L,t) = (3.30)

obtidas na integragdo, o que permite substituir a Eq. (3.29) na Eq. (3.27) para encontrar
a EDP nao linear simplificada que descreve a vibracao transversal de uma viga sujeita a

carga axial V:

L
pAi + (ETw")" = w” (N + 57 (w')2d9€> +F (3.31)
0

E de interesse do estudo analisar a influéncia de cargas axiais geradas pela temperatura.
Dessa forma, N é uma carga axial que surge no sistema a partir de variagoes na temperatura
que dilatariam a viga, porém, devido as restri¢oes, geram cargas axiais. Também destaca-se
o efeito do elemento piezoelétrico na forga axial observada na Eq. (3.22), de modo que
o modulo de Young, assim como a area da se¢ao transversal variam com a presenca do
elemento, além da tensdo elétrica influenciar a tensao mecanica, contribuindo para a forca

axial. Nesta deducgao é adotada a simplificacao de desconsiderar esses efeitos.

3.2.3 Equacao elétrica

Para a deducao da equagao elétrica ¢é considerada a relagao constitutiva piezoelétrica:

Dy = d3 T} + 23, E3, (3.32)

onde D3 é a componente do deslocamento elétrico, e 553 ¢ a componente da permissividade
a tensao constante. Substituindo a Eq. (3.3) na Eq. (3.32) e escrevendo E3 em fungao da

tensdo elétrica v(t) a relagdo se torna:

Dy = Y Y1) — 2350, (3.33)

p
onde &5, é a permissividade & deformacdo constante, dada por &, = &5, — d3,Y,. Ademais,
¢ adotada uma simplificacao ao analisar a deformacao axial ST, na qual é considerada uma
média de seu valor em funcao da distancia h,. do centro da camada piezoelétrica até a
linha neutra, dessa forma a parcela nao linear é desconsiderada na equacao. A deformacao

axial na camada piezoelétrica escrita como uma média é:

O*wyer (T, t)
ox?

dessa forma, a tensao de saida do circuito é obtida a partir da lei de Gauss:

d v(t)
2/ D-naa,|=2Y .
gy ( N nd p> R (3.35)
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onde D é o vetor deslocamento elétrico na camada piezoelétrica, R; é a resisténcia de carga,
n ¢ o vetor unitdrio normal e a integragao ¢ feita sobre a drea do eletrodo A,. Substituindo
as Eqgs. (3.33) e (3.34) na Eq. (3.35) é obtida a equagdo elétrica do sistema:

=S b, d Ly P (z, )
FagbLy du(t) | v(t) :_eglhpcb/ Pwna(®t) (3.36)

h, dt - Ox20t

onde b, h, e L, sao a largura, espessura e comprimento da camada piezoelétrica, respecti-

vamente e es; ¢ a constante da tensao piezoelétrica, dada pelo produto: es; = d3;1Y).

3.2.4 Modos de vibrar

A expansao modal do sistema nao linear ocorre a partir da base modal do problema
linear, livre e ndo amortecido. Assim, é considerada a equacao que descreve uma viga
biengastada sujeita a tensdes axiais com uma massa concentrada na metade de seu

comprimento:

Mw(x,t) 0?w(x,t) O?w(w,t)
EI 81‘4 — N an + (pA + Mconcé(l’ — L/Z))T = 0, (337)
e suas condig¢oes de contorno definidas por:
wo,p—0; 2001y,
or |,
(3.38)
w(L,t) = 0; ow.))  _
or | _,

Além das condigoes de contorno mostradas na Eq. (3.38), devido a massa concentrada no

meio da viga é necessaria uma condicao de contorno a mais, mostrada a seguir:

w(L/2,t) = w(L/2,1). (3.39)

Essa condicao parece trivial, mas ela permite que seja encontrada a equacao adicional
necessaria para solugao da equacgado sem o surgimento de novos coeficientes desconhecidos.
A solugao da equagao (3.37) é assumida da forma w(z,t) = ¢(z) [Acos(wt) + Bsen(wt)],
onde, ¢(z) é o modo de vibrar da estrutura e depende apenas da coordenada x. O que

implica nas condi¢oes de contorno para o modo de vibrar:
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ooy =0, D g
o(L) = 0: d(fgf) 0. (3.40)

¢<L/27 t) = ¢(L/27 t)'

Assim, a Eq. (3.37) é transformada em uma Equagao Diferencial Ordinaria (EDO) dos

modos de vibrar para o problema linear, livre e nao amortecido:

d4ﬁ Pﬁ
ElI— — N— — W} (pA + M, —L/2))p = 0. 41
d 02 (p Concé(x / )) 0 (3 )

Para resolver a Eq. (3.41), sao feitas simplificagoes adotando novos parametros,

w?pA N M,
oty o Beone 3.42
assim, a partir dos pardmetros da Eq. (3.42), a Eq. (3.41) se torna:
d*o d*¢
— 4 Nygm— — k*(1 4 pd(x — L/2))p =0, 3.43
O 4 Nun 5 — KA1+ pi(e — L/2)0 (3.3

utilizando a transformada de Laplace em ambos os lados da Eq. (3.41), a EDO em x é

transformada numa equacao algébrica em s:

NaansLa [6(2)] (5) = Natm36(0) — Noam +-6(2)
—pk G(L)2)e M — KLy [p(x)] (s) + 5" Lo [0(2)] (5) (3.44)
, , d 2 e B
0~ o) s o)~ sew)| =0

aplicando as condicoes de contorno em x = 0 e isolando £, [¢(z)] (s) na Eq. (3.44):

(kAo (L)2)e s/ s¢"(0) ¢"(0)
L, [¢($)] (3) = s4+ N,y 82 — Kkt st + N,gms?2 — k4 st 4+ Nygms? — k4

(3.45)

Antes de utilizar a transformada inversa de Laplace, é conveniente reescrever a
equacao em um formato que permita sua conversao a partir de transformadas tabeladas,

assim, sdo definidos os parametros auxiliares:
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0.5

Nadm N2d 0.5
C=|[= adm k,4 .
(e (Mern))

(3.46)
0.5
Nadm N2d A 0.5
D = I+ k
[ (Bmee) )
a partir dos parametros auxiliares definidos na Eq. (3.46), a Eq. (3.45) se torna:
pkip(L/2)e > 5¢"(0) ¢"(0)
x = , 4
L@ = ey T ooy ) T ooy ooy O
reescrevendo o denominador da Eq. (3.47) como:
1 1 1 1
= - : (3.48)
(s2—=C?)(s2+D?%)  (C?4+D?) |(s2—C?) (s*2+4D?)

para assim utilizar as seguintes expressoes e propriedades tabeladas para a transformada

inversa de Laplace:

;! {s l<82 ! o - (stD2)H — cosh(Ct) — cos(Dz);

= { [<s2 o D2>H = goenh(Ca) = poen(Day; (34

ct {e’csF(s)} = f(r—c)H(x —¢),

T

a fim de obter a expressao para o modo de vibrar:

- [Lk4¢(L/2) (_sin(D(szL/2)) + sinh(C(éfL/Q))) H (ZIZ' _ L/Q)

¢(z)

C2 + D2
(3.50)
+¢///(0) (_sm(DDa:) + smhéCx)) . ¢"(0) (= cos (Dz) + cosh (Cz))
2 1 D? CZ 1 D? '

Substituindo as 3 outras condi¢oes de contorno mostradas na Eq. (3.40), é encontrada a
matriz dos coeficientes das equagoes em ¢(L/2), ¢"(0) e ¢ (0):
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sin (DL/2) sinh (CL/2) 1

1 cos (DL/2) — cosh (CL/2) 5~ g
C? + D? C? +D?
/Jlk4 (sin (%L/2) __ sinh (gL/Q)) cos (DL) _ cosh (CL) sin (DDL) N sinhéCL) ’
C? + D? C? + D? C? + D?
puk? (cos (DL/2)—cosh (CL/2)) C'sinh (CL) 4+ Dsin (DL) cos (DL) — cosh (CL)
C?+ D? C?+ D? C?+ D?

(3.51)
a partir da qual sao extraidas as frequéncias naturais do sistema, tomando seu determinante
e igualando-o a zero. Como o determinante da matriz é nulo, o sistema possui infinitas
solucoes, dessa forma, para encontrar o valor do dltimo coeficiente, as func¢ées de modo

sao normalizadas a partir da massa do sistema, conforme a equacao:

foL di(x)m(x)o;(x) )
¢i(po);(po) = i) (3.52)

onde py ¢ o ponto de medicao do sistema e d;; é o delta de Kronecker, que vale 1 quando

1 = j e 0 caso contrario.

3.2.5  Solucao das equagoes

Adicionando o termo proveniente da carga axial e do midplane stretching da Eq.
(3.31) na Eq. (3.7) e agrupando com a Eq. (3.36), sao apresentadas as EDP mecénica e

elétrica acopladas que descrevem a oscilagao transversal do coletor de energia:

O wype(,t) 0wy (,t) Pwye(z,t)
Fl,————+FI|H(x—L,;,) — Hlxz — L,¢)|——————= [—————=
ST ot + EL[H(z pi) (x ps)] Y + Cs 9oL

OWyer (2, 1) O*Wrer (T, 1) dd(x — Ly;)  do(z — Lyy)
Ca ot +m(z) ot? +du(t) X dx dx

2 L 2 2
9 wgl(zx,t) (N+ EA <8wml(x,t)> dx) =y Pnlwt) | dwlot)
a

=S
€350 L, do(t ) v(t) / rf Pwe (T, 1)
= —e31hpch d : 54

noodt o m T oszor (3:54)

A oscilagao da viga pode ser representada pela série de bases e coordenadas modais

a seguir:

W (7, 1) Zgzs,, e ( (3.55)
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onde ¢,(x) é o modo de vibrar da r-ésima frequéncia natural, sendo dependente apenas
da coordenada x e 7,(t) é a coordenada modal referente a r-ésima frequéncia natural,
dependente apenas do tempo t. Nesse estudo, é considerada apenas a primeira frequéncia
natural, dessa forma, a solugdo é escrita como um produto do modo de vibrar pela

coordenada modal:

wret(2, ) = $(2)n(t). (3.56)

Substituindo a Eq. (3.56) nas Egs. (3.53) e (3.54):

B0y 4 e L)~ i 1) T ) 4 e T D)
ranote) ™00 4 o)) T 4 ool [P0 E) 9000 L)
(3.57)
g35bL, dvu(t ) ( i d*¢(z )
T —Ehpob / dﬂ dt da. (3.58)

Multiplicando ambos os lados da Eq. (3.57) por ¢(x) e integrando de 0 a L, é utilizada
a propriedade de ortonormalidade das fungdes normais com py = L/2, mostrada na Eq.
(3.52), para simplificar a equagao e assim obter um sistema equivalente em fungao da

coordenada modal. Dessa forma, a Eq. (3.57) se torna:

d*B(t)
dtz '

¢*(L/2) dizgt) +e dz& )4 kiin (t) 4 knan (8) + x0(t) = 7

e a Eq. (3.58) se torna:

(3.59)

do(t) () dn(t)
=0
Cr dt + R, dt -’

As Egs. (3.59) e (3.60) que descrevem o movimento do sistema estdo em coordenadas

(3.60)

modais, para fazer a transformacao de coordenadas modais para deslocamento transversal
é assumida a posigdo no centro da viga e a partir da Eq. (3.56) é feita a mudanga de
coordenadas, com o modo ¢(z = L/2) e o deslocamento na metade do comprimento da viga

w(z = L/2,t) = z(t). Também, a aceleracao da base é considerada como entrada harménica
d’B(t)
dt?

transversal:

= Fcos(wt), para obter a equagdo na coordenada espacial de deslocamento
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d*z(t) c dz(t) Kiin

knl
a2 TR@R) d T RLR)

¢*(L/2)

3 X _F
2°(t) + v(t) = (L))

¢(L/2)

cos(wt);

(3.61)

2(t) +

dv(t)  v(t) 0 dz(t)
“Ta TR T o) a (3.62)

nas Egs. (3.61) e (3.62) as constantes sao reescritas de modo a incorporar as mudancas

geradas por mudar da coordenada modal para deslocamento z sem perda de generalidade.
Assim, as EDOs acopladas para o sistema sao dadas a seguir:
d’z(t)  dz(t)

T te ot Fiinz(t) + k2> (t) + xv(t) = yFcos(wt); (3.63)

do(t) ~w(t)  dz(t)
“a TR T a

nas quais o termo de deslocamento da base proveniente do amortecimento é desprezado e

(3.64)

os coeficientes da equagao sao indicados abaixo:

Kiim = M (E]S ( /0 " o) diﬂf) dx) N ( /0 : qzﬁ(x)dij;(f) dx)

v ([ 1 1)~ e = Lot ) )

.o M (csf (/OL ¢(a:)d4£(f) d:zc) + ¢4 </OL P(x)¢(x) dm)) ;

v L (/OL o) ldm —Ly) d(s(xC;CLpf)] dx) ;

dx
([ 2220 (2 (42 ).

= ( [ étam(a) dx) ;

_ E50L,
h )

P

(3.65)

Cp

B églhpcb Lpy d2¢(l')
==
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A expressao para ky;, descrita na Eq. (3.65) mostra o efeito da forga axial e do ele-

EI, d%(x))

L
mento piezoelétrico na frequéncia natural do sistema. O termo ——— / T
p q s U o0

representa o quadrado da frequéncia natural da viga caso nao houvesse carga axial e um

material piezoelétrico acoplado, dessa forma, o deslocamento da resposta em frequéncia
do sistema devido a cargas axiais é previsto pelo modelo. Ademais, as constantes de
acoplamento eletromecanico 6 e y sdo iguais, o que é mostrado a seguir. A expressao de ¢

pode ser simplificada para:

do(z)
dx

9:

Lypy

églhpcb d¢($)
S ( = L) , (3.66)

enquanto a expressao de x a partir da Eq. (3.8) e do valor de ¥ mostrado na Eq. (3.6)

pode ser simplificada para:

dé(z)
dx

X:

bY})dm(hZ_hl%) do(x)
T oha(L2) ( & ) (367

também, a partir das expressoes para as posicoes das superficies do sistema em relacao a

Lypy

linha neutra, obtidas em (Inman, 2008), a seguinte relagdo é encontrada:

h2 — 2
< = h,.. .
= hy (3.68)
ASSim, (¢} parémetro X pOde ser reescrito como:
Y, ds1h,.b [ d d
o(L/2) dx L, dx Ly

Dessa forma, o acoplamento eletromecanico nas equagoes mecanica e elétrica sao iguais e

representados por 6.

As Egs. (3.63) e (3.64) representam um oscilador de Duffing com acoplamento
eletromecénico, o sistema equivalente obtido é apresentado na Fig. 3. A seguir, as equagoes
sao adimensionalizadas de modo a simplificar o tratamento algébrico, procedimento adotado

em (Xiao; Qie; Bowen, 2021). Definindo os seguintes pardmetros adimensionais:

z vF ' c w
Yy=— 20 Wn = klin7 CZ ’ 9277

20 - klin7 2wn Wn,
(3.70)
Koy 22 1 2
T = Wnt, - lZOv U:%v - ) K= ! )
klin 920 Rlcpwn klincp

é possivel reescrever as Eqs. (3.63) e (3.64) como:
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Kin | Ku [ €| ® 0 C,— R

Figura 3 — Sistema equivalente das Egs. (3.63) e (3.64), o elemento inercial m do sistema
mecanico é unitario nas equagoes encontradas, devido a normalizacao dos
modos, descrita na Eq. (3.52). Em a) estd mostrado o sistema mecénico e em
b) o sistema elétrico.

d? d
d—Tz + QC% +y+ ay® + K*v = cos(Qr); (3.71)

dv dy

3.2.6 Balanco harmonico

Para encontrar a resposta em frequéncia do sistema ¢é utilizado o método do balanco
harmoénico (Peng et al., 2008), assim, assume-se a solu¢ao das equagoes (3.71) e (3.72)

como harmonica:

= Ycos(Q1 + ©,);
v = Vecos(Qr + ¢,),
onde Y e V sao as amplitudes das respostas mecanica e elétrica, respectivamente e ¢,

e ¢, sao as fases das respostas mecanica e elétrica, respectivamente. Substituindo a Eq.
(3.73) na Eq. (3.71):
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Y3a

4

—Vk%sin (¢,) — 2YQC cos (¢,) + e vy sin (,) | sin(27)
[ [ Junien)

3Y3a 3.74)

+ (Vﬁ2 cos (¢y) — 2Y Q¢ sin (p,) + ( YO+ Y) cos (pz) — 1) cos(2T) (

+(...)sin(3Q7) + (...) cos(3Q27) = 0.

[gnorando termos harménicos superiores e igualando os termos que multiplicam sin({27) e
cos(27) a 0 na Eq. (3.74):

2 . 3Y506 2 .
Vk“sin (¢,) + 2YQ( cos (@) + YR YQ°+Y |sin(¢,) = 0;
(3.75)
9 . 3Y3a 9
VK? cos () —2YQ(sin (¢,) + " YQ +Y | cos(p,) = 1.
Substituindo a Eq. (3.73) na Eq. (3.72):
(=VQcos (¢,) — VBsin () + YQcos (¢,)) sin(Q1)
+ (=VQsin (p,) + VB cos (¢,) + YQsin () cos(Q1) (3.76)

+(...)sin(3Q7) + (...) cos(3€27) = 0,

ignorando termos harmonicos superiores e igualando os termos que multiplicam sin({27) e

cos(27) a 0 na Eq. (3.76), s@o isolados sin(y,) e cos(y,), chegando a:

_ YQ(Qcos (¢.) — Bsin (o))
Ccos (901;) = Vv (Qz + 52) ’

(3.77)
. _ YQ(Qsin (¢.) + Beos (¢s))
sin (p,) = V(2 ) )

Aplicando a identidade trigonométrica fundamental para o angulo ¢,,, com as expressoes

para seno e cosseno dadas na Eq. (3.77) é encontrada a relacao entre a amplitude elétrica

V' e a amplitude mecanica Y:

Y202

2 _
V=

(3.78)

Substituindo as relagoes de seno e cosseno dadas na Eq. (3.77) na Eq. (3.75) e

isolando sin(g,) e cos(p,):
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3Y? 02K?
o=y (14 ) ),
(3.79)
. i

Aplicando a identidade trigonométrica fundamental para o dngulo ¢,, com as expressoes
para seno e cosseno dadas na Eq. (3.79) é encontrada a relagao entre a amplitude mecanica

Y e a frequéncia €2:

022 3Y3a\ 2 2370\ 2
(Y (1—Q2+ o f52> 4 4@) + <2Y(Q+g2i52> —1. (3.80)

Expandindo a Eq. (3.80), é obtida uma equacio polinomial do terceiro grau em Y

92 , 3 22
O‘Y6+O‘(1—Q2+ " >Y4

16 2 Q2+ B2
(3.81)
o\ 2 o QPRZ(2-202 4+ 4CB+KH) ) <0 B
+<(1—Q)+4§Q+ S Y2-1=0.

Escrevendo como um polinémio ciibico genérico, a Eq. (3.81) é da forma:

az® + bz’ +cx +d =0, (3.82)
na qual,
9a? 3a K202
=" b= 1-02 ;

. (3.83)

)

c= ((1 — 92)2 +4<2QQ I 02 k2 (2 — 202 + 40 + K2)>

02 1 52

d=—1.

b

Tomando a substituicao y = = — 3q na Eq. (3.82), o termo quadratico é eliminado e assim
a

¢é encontrado o discriminante da equacao, que permite determinar as frequéncias onde

ocorrem as bifurcacoes. O polindmio simplificado é da forma:

Y’ +py+q=0, (3.84)
na qual,
_ 3ac—b*
- 3a?
(3.85)

_ 27a%d — 9abc + 203
1= 27a3 ’
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e o discriminante D é dado por:

D= (3)2 + (g)g. (3.86)

A partir do estudo do discriminante sao encontradas as frequéncias de salto do
oscilador. Caso D > 0 hé apenas uma solucao para o sistema, ja para D < 0 ha trés
solugoes possiveis para o sistema, dessa forma, as bifurcagoes, e consequentemente os

saltos, ocorrem quando D = 0.

3.2.7 Resisténcia 6tima

Por fim, sdo utilizadas as expressoes encontradas a partir do balango harmonico
para encontrar uma resisténcia 6tima para o sistema, isto é, o valor de resisténcia que

maximiza a poténcia de saida do sistema.

A poténcia elétrica é dada pela expressao:

v(t)”

R,
Reescrevendo v(t) na Eq. (3.87) em fungao da tensao elétrica adimensional, dada na Eq.
(3.70):

pP= (3.87)

<U920>2
P= Cip. (3.88)

Substituindo a Eq (3.73) na Eq. (3.88):

0222
P= C’T}%‘ﬂ cos (21 + ¢,). (3.89)
p

Substituindo a Eq. (3.78) na Eq. (3.89):

0222 Y2
- C2R 0%+ 2

Reescrevendo  em fungio de R; e reorganizando a Eq. (3.90):

cos (21 + ¢,). (3.90)

(6222Y*w?) R,
(Rlew)2 +1

Derivando a amplitude da poténcia na Eq. (3.91) em relacao a R; e igualando a expressao

P = cos (U1 + ¢,). (3.91)

encontrada a zero:

dP
T& = (922(2]Y2w2)

(Rlew)z +1-— 2(Rl(]pw)2
(RiCpw)? 4+ 1)2

— 0. (3.92)



58

Simplificando a equagdo (3.92), se obtém a expressao para resisténcia 6tima:

1

Ropm = )
t Cpw

(3.93)
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4 MODELO MULTIFiSICO

Para o estudo do modelo multifisico é utilizado o software COMSOL Multiphysics.
Este é um software de simulagao multifisica que utiliza o método de elementos finitos
(FEM) para discretizar e resolver as equagoes que governam o comportamento do sistema
em estudo. O FEM, amplamente utilizado ha décadas (Zienkiewicz; Taylor, 2005), (Chen,
2011), discretiza o sistema em pequenos elementos e resolve as equagoes para cada um
deles, permitindo andlises entre diferentes dominios fisicos. Na Fig. 4 é mostrada uma
vista explodida do desenho em Computer Aided Design(CAD), o qual é composto por uma
viga de aco engastada em estruturas externas de aluminio, com uma massa em formato
cubico de neodimio no centro do comprimento, uma camada de MFC préxima a um dos

engastes e uma chapa de a¢o proxima ao outro.

Esta analise visa estudar como a temperatura influencia o sistema, levando em
conta as dilatacoes térmicas da viga e dos engastes. Devido aos diferentes coeficientes de
dilatagao térmica do aluminio e do aco, o engaste se expande mais que a viga, gerando
cargas de tracdo que aumentam a frequéncia natural do sistema. A investigacao abrange a
variacao da frequéncia natural com a temperatura, tanto na presenga quanto na auséncia
da chapa de aco, destacando sua importancia para ajustar a frequéncia natural a valores
especificos. Além disso, a andlise examina a poténcia e a tensao geradas pelo material
piezoelétrico sob diferentes resisténcias elétricas, comparando os resultados com as andlises
analiticas e experimentais para encontrar um valor de resisténcia 6tima para a operagao

do sistema.

Para realizar a analise, sdo utilizadas as interfaces de mecéanica dos sélidos, ele-
trostatica e circuito elétrico, bem como a interface multifisica de piezoeletricidade do
software. Na interface de mecanica dos solidos, sao definidas as propriedades de expansao
térmica com base em uma temperatura de referéncia, além da caracterizacao piezoelétrica
do material piezoelétrico. Também sao estabelecidas as condig¢oes de contorno do sistema,
considerando as superficies superior e inferior das estruturas de engaste como fixas. Na
interface de eletrostatica, especificam-se a conservacao de carga do material piezoelétrico e
as conexoes de terminal e terra do circuito. Ja na interface de circuito elétrico, é definido
o circuito conectado ao elemento piezoelétrico, configurado como uma carga puramente
resistiva. Por fim, a interface multifisica de piezoeletricidade é responsavel por conectar os

dominios mecanico e elétrico, integrando as diferentes areas de analise.

A malha utilizada no estudo é tetraédrica, com tamanho de elemento definido
como finer, resultando em 38.672 elementos. Para avaliar a variagdo da frequéncia com a
temperatura, é realizada uma varredura paramétrica em um estudo estacionario, permitindo

obter a condicao inicial do sistema com as deformagoes térmicas. Em seguida, executa-se
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um estudo das autofrequéncias do sistema para diferentes condigoes de temperatura.
Ademais, para determinar a resisténcia Otima, é feita uma varredura paramétrica no
dominio da frequéncia, assumindo uma frequéncia constante. Este procedimento fornece

as respostas de tensdo e poténcia elétrica do sistema para diferentes valores de resisténcia.

Figura 4 — Vista explodida do sistema
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5 PROCEDIMENTO EXPERIMENTAL

Neste capitulo é descrito o protétipo fisico construido, o aparato experimental
utilizado e os experimentos realizados. A Fig. 5 mostra o sistema que foi ensaiado, composto
de duas placas externas de aluminio que confinam uma placa central de aco onde se encontra
a viga (150 x 10 x 0,8 mm), a qual possui um ima de neodimio (N42) na metade de seu
comprimento, uma camada de MFC (M2807-P2) em uma de suas extremidades e uma
chapa de ago na outra extremidade. Também, temos conectores de aluminio que sustentam
a estrutura em sanduiche acima de uma estrutura base, também em aluminio, que é
conectada a um excitador, de modo a obtermos excitacao de base no sistema. Na Fig. 6
observamos a condi¢ao de temperatura na qual o sistema foi montado, essa temperatura
serve como referéncia para o estudo, de modo que o sistema ¢é considerado nao deformado
na temperatura de 20.2°C. Ademais, os parafusos usados para unir a estrutura de engaste

na viga foram apertados até um torque de 0,87 Nm.

Conector
externa

Base

A\

/

Corecr [

Figura 5 — Visdo geral do sistema experimental utilizado no estudo, com destaque para os
principais componentes.

Na Figura 7 é mostrado o aparato tipico utilizado nos ensaios. O sistema é conectado
a mesa vibratoria de um excitador Data Physics V100, associado a um amplificador de
poténcias modelo DSASK-1. A aceleragao de entrada no sistema é medida através de um
acelerometro DJB A /600 , localizado na superficie plana da base. Os sinais de tensao

elétrica do MFC, a temperatura do sistema e a velocidade de um ponto localizado na
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Shaker

Estrutura

Viga

Figura 6 — Imagem térmica do sistema ao ser montado, com contorno e indicacoes do
shaker, estrutura e viga. O retangulo branco mostra a area onde o célculo da
temperatura média (valor no canto superior direito) ¢é feito.

superficie do ima no centro da viga sdo medidos. Para a medi¢ao da velocidade, é usado
um vibrometro a laser Ometron VH300+ e para a temperatura é utilizada uma camera
térmica Optris XI400. Os sinais sao coletados e processados por um analisador espectral
VibPilotE da MP international e posteriormente armazenados num par de computadores

para que possam ser analisados.

Camera
Térmica
Sistema
Excitador i
g |\ o Amplificador
Década de i - - do excitador
resistores o ool =) =
‘ Analisador
Computador 15 espectral
auxiliar
Computador
principal

Figura 7 — Aparato experimental utilizado para os experimentos, com destaque para os
principais componentes.



63

Conforme mostrado na Figura 8 as setas indicam o sentido do fluxo dos sinais
elétricos. Inicialmente, o computador principal envia um sinal indicando em que condigoes
o sinal de excitacao deve ser gerado(1). Entao o sinal de excitagao é gerado pelo gerador
de sinais do analisador espectral e enviado ao amplificador de poténcias (2). Este sinal,
amplificado, é entdao enviado ao excitador (3) para, entao, ser aplicado ao prototipo. O
sinal de referéncia para fins de determinacao das FRFs eletromecanicas é a aceleragao da
base do dispositivo de engaste que ¢ medido pelo acelerometro e enviado ao analisador
espectral (4). O sinal da velocidade, tomado em um ponto localizado na superficie do ima
no centro da viga, é medido através do vibrometro a laser (5) e enviado ao analisador
espectral. De forma similar, o sinal de tensao do MFC é enviado a uma década resistiva
(6), instrumento este que permite a variacao da resisténcia de carga do resistor do circuito
elétrico de acordo com uma grande faixa de variagao de resisténcias (1 Q a 10 MQ2). O
sinal de tensdo piezoelétrico resultante é entdo enviado ao analisador espectral. Por fim, a
camera térmica monitora a temperatura do sistema, enviando periodicamente imagens de

infravermelho da viga para o computador auxiliar(7).

iy
Laser e
= g
Camera "
térmica & ; (5)

MFC © > o

R 4)

Década de
resistores

Sistema

.o : =B | Analisador
Excitador i PESNEA | espectral
®3) 1)
(2)
E E
Amplificador Computador Computador
do excitador auxiliar principal

Figura 8 — Diagrama do aparato experimental. As cores das setas representam sinais de
diferentes dominios fisicos, em verde os sinais referentes a grandezas mecanicas,
em azul, grandezas elétricas e em laranja, grandezas térmicas

Os ensaios experimentais sao realizados inicialmente variando a resisténcia do
circuito elétrico, de modo a encontrar a resisténcia 6tima também experimentalmente e
com isso encontrar o valor da resisténcia a ser usada nos ensaios de circuito fechado. A
tensao obtida na medi¢ao pode ser aumentada com o aumento da resisténcia de carga,

até o limite do circuito aberto, porém, com o aumento da resisténcia temos também uma
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reducao na corrente elétrica do circuito, o que gera uma reduc¢ao na poténcia gerada a
partir de um certo valor de resisténcia. Neste ponto maximo temos a geragao maxima
de poténcia, o valor de resisténcia para essa condicao é a resisténcia 6tima do sistema.
Entao sao feitos ensaios para obter a resposta do sistema no dominio da frequéncia para
diferentes temperaturas em circuito fechado com a resisténcia fixada, de modo a encontrar
relacoes entre os parametros do sistema e a temperatura. Em seguida, o sistema ¢ mantido
oscilando a uma frequéncia constante e sua temperatura é aumentada utilizando um
aquecedor, com o objetivo de observar a reacao do sistema ao aumento da temperatura.
Por fim, sao feitos ensaios variando bruscamente a temperatura durante a realizacao das
medigoes, além de considerar uma alta taxa de Hz/min no sweep de modo a observar
efeitos transitorios e identificar se o sistema é capaz de responder a varia¢oes bruscas da

temperatura.
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6 RESULTADOS

6.1 Estudo parametrico da variacao da frequéncia natural

A partir da matriz mostrada na Eq. (3.51) obtida pela equacao dos modos, é
encontrada a frequéncia natural do sistema tomando seu determinante. Entao, sao inseridos
os valores para os parametros fisicos do sistema, mostrados na Tabela 1, o que permite
relacionar a frequéncia natural com a carga axial. Na Fig. 9 é observada a relagdo entre a

frequéncia natural e a carga axial imposta no sistema.

Parametro Simbolo | Valor | Unidade
Modulo de Young E 200 GPa
Densidade P 7850 | kg/m’®
Comprimento L 150 mm
Segundo momento de area 1 0.43 mm”
Massa concentrada M eone 2.52 g

Tabela 1 — Parametros fisicos do prototipo

Estudo parameétrico da variacdo da frequéncia natural

200 1

150 -

100 -

Frequéncia natural w,(Hz)

~150 -100 50 0 50 100 150 200
Carga axial(N)

Figura 9 — Estudo paramétrico da variacao da frequéncia natural obtido a partir da equagao
dos modos.

Conforme observado na Fig. 9, cargas axiais trativas (positivas) geram um aumento

na frequéncia natural, enquanto cargas compressivas (negativas) geram uma redugao na
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frequéncia natural. Também é possivel notar que o sistema possui uma carga critica, que
reduz a frequéncia natural para 0 Hz. Essa carga critica é a carga critica de flambagem,
como observado nos artigos (Trinh et al., 2016) e (Li; Zhou, 2004). A partir desse estudo,
percebemos que a base modal encontrada descreve os fenémenos fisicos esperados com a

mudanca da carga axial do sistema.

6.2 Resisténcia 6tima

A Fig. 10 mostra a amplitude de resposta do sistema para diferentes resisténcias, a

partir dela é possivel notar que o aumento da resisténcia gera um aumento na tensao de

saida.
Tensao Elétrica [V]
R=10 _:_'-ﬂ

10°4 + R=1000Q / !

.+ R=10000 I e ——
-1
1024 1
10734
10—4_

170 172 174 176 178 180 182 184

Frequéncia de Excitacao (Hz)

Figura 10 — Amplitudes experimentais de tensao elétrica para diferentes resisténcias. As
cores escuras sao curvas de sweep up, enquanto as de cores claras sao curvas
de sweep down. Os dados foram obtidos para T = 23.5°C e F = 0.05g.

O valor da resisténcia 6tima é encontrado a partir do modelo analitico, do modelo
multifisico e dos experimentos realizados para uma frequéncia de 175 Hz. Para encontrar a
resisténcia 6tima a partir do modelo analitico, é utilizada a Eq. (3.93), de modo que o valor
da resisténcia depende da capacitancia equivalente e da frequéncia de operagao. O valor
de C, do sistema encontrado experimentalmente é de 20 nF, dessa forma, a resisténcia

Otima para essas condicoes é de R; = 45.5 k).

Na Fig. 11 se observam as curvas de tensao e poténcia elétrica obtidas a partir do

modelo multifisico, de maneira que se torna evidente o aumento de tensao elétrica com o
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aumento da resisténcia e também a caracteristica da poténcia elétrica de apresentar um
ponto de maximo para a resisténcia 6tima. Esse valor méaximo da poténcia ocorre quando

a resisténcia é R = 47.5 k2, sendo esse o valor 6timo obtido a partir do modelo multifisico.

Tensdo e Poténcia Elétrica x Resisténcia de carga o
imp T T TTTTIIT T T T TTTTIT T T TTTTTIT T T TTTTTIT T T T TTTTIT T T TTTTTIT 5
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El+— 3
L | — Tensao Elétrica 1. & =
T 10T e 410 E
o = — - g
% 1026 — Poténcia Elétrica 4107 &
o = 3 [:1}
o = 7 m
AN | . g
g 107k z10° 2
= C 3 @
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10 = g10”
J_-II 1 L1 IIlIll 1 L 1 1IIll 1 L 11l 1 | NN 1 | 1 1 IIIIIII:
10° 10! 102 10? 10* 10° 108

Resisténcia (Q)

Figura 11 — Curvas de Tensao e Poténcia Elétrica em fun¢ao da Resisténcia de carga
obtidas no software COMSOL.

Na Fig. 12 sao observadas as curvas experimentais de tensao elétrica e poténcia
elétrica obtidas variando a resisténcia de carga, semelhante ao grafico obtido para o modelo
multifisico. O valor maximo encontrado para a poténcia ocorre na resisténcia de 40 k{2,

sendo esse o valor 6timo obtido a partir dos experimentos.

Tensao e Poténcia Elétrica x Resisténcia
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Figura 12 — Curva experimental da Poténcia Elétrica em funcao da Resisténcia de carga.
As curvas foram medidas para T=27.5°C, F = 0.1g e w = 175 Hz.
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Os valores para resisténcia 6tima encontrados com os trés métodos sao préximos,
indicando consisténcia entre as andlises. As diferencas encontradas entre os valores podem
vir de diferentes fatores: o modelo analitico simplifica aspectos geométricos da estrutura e
suas interagoes, enquanto o COMSOL incorpora maior detalhamento, e o experimento fisico
pode sofrer variacoes inerentes aos materiais e componentes. Entretanto, essas diferencas
nao impactam de forma significativa o resultado, pois os valores de saida de tensao e
poténcia nao apresentam variacao significativa na faixa de resisténcia encontrada, como
pode ser observado na Fig. 13. Ademais a resisténcia 6tima depende da frequéncia de
operagao, observado na Eq. (3.93), de modo que seu valor ndo é constante durante a
realizacao dos experimentos. Os valores encontrados, porém, determinam uma resisténcia
que gera saidas de tensao e poténcia adequadas para a faixa de frequéncias que os

experimentos sao feitos.

Tensao e Poténcia Elétrica x Resisténcia
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Figura 13 — Curva experimental da Poténcia Elétrica em funcao da Resisténcia de carga
com destaque para o intervalo de valores de resisténcia 6tima encontrados
pelos diferentes métodos. As curvas foram medidas para T=27.5°C, F = 0.1g
ew = 175 Hz.

6.3 Amplitude x Frequéncia

A Fig. 14 mostra a variacao da frequéncia natural do sistema em funcao da
temperatura, considerando a presenca ou auséncia do ima no meio da viga e da chapa
de aco na extremidade oposta ao MFC. A adicao do ima reduz a frequéncia natural,
enquanto a chapa de ago a eleva, compensando o efeito do ima e permitindo o ajuste da
frequéncia natural conforme as especificacoes de projeto. A analise multifisica indica que
nem o ima nem a chapa alteram a sensibilidade do sistema a temperatura, possibilitando
experimentos em outras frequéncias sem a presenca desses componentes. O ima acoplado
a viga permite explorar estratégias de harvesting baseadas em bobinas, além de ajustar

a frequéncia natural variando sua posicdo em relacdo ao engaste. Ja a chapa de aco
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contrabalanca os efeitos do ima, ampliando a flexibilidade no ajuste da frequéncia. Os
experimentos realizados neste estudo integram pesquisas em dindmica nao linear conduzidas
na University of Franche-Comté, FEMTO-ST Institute, Department of Applied Mechanics,
Besancgon, Franca, 25000. Por estratégia de projeto, optou-se pela utilizacao da massa e

da chapa para adequagao do setup experimental.

o
T T T T T I
2500 a
_ 240} s - Ll
=
L 230t it u 1
c [ ]
=5 220+ ] B
i [ |
c 210H n - B
o [ ] [ ]
g 200 HE [ | u [ ] =
@ - | | |
5 190p u . [ ] ]
2 - | ]
- 180 Hm = u e
[ ]
1701 | ]
! 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5

Temperatura (°C)

Figura 14 — Curvas de Frequéncia natural pela temperatura obtidas no COMSOL para o
sistema em diferentes combinagoes de presenga do ima e da chapa de ago.(H)
Sem fma e com chapa, () Sem fma e sem chapa, (ll) Com fmd e com chapa,
(M) Com {ma e sem chapa

A Fig. 15 mostra trés curvas obtidas experimentalmente para diferentes tempe-
raturas sobrepostas com as curvas obtidas a partir do modelo analitico e as imagens
obtidas a partir da cAmera térmica. Para cada experimento sao feitas duas varreduras,
uma crescente em frequéncia e uma decrescente, chamadas de sweep up e sweep down.
Os dados experimentais obtidos sao utilizados para fazer a calibracao dos parametros
do modelo de Duffing encontrado nas Eqgs. (3.78) e (3.81). Para isso, ¢ usado o método
de algoritmos genéticos para otimizar os valores dos parametros e seguido de um ajuste
manual da curva aos dados. Nas tabelas abaixo estao relacionados os parametros obtidos,
na Tabela 2 estao os parametros que nao variam com a temperatura e na Tabela 3 estao

os parametros que variam.
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Figura 15 — Curvas experimentais(em tons de amarelo) sobrepostas com curvas obtidas a
partir do modelo analitico(em tons de roxo) para diferentes temperaturas.

Tabela 2 — Parametros do sistema que nao variam com a temperatura

Parametro | Valor Unidade
K 4.5e11 N/m?
0 4.5 | Adimensional
R 40 k2
Cp 20 nF
0 9.1e-4 N/V
F 0.05 g

Tabela 3 — Parametros do sistema que variam com a temperatura

T('C) | e(Ns/m) | kijn(N/m) T(C) | e(Ns/m) | kijn(N/m)
20.85 10.2 1.099¢6 22.90 8.22 1.218e6
21.20 9.9 1.114e6 22.90 7.9 1.232e6
21.45 9.7 1.127e6 23.10 7.9 1.235e6
21.70 9.6 1.142¢6 23.15 7.8 1.240e6
21.75 9.3 1.154e6 23.20 7.8 1.244e6
22.00 9.1 1.168e6 23.25 7.5 1.267e6
22.25 8.8 1.179e6 23.55 7.5 1.269¢6
22.40 8.65 1.197e6 23.75 7.45 1.272e6
22.45 8.65 1.190e6 23.90 7.3 1.281e6
22.50 8.4 1.205e6 24.55 6.6 1.348¢e6
22.70 8.3 1.212¢6 25.05 5.8 1.407e6
22.85 8.0 1.228e6 26.00 5.0 1.515e6
22.85 8.2 1.222e6




71

A partir dos parametros sao encontradas caracteristicas do sistema, como a frequén-

cia natural e a Eq. (3.86) ¢ utilizada para encontrar as frequéncias onde ocorrem os saltos

e observar tendéncias nos dados com a variacao da temperatura. Na Fig. 16, estao relacio-

nados os pardmetros obtidos e a temperatural(a) ¢ e (b) wy,], sendo também mostrado um

ajuste polinomial para observar a tendéncia dos dados com a variacao da temperatura e

a raiz quadrada do erro médio (Root Mean Squared Error) do ajuste. Na Fig. 17 estao

relacionados a frequéncia em que ocorrem os saltos com a temperatural(a) jump up,(b)

Jump down).

a) Grafico de ¢ pela Temperatura
erro = 1.51%

* Conjunto de dados
— Ajuste polinomial de grau 2
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2 23
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b) Grafico de w, pela Temperatura
erro = 0.32%
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Figura 16 — Grafico dos parametros do sistema variando com a temperatura, com uma
curva polinomial ajustada aos dados. Em a) cx Teem b) w, x T
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Conforme observado na Fig. 16(b), o aumento da temperatura gera um aumento na
frequéncia natural do sistema, o que indica que a viga esta sendo tracionada. Esse resultado
destoa do que é observado na literatura, onde o aumento na temperatura gera cargas
compressivas na estrutura. Essa diferenca é explicada pela interacao entre a estrutura de
engaste com a viga, as placas externas sao feitas de aluminio, enquanto a viga ¢ feita de ago
e assim possuem diferentes coeficientes de dilatacdo térmica, 23 x 107° 1/°C e 12.3 x 107°
1/°C, respectivamente, de modo que o aluminio se dilata mais que o ago, gerando cargas

trativas.

Conforme observado na Fig. 16(a), a constante de amortecimento do modelo diminui
com o aumento da temperatura. Um efeito semelhante foi observado em (Teloli et al.,
2022), onde os autores observaram uma diminui¢do do amortecimento do sistema com
o aumento da pré-carga aplicada nos parafusos de fixacdo do sistema. Dessa forma, o
aumento da temperatura dilata todo o sistema, o que intensifica as forcas de contato entre
os elementos da estrutura, esse aumento na for¢a de contato nos parafusos causa a reducao

do amortecimento mecanico do sistema.

6.4 Aumento da temperatura com frequéncia constante

Evolucdo da tensao elétrica e temperatura
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Figura 18 — Evolucao da tensao elétrica e temperatura do sistema com frequéncia constante
de 190 Hz.

Na Fig. 18 é mostrada a evolucao da temperatura e da resposta elétrica do sistema

no tempo, simulando assim uma condi¢ao de operacao, na qual o sistema nao pode
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operar acima de 28°C e ao ultrapassar essa temperatura se observa um aumento elevado
da tensao elétrica medida. Conforme a temperatura se aproxima de um valor critico,
ocorre o deslocamento da resposta em frequéncia do sistema, até atingir o ponto onde
a bifurcacao do sistema coincide com a frequéncia especificada e resultando no salto de
amplitude da tensao elétrica. Também se observa que o sistema nao reage imediatamente
ao aumento na temperatura, o que sugere uma inércia térmica do sistema, de modo que a
mudanca no dominio térmico nao ¢ observada simultaneamente nos dominios mecanico
e elétrico. Essa laténcia na resposta do sistema indica que a deteccao das bifurcacoes e

consequentemente os saltos de amplitude sao mais eficientes quanto menor for a taxa

de variacao da temperatura, de modo que em uma aplicacao pratica, a sensibilidade do

sistema a mudancas de temperatura pode ser explorada para projetar dispositivos que

respondam de forma mais precisa em condigoes de aquecimento lento.

Na Fig. 19 sao dadas as respostas do sistema sujeito a variacoes bruscas de tempe-
ratura com varreduras feitas a uma taxa alta de 40 Hz/min. Devido a alta taxa de variagao
da temperatura as curvas obtidas no sweep down e no sweep up estao descompassadas,
essa diferenca mostra a sensibilidade do sistema a temperatura e indica que o sistema é
melhor descrito pelo modelo quao mais lenta for a variagao da temperatura, reforgando

que em aplicagoes praticas o sistema ¢ mais preciso em condig¢oes de aquecimento lento.
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Figura 19 — Deslocamento da curva de resposta com o aumento da temperatura. Condigao
de operacgao: F = 0.02g
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7 CONCLUSAO

O desenvolvimento e a validagao experimental do coletor nao linear de energia
piezoelétrica utilizando uma viga biengastada demonstram a possibilidade de utilizar
o sistema como forma de chaveamento de temperatura. O modelo analitico mostra-se
eficaz em reproduzir o comportamento dindmico do sistema, descrito por um oscilador de
Duffing com efeito de hardening. A simulagao multifisica mostra a possibilidade de ajustar
a frequéncia natural a partir da adicdo de uma chapa de ago sem alterar a sensibilidade
do sistema a temperatura. Os experimentos realizados confirmam o modelo tedrico e

possibilitam observar os efeitos da mudanca de temperatura nos parametros do sistema.

O aumento da temperatura gera um aumento na rigidez linear k;;, e redugao no
amortecimento ¢ do sistema. Com o aumento da temperatura o sistema expande, porém,
devido as restricoes de engaste a viga sofre cargas axiais. Essas cargas sdo trativas, pois a
diferenca nos coeficientes de dilatacao térmica mostra que os engastes de aluminio vao
dilatar mais que a viga de aco. A expansao do sistema também aumenta a forca de contato

nos parafusos, o que reduz o amortecimento mecanico do sistema.

Os resultados obtidos indicam que o sistema é sensivel a temperatura e apresenta
aumento na sua resposta de tensao elétrica ao atingir a temperatura limite, comprovando seu
funcionamento como chave de temperatura. Entretanto, o modelo desenvolvido apresenta
uma inércia térmica, demonstrada na laténcia entre o aumento da temperatura e o aumento
da tensao elétrica, sendo assim mais adequado para aplicagoes onde a taxa de variagao de

temperatura é baixa.

Assim, este trabalho contribui para o campo de coleta de energia e sensoriamento,
mostrando uma aplicacao de coletores de energia para o monitoramento de grandezas
fisicas, por meio de sua dindmica nao linear e materiais piezoelétricos. Espera-se que
os conhecimentos desenvolvidos possam ser utilizados como base para pesquisas futuras
e para o desenvolvimento de dispositivos capazes de fazer o monitoramento térmico de

sistemas em condigoes variadas.
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