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RESUMO

O trabalho realiza uma breve analise e comparago entre os modelos propostos por
Black-Scholes e Merton (1973) e Corrado-Su (1997) para precificacao de opgdes. O
estudo envolveu analise das cotagbes e negociagbes por instrumentos financeiros
referentes a empresa Petréleo Brasileiro S.A. (Petrobras), ocorridas na bolsa de valores
do Brasil (B3) durante o periodo de Agosto a Novembro de 2017.

Palavras-chave: Engenharia financeira. Opgbes Financeiras. Modelo Black-Scholes.
Comparacéo de Volatilidades.



ABSTRACT

This work performs a brief analysis and comparison between the models proposed by
Black-Scholes and Merton (1973) and Corrado-Su (1997) for options pricing. This study
involved the analysis of quotes and negotiations for financial instruments related to
Petroleo Brasileiro S.A. (Petrobras), held on the Brazilian stock exchange (B3) during the
period from August to November 2017.

Keywords: Financial engineering. Financial Options. Black-Scholes Model. Volatility
Comparison.
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1 INTRODUGAO

1.1 Objetivo

A modelagem de aspectos descobertos no mundo real geralmente é
iniciada por simplificagées dos comportamentos encontrados e, ao ser difundida,
passa a ser aperfeigoada para melhor explicar alguns de seus detalhes.

O modelo de precificagéo de opces de Black e Scholes! & empregado até
os dias atuais na precificagdo de uma grande gama de contratos de opgdes por
uma diversidade de fatores, dentre eles a simplicidade de implementacédo e
extragdo analitica das chamadas gregas. Aiém disso, a base teérica e grande
parte das hipoteses utilizadas para se chegar a famosa formula de Black e
Scholes disseminam ampla influéncia nos modelos atuais. Os resultados
encontrados ao apregar-se opgdes que se afastam muito do At-the-moneyness
(ATM), no entanto, acabam sendo inconsistentes com os valores praticados pelo
mercado — dando origem ao famigerado efeito conhecido por “sorriso de
volatilidade”,

Diversas hipéteses originaimente utilizadas por Black-Scholes e Merton,
em 1973, foram revistas e ajustadas no decorrer dos anos de forma a abordar
problemas encontrados no cotidiano e, posteriormente, nas principais crises que
assolaram os mercados globais nas Ultimas décadas (Garman-Kohlhagen, 1983;
Roll-Geske-Whaley, 1977-1981: McDonald and Siegel, 1986).

E neste contexto que se insere o ajuste proposto por Corrado e Su? e a
correcdo do mesmo por Brown e Robinson3. O ajuste relaxa a hipétese de

TBLACK, F.; SCHOLES, M. The Pricing of Options and Corporate Liabilities, 1973.

2 CORRADQ, C.J,; SU, T. Implied volatility skews and stock return Skewness and
Kurtosis implied by stock option prices, 1997.

8 BROWN, C. A;; ROBINSON, D. M. Skewness and Kurtosis implied by options prices: a
correction, 2002,
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normalidade dos retornos ao levar em conta os efeitos do terceiro e quarto
momentos da distribuicdo, também conhecidos como assimetria e curtose.

O objetivo desta dissertagao é analisar e comparar resultados ao utilizar os
modelos de Black-Scholes e Corrado-Su para o mercado de opgoes brasileiro,
utilizando dados reais extraidos das negociagdes ocorridas na bolsa brasileira de
valores B3*.

1.2 Mercado e Aplicagdes

No que se refere ao mercado local brasileiro, poucos s3o os ativos de
referéncia aos quais ha consideravel liquidez de opgoes para diferentes
vencimentos e pregos de exercicio. A tendéncia, entretanto, é gue seja um
mercado cada vez mais presente no dia a dia brasileiro, dada & maior difusdo da
tecnologia, facilidade de acesso a informagéo e a pratica de niveis de taxas de
juros menores pelo Banco Central.

O conteldo aqui abordado ¢ de relevante importancia para estes negécios
e pode ser empregado tanto para o mercado internacional como para o nacional
com relativa precisado, como veremos no desenrolar deste trabalho.

4 B3 (Brasil, Bolsa, Balc#o): Boisa de valores oficial do Brasil, sediada em Sao Pauio.
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2 MODELAGEM E BASE TEORICA

2.1 O Modelo de Black, Scholes e Merton

O objetivo deste trabalho nio é realizar um estudo profundo sobre o modelo
de Black-Scholes e Merton, aqui referido simplesmente por modelo BSM. No
entanto, faz-se necessario mencionar aspectos e hipéteses relevantes deste
modelo e, posteriormente, suas limitagées.

As conhecidas formulas aqui apresentadas sdo originadas a partir da
hipétese de o ativo obedecer um movimento browniano geométrico. Segundo
Hull® esse é o modelo mais amplamente utilizado para descrever comportamento
do pre¢o da ago.

dS = uSdt + oSdz

Onde p representa a taxa instantanea de retorno do ativo objeto, o a
volatilidade instantdnea de sua taxa de retorno e dz o processo de Wiener
associado ao modelo.

Existem diversas maneiras para se alcancar as formulas de precificagao de
opgOes de Black e Scholes. Entretanto a maneira pela qual Black e Scholes
chegaram a tais resultados e que, consequentemente, provocou grande impacto
nos fundamentos de modelagem financeira como conhecemos hoje, baseia-se em
dois blocos fundamentais — defta hedging e condigdo de nao arbitragem.

Basicamente, considera-se que a opgao é fungéo de algumas varaveis,
sendo elas o valor do ativo Se tempo ¢, e parametros, dos quais pode-se
mencionar: o prego de exercicio, também conhecido na lingua inglesa por strike
X; vencimento T; taxa de juros r; J e o constantes — o que sera de fundamental
discussao no decorrer desta dissertagdo. Considera-se também que é possivel
neutralizar o risco desta opgéo via a criagdo de um portfélio [T em que exista uma

dindmica de delta hedge continuo, via compra e venda do ativo.

® HULL, J.C. Options, Futures and Other Derivatives, 2002.
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J[I=V(,t) —AS
Outra consideragéo pertinente & que nao haja arbitragem entre um portfélio
neutro de risco e uma aplicagéo financeira convencional.
dl1=rTdt
Utilizando-se destas equagdes, bem como das consideragdes acerca do
movimento browniano geométrico do ativo, é possivel encontrar a seguinte
equagao diferencial parcial:
oV 1 %V aov

- pZag2c22 7 v =
6t+265652+r563 rV=20

Finalmente, pelo fato de estar-se precificando uma opgio europeia,
tomam-se as seguintes condigdes de contorno, no vencimento da opgao. Para
opgac de compra europeia V(S,T) = max(S — E, 0), ja para opgao de venda
europeia V(S,T) = max(E — §,0).

Chega-se ao seguinte conjunto de férmulas que descrevem o prego de
opg¢oes do tipo europeia — com ¢ representando o preco da opcao de compra
(Call), enquanto p representa o preco da opgéo de venda (Put).
¢ =5SN(d;) — Xe ""N(d,)

p = Xe ""N(~d;) — SN(—d,)

Onde
0.2
In(S/X) + (r + —2—) T
d, =
! oT
dz = dl el a"\/T

2.2 Limitagoes do Modelo

Antes de apontar as limitagcdes do modelo e de suas hipéteses, faz-se
necessario enfatizar o sucesso e empregabilidade do modelo para o mercado
financeiro. As ideias utilizadas em seu desenvolvimento s3o extremamente muito
difundidas e tornaram-se base de fundamentagao tedrica para muitos estudiosos
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e profissionais do mercado; especialmente aquelas de delta-hedging de um
portfélio tedrico, bem como a precificagso neutra de risco.

Ha, entretanto, espago para aprimoramento, podendo ser
consideravelmente relevante para ativos iliquidos. Dentre as hipdteses que
costumam ser revistas em outros modelos estdo:

¢ Hedge continuo

» N&o ha custos de transagéo

* Volatilidade ¢ uma constante conhecida / Os log-retornos do ativo
sao hormais / ndo ha auto correlagéo de retornos

» Taxa de juros e dividendos sdo constantes conhecidas

» A trajetéria do ativo é continua

O ativo n&o sofre influéncia da negociacio da opgao

Dentre estas hipéteses, aquelas que tratam da volatilidade dos retornos
$&o as mais estudadas e ajustadas, dado o fato de a volatilidade ser considera
parametro mais importante na precificagdo de opgbes € a observagdo de
diferentes volatilidades implicitas para precos de exercicio distintos — o efeijto
conhecido como sorriso de volatilidade.

Alguns exemplos de modelos alternativos que levam em conta a ndo
normalidade da distribuigao de retornos sio: Modelos de elasticidade constante
da variéncia — Cox (1985), Cox e Ross (1976); Modelos de salto-difusao — Merton
(1976), Bates (1976); Modelos de volatilidade estocastica como Hull-White (1987
€ 1988) e modelo SABR (2001); modelos que levam em conta o excesso de
assimetria e curtose da distribuigao — Jarrow e Rudd (1982) e Corrado e Su (1997).

Neste trabalho focaremos em modelos que ajustam o modelo BSM para
excesso de assimetria e curtose, mais especificamente um estudo comparativo
entre BSM e a metodologia desenvolvida por Corrado e Su, aplicado aqui para o
mercado brasileiro de opgdes sobre agoes.
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2.3 Modelos ajustados por Assimetria e Curtose

Como mencionado anteriormente, o foco deste trabalho da-se quanto a
andlise de modelos que desconsideram a hipétese log-normalidade de pregos.
Sobretudo quanto acs modelos que levam em conta o terceiro e quarto momentos
da distribuic&o de pregos ou retornos — dependendo do caso, como sera visto nos
proximos toépicos. Para tanto, faz-se necessario definigdo dos momentos a serem
utilizados.

2.3.1 Momentos de uma distribuigio

Definem-se como momentos da distribuicso os seguintes termos:
1. Média: Trata-se da média estatistica amplamente utilizada no dia a dia

_ 2?:1 X
N

2. Variancia: Trata-se da medida estatistica de dispersdo da amostra em
relagéo a média e largamente utilizada em finangas.

7] —= ?I=1(xi i #)2
N

3. Assimeiria: Mede a assimetria da distribuicdo em relagdo & média,

o

sendo que a distribuicao Normal tem assimetria igual a zero. Enquanto
valores negativos indicam mediana superior & média (e inferiores a
moda), valores positivos apresentam comportamento oposto ao
descrito anteriormente. Estes tipos de distribuicdo sao ilustrados na
Figura 2-1.

— Z:I\,:l(xi —u)?

d Ng3
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Figura 2-1. Comparagao de diferentes distribuicdes quanto a assimetria.

4. Curtose: E uma medida estatistica para determinar o achatamento /
relativo “apontamento” da distribuicdo. Por Curtose, pode-se referir a
Curtose de Fisher ou Curtose de Pearson, onde a Curtose de Fisher &
dada pela simples subtraczo de 3 do valor encontrado para Curtose de
Pearson.

A distribuicio Normal tem K, =3 e é chamada de mesocurtica.
Enquanto isso, distribuigées com K, >3 s@o chamadas de
leptocurticas, indicando a presenca de picos e caudas mais
pronunciados que a distribuicdo Normal. J4 as distribuicdes com K, <
3 séo chamadas de platicurticas, sendo distribuicdes de forma mais
achatada que a distribuicdo Normal.

As distribuigdes Iéptocarticas, também referidas pelo excesso de
curtose, sao de grande relevancia nos estudos relativos ao mercado
financeiro, pois geralmente subestima-se o risco de ocorréncia de
eventos extremos ao utilizar-se a distribuicéo Normal.

B N -

No*

Kr=K,-3

Ky
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Onde N & o nimero de amostras na distribuicao analisada, K; ¢ a Curtose
de Fisher e K, € a Curtose de Pearson. A Figura 2-2 ilustra os diferentes tipos

distribuicéo e suas respectivas classificagdes quanto a curtose.

N

Distribuig8o Platicirtica Distribuig3ioe Normal ou Distribuigdo Leptocirtica
Kp<3 Mesocirtica Kp>3
Kp=3

Figura 2-2. Comparacéo de diferentes distribuicées quanto & curtose.

2.3.2 Modelo de Assimetria e Curtose de Jarrow e Rudd

O modelo de Jarrow e Rudd (1982) ajusta o modelo BSM para assimetria
e curtose diferentes daquelas encontradas na distribuic&o log-normal. O modelo
& utilizado, portanto, no ajuste de assimetria ¢ curtose do prego do ativo.

Esses parametros variam de acordo com a volatilidade e horizonte de
tempo para distribuicbes log-normais e sdo calculados pelas seguintes
expressoes.

S=3y+y3
Kr = 16y2 + 15y* + 6y + y8

Sendoy = ve?T — 1, ¢ é a volatilidade anualizada e T o horizonte de tempo da
analise, tipicamente o vencimento do contrato de op¢ao. Destas equacgbes é
possivel inferir faciimente que todas as distribuigdes log-normais possuem
assimetria positiva, ou seja, sao distribuictes em que a assimetria desloca a
distribuigao para a direita.

Em posse disto, Jarrow e Rudd propuseram um modelo em que sao
utilizadas a assimetria e curtose da distribuicso log-normal e os valores para os
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quais se deseja aproximar para compor termos a serem adicionados a formula de
Black e Scholes para uma opg¢éo de compra europeia.

€=~ Cpsy +A1Q3 + 1,0,
Onde cpsy € 0 prego de uma opgdo de compra europeia calculada pela formula
de Black e Scholes e os demais termos s&o dados por:

S o2
= _ln(y)+(r+7)T
: oNT
d2 - dl = O-‘\/T
B 3e7"T da(X)
@z = —(Se TT)3(P-”2T)2—6" 7S
-rT 42

— —rTN4 o 02T 26 d a(X)

Q0 = (S TyH(eo Ty S-S

Ay = y1(F) —y1(4)
Ay = y2(F) —y,(4)

Onde y,(F) e y,(F) representam a assimetria e curtose da distribuicdo a
ser aproximada e y,(4) e y,(4) seus respectivos pares para a distribui¢ao log-
normal, ou seja, A; e 1, podem ser lidos como o excesso de assimetria e curtose
a serem ajustados. No mais, a(X) e suas derivadas em relacdo a S sao
apresentadas a seguir.

- 1 —d2/2
o0 = T
da(X) _a(X)(d; — oVT)
as = XovT
d*a(X) X)
;sz - Xaéng [(dz = oVT)? ~ 0VT(d; — oVT) ~ 1]

Os valores para opgdo de venda europeia podem ser encontrados via
paridade entre opgdes de compra e venda ou via método de super-simetria,
conforme discriminado no capitulo 2.3.3.3.
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2.3.3 Modelo de Assimetria e Curtose de Corrado e Su

Em 1997, Corrado e Su publicaram seu modelo estendendo as
consideragGes de BSM quanto a distribuigio de retornos do ativo e ajusta-lo para
terceiro e quarto momentos n3o normais. Para tanto, ainda que partindo de uma
ideia similar aquela utilizada por Jarrow e Rudd, langaram mao de um ajuste de
assimetria e curtose para a distribuicdo de retorno de precos — ao invés da
distribuic@o de pregos. Esta sutil mudanga tem a vantagem de utilizar-se do fato
de os pardmetros serem independentes do fator tempo quando analisados
retornos, o que nao é verdade para uma analise de precgos.

Utiliza-se de um artificio matematico para inclusdo desses momentos 3
distribuigéo de retornos e, posteriormente, impactar a formula de BSM. A ideia
parte de se reescrever a fungao densidade de probabilidade normal, leia-se n{x),
em forma de uma expansdo em série de Gram-Charlier e modifica-la para
introduzir tais termos.

2.3.3.1 Expansao de Gram-Charlier

Uma expanséo em série de Gram-Charlier de uma funcédo densidade de
probabilidade f(x) & definida como um somatorio infinito de fun¢des densidade
de probabilidade normais ¢(x) ponderadas por polindmios Hermite de grau n —
representados por H,- juntamente com coeficientes determinados pelos n

momentos da distribuicéo F(x) a ser aproximada - c,,.

e
FG) =) eu()p(x)
n=0
Ao levar em consideragéo apenas os termos suficientes para realizar uma

aproximacéo sem perda de generalidade financeira, pode-se modificar a funcao

"

densidade de probabilidade normal, n(x) = V,%_neT, para levar em consideragéo



21

assimetria e curtose de uma distribuicao nao normal. Chega-se a densidade de
Gram-Charlier.

Hy —
24

—_2
n'(x)=—-1—e > 1+£L—3(x3—3x)+
V2r 6

3 (x* —6x2% + 3))

Onde yu; e u, representam a assimetria e a curtose de Pearson da distribuicgo a
ser a aproximada

2.3.3.2 Prego de Call ajustada para assimetria e curtose

Partindo-se da expansao de Gram-Charlier de forma a adicionar os efeitos
do terceiro e quarto momentos a distribuicdo normal, é possivel chegar a uma
expressao para calculo do prego da opgdo de compra europeia ajustado por
assimetria e curtose da série de retornos. Para tanto, faz-se necessario truncar os
termos de grau superior a 5.

€ & Cpsm + UsQz + (4 — 3)Qy

Onde p; e u, representam a assimetria e a curtose de Pearson,
respectivamente, N(x) & a fungéo distribuicao de probabilidade acumulada, n(x)
a funcéo densidade de probabilidade e

Qs = %Saﬁ[(zcn/? — dy)n(d,) + 0*TN(dy)]

Qs = %Saﬁ [(df — 1 =30VTd,)n(d,) + 0-3T%N(d1)]
In(s/X) + (r + 923) T
— o—\[f
d,=d; — VT

Na secgéo 3.4.1 é realizado um estudo de sensibilidade guanto ao impacto
financeiro dos parametros adicionados a formula de BSM.
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2.3.3.3 Super-simetria Put-Call para modelos de Assimetria e Curtose

Para se encontrar o preco da opgao de venda a partir da op¢ao de compra
e vice e versa, é possivel empregar a paridade put-call ou aproveitar a simetria
encontrada no comportamento destes ativos. O efeito pode ser verificado nédo
apenas para a formula de BSM, mas também para expansées de Gram-Charlier
da férmula de BSM — dentre muitas outras implementagdes discretas.
(S, X,T,1,b,0,u3,11,) = —p(S,X,T,7,b, =0, ~ 3, i1,)
p(S,X,T,1,b,0, us, #y) = —c(S,X,T,r,b,—a, ~H3, Ha)

2.3.4 Modelo de Assimetria e Curtose de Corrado e Su modificado

Em 2002, Brown e Robinson propuseram uma correcao ao modelo de
Corrado e Su, assim como Jurczenko, Maillet e Negrea, em 2004, mostraram que
a férmula de Corrado-Su originalmente nio satisfaz uma das restricbes dos
martingales e, portanto, o modelo proporciona oportunidades de arbitragem.
Portanto, a modificagdo do modelo para contemplar tais corregbes é dada a
seguir.

¢ = Cgsy + 43Q3 + (s — 3)Q,
Onde u; e ,u4 representam assimetria e curtose de Pearson, respectivamente, e:

Q; = 6(1 S )Sa\/_(Za\/— d)n(d)
1
0, = m&rﬁ(dz — 3doVT + 30%T — 1)n(d)
In(S/X) + (r + %;) T —In(1 +w)
d =

VT

gi0'3T3/2 + #—4047‘2

=% 24
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De forma analoga & solugéo dada anteriormente, o prego da opgao de

venda pode ser encontrado via paridade put-call ou pela condicdo de super-
simetria apresentada na sec¢éo 2.3.3.3.

2.3.5 Volatilidade de BSM equivalente para ajustes de Assimetria e Curtose

E possivel imaginar o problema inverso ao que foi discutido nas segdes
anteriores. Ao invés de modificar a férmula de BSM modifica-se a volatilidade
empregada na precificagéo das opgoes de forma a adicionar o ajuste de
assimetria e curtose. Esse ajuste & dado pela seguinte férmula.

Este tipo de ajuste seria uma solugao muito elegante ao problema proposto,
J& que n&o haveria necessidade de modificar uma férmula extremamente
difundida. Infelizmente, esta Gltima aproximacao tende a produzir resultados
consistentes apenas para opgdes no dinheiro (at-the-money)S ou proximas a esta
regido, perdendo consideravel preciséo para opg¢oes fora do dinheiro (out-of-the-
money).”

& At-the-money (ATM): Opgao no dinheiro. Ocorre quando prego de exercicio (strike) se
encontra com iguai valor ao prego do ativo-objeto.

7 Qut-of-the-money: Opgéo fora do dinheiro. Ocorre quando, dado certo prego do ativo-
objeto, o ato de exercer a opgao ndo compensaria a execugéo da opgio.
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3 IMPLEMENTACAO E RESULTADOS

3.1 Descrigédo geral do procedimento

Conforme discutido no capitulo 2, o modelo BSM prevé a utilizagdo da
volatilidade como um parametro constante no modeilo, independentemente de
outros parametros ou varidveis — como ¢ prego de exercicio, por exemplo. O
objetivo deste trabalho é realizar um estudo comparativo entre o modelo BSM e o
modelo de Corrado-Su, ou BSM ajustado para levar em conta a assimetria e
curtose da distribuigao de retornos do ativo.

Para tanto, apds obtidos os dados descritos na secéo 3.2, é extraida uma
volatilidade implicita (nica por dia e vencimento de opcédo — de acordo com as
premissas do modelo BSM. Além disso, é utilizado o0 modelo de Corrado-Su, bem
como sua correcdo, para modelar volatiidade, assimetria e curtose para
determinado dia. Os resultados da precificaggo ao utilizar-se destes modelos s&o
comparados em termos de exatidao quanto aos dados de mercado obtidos.

Nos proximos tépicos discorre-se acerca dos métodos e principais pontos
a serem levados em conta no estudo em questéo.

3.2 Amostra de dados utilizada

O mercado de opgdes sobre agdes brasileiro, com negociagac na BM&F
Bovespa (B3), € relativamente pequeno quando comparado a mercados
desenvolvidos. A negociagao pode ocorrer via plataforma eletrénica ou balcao,
sendo que & possivel observar liquidez para um conjunto pequeno de ativos
subjacentes e relativa concentragio para vencimentos curtos. Fatos que
dificultam a andlise de dados para este estudo, pois os impactos da volatilidade
sobre a precificacido de opgdes diminuem ao aproximar-se do vencimento da
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opgao e, portanto, os erros percebidos e futuras corregbes sao menos eficazes do
que o observado em estudos em mercados desenvolvidos.

Para realizagdo deste estudo, tomou-se por base o provedor de
informagdes de mercado Thomson Reuters. Foi escolhido o ative subjacente
Petrdleo Brasileiro SA, com codigo PETR4, e suas respectivas op¢des de compra.
O periodo de coleta de precos da agdo PETR4 foi de 01/agosto/2017 a
20/novembro/2017. Foram escolhidas as opgdes de compra de PETR4 com
vencimentos em 21/novembro/2017 e 15/janeiro/2018, também durante os
periodos de 01/agosto/2017 e 20/movembro/2017, respectivamente — descartado
pregos de opgdes com prazo para vencimento inferior a um més da data
observada.

Foram criados intervalos (barras de negociacéo) com duracéo de Sminutos
durante o dia de negociagdo e para todos os intervalos em questdo foram
definidos "Last Bid"® e "Last Ask"® - para todos os dias a serem analisados. Em
cada um desses intervalos, foi observado também o ulimo preco negociado da
acao PETR4 para o mesmo horario correspondente, o que possibilita a extragao
de pardmetros como a volatilidade implicita sem contaminar a amostra com
relevantes diferencas de A - ou utilizagéo de diferentes pregos de referéncia para
realizagao destes calculos.

A ago escolhida é uma das mais negociadas da bolsa e, portanto, poucos
foram os casos que ndo haviam valores de spot negociados para a barra de
negociagéo correspondente. Nos raros casos em que isso ocorreu, foi utilizado o
Ultimo prego de negociacao (Last_Price) do horario anterior mais proximo ao
horario observado. Outro importante ajuste realizado foi o calculo da banda de
compra e venda média (bid-ask spread médio) poia a partir deste valor foi possive!
calcular o valor de compra ou de venda quando ambos n&o foram encontrados
simultaneamente, excluindo-se valores negativos resultantes desta metodologia
empregada.

& | ast Bid - Qltimo preco de oferta, mostrado por compradores.
® Last Ask — Ultimo preco de demanda, mostrado por vendedores.
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% (ask; — bid,)
n

spread =

spread spread

bid sintético = qsk —

, ask sintético = bid +

No mais, foram excluidas todas as observagBes ocorridas antes das 10:00
€ posteriores as 17:55, principalmente devido a publicacéo de precos indicativos
de abertura e por efeitos de decaimento de tempo (theta) incluidos na volatilidade
nos ultimos negécios do dia. Em adic&o, sdo eliminados os precos para os quais
a volatilidade implicita n&o pode ser calculada ou valores superiores a 100%,
como sera discutido na segéo 3.3. Para que nio se perdesse a relevancia
estatistica do estudo, também foram excluidos os dias com menos de 400
observagdes para 0 mesmo vencimento.

Os estudos aqui apresentados referem-se a diferentes precos de
exercicios e, para facilita-los, define-se uma medida de posicao relativa a seguir.
Utiliza-se a taxa de descontor e o tempo até o vencimento T para se calcular a
posigao relativa do Spot S, ou precgo a vista da acao, em relagdo ao preco de
exercicio X descontado.

Moneyness = In(S/(Xe™™))

As Figura 3-1 e 3-2 mostram o ntimero de amostras em cada dia do estudo,

assim como os valores minimos e maximos de mone yness observadas para o dia.

Quantidade de Amostras x Dias (Vencimento Nov/17)
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Figura 3-1. Quantidade de opgbes analisadas com vencimento em
novembro/2017.

Quantidade de Amostras x Dias (Vencimento Jan/18)
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Figura 3-2. Quantidade de opgdes analisadas com vencimento em Janeiro/2018.

3.2.1 Distribuicdo de retornos nio Normal

O modelo construido por Black e Scholes langa méo da volatilidade como
um parametro constante, conforme descrito no capitulo 2, sendo a distribuicao de
retornos normalmente distribuida. A implicagao direta desta afirmacao é que a
assimetria da distribuigdo & igual a zero e sua curtose de Pearson igual a 3.

Antes de prosseguir com o estudo, & necessario realizar um teste empirico
para que esta hipotese seja contestada apropriadamente. A Figura 3-3 apresenta
o histograma da série de retornos de PETR4 quando comparada a uma
distribuicdo normal de mesma média e varidncia. O grafico foi aproximado e
apresenta maior peso nas caudas, bem como um pico central bem mais
acentuado — o detalhe foi omitido para melhor visualizagéo grafico, mas apresenta
2388 observagbes na parte central do grafico. Este comportamento &
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caracteristica de distribui¢es leptocurticas e, portanto, tal resultado empirico esta
de acordo com as hipéteses iniciais deste trabalho.

Distribui¢do de Retornos PETR4 x Distribui¢do

Normal - Grafico aproximado
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Figura 3-3. Distribuicdo de retornos de PETR4 comparada com uma distribuigéio
Normal.

3.3 Volatilidade Implicita

O calculo dos parametros utilizados na precificagdo de opgdes & um
assunto de grande importancia para o mercado financeiro, sobretudo quanto a
definigdo da volatilidade a ser utilizada no modelo de Black e Scholes. Dentre os
diversos tipos de solugdes para o problema, este trabalho analisara os efeitos de
manter a volatilidade como um parametro constante (como modelado inicialmente

no modelo BSM) e um ajuste no modelo para incluir a assimetria e curtose da
distribuicio.
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Ainda assim, é importante observar o efeito chamado sorriso de volatilidade
e a possibilidade de extrair volatilidades implicitas equivalentes para os pregos
ajustados que forem encontrados na segéo 3.5

A maneira de se calcular a volatilidade implicita dado o prego de uma opgao
observado no mercado, em adigdo as demais variaveis e parametros, ndo tem
solugdo analitica. Consequentemente, deve-se resolver a seguinte equagéo
numericamente, o método utilizado para resolver este problema é discutido na
secao 3.3.2.

Cobs — C(S, X, 7, T, 0pynp) = 0

E necesséario comentar que existem casos em que valores de mercado
injustos ou errados acabam por gerar valores de volatilidade muito altos ou é
possivel obter casos em que a equagéo néo tenha solugdo — um exemplo ocorre
quando o valor da opgéo de compra € inferior ao valor intrinseco da op¢do. Neste
estudo sao eliminados os pregos para os quais a volatilidade implicita nao pode

ser calculada ou valores muito superiores aos demais.

3.3.1 Sorriso de Volatilidade

Faz-se necessario comentar que a hipotese de volatilidade constante para
cada vencimento de opg¢éo é comumente refutada no mercado financeiro. Além
disso, ao extrair a volatilidade implicita para cada opgcdo € comum observar o
efeito chamado sorriso de volatilidade; as volatilidades implicitas apresentam
assimetria de forma que as opgbes out-of-the-money e in-the-money mostram
volatilidades superiores ou inferiores dependendo do tipo da distribuicéo.

Este comportamento também é observado nas amostras obtidas para a
confecgdo deste estudo. As Figura 3-4 e 3-5 retratam exatamente o que foi
descrito nesta segéo, as opgdes com moneyness mais positivas sdo aquelas com
valores mais pronunciados — o comportamento se repete ao plotarem-se as

volatilidades por strike ou moneyness. A titulo de ilustragéo, os graficos também
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apresentam algumas disparidades mencionadas na se¢do 3.3 e que deveriam ser
eliminadas do estudo.

Volatilidade implicita vs Moneyness
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Figura 3-4 Volatilidade implicita das op¢des de compra de PETR4 para o dia 14-
11-2017 e vencimento em janeiro 2018 tragada contra moneyness.

Volatilidade Implicita vs Precos de exercicio
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Figura 3-5 Volatilidade implicita das op¢des de compra de PETR4 para o dia 14-
11-2017 e vencimento em janeiro 2018 tracada contra precos de exercicio.
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Uma das formas de se contornar o problema de precificagdo mencionado

seria a abordagem via ajuste de assimetria e curtose, assunto abordado na secao
34

3.3.1.1 Métodos para calcular a volatilidade implicita

Quando ocorre a necessidade de encontrar a raiz de uma fungéo f(x) em
um intervalo definido, temos a disposi¢c&o métodos incrementais que, com passos
(steps) bem pequenos, nos permitiriam iterar sobre os valores da fungéo e assim,
por consequéncia, buscar empiricamente o resultado desejado. Alguns métodos
foram construidos para facilitar essa tarefa, diminuindo assim a guantidade total
de iteragdes necessarias. Dois métodos bem difundidos, e facilmente
implantaveis, serdo alvo deste estudo: sdo os métodos conhecidos como Newton-
Raphson (desenvolvido por Isaac Newton e Joseph Raphson) e o método da
bisse¢do.

O método de Newton-Raphson estima as raizes de uma fungao a partir de
um ponto aleatério (guess) inicial. Com esse ponto calculamos a derivada da
fungéo e a intersegao dela com o eixo das abcissas. Através de um método
iterativo, repetimos o processo até encontrarmos a raiz da fungao. Demonstrado
graficamente na Figura 3-6, podemos descrevé-lo com a seguinte equacgéo:

f(xn)

Xn+1 =xn—m.n €N
n
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Figura 3-6 Grafico que descreve a metodologia e iteragdes do método Newton-
Raphson.

Uma das desvantagens conhecidas da utilizagao do método de Newton-
Raphson se da pela ndo garantia de convergéncia do procedimento em encontrar
uma raiz. Como exemplo, podemos iniciar o algoritmo em um ponto
suficientemente longe da raiz. Uma pequena inclinagdo pode guiar entdo o
método para pontos cada vez mais longes da raiz que desejamos encontrar. Outro
problema comumente encontrado se da quando a funcéo possui minimos locais.
Por consequéncia, o algoritmo oscilara nesses pontos, também nao convergindo
para a raiz desejada.

feak
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Figura 3-7 Grafico mostra um caso em que o método pode ndo convergir para a
raiz, com pontos em que a derivada f'(x) é préxima de zero.

Além de Newton-Raphson temos também o método da bissecdo que
procura dividir a funcdo em menores intervalos, sucessivamente, analisando
majoritariamente o sinal de cada um dos pontos selecionados. Caso os sinais
entre os pontos escolhidos sejam diferentes entre si, novos intervalos sio entido
criados até que seja possivel determinar o ponto exato em que aconteca a
inversao de sinal.

O processo consiste em escolher ¢ e b, com sinais diferentes, e definir o
+b e . o . :
pontoc ¢ = aT Verificando o sinal dos trés pontos sera possivel descartar um dos

intervalos e, sucessivamente, definir novos pontos até que seja possivel identificar
a raiz da equagao. Uma vez que o método descarta 50% de cada intervalo, em
cada passo executado, ele converge para a raiz de forma muito mais rapida
comparado com um modelo incremental.

L I |

BiMi= fidi Blike B2

!
wi pidifee
- ﬂj;—-n

Figura 3-8 Grafico que descreve a metodologia e iteragdes do método da
bissecao.



34

Para o calculo da volatilidade implicita precisariamos testar, iteradamente,
valores diferentes de volatilidade, até que o valor da opc¢ao calculada pela formula
de BSM esteja préximo do valor da opgdo de compra (Call) observado. Por
exemplo, sabemos que certa opgéo de compra € negociada por determinado
valor. Conhecemos o prego de exercicio (Strike), conseguimos obter o valor do
ativo a vista (Spoft) correspondente, sabemos qual e o vencimento da opcao, bem
como a taxa pré da data observada para este vencimento. Com todos estes dados
em maos poderiamos definir um valor incremental bem pequeno e entdo testar
diferentes valores de volatilidade até que fosse possivel minimizar a diferenca
entre o valor da opgdo negociada e o valor calculado. Com o uso de métodos
computacionais poderiamos tentar minimizar a diferenga entre as duas opgdes. O
valor zero, portanto, desta diferenca, seria a solugéo de nossa equacéo.

O método de Newton-Raphson (NR) é indiscutivelmente rapido e, uma vez
que seja conhecido uma boa aproximagso de chute inicial para ser utilizado no
inicio das iteragbes, a probabilidade de sucesso em encontrar o valor esperado é
alta. A vantagem do método da bisse¢do em relagdo a NR é que nao precisamos
conhecer e nem estimar numericamente a derivada da fungéo para utilizagdo da
metodologia. Apesar da n&o tao performatica iteracéo perante NR, porém com
uma adequada convergéncia empirica observada, optamos neste estudo pelo
método da bissegdo para célculo da volatilidade implicita de forma a validar os
resultados obtidos frente & utilizacdo de algoritmos genéticos, metodologia
detalhada a seguir.

3.3.2 Volatilidade Implicita de BSM com menor erro quadratico

De forma a obter o parametro de volatilidade implicita Unica e tragar
comparativos entre os modelos comentados até ent&o, faz-se necessario realizar
ajuste de fungado de primeira ordem. Por conseguinte, é encontrado um estimador

de volatilidade implicita tal que ocorra minimizagao do erro quadratico em relagao
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aos dados observados no mercado — o que significa um menor espalhamento em

rela¢&o a tais valores.
N

_ 2
mmZ[Coss,i = Cus,i(Gimp)]

Timp

i=1
Onde minimiza-se a expressao dada ao variar Oimp Utilizada para se calcular a
formula de BSM para o prego da opgao de compra e subtrair tal valor da opg¢éo de
compra observada no mercado, mantendo os demais valores/parametros de
precificagéo constantes para cada par de opgoes.

O processo numérico utilizado neste trabalho & tratado com mais detalhes
na préoxima segio.

Amostras
Data Amostras Vencimento Utilizadas Descartadas Vol. Unica
18/09/2017 Nov-17 426 9 38.66%
19/09/2017 Nov-17 463 79 41.93%
25/09/2017 Nov-17 597 57 39.08%
28/09/2017 Nov-17 567 8 39.67%
07/11/2017 Jan-18 422 9 34.07%
08/11/2017 Jan-18 421 4 35.19%
14/11/2017 Jan-18 541 2 36.61%
16/11/2017 Jan-18 787 2 36.53%

Tabela 3-1 Volatilidade Gnica encontrada por minimizagdo de erro quadratico

A Tabela 3-1 apresenta a volatilidade implicita Unica para cada um dos dias
e vencimentos empregados no estudo, ela também aborda a problematica de
eliminagdo de outliers’™ e valores racionalmente invalidos. Ji o grafico
apresentado na Figura 3-9 mostra os desvios de precos em reais em relagio ao
prego médio (Mid-Price) observado para o dia 25/09/17 e vencimento
Novembro/2017. Foram re-precificadas as op¢des ao tomar a volatilidade Gnica
de 39,08%.

19 Observagdes com valores atipicos ou inconsistentes.
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Desvio de Prego absoluto {Vol.Unica) vs Moneyness
RS 0.70

RS 0.60
RS 0.50
R$0.40
RS 0.30
R$0.20
R$ 0.10

RS 0.00
0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3

Figura 3-9 Desvio de pregcos absoluto em relagéo ao Mid-Price ao considerar o
modelo com volatilidade Gnica para 25/09/17 e vencimento Novembro/2017

3.3.2.1 Método numérico para calculo do menor erro quadratico

Em geral algoritmos tradicionais nio asseguram que a solugdo 6tima e
global seja a solugéo encontrada. Um minimo global s6 pode ser alcancado uma
vez que sejam satisfeitas as restricdes e condigdes definidas do problema através
de premissas e intervalos especificos. Conhecidas as possibilidades de
convergéncia para minimos locais, ou mesmo de nio convergéncia da fungéo, foi
possivel observar através da utilizagzo de algoritmo genético que houve melhora
quanta a eficacia e eficiéncia perante a estimagao dos parametros desejados.

Algoritmos genéticos (AG) séo definidos por Mitchell' como programas de
computadores que imitam processos de evolug&o biolégica com objetivo de

resolver problemas e modelar sistemas evolutivos. Inicialmente descritos por John

" MITCHELL, M. Genetic Algorithms: An Overview, 1995.
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Holland'? em 1960, os algoritmos evolutivos hoje se destacam pela capacidade
tecnologica e computacional, agora disponiveis, com baixo custo e facil acesso.
Ao observar fenémenos naturais para entender mecanismos que realizassem
selecao e adaptagéo natural, Holland conseguiu desenvolver metodologias que
seriam abstragdes da biologia evolutiva a0 montar um framework teérico para
adaptagao destas técnicas para dentro de algoritmos genéticos.

O método consiste em mover uma parcela de cromossomos de uma
populagao para outra através de operadores biolégicos genéticos ja conhecidos
como selegdo, cross-over, mutacéo e inversdo — cada um desses cromossomos
& composto por genes que podem ser representados por bits (0 ou 1). Definimos
entdo uma métrica da proximidade de cada cromossomo quanto ao objetivo
desejado, auxiliando assim o algoritmo a categorizar as solugdes com relagao a
sua qualidade (fitness). A ideia principal de Holland foi, portanto, tratar as solugbes
como cromossomos e permitir que estas mesmas solugdes evoluissem de forma
a se obter melhores solugdes, processo semelhante 3 evolucao natural dos seres
vivos tao estudada pela biologia.

A 0 dos
ialatoloca sl Cromossomes Selogho s Oporadorss
(SolugBes)

A 4

Teste de Parada.
Confinuar?

Figura 3-10 Fluxograma de um algoritmo genético

Dada a complexidade das formulas de BSM e Corrado Su para resolugao
e minimizagdo das somas do erro quadratico, optamos neste estudo pelo
algoritmo genético para extrair a volatilidade implicita das opgoes, observadas
durante negociagéo, e também encontrar parametros necessarios para utilizagéao
das férmulas propostas por Corrado Su. Definimos algumas condicbes e

12 Professor John Holland (1975) - Universidade de Michigan.
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restricbes para minimizagédo de nosso erro €, por consequéncia, obtencao da
melhor solugdo com maior eficiéncia.

Para o calculo da volatilidade implicita, tornamos como condicao os valores
possiveis serem nlmeros positivos entre zero e um (0 < C < 1). O critério de
parada foi estabelecido de modo a observar mudangas nas Ultimas geragGes de
cromossomos: a iteragao do algoritmo & finalizada quando o melhor cromossomo
(solugéo) nao teve melhora quanto a sua qualidade (menor erro quadratico) nas
Ultimas 500 geragdes anteriores. A solugéo ideal seria encontrar um valor que
anuiasse o erro quadratico definido pela diferenga entre preco da opgao
negociada e prego da opgéo calculada, logo, o valor que procuramos para a soma
total destes erros é zero. Os genes foram gerados a partir de uma amostra com
distribuicdo normal com média = 0.3 e desvio padréo o = 2.0.

Comparando os resultados dos métodos de NR, bissecdo e algoritmo
genético, foi possivel obter deste (iltimo excelentes resultados, com erros menores
aos encontrados pelos algoritmos tradicionais, de forma rapida e eficaz.
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3.4 Analise do modelo de Corrado e Su

Nas proximas segoes sera tratada uma extensiva analise dos principais
fatores presentes na modelagem via Corrado-Su e de seu ajuste mencionado na
sec¢do 2.3.4. Os objetos de andlise ser&o os termos de ajuste financeiro, métodos
numericos para calibrar o modelo e um comparativo em relagao ao modelo BSM.

3.4.1 Fatores adicionado do modelo de BSM

Conforme mengao no capitulo 2, o modelo de Corrado-Su recorre a ajustes
ha expansao em série da distribuigio normal para incluir os efeitos de assimetria
e curtose na precificagdo de opgbes. Estes termos, Q3 e Q4, comportam-se de
forma mais ou menos pronunciada de acordo com a moneyness da opgéo.

Foram simuladas opgées de compra hipotéticas e comparados os termos
de ajuste financeiros entre o modelo de Corrado-Su e 0 modelo de Corrado-Su
modificado para nao permitir arbitragem. As variaveis e parametros utilizados
podem ser encontrados na tabela 3-2.
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Parémetro/Variavel Valor
Assimetria 0
Curtose 3

R 7.70%
T (dias Gteis) 40
Spot 9.00
Volatilidade 30.0%

Tabela 3-2 Demais parametros de precificagéo para comparagao e Q3 e Q4

Ademais, nas Figuras 3-11 e 3-12 foram tragados os graficos dos termos
de ajuste resultantes em cada modelo ao se variar o moneyness da opcéo
hipotética. Claramente, por se tratar de um pequeno ajuste para evitar arbitragem
gerada no modelo original, o formato da curva é muito semelhante em ambos os
casos e ha dificuldade em identificar as nuéncias de cada modelo. Portanto, os
termos foram mostrados na Tabela 3-3, na qual identifica-se a variagao percentual
de Q3 e Q4 para os diferentes precos de exercicio.

Q3 e Q4 (Corrado Su) vs Moneyness (%)

RS 0.06

RS 0.05

RS 0.04

R$ 0.03

RS 0.02

R$ 0.01 o~

RS 0.00 /"\» - -
-R$ 0.01

-R$ 0.02

-R%0.03

RS 0.04
-100% -80% -60% -40% -20% 0% 20% 40% 60%

e (14 Q3

Figura 3-11 Termos de ajuste Q3 e Q4 versus Moneyness para 0 modelo de
Corrado-Su.
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RS 0.02
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Q3 e Q4 (Corrado Su mod.) vs Moneyness (%)
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60%

Figura 3-12 Termos de ajuste Q3 e Q4 versus Moneyness para o modelo de
Corrado-Su Modificado.

Corrado-Su Corrado-Su modificado Ajuste Percentual
Strike Moneyness Qs Q4 Q3 Q4 Q3 Q4

4 40.4% 2.56E-03 7.65E-05 -3.18E-11 5.23E-11 -100.0% -100.0%
5 18.1% 2.56E-03 7.82E-05 -1.41E-06 1.64E-06 -100.1% -897.9%
6 -0.2% 1.97E-03 5.26E-04 -5.94E-04 4,49E-04 -130.2% ~14.5%
7 -15.6% -1.08E-02 5.16E-03 -1.33E-02 5.08E-03 23.5% -1.4%
8 -28.9% -3.12E-02 -2.41E-03 -3.34E-02 -2.48E-03 7.0% 2.9%
9 -40.7% 1.41E-02 -1.74E-02 1.28E-02 -1.74E-02 -9.4% 0.2%
10 -51.2% 5.47E-02 1.79E-04 5.41E-02 1.68E-04 -1.0% -5.8%
11 -60.8% 3.60E-02 1.08E-02 3.58E-02 1.08E-02 -0.4% 0.0%
12 -69.5% 1.18E-02 6.14E-03 1.18E-02 6.14E-03 -0.2% 0.0%
13 -77.5% 2.46E-03 1.74E-03 2.46E-03 1.74E-03 -0.2% 0.1%
14 -84.9% 3.72E-04 3.26E-04 3.72E-04 3.26E-04 -0.2% -0.1%
15 -91.8% 4.44E-05 4.56E-05 4.43E-05 4.56E-05 -0.2% 0.1%

Tabela 3-3 Comparativo percentual entre termos de ajuste propostos por Corrado-

Su e pelo modelo modificado

Ao avaliar os dados presentes na Tabela 3-3, fica claro que a corregéo ao

modelo descarta os termos Q3 e Q4 para moneyness mais positivas e torna Q3
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mais presente na regiéo préxima ao At-the-moneyness (ATM). Cabe ressaltar,

contudo, que os dados obtidos nesta simulagéo séo mutaveis e dependentes
dos dados iniciais propostos na Tabela 3-2.

3.4.2 Valores de Assimetria, Curtose e Volatilidade enquadrados dia a dia

Para realizagc&o de um estudo comparativo acerca do modelo discutido, &
realizado o segundo processo de estimagdo de parametros desta dissertagdo.
Dados uma data de amostragem especifica e um vencimento Unico, s&o obtidos
0s precos de opgdes descritos na secéo 3.2.

Em posse destes dados e tendo em maos 0 modelo proposto por Corrado
e Su faz-se a estimagéo de valores que melhor calibram o modelo quanto aos
dados observados. Uma das formas de realizar a calibragem proposta é
semelhante a solucédo discutida na segéo 3.3.2 e consiste em reduzir o erro
quadratico observado na expresséo apresentada a seguir.

N
min Z[Coas,i ~ (Cps,i(0) + u3Q3 + (g — 3)Q4)]2
i=1

O 3,0y

Os valores obtidos ao resolver a expresséo apresentada representam os
estimadores de maxima verossimilhanga que calibram o modelo aos dados
observados no mercado. Eles sdo Unicos para cada data de referéncia objeto de
estudo. Onde (g;; € a i-ésima opgao de compra ao ser recalculada empregando-
se volatilidade o; u3 e p, s&0 0s momentos objetivo; e Cyps; € a i-ésima opgéo de
compra da amostra analisada.

A expresséo € vélida ndo apenas para o modelo de Corrado-Su, mas
tambem para sua férmula modificada — uma vez que basta aplicar os termos Q3
e Q4 correspondentes a cada uma das formulas ja apresentadas no capitulo 2.
Dada a complexidade da solugéo, o método numerico aqui empregado é discutido
com brevidade na secéo 3.4.2.1.
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A Tabela 3-4, bem como as Figuras 3-13, 3-14 e 3-15 mostram o

comportamento dos estimadores para cada um dos dias do estudo: destacam-se

alguns detalhes especificos e nao intuitivos advindos deste estudo:

e O estimador de volatiidade encontrado para o modelo de

volatilidade Gnica é menor do que aqueles encontrados para os

modelos de Corrado-Su e Corrado-Su Moadificado, sendo os Ultimos

relativamente préximos para a maior parte dos dias.

As datas analisadas nao sdo consecutivas, contudo é de se notar

uma variabilidade de estimadores de Assimetria e Curtose em um

curto espago de tempo. Este fato, por si s6, representa um grande

problema ao utilizar o modelo no dia a dia, ja que o peso das

observacdes mais recentes deve implicar em grande peso no

calculo desses parametros e, portanto, o terceiro e guarto momentos

da distribuicdo devem ser tratados como processos estocasticos

independentes.
BSM Corrado Su Corrado Su Med.,

Data Amostra Vcto Vol, Unica (Vol.) (Skew) {Kurt) {Vol.) (Skew) {Kurt)
18-Sep-17 Nov-17 38.66% 45.57% -1.2502 5.8458 45.09% -1.2165 65,9753
19-Sep-17 Nov-17 41.93% 49.70% -1.5332 5.4673 46.67% -1.3981 47510
25-Sep-17 Nov-17 39.08% 44 79% -1.0328 5.9818 44.24% -0.8942 5.9703
29-Sep-17 Nov-17 39.67% 45.04% -0.9642 5.9384 44.70% -0.8407 5.9909
07-Nov-17 Jan-18 34.07% 40.10% -0.9041 5.5758 40.17% -0.9180 5.7502
08-Nov-17 Jan-18 35.19% 42.82% -0.9991 5.9884 39.52% -0.7237 47766
14-Nov-17 Jan-18 36.61% 37.25% 0.1179 3.4603 39.57% -0.4399 4.4928
16-Nov-17 Jan-18 36.53% 38.37% -0.3241 3.7355 42.64% -0.8169 55111

Tabela 3-4 Valores obtidos ao calibrar os

amostras objeto de estudo

modelos BSM e Corrado-Su para as
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Vol. vs Data Observada
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Figura 3-13 Valores de volatilidade advindos da estimac&o de pardmetros para
Corrado-Su, Corrado-Su modificado e Volatilidade Unica (BSM)

Assimetria vs Data Observada

=@--Corrado Su (Skew)  ==@=Corrado Su Mod. (Skew)

Figura 3-14 Valores de Assimetria advindos da estimagédo de parAmetros para
Corrado-Su e Corrado-Su modificado
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Curtose vs Data Observada
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Figura 3-15 Valores de Curtose advindos da estimag&o de parametros para
Corrado-Su e Corrado-Su maodificado

3.4.2.1 Método numérico para calculo dos termos a serem calibrados

Uma vez ja definido o conceito de algoritmo genético, vamos agora detalhar
as condigbes e restricbes estabelecidas para solugé&o computacional dos modelos
Corrado e Su e Corrado e Su modificado. A ideia inicial foi estabelecer uma
populagao com valores que se encaixam nas premissas de valores de nosso
problema. Para este estudo o tamanho da populagao foi definido para um tamanho
minimo de 200 e um tamanho maximo de 500. Para os valores possiveis de serem
adotados como solugéo, foram impostas algumas restricbes:
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Parametro/Variavel Restrigbes
Volatilidade 0<o<1
Assimetria (Skewness) —5<x<5
Curtose (Kurtosis) 0<x<6

Tabela 3-5 Restrigdes utilizadas para execugéo do método numérico.

Para criagéo e geragéo dos nimeros aleatérios foi utilizado uma amostra
de dados aleatérios obtidos seguindo distribuigdo normal com média ¢ = 0.3 e

desvio padrédo o = 2.0.

0.20

.15

#x)

0.10

0.05

0.00

Figura 3-16 Gréfico que exemplifica uma distribuigdo normal com média = 0.3 e

desvio padréo o = 2.0.

Foram empregados os operadores genéticos de selegéo, cross-over e
mutagdo. A condigéo de término pela busca da melhor solugéo foi definida para
seguir uma parada por estagnagéo, que ocorre apéds 500 geragdes sem nenhuma
melhora na melhor solugéo, ou seja, nenhum menor resultado alcangado na soma

de todos erros quadraticos.



3.4.2.2 Resultados e comparacgio de modelos

Ao calibrar e confrontar os pregos gerados por cada um dos modelos aqui
estudados - e definir como melhor aproximagao agquele que mais se aproxima do
preco médio (Mid_Price) observado no mercado — foi possivel obter resultados
condizentes com as premissas apresentadas anteriormente.

Conforme disponibilizado na Figura 3-17, onde s3o recomputados os
precos das opgdes para o dia 25/09/2017 e vencimento Novembro/2017, os
desvios de pregos absolutos em relagéo ao preco médio (Mid_Price) observado é
mais pronunciado ao langar mao do modelo que emprega volatilidade Gnica. Ha
significativa melhora de precificagéo ao ajustar o modelo para considerar os outros
momentos da distribuicio, segundo a métrica aqui empregada.

Desvio de prego absoluto vs Moneyness
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® Corrado-Su Corrado-Su Mod @ Volatilidade constante

Figura 3-17 Desvios de precos em relagso ao prego medio (Mid_Price) para os
modelos de Volatilidade constante, Corrado-Su e Corrado-Su Modificado para o
dia 25/09/17 e vencimento em novembro/2017
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Desvio de preco absoluto acumulado
RS 80.00

RS 70.00
RS 60.00
RS 50.00
RS 40.00
RS 30.00 J
RS 20.00

RS 10.00 L V

RS 0.00

==@==Corrado Su  ==@==Corrado Su Mod. »Vol.Unica

Figura 3-18 Desvios de pregos absolutos em relagéo ao Mid_Price acumulados
para os modelos de Volatilidade constante, Corrado-Su e Corrado-Su Modificado

Confrontar os desvios de pregos absolutos acumulados em cada um dos
dias do estudo o efeito pode ser visto de forma mais abrupta, como apresentado
na Figura 3-18. Ainda que o modelo de Corrado-Su seja capaz de gerar resultados
muito semelhantes ao modelo de Corrado-Su modificado, o primeiro ndo deve ser
utiizado por razées motivos de nao arbitragem — conforme discutido
anteriormente.
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3.5 Volatilidade equivalente resultante

De forma pratica, é concebivel a implementagdo de um sorriso de
volatitidade (a ser utilizado em conjunto com a féormula de Black e Scholes)
resultante do emprego do modelo de Corrado-Su. Para tanto, a volatilidade
implicita de Black e Scholes equivalente aos parametros utilizados na precificacao
por Corrado e Su pode ser encontrada ao igualar as formulas de precificacéo de
ambos os modelos.

Cpsu(0') = cpgp(0) + p3Q3 + (a — 3)Q,

O processo exige resolugio da expresséo de forma a encontrar o valor de
o' para cada um dos pregos de exercicio ja precificados por Corrado-Su. A Figura
3-19 mostra o sorriso de volatilidade advindo da utilizagio deste método ao se
considerar os seguintes valores hipotéticos: Prego a vista da acdo de R$15,
Volatilidade constante de 35% a.a., Vencimento em 252 dias tteis e Taxa de juros
livre de risco de 10% a.a. Como pardmetros do modelo de Corrado-Su: Assimetria
1.0 e Curtose 2.0.

Vol. BSM Equivalente vs Strike
70%

65% @
60%
55% °
50%
45% °
[
40% 5 ® L ]
® ®
35% ] L ® L ] ] ' @ L ® [ L
30%
3 5 7 9 11 13 15 17

@®Vol.BSM @ Corrado Su

Figura 3-19 Grafico que mostra o sorriso de volatilidade equivalente para uma
volatilidade constante de 35%, assimetria com valor 1.0 e curtose 2.0.
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4 IMPLEMENTACAO NUMERICA

4.1 Linguagem de programacéo e bibliotecas utilizadas

Para desenvolvimento do software que forneceu os dados, andlises e
resultados, objetos deste estudo, a linguagem de programacéo escolhida foi
determinada principalmente pela orientagé@o & objeto e facilidade de integragéo
com provedores de dados de mercado. Em nossa necessidade, a adaptacéo
constante de regras, premissas e filtros tornou mandataria a escolha por uma
linguagem que fosse possivel realizar modificagdes e otimizagdes de forma rapida
e flexivel, n&o onerando o estudo e minimizando possiveis erros operacionais na
manipulagéo das amostras. A linguagem C# foi escolhida por ser elegante e
fortemente tipada, ou seja, utiliza variaveis com tipos especificos. A camada de
visualizagao (interface de usuario) escolhida foi Windows Forms, ou seja,
dependente do sistema operacional Microsoft Windows. A sintaxe desta
linguagem & facilmente reconhecida por uma pessoa com conhecimentos de
programacao € familiarizado com C, C++ ou Java. Além disso o C# possui uma
grande flexibilidade frente as outras linguagens, dado a presenca das expressoes
LINQ (Language Integration Query) que torna possivel a execugéo de consultas
e selegao de dados em tempo real, integrada a linguagem, sem a necessidade de
se utilizar uma base de dados.

Para integragdo e download dos dados dos instrumentos analisados foi
utilizado o SDK (Software Development Kif) disponibilizado pela provedora
Thomson Reuters.

Como este néo era o objetivo deste estudo, para resolucdo de problemas
e minimizacdo dos erros através de algoritmo genético foi utilizada a biblioteca
GeneticSharp, licenciada sob codigo livre através da licenga MIT e disponivel na
plataforma de hospedagem de cédigo fonte GitHub. Foram realizadas pequenas
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adaptagdes na biblioteca para tornar possivel a utilizacéo frente a necessidade de
minimizag&o de erros quadraticos.

Para tabelas e visualizagdo dos dados, componentes da empresa
DevExpress foram incorporados ao projeto para melhor apresentacao grafica.

4.2 Funcionalidades do Sistema

-
S -

Figura 3-20 Sistema desenvolvido e utilizado para analises e calculos deste
estudo.

4

Figura 3-21 Ap6s download de dados, possibilidade para escolha de um dos dias
com dados disponiveis para analise.
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Figura 3-22 Apoés todos calculos realizados (Volatilidade implicita extraida e
parametros dos modelos de Corrado Su e Corrado Su modificado ja estimados).

4.3 Melhorias a serem implementadas

Uma vez que n&o era o objetivo deste estudo e que o fato ndo causou

impactos relevantes frente ao andamento do ftrabalho, pode ser levado em

consideracéo, para futuros estudos, uma otimizag&o no algoritmo genético, para
definicéo dos parémetros (Volatilidade, Assimetria e Curtose) dos modelos de

Corrado Su e Corrado Su modificado, quanto ao tempo total necessério para

execucao das iteragdes. A média de tempo total de execugéo para 30 analises

executadas ficou entre 2 a 4 minutos, por modelo. Para encontrar a volatilidade

Unica, para o dia, com o mesmo algoritmo, o tempo de execug¢do nunca

ultrapassou o total de 5 segundos.
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5 CONCLUSAOQ

Neste trabalho foram analisados os modelos de Corrado-Su e Corrado-Su
Modificado em contraponto ac modelo de Black e Scholes, mais especificamente
quanto as hipéteses de normalidade da série de retornos; bem como a utilizacao
da volatilidade como parametro constante na precificagéo de opgGes. Foi possivel
observar melhor performance do modelo de Corrado-Su em critérios de desvios
de pregos aqui definidos, conforme esperado.

Contudo, a implementacio deste modelo e sua utilizagédo no dia a dia nao
sao tao simples quanto se espera. O motivo recai no fato de nao ser possivel
aplicar o mesmo tipo de estimador estatistico, aqui utilizado, no decorrer de um
dia de negociagéo. Além disso, os estimadores encontrados mostraram grande
variabilidade de valores em um pequeno espago de tempo e, portanto, carecem
de um tratamento estocastico para que este comportamento seja modelado
adequadamente.
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APENDICE A - IMPLEMENTAGAO

Neste apéndice sdo apresentados as principais ferramentas e modelos

implementados no decorrer do projeto.
public double ND(double X)

{

12),
}

return 1.0 / Math.Sqrt(2.0 * Math.PI) * Math.Exp(-Math.Pow(X, 2.0)

public double CND(double X)

{

double Y, Exponential, SumA, SumB:
double CND;
Y = Math.Abs(X);
if (Y > 37)
{
CND = 0;
}
else
{
Exponential = Math.Exp(-Math.Pow(Y, 2.0)/2);
if (Y <7.07106781186547)
{
SumA = 3.52624965998911E-02 * Y + 0.700383064443688;
SumA = SumA * Y + 6.37396220353165;
SumA = SumA * Y + 33.912866078383;
SumA = SumA * Y + 112.079291497871:
SumA = SumA * Y + 221.213596169931:
SumA = SumA * Y + 220.206867912376:
SumB = 8.83883476483184E-02 * Y + 1.75566716318264;



SumB = SumB * Y + 16.064177579207:
SumB = SumB * Y + 86.7807322029461:
SumB = SumB * Y + 296.564248779674;
SumB = SumB * Y + 637.333633378831:
SumB = SumB * Y + 793.826512519948:
SumB = SumB * Y + 440.413735824752;
CND = Exponential * SumA / SumB;

}

else

{
SUmA =Y + 0.65;
SumA =Y + 4/ SumA;
SumA =Y + 3/ SumA:;
SUmMA =Y + 2/ SumaA,;
SumA =Y + 1/ SumA;

CND = Exponential / (SumA * 2.506628274631);

if (X > 0)
CND = 1- CND;

return CND;

public double GetBSUsingTheoVol(string CallPutFlag, double Vol)
{
double d1, d2, b, price;
b =0.0;
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d1 = (Math.Log(Spot.Value / Strike) + (b + Math.Pow(Vol, 2.0)/2)
* Pre.T) / (Vol * Math.Sqrt(Pre.T)):
d2 = d1 - Vol * Math.Sqrt(Pre.T);

if (CallPutFlag.Equals("C",
StringComparEson.InvariantCulturelgnoreCase))
{
price = Spot.Value * Math.Exp((b - Pre.CC) * Pre.T) * CND(d1) -
Strike * Math.Exp(-Pre.CC * Pre.T) * CND(d2);
}

else
{
price = Strike * Math.Exp(-Pre.CC * Pre.T) * CND(-d2) -
Spot.Vaiue * Math.Exp((b - Pre.CC) * Pre.T) * CND(-d1);
}

return price;
}
public CorradoSuResultPack GetCorradoSuSkewKurt(string CallPutFlag,
double Vol, double Skew, double Kurt)
{
double SkewKurtCorradoSu;
double Q3, Q4, d1, d2, CallValue, b;
b=0.0;

d1 = (Math.Log(Spot.Value / Strike) + (b + Math.Pow(Vol, 2.0) /
2.0) * Pre.T) / (Vol * Math.Sqrt(Pre.T));

d2 = d1 - Vol * Math.Sqrt(Pre.T);

Q4 =1.0/24.0 * Spot.Value * Vol * Math.Sqrt(Pre.T) *
((Math.Pow(d1, 2.0) - 1 - 3 * Vol * Math.Sqrt(Pre.T) * d2)

* ND(d1) + Math.Pow(Vol, 3.0) * Math.Pow(Pre.T, 1.5) * CND(d1));
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Q3 =1.0/6.0 * Spot.Value * Vol * Math.Sqrt(Pre.T) * ((2 * Vol *
Math.Sqrt(Pre.T) - d1)
* ND(d1) + Math.Pow(Vol, 2.0) * Pre.T * CND(d1));
CallValue = GetBSUsingTheoVol("c", Vol) + Skew * Q3 + (Kurt - 3)
* Q4

if (CallPutFlag.Equals("C",
StringComparison.InvariantCulturelgnoreCase))

{
SkewKurtCorradoSu = CallValue;

}

else
{
SkewKurtCorradoSu = CallValue - Spot.Value * Math.Exp((b -
Pre.CC) * Pre.T) + Strike * Math.Exp(-Pre.CC * Pre.T);
}

return new CorradoSuResuitPack()
{

Price = SkewKurtCorradoSu,

Q3 =Q3,

Q4 =Q4

}
public CorradoSuResultPack GetCorradoSuSkewKurtModified(string

CallPutFiag, double Vol, double Skew, double Kurt)
{
double Q3, Q4;
double d, w:
double CallValue;
double SkewKurtCorradoSuModified:
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double b = 0:

w = Skew / 6.0 * Math.Pow(Vol, 3.0) * Math.Pow(Pre.T, 1.5) + Kurt
/24.0 * Math.Pow(Vol, 4.0) * Math.Pow(Pre.T, 2.0);

d = (Math.Log(Spot.Value / Strike) + (b + Math.Pow(Vol, 2.0) / 2.0)
* Pre.T - Math.Log(1 + w)) / (Vol * Math.Sgrt(Pre.T));

Q3=1/7(6*(1+w))* Spot.Value * Vol * Math.Sqrt(Pre.T) * (2 *
Vol * Math.Sqrt(Pre.T) - d) * ND(d);

Q4=1/(24* (1 +w)) * Spot.Value * Vol * Math.Sqrt(Pre.T) *
(Math.Pow(d, 2.0) - 3 * d * Vol * Math.Sqrt(Pre.T) + 3 * Math.Pow(Vol, 2.0) *
Pre.T - 1) * ND(d);

{/'fixed the book

Callvalue = GetBSUsingTheoVol(CallPutFlag, Vo) + Skew * Q3 +
(Kurt - 3) * Q4;

if (CallPutFlag.Equals("C”,
StringComparison.InvariantCulturelgnoreCase))

{
SkewKurtCorradoSuModified = CallValue;

}

else
{
/I Use put-call parity to find put value
SkewKurtCorradoSuModified = CallValue - Spot.Vaiue *
Math.Exp((b - Pre.CC) * Pre.T) + Strike * Math.Exp(-Pre.CC * Pre.T);
}

return new CorradoSuResultPack()

{
Price = SkewKurtCorradoSuModified,
Q3 =Q3,
Q4 =Q4
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public double? GetlmpliedVolUsingBisectionMethod(string CallPutFlag)

> epsilon)

{

double vLow, vHigh, vi;
doubie cl.ow, cHigh, epsilon;

int counter;

vLow = 0.005;

vHigh = 4;

epsilon = 0.00000001;

cLow = GetBSUsingTheoVol(CallPutFlag, vLow);
cHigh = GetBSUsingTheoVol(CallPutFlag, vHigh};
counter = 0;

vi = vLow + (Mid.Value - cLow) * (vHigh - vLow) / (cHigh - cLow);

while (Math.Abs(Mid.Value - GetBSUsingTheoVol(CailPutFlag, vi))

counter = counter + 1;
if (counter == 200)
{

return null;

}

else

{
if (GetBSUsingTheoVol(CallPutFlag, vi) < Mid.Value)

{

vLow = vi;



cLow);

else

{
vHigh = vi;
}
clLow = GetBSUsingTheoVol(CallPutFlag, viow);
cHigh = GetBSUsingTheoVol(CallPutFlag, vHigh);
vi = vLow + (Mid.Value - cLow) * (vHigh - vLow) / (cHigh -

}

return vi;
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