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Resumo

O Modelo de Markov Escondido é um método estatistico de aprendizado da area de Apren-
dizado de Maquina. Esse modelo se mostra bastante eficiente na deteccao de padroes em
séries temporais, pois trata de forma probabilistica a variagdo estrutural dos elementos e
ainda possui uma flexibilidade para modelar diferentes naturezas de dados. Este docu-
mento apresenta um estudo do Modelo de Markov Escondido com o objetivo de detalhar
todo o processo estocastico, através de sua formulagdo por meio de equagoes, conceitos
e métodos provenientes da Matematica e Estatistica. Por fim, as expressoes resultantes
da formulacao tedrica serao implementadas utilizando uma linguagem de programagao, a
fim de se obter um ferramental de fungoes a serem utilizadas na modelagem experimental

de séries.

Palavras-chave: Modelo de Markov Escondido. Aprendizado de Maquina. Método

Estatistico. Séries temporais. Processo Estocéstico.






Abstract

The Hidden Markov Model is a statistical method from the Machine Learning field. This
model turns out to be very efficient to detect patterns embedded in time series, once it de-
als with the structural variation of data in a probabilistic way and it still has the flexibility
to model data differences. This document presents a theoretical study of Hidden Markov
Models with the goal of detailing the stochastic process throughout equations, concepts
and methods provided by Mathematical and Statistics fields. Therefore, mathematical
expressions resultants of theoretical studies will be implemented using a programming

language in order to obtain a set of tools to be applied in time series analysis.

Keywords: Hidden Markov Model. Machine Learning. Statistics methods. Time Series.

Stochastic Process.
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CAPITULO

Introducao

Um fenémeno fisico produz resultados observaveis, os quais podem ser analisados a fim
de se obter a regra ou func¢ao responsavel por gera-los. Um conjunto dessas observagoes,
ao longo do tempo, formam um sinal [2]. Sinais podem ser de natureza continua, quando,
por exemplo, sao obtidos a partir de sensores analdgicos, ou discreta, quando o suas
amplitudes apresentam subconjunto enumeravel de valores. Uma vez manipulados por
meio de computadores, esses sinais sao, em algum momento, discretizados. Esse é o caso

de sinais de audio, eletrocardiograma, temperaturas de uma regiao, etc.

Esses dados discretos sao tipicamente organizados na forma de séries temporais. Uma série
temporal é uma sequéncia de observagoes de uma variavel ao longo do tempo, coletadas,
em geral, em intervalos uniformes [2]. Uma caracteristica importante deste tipo de dado
é que ele pode conter dependéncias entre observagoes, sendo necessaria sua modelagem

para melhor compreensao do fenémeno responsavel pela geragao desses dados.

Os modelos construidos a partir de séries temporais podem ser divididos em: determi-
nisticos e estocasticos. Os modelos deterministicos sao capazes de produzir um unico
conjunto de saidas a partir de uma entrada, enquanto que os estocasticos contam com in-
certezas relativas a geragao de préximas observagoes [3]. O Mapa Logistico [4] e o Sistema
de Lorenz [5] sdo exemplos de fendmenos que podem ser modelados apenas com compo-
nentes deterministicos, enquanto que o movimento de queda do pdlen, influenciado pela

gravidade, é caracterizado como um movimento Browniano [6] e, portanto, estocastico.

Este trabalho de conclusdo de curso emprega o Modelo de Markov Escondido (do inglés
Hidden Markov Model — HMM) para representar fendmenos a partir de séries tempo-
rais observaveis. Esse modelo é baseado no ramo estocastico de representagao de dados.
Mesmo assim, ele produz resultados relevantes para cendrios com eventuais dependéncias

temporais.
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1.1 Introducao ao Modelo de Markov Escondido

O Modelo de Markov Escondido (HMM) considera misturas de distribuigoes de pro-
babilidade a fim de caracterizar estados que compoem um processo de Markov e suas
transicoes. Tipicamente, busca-se modelar esses estados utilizando distribuigoes de pro-
babilidade bem conhecidas, tais como a Normal e a Poisson, além disso, o processo de
Markov pode ser de primeira ou de maior ordem. Os estados do HMM nao sao conhecidos,
ou seja, os parametros das distribui¢coes de probabilidade nao sao definidos, sabe-se que
h& uma relagdo de probabilidade entre os estados nao-observaveis e sequéncia de dados
observaveis. Esse modelo busca encontrar esses parametros utilizando um algoritmo de

maximizacao a partir de um conjunto de dados.

Trés problemas de inferéncia sio solucionados pelo HMM: i) o primeiro é o problema de
avaliagao (do inglés evaluation problem), o qual diz respeito a uma sequéncia de observa-
¢oes: dado um modelo de Markov Escondido e uma sequéncia de observagoes, calcula-se
a probabilidade de que a sequéncia observada tenha sido produzida pelo modelo. Sua
resolucao pode ser vista como uma medida sobre quao representativo um dado modelo
é para um sequéncia de observacoes. Por exemplo, considere o caso no qual um modelo
precisa ser escolhido dentre muitos outros candidatos, assim, a soluc¢ao desse problema
permite encontrar o melhor modelo candidato para uma dada sequéncia de observagoes;
ii) o segundo problema é chamado de decodificagao (do inglés decoding problem), a qual
visa descobrir a melhor sequéncia de estados capaz de produzir uma sequéncia de ob-
servagoes. Por exemplo, considere uma sequéncia de valores que representa a umidade
relativa do ar observados diariamente, os estados relacionados a essa sequéncia poderiam
ser: clima ensolarado ou clima chuvoso, por exemplo. A determinacao da sequéncia de
estados visitada permite identificar a mudanga das fontes que originam os dados, assim,
dada uma nova sequéncia, pode-se prever se dias seguintes serao ensolarados ou chuvosos,
através da identificagdo da mudanga de estados; iii) por fim, o terceiro problema é o de
aprendizado (do inglés learning problem), o qual busca otimizar os pardmetros do modelo,
ou seja, tenta encontrar a melhor configuracao para as distribui¢oes de probabilidade ado-
tadas e, portanto, que melhor representam a origem da sequéncia de observacoes. Nesse
cenario, a sequéncia de dados utilizadas para ajustar os parametros do modelo é chamada

de sequéncia de treinamento ou dados de treinamento.

1.2 Objetivo do Trabalho

O objetivo desse trabalho é estudar o funcionamento estocéstico do HMM represen-
tado pelo processo da cadeia de Markov Escondida, a modelagem utilizando variaveis
nao-conhecidas, os conceitos da Estatistica empregados a fim de quantizar esse processo,

o entendimento basico de otimizacao e a aplicacdo dos resultados em séries temporais
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reais com o objetivo de verificar a eficiéncia e as limitagoes desse modelo tanto em ter-
mos de representatividade dos dados com dependéncia temporal quanto na realizagao de

previsoes.

Primeiramente, foram estudados os conceitos de HMM, destacando a teoria Estatistica
envolvida, o objetivo do modelo e os tipos de problemas que ele tenta solucionar, bem
como suas limitagdes para diferentes cenarios. Em conjunto, foi realizada uma revisao da
teoria relativa a Cadeias de Markov, a qual ¢ utilizada para compor o Modelo Escondido.
Todas essas etapas desse estudo foram transcritas neste documento. Em seguida, os trés
problemas de inferéncia solucionados pelo HMM foram melhor estudados e aplicados na
modelagem de duas séries temporais aqui propostas: uma sem e outra com dependéncias
entre observacoes. A primeira série temporal foi sinteticamente construida, ou seja, os
dados foram originados de distribui¢des de probabilidades com pardmetros previamente
conhecidos a fim de comprovar os resultados tedricos e também a eficiéncia do modelo. A
segunda série temporal utilizada corresponde a medidas de temperaturas maxima diarias
entre os dias 01/01/1981 e 31/12/1990 em Melbourne, Australia [7]. Em particular, essa
série ajuda a demonstrar a resolucao do segundo problema do HMM, o qual esté relacio-
nado a decodificacao. Além disso, nas duas séries temporais, o problema de aprendizado
também serd evidenciado. Cabe ressaltar a relevancia de se estudar HMM, pois o pro-
ponente deste trabalho pretende aplica-lo em outros problemas, apds a conclusao de sua

graduacao.

1.3 Organizacao deste Trabalho

As caracteristicas do HMM, bem como suas propriedades e limitagoes sao apresentadas
no Capitulo 2, juntamente com uma introducao a Cadeias de Markov. No Capitulo 3,
o algoritmo de treinamento do HMM ¢ formulado a partir de ferramental estatistico
e seguindo os principios definidos para Cadeias de Markov. Além disso, apresenta-se
um método iterativo para a otimizacdo de parametros do HMM, o qual é conhecido
com Algoritmo de Maxima Verossimilhanca (do inglés Mazimum Likelihood — ML). O
Capitulo 4 apresenta os resultados obtidos para as duas séries estudadas e também as

conclusoes deste trabalho, bem como dire¢des futuras.
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CAPITULO

Modelo de Markov Escondido

O principal interesse em modelar séries temporais, utilizando o Modelo de Markov Es-
condido, estd em determinar a funcao de probabilidade geradora dos dados da série.
Determinar a funcao de probabilidade geradora significa encontrar os parametros que
caracterizam a funcao de probabilidade. HMM permite modelar utilizando qualquer
funcao de distribuicdo de probabilidades que melhor se adeque ao problema alvo, como
por exemplo, a distribuicao de Poisson, a Binomial, a Normal, etc., o que permite modelar

dados tanto de natureza discreta quanto continua.

Algumas técnicas sdo muito utilizadas na modelagem de séries temporais, como por exem-
plo a técnica de Média Mével Auto-Regressiva (do inglés Auto-Regressive Moving Average
— ARMA). Resumidamente, ARMA ajusta um modelo para descrever um processo es-
tocastico estacionario, em que uma funcao polinomial é utilizada para a auto-regressao e
uma outra fun¢do para a média mével [8]. Contudo, essa técnica tem como limitante o fato
de representar apenas dados que seguem a distribui¢do Normal [1], ndo sendo adequada

para modelar dados discretos, por exemplo.

Nas préximas segoes, sao apresentadas a formulacdo do Modelo de Markov Escondido

bem como suas premissas e propriedades.

2.1 Modelo de misturas independentes

Os dados de uma série temporal, geralmente, ndo sao originarios de apenas uma unica
distribuicdo de probabilidade e sim, de multiplas distribui¢oes diferentes entre si. A
formacao da série temporal pode ser interpretada do seguinte modo: a cada instante de
tempo, um valor da série é gerado por alguma distribuicao de probabilidades dentre um
conjunto e a escolha do conjunto gerador, para cada instante de tempo, ¢ um processo

aleatorio.

Para identificar se uma série foi gerada a partir de um conjunto de distribui¢des escolhidas
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aleatoriamente a cada instante de tempo t ou se a série foi gerada a partir de uma tinica
distribui¢ao, podemos utilizar o conceito de Super Dispersao (do inglés Overdispersion).
Em Estatistica, Super Dispersao refere-se a presenca de maior variabilidade sobre os dados
do que aquela esperada pelo modelo tedrico [9]. Para entender melhor esse conceito,

considere o seguinte conjunto de dados apresenta na Tabela 1.

Tabela 1 — Numero anual de ocorréncias de terremotos com escalar Richter maior ou igual
a 7, no mundo, entre os anos de 1900-2006.

15 20 25 30 35 40

10

13 14 08 10 16 26 32 27 18 32 36 24 22 23 22 18 25
21 21 14 08 11 14 3 18 17 19 20 22 19 13 26 13 14
22 14 21 22 26 21 23 24 27 41 31 27 35 26 28 36 39
21 17 22 17 19 15 34 10 15 22 18 15 20 15 22 19 16
30 27 29 23 20 16 21 21 25 16 18 15 18 14 10 15 O8
15 06 11 08 07 18 16 13 12 13 20 15 16 12 18 15 16
13 15 16 11

o
o]

o

1920

1940

Figura 1 — Ntimero anual de terremotos com escalar Richter maior ou igual a 7, no mundo,
entre os anos de 1900-2006.

A Tabela 1 mostra o nimero de ocorréncias de terremotos anuais com escala Richter
maior ou igual a 7, entre os anos de 1900 até 2006. Pode-se observar que esses dados sao
discretos, o que torna distribuicoes tal como a de Poisson, mais adequadas para modelar

essa série.
A Figura 2 representa os valores do conjunto de dados da Tabela 1.

A distribuicdo de Poisson tem como propriedade o fato de que a média e a variancia
apresentam valores iguais. Logo, ha super dispersao, em um conjunto de dados, que
apresenta média diferente do valor da variancia. Isso motiva a analise sobre a sequéncia
19 e variancia igual a

apresentada na Tabela 1. Calculando-se a média tem-se © =
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s? ~ 52. Portanto, esse dados apresentam Super Dispersdo, o que faz com que nao seja
bem representado por uma tunica distribuicao de probabilidades tal como ilustrado na

Figura 2.

0.10

0.08 - *

0.06 - .

0.04

0.02

000 eenenalld® AL

T T T T T

0 10 20 30 40

Figura 2 — Modelagem dos dados utilizando apenas 1 distribui¢ao de Poisson (Adaptado
de [1])

Um método para lidar com a super dispersao é o Modelo de Misturas (do inglés Mizture
Model), o qual tem a capacidade de representar, por meio de miltiplas distribuigdes,
o comportamento de um conjunto de dados heterogéneo [1]. Por exemplo, considere
uma variavel aleatéria X que representa a compra de cigarros por consumidores em um
supermercado, esses consumidores podem ser divididos em 3 grupos distintos: os nao-
fumantes, os fumantes ocasionais e os fumantes regulares. Neste cenédrio, mesmo que o
numero de cigarros comprados pelos consumidores dentro de cada grupo obedeca a uma
distribuicao de Poisson, a distribuicao de X nao serd modelada por uma tnica Poisson,

pois esse conjunto certamente apresentara super dispersao.

2.2 Parametros do Modelo de Misturas

Para exemplificar o Modelo de Misturas, esta se¢do apresenta um exemplo construido
sobre o conjunto de dados apresentado na Tabela 1. Primeiramente, suponha que esses
dados foram gerados por duas distribui¢coes de Poisson, cada qual com média igual a A\;
e \o, 0s quais foram determinados por um processo aleatorio denominado Processo de
Parametros (do inglés Parameter Process). Seja, também, §; e 0y varidveis que indicam

a probabilidade de selecionar as distribuigoes com parametro A\; e A9, respectivamente.
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Assim, pode-se definir uma expressao que representa o Modelo de Misturas com essas

duas distribui¢oes de Poisson, tal como apresentado na Equacao 1, em que a distribui-

¢ao de Poisson é dada por p(z) = e_;!/\27 p1(z) e po(x) sdo as fungoes distribuigao de

probabilidades de Poisson com os parametros A\; e Ay, respectivamente.

Pm(x) = 01p1(x) + dop2(2) (1)

Cada distribui¢ao de probabilidade é chamada de Distribuicio Componente(do inglés
Component Distribution), no contexto de HMM. Toda mistura é caracterizada por apre-
sentar um numero finito de Distribui¢oes Componentes, no qual m corresponde a esse
nimero na forma Cj—; 2 _,,.Ao analisar a Equacao 1, pode-se dizer que uma observagao é
produzida pela distribuicao componente C com probabilidade d;, enquanto que a mesma
observacao pode ser produzida pela componente Cy com probabilidade 9. Como um
exemplo ilustrativo, pode-se supor o langamento de uma moeda. Neste cendario, §; é a
probabilidade da face "Cara'ocorrer, enquanto 9, é a probabilidade da face "Coroa". A
fim de ilustrar a Equacao 1 sobre os dados da Tabela 1, a Figura 3 serd utilizada. A
coluna denominada "transicao de componentes, representa os valores das probabilidades
de selecionar umas das distribuicoes componentes, a segunda coluna ilustra a densidade
de probabilidades para cada componente na forma de um grafico e, a tultima coluna, re-
presenta os valores produzidos por uma das distribuigoes componentes. A probabilidade
componente C; é representada por pi(x) e tem 75% de chance de ser escolhida enquanto
que a probabilidade componente Cy, representada por pa(x), tem 25%. Na primeira linha,
pode-se notar que a distribuicao componente C foi selecionada, por meio da indicacao de
um ponto preenchido, e o valor de 14.2 foi produzido (coluna "observagoes'). A segunda
linha indica que, o proximo valor da sequéncia 29.4 foi gerado pela distribuicao C5, assim

sucessivamente.

Essa abordagem pode ser generalizada para qualquer nimero de componentes. Sendo
que 01,09, ..., 0, representam as probabilidades de escolher cada uma das distribui¢oes
componentes py, po, . . ., Pm, respectivamente. Sendo também, que a variavel aleatéria da

distribuicao de mistura X, pode ser escrita na forma:

pla) = dipi(). (2)
i=1
Também pode-se representar a distribuicdo de misturas para casos discretos, tal como:

Pr(X =x)= ZPT(X =z|C =1i)Pr(C =1). (3)
i=1
Apos ter encontrado a funcdo que descreve o comportamento da mistura de modelos,

precisa-se estimar seus pardmetros § e A (neste caso ilustrativo, para a distribuigao de



2.3. Cadeia de Markov 27

transicoes de componentes distribuicdes componentes observacoes
compt. 1 compt. 2 1 P1X) P2(X)
6,=0.75 6,=0.25 = : ‘ | |
0 10 20 30 40
° o E | 14.2
0 10 20 30 40
o [ ] . 29.4
0 10 20 30 40
® o) ] : 8.9
0 10 20 30 40
® o ] . 13.1
0 10 20 30 40
o [ ] . 24 1
0 10 20 30 40
o o I 7.5
0 10 20 30 40

Figura 3 — Estrutura de uma mistura de distribuigdes componentes (Adaptada de [1])

Poisson). A estimagao dos pardmetros da mistura é geralmente realizada pela Maxima

Verossimilhanga (do inglés Mazimum Likelihood — Maximum Likelihood — ML).

Em geral, a probabilidade de um Modelo de Misturas com m distribui¢des componentes

¢é dada por:

L(igl, ceey Gm, ceey 61, ceey 5m|l’1, ceey ZEn) = H Zézpz(x], 01) (4)
j=1i=1
Antes de estudar o algoritmo de ML, deve-se apresentar o conceito de Cadeia de Markov,

bem como suas propriedades, uma vez que sera considerada na construcao de HMMs.

2.3 Cadeia de Markov

A teoria classica de probabilidades lida com experimentos nos quais 0s processos Sao
supostos como independentes. Um processo independente significa que seus resultados
prévios nao influenciam em valores seguintes. Outra vertente da area de probabilidades
busca verificar se héa essa influéncia. Esses estudos supdem a dependéncia entre proximas

observagoes e as anteriores. Em 1907, A. A. Markov comecgou a estudar esse novo tipo
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de processo de dependéncia, a partir do qual definiu as Cadeias de Markov (do inglés
Markov Chain) [10]. Essas cadeias sdo utilizadas na formulagdo do Modelo de Markov

escondido.

2.3.1 Definicoes e Propriedades

Uma sequéncia de variaveis aleatérias, na Cadeia de Markov sao definidas como estados:
C = s1,82,...,87. Os estados sao interligados entre si por "arestas direcionadas'ou "ca-
minhos", que partem de cada estado em direcdo a todos os demais, inclusive o préprio.
Esses caminhos tém probabilidades associadas, ou seja, dado um estado qualquer, ha a
probabilidade de mudar para outro estado ou continuar no mesmo, segundo os valores
de probabilidades associados as arestas que partem da origem. O processo comecga em
um estado qualquer e move-se, sucessivamente, para outro. Cada mudanca de estado
é chamada de "passo'ou "transicao". Por exemplo, seja o estado atual s;, move-se para
o estado s; no préximo passo com probabilidade definida por p;;. Essa probabilidade é

chamada de Probabilidade de Transicao(do inglés Transition Probabilities).

Esses estados caracterizam uma Cadeia de Markov desde que ela satisfaga a propriedade
de Markov. Essa propriedade define que: uma sequéncia de estados, iniciando em algum
instante de tempo passado até o instante atual, pode ser representada apenas pelo tltimo

estado, ou seja, o estado o mais recente [1].

A partir dessa definicao, pode-se formalizar uma Cadeia de Markov tal como:

Pr(Ci1|Cy, ..., Ch) = Pr(Cua|Cy) (5)

em que C; : t € N é uma sequéncia de variaveis aleatérias discretas.

A Figura 4 ilustra uma Cadeia de Markov. Pode-se observar que todos os estados estao
conectados, permitindo a completa mobilidade entre eles. Dado o estado atual, pode-se

encontrar a probabilidade de um determinado estado ocorrer no préximo passo.

A probabilidade de transicao entre todos os estados pode ser expressada em uma forma
matricial, chamada de matriz de transi¢cdo de probabilidade t-passo (do inglés Tran-

sition Probabilities Matriz):

Y1 - Vim
r— . .

Ym1 --- Tmm
No qual, v;;(t) = Pr(Csyy = j|Cs = 1).

Além da probabilidade de transi¢ao, ha a probabilidade de se manter em um determinado

estado no instante de tempo t. Essa probabilidade é chamada de Probabilidade Incon-
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/\
adh =Y,

Estado 01 Estado 02

Figura 4 — Ilustracao de uma Cadeia de Markov.

dicional (do inglés Unconditional Probabilities ), Pr(Cy = j), a qual é definida por um

vetor de linhas na forma:
u(t) = Pr(Cy=1),...,Pr(Cy = m), teN.

O conjunto de vetores de linhas para todos os estados da Cadeia de Markov é denominado

Probabilidade Inicial (do inglés Initial Probabilities), a qual seré definida como u(1).

2.3.2 Exemplo de uma Cadeia de Markov

Considere a seguinte matriz de probabilidades de transicao, apresentada na Tabela 2, a
qual ilustra mudancas entre dias ensolarados e chuvosos, em que C; = 1: dia chuvoso e

C; = 2: dia ensolarado.

Tabela 2 — Probabilidade de mudanca do clima

dia t+1
dia t chuvoso | ensolarado
chuvoso 0.9 0.1
ensolarado | 0.6 0.4

Por exemplo, se hoje (dia t) o dia estd chuvoso, a probabilidade de amanha (dia ¢ + 1)

o dia continuar chuvoso é de 0.9. Ou ainda, se hoje o dia estd com o clima chuvoso,
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a probabilidade de que amanha esteja ensolarado é de 0.1 e assim por diante pode-se

mapear todas as mudancas entre os dois estados climaticos.

Aumentando o detalhe desse exemplo, suponha que hoje (t = 1) o dia esté ensolarado.

Isso significa que a distribuicao do clima de hoje é dada por:

u(l) = (Pr(Cy =1),Pr(C; =2)) =(0,1)

9

ou seja, a distribui¢ao do clima de amanha e do dia seguinte pode ser calculada multiplicando-

se o estado atual pela matriz de probabilidades de transi¢ao, tal como:
u(2) = (Pr(Cy = 1), Pr(Cy = 2))
u(3) = (Pr(Cs = 1), Pr(Cs = 2))

w(1)T = (0,6,0,4)

w(1)T = (0,78,0,22).

2.4 Cadeia de Markov Escondida

Antes de apresentar as caracteristicas da Cadeia de Markov Escondida (do inglés
Hidden Markov Chain), considere, novamente, o problema e a formulagdo descritos ante-
riormente. Considera-se uma série temporal com valores inteiros que representa o nimero
de terremotos com escalar Richter maior ou igual a 7 por ano, contabilizados entre 1900
até 2007. Essas observacoes discretas podem, portanto, ser representadas por uma distri-
buicao de probabilidades tal como a Poisson. Entretanto, apds o calculo da média e da
variancia dos dados, observa-se que esses parametros possuem valores diferentes, caracte-
rizando a super dispersao dos dados. Logo, eles sao formados por mais de uma distribui-
¢ao de probabilidade, com parametros diferentes. Dessa maneira, uma boa escolha para
modelar essa série numérica, ¢ por meio de um modelo de misturas de distribuicoes de

Poisson.

Essa mistura supoe que cada valor é gerado por uma das m distribui¢oes que compoem o
modelo, as quais sdo chamadas de distribui¢coes componentes. A escolha dessas distribui-
¢oes ¢ feita por um mecanismo aleatorio secundario, chamado de processo de parametros.
Entretanto, essa fundamentagao assume que os dados gerados pelo modelo de misturas
sao independentes, logo nao se pode utilizar essa técnica sobre os dados de terremotos
apresentados na Tabela 1, uma vez que apresentam dependéncia serial. Essa dependéncia
serial posse ser observada através do resultado da funcao de autocorrelagao aplicada sobre
os dados 5.

Uma maneira de permitir essa dependéncia serial entre as observagoes é relaxar a premissa
de que o processo de parametros é serialmente independente. Uma maneira conveniente de

fazer isso é assumir que o processo de pardmetros é definido por uma Cadeia de Markov [1].
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Series data
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Figura 5 — Funcao de autocorrelacao da série de terremotos.

2.5 Cadeia de Markov Escondia: Definicao

A Cadeia de Markov Escondida recebe esse nome devido ao fato de ser capaz de produzir
modelos que incorporam variaveis nao-observaveis, chamada de varidveis latentes, sabe-se
que ha uma relagao probabilistica entre esses estados e as observagoes e entre os préprios
estados, essa relacao é representada por uma Cadeia de Markov. Matematicamente, os
estados escondidos sao distribuigoes de probabilidade cujo os pardmetros e o nimero de

estados sao desconhecidos.

A Figura 6 ilustra a estrutura do HMM e representa as dependéncias entre as variaveis
do modelo.Neste cenario, pode-se definir, respectivamente, a relacdo entre os estados,
definidas anteriormente como probabilidade de transicao e também a relacao entre os
estados e as observagoes definidas como probabilidades de emissao (do inglés Emission
Probabilities):

P’T’(Ct|C(t_1)) = PT(Ct|C(t_1)),t = 2, 3, c.

PT(Xt|X(t_1), C(t)) = PT(Xt|Ct),t € N

Este modelo apresenta duas variaveis aleatérias. A primeira é estado C' = ¢ e a segunda
refere-se aos dados X = x (observagoes). A fim formular a relacdo entre elas, deve-se

utilizar a teoria de probabilidade conjunta.
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Markov Process: @ =@ =@ =® > =@

Figura 6 — Ilustracao de uma Cadeia de Markov Escondida.

Até este ponto, definiu-se todas as varidveis envolvidas no Modelo de Markov Escondido,

agora serao utilizadas algumas defini¢bes da Estatistica e também a técnica de maximi-

zagao da verossimilhanca para encontrar o melhor conjunto de parametros para o modelo

de misturas, de acordo com conjunto de dados fornecido.
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CAPITULO 3

Algoritmo de Treinamento

Este capitulo apresenta a formulagdo do algoritmo de treinamento para o HMM. Esse
algoritmo busca encontrar o melhor conjunto de parametros para as probabilidades de
estados iniciais, de transicao e para os parametros das distribui¢oes componentes de mis-

tura. A série temporal 1 serd utilizada no seu desenvolvimento.

3.1 Algoritmo de Maxima Verossimilhancga

O algoritmo de otimizacao baseado em Méxima Verossimilhanga (ML), tenta encontrar o
maior valor de probabilidade de um conjunto de parametros sobre uma dada sequéncia de
dados, considerando um cenario em que esses dados sdo incompletos ou nao-observaveis
(varidveis latentes.) Existem duas principais aplicagoes desse algoritmo. A primeira ocorre
quando ha, de fato, valores desconhecidos, devido a problemas ou limitagoes relacionadas
ao processo de observacao. A segunda aplicacdo se da no cenario em que a otimizacao

analitica de uma funcao de distribui¢do de probabilidades é muito dificil [11].

ML possui basicamente dois passos chamados de E step (do inglés Ezpectation step)
e M step (do ingés Mazimization step). O primeiro passo é responsavel por computar
a esperanca com respeito as variaveis latentes, dados valores iniciais e um conjunto de
observagoes, enquanto o segundo passo estima o novo conjunto de parametros de acordo

com o critério de Maxima Verossimilhanca.

Determinando a funcao de verossimilhanca (do inglés likelihood function), obtém-se:

P(X]0) = ][ P(Xi|0) = L(6]X) (6)

i=1

em que 0 é o conjunto de parametros para as distribuicoes de probabilidade, X ¢ a

sequéncia de observagoes e N, sua cardinalidade.
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Assim, o algoritmo de ML objetiva encontrar os parametros que maximizam o valor da

funcao, tal que:

0" = arg max L(0|X) (7)

em que 6* é o conjunto de parametros 6timos encontrado.

Suponha que na Equacdo 6, um conjunto de dados X = (xy,z3,...,x7) observéavel foi
gerado por alguma distribuicao com parametros desconhecidos. Assim, a Equacao 6 pode
ser escrita como uma probabilidade conjunta das varidaveis X e C', em que C define os

estados para a Cadeia de Markov:

mmmzzipw:@@:qaz (8)
LM@==ﬁ§PM=%£=M®= (9)
log(L(0]X)) = log(zn: iP(X =2;,C = ¢;]0)) = (10)

P(X = 2,,C = ¢;|f))

= log(iiP(C:ci|X:$t,9) P(C = alX =2,.0) = (11)

PX:x,C:cié
HCZMXZ%ﬂbgAC_JX_%%?: (12)

IA
\E
NE

< S S P(C=ci|X =24,0)log P(X = 2,,C = ¢;|0) — (13)
t=11i=1

— ZZP(C’ = | X =x4,0)log P(C = ¢| X = x4,6) (14)
t=1i=1

= EycixpllogP(X = 2,,C = ¢i|f) — H(P(C|X,0)) (15)

A equacgao 3.6 introduz a dependéncia da varidvel latente ao modelo. A formulacao do
HMM torna-se mais facil ao se considerar essa variavel. No passo seguinte, a igualdade
dos termos é transformada em uma desigualdade, a fim de usar o resultado da Desi-
gualdade de Jensen [12] para garantir que a funcdo logaritmo passe a operar dentro do
somatoério. Assim, a equacao 3.10 é composta por dois termos: o primeiro termo repre-
senta uma funcao auxiliar a ser maximizada e o segundo termo ¢ entropia do mitua entre
o modelo e a distribuicao real dos dados, se ha independéncia entre os estados escondidos

e as observagoes, esse termo se torna zero [13].

A funcio auxiliar Q(0,6) ¢ definida tal como:
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Q0,0) = Y3 P(C=c¢|X =,0)log P(X = x;,C = ¢;|f) = (16)
t=1i=1
= ZZ - C“ = /6) log P(X = x;,C = ¢;]0). (17)
t=1i=1 - mt‘e)
(18)

em que 6 é uma estimagao inicial para os parametros 6.

Antes de prosseguir com a maximizacao da funcao auxiliar Q(6, 9)7 uma funcao que ex-
pressa P(X, C0) precisa ser definida a fim de aplicar a maximizacao. Utilizando a Cadeia
de Markov de primeira ordem, ilustrada na Figura 6, a distribuicdo de um conjunto de

variaveis aleatorias V; é definida utilizando a regra da cadeia:

Pr(Vi, Vas..., Vi) = [[ Pr(Vilpa(V2))

i=1

Utilizando a nomenclatura de Teoria de Grafos, pa(V;) é denominado ‘né pai’ de V.
Assim, examinando o grafo direto da Figura 6, para quatro variaveis aleatérias, observa-
se: Xy, Xiyk, O, Cyyr. Ainda tem-se que, pa(Cy) ndo possui um ‘né pai’, pa(X;) = Cy,
pa(Ciix) = Cp e pa(Xiy) = Ciyp. Logo:

PT(Xt,Xt+k,Ct,Ct+k) = PT(Ct)PT(Xt|Ct>P7’(Ct+k’Ct)PT(Xt+k’Ct+k).

Portanto, essa definicao pode ser generalizada para mais estados:

P(Xy, Xeqr) =

= 21 2 Pr(Xs, Xewr, Cr =4, Coyp. = j)

= it ity Pr(Cy =) Pr(Xy|Cy = i) Pr(Cryx = j|Cy = j) Pr(Xex|Crrr)
= i 2 wi()pi(wi)vii (k)pj (w).

Agrupando-se os termos, tem-se:

_ T
P(X =n,C= Cz|9 = H 50170t+1 Hpct(xt) (19)

em que 5= Pr(Cy =1) e pe,(x;) = Pr(Xy|Cy = 1).

Aplicando log em ambos os lados, tem-se:

- T
log P(X = x4, C = c,-|9 = log 501 z [ cht(:zrt). (20)
=1 =1
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Utilizando a mesma formulacao para a funcao auxiliar, tem-se a probabilidade definida em
termos das probabilidades da Cadeia de Markov Escondida. Assim, a fun¢ao auxiliar pode
ser maximizada em relagdo a todos os pardmetros da fungao. Substituindo a Equacao 20

na Equacgao 16, tem-se:

) gL — iy = 19 =
Q(97 9) = ZZ P wa) - | )(1 g561 + 2701 Ct+1 + cht xt (21)
t=11i=1 t=1 =
= Q5(0,0) + Q(4,0) + Qp(p, 0). (22)

3.2 Maximizacao dos termos separadamente

A funcgao auxiliar definida na Equacao 16 pode ser decomposta como a soma de trés

fungoes independentes:

Qs(0,0) = Y P<X_xt"9) log o, (23)

R B I (21)

Q0.0) = 3.3 G o () (25)

Assim, maximiza-se, separamente, os trés termos individuais anteriores utilizando Mul-

tiplicadores de Lagrange e sujeitos as seguintes restrigoes:

f: 8 = 1, (26)

=1

N A
Sy =1,Vi (27)
j=1

Como resultado tem-se:
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1. Para a parametro ¢:
L P(X]9)

2. Para a parametro -:

o ZtT;ll P(X,C,=1,Ciq = j|0)

log ;7 (30)

3. Para o ultimo termo, a maximizacao dependerd da funcao de distribui¢do de pro-
babilidades escolhida para a criacdo do modelo. Considerando a distribuicao de

probabilidades de Poisson e Normal, tem-se:

a) Para a distribui¢do de probabilidades de Poisson, tem-se:

o Yy P(Cy=14,X0)X,

31
b) Para a distribuigao de probabilidades Normal, tem-se:
- _ X P(C =i, X[0)X, (32)
Hi P(C, =1,X|0)
d-\j _ Z?:l P(Ct - i’ X|9)(Xt - l’zj)Q (33)
P(Ot =1, X‘@)

3.3 Propagacao e Retropropagacao das probabilida-
des

Da secao anterior, as expressoes para encontrar os valores maximos das variaveis do HMM
foram determinadas a partir do resultado da otimizacao utilizando os multiplicadores de
Lagrange. Contudo, as expressoes ainda estdo em termos de probabilidades. Deve-se,
entao, reformular esse resultado a fim de expressa-lo em termos das probabilidades que
definem uma Cadeia de Markov Escondida. A partir da andlise da Cadeia de Markov
Escondida, observa-se dois processos que sintetizam o funcionamento das mudancas de
estados, os quais dao origem as probabilidades: de propagacao (do inglés forward pro-
bability) e de retropropagacao (do inglés backward probability). Essas probabilidades sao

introduzidas a seguir.

3.3.1 Probabilidade de propagacao

O objetivo da propagagao é o de calcular a probabilidade conjunta Pr(X = z;,C = c;),
em que Cy = (cq,Ca,...,¢;) é um sequéncia de estados. Ou seja, dado uma sequéncia

de observacoes, encontra-se a probabilidade desse sequencia ter sido gerada pro todos
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as sequéncias de estados possiveis. A probabilidade conjunta é calculada utilizando a
distribuicao marginal para todas as possiveis sequéncias de estados. Considerando um
conjunto de trés estados C7, Cs e C3 e uma tnica observacao para a variavel aleatéria X7,
por exemplo, a probabilidade da observacao z; ser originada do estado C; por todos os

possiveis caminhos é dada por:

P(XbCl,CQ,Cg) :P<X1,Cl) +P(X1,Cg) +P(X1,Cg) ==

(34)
= 01p1(w1) Y11 + G2pa(@1) V21 + 3p3(w1) 731,
em que d um vetor que contém as probabilidade iniciais dos estados d1, d2, d53.
Define-se, entao:
ai(t) = p(X1 =z1,..., X = 2, Cy = i]0), (35)

Logo, repete-se esse processo para todos os estados do modelo e utilizando uma notacao

matricial, pode-ser generalizar a probabilidade de propagacao :
Parat=1,2,....Tej=1,2,....m

a(j) = Pr(X® =x 0, = j) =

d (36)
= 6P(21)TP(x2) ... TP(x;) = 6P (zy) [[ TP ().

s=2

Finalmente, pode-se resumir a fun¢ao de propagacao como a probabilidade de uma sequén-

cia terminar em um estado ¢ no instante de tempo ¢.

3.3.2 Probabilidade de retropropagacao

A retropropagacao tem um procedimento bem similar a anterior, porém, de maneira
reversa, ela calcula a probabilidade de que uma sequéncia de observacoes dado que o
processo foi iniciado em um estado ¢ no instante de tempo t. Define-se a probabilidade

de retropropagacao na forma:

ﬁi(t) = p(Xt+1 =Tyy1,.. -, X7 = 23T|Ct =1, 9)7 (37)
e em notacao matricial

Parat=1,2,...,Tej=1,2,...,m

BiG) = PrX{ =x|C; = j) (38)

= TIP(2441),TP(2442), ..., TP(zr) = ( [[ TP(z,))1. (39)

s=t+1
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Agora, as probabilidades dos resultados da maximizacao podem ser escritos em termos

das probabilidades de propagacao e retropropagacao.

A fim de simplificar a notacao, define-se as variaveis u; (i) e v, (%):

P(C=0,X|0)  P(C=iX]0)  a(i)Bii)

ue(i) = P(X10) TN PX|O) TN a()s() 0

_P(Ci=iCn=35X[0) _  PC=iCum=5Xp) _
vjk(t) = z%£w> _zﬁﬂzﬁﬂxazlxa4=xXW>_ 4
_ o (1) i (3) b (Xp1) Beg1 (7) . (42)

Y Zj'vzl (i) i (1)b (Xer1) B ()

Finalmente, as expressoes maximizadas para cada varidvel do Modelo de Markov Escon-

dido sao dadas por:

1. Para o parametro ¢ :
A' . P(X, Cl - Z|9>
o P(X]9)

= uy(1) (43)

2. Para a parametro vy :

A 2 P(X,Cy =1,Chyq = j16) . Yot v(i, j)

= = — , 44
g P(Xp) G .
3. Para o parametro u, A e o :
Lo XL PG =4 XI0)X S w(i)
=\ = = 45
Hi =2 P(Cy, =1,X|0) S e (4) (45)
. X P(C =0 X[0)(Xe — i) (i) (e — w(4))? (46)

7% P(C, =i, X|0) S g (4)

as quais foram utilizadas para a implementacdo do HMM considerado neste trabalho.

3.3.3 Global Decoding

Os resultados da formulagdo do HMM obtidos até agora, serdo usados para mostrar o
algoritmo de decodificacdo global (do inglés global decoding), mais conhecido como
Algoritmo de Viterbi. Este método esta interessado em determinar a sequéncia de mais
provavel de estados da cadeia de Markov que deram origem a sequéncia de observagoes. O
resultado do Viterbi possui grande aplica¢oes principalmente quando os estados possuem

significados importantes para os modelos, como por exemplo na modelagem de sistemas
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de comunicagao, rastreamento de alvos, etc. Outros exemplos da utilizacao do algoritmo

de Viterbi podem ser vistos nesse artigo [14].

O desenvolvimento do algoritmo é similar a probabilidade de propagacao, exceto que ele

possui um passo retroativo que sera esclarecido adiante. Assim, inicialmente defini-se:

512' = PT(Cl = i, X1 = Il) = 57,pz(x1) (47)

parat=2,3,...,T, tem-se:

£i= max Pr(Ct Y =D ¢ =i XT) = xD) (48)

C1,€2;5-.,Ct—1

As probabilidades de cada caminho visitado, é dado por:

§ij = (max(§e-17i;)p; (71)) (49)
Por fim, a maximizagao da sequéncia de estados i1, is, ..., 77 pode ser determinada recur-
sivamente:
ir = arg max g (50)
i=1,....m

parat=T—-1,T—2,...,1 tem-se:

1y = arg iz?axm(ft¢71,it+1) (51

ey

3.3.4 Analise de sequéncia

A fim de avaliar uma sequéncia, a partir da formulacao anterior, deriva-se a férmula para

a distribuicao de X; condicionada a todas as outras observagoes. Assim, define-se:

X(_t) = (le...,Xt717Xt+17"'7XT>' (52)

Usa-se a probabilidade de propagacao e de retropropagacao, logo tem-se:

_ _ 5P(:I;1)B2 e Bt_1FP($)Bt+1 e BT]_,
Pr(X, = z[X' =x7t) =
r(X =l X) = T 3P(t)Bs. BioTBi,.. Bl

~ o IP(2)3,  (53)

Sendo: Qy = (5P(x1)Bz c. Bt, Bt = Bt+1 c BTll 3 Bt = FP(SCt)

A distribui¢oes condicionais acima é a razao entre duas probabilidades de HMM: o

numerador é a probabilidade de um observacao e o denominador é a probabilidade de
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uma observagao considerando x nao-observavel. Assim, a expressao para a avaliacao de

uma sequéncia por um HMM ¢ dada por:

Pr(X, = 2[X0 = 2-9) = i C:fﬁtp(xt)
Zj o'y

(54)

A equagao 54 mostra a probabilidade de uma determinada sequéncia pertencer a um dado

HMM, no qual resolver o problema de avaliacdo do modelo.
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CAPITULO

Resultados Experimentais

Neste capitulo, as equacgoes resultantes da formulacdo do Modelo de Markov Escondido
(HMM), sao implementadas utilizando uma linguagem de programacao a fim de se cons-
truir um ferramental de fungoes que permita modelar séries temporais. A implementacao
foi realizada utilizando a linguagem de programagao R [15] devido a sua facilidade e prati-
cidade em manipular e operar matrizes, além de possuir alguns pacotes com fungoes para
HMM ja implementadas e que podem ser utilizadas sob a licenga GNU/GPL. Apés a
implementagao, dois experimentos serao realizados a fim de demonstrar os resultados da

modelagem.

4.1 Pacotes utilizados

Inicialmente, dois pacotes do R foram instalados e testados. O primeiro é chamado
de HMM package [16] o qual contém fungdes para modelar HMM utilizando apenas
séries discretas. Além disso, ndo ha qualquer conhecimento sobre o tipo de distribuicao
de probabilidade que modela os estados nem a opcao de escolha dessas distribui¢oes como
parametro estipulado pelo usuario. Essas limitagoes nao permitem explorar a flexibilidade
do HMM em modelar tanto séries discretas como continuas. Outra limitacdo desse
pacote esta na auséncia de fungoes disponiveis para avaliar os modelos, como os critérios
de selecao AIC e BIC, por exemplo. Por fim, os parametros 6étimos, conseguidos apds a
convergéncia, nao sao acessiveis. Devido a essas limitagoes, um segundo pacote, chamado
depmixS4 [17] foi instalado e testado. Esse pacote modela HMM com varidveis latentes,
utilizando tanto varidaveis categéricas quanto dados continuos, além de possuir flexibilidade
na escolha dos parametros do modelo como por exemplo, a familia de distribuicao de
probabilidade dos estados, ntimero de iteragoes maxima para o algoritmo de convergéncia
e aplicagao dos critério de selecao AIC e BIC. Todos os resultados relativos a convergéncia
sao acessiveis. Além desses dois pacotes, a implementacao das equagoes foi realizada

tendo como base a formulacao apresentada no Capitulo 3 e a implementacao disponivel
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no apéndice do livro [1].

4.2 Experimentacao

Como mencionado no Capitulo 1, sao modelado duas séries temporais: uma sem e ou-
tra com dependéncia temporal. Essas séries ajudam a verificar a eficiéncia do modelo,
utilizando as resolugoes dos trés problemas na utilizacao de HMM apresentados anterior-
mente. Primeiramente, para cada série sera gerado um conjunto de modelos candidatos,
diferenciados entre si pelo nimero de estados escondidos. Em seguida, um critério de
selecao sera aplicado, a fim de escolher o melhor modelo dentre os candidatos, o qual
é utilizado na resolucdo do problema de andlise, decodificacdo e aprendizado. Os dois

critérios de selecao considerados sao explicados a seguir:

4.2.1 Meétodos de Selecao de Modelos

O numero de estados esta diretamente relacionado ao niimero de parametros do modelo.
Considere uma distribuicao de probabilidade Normal, a cada novo estado acrescentado,
o niumero de parametros é duplicado, pois essa distribui¢ao possui dois parametros. Por
um lado, com aumento do nimero de estados tem-se uma melhoria no modelo, pelo
outro, aumenta-se o nimero de parametros, os quais podem comprometer a convergéncia
do algoritmo de ML. Logo, ha um balango entre o nimero de estados e a eficiéncia do

modelo. O equilibrio é encontrado utilizando um critério de selecao.

Os critérios de selecao, em geral, usados para o HMM sao: Akaik information criterion
(AIC) e Bayesian information criterion (BIC). AIC é uma medida relativa de qualidade
entre modelos estatisticos. Ele estima a perda de informacao relativa quando um modelo

¢é usado para representar o processo gerador dos dados e ¢é definido tal como:

AIC = —2log L + 2p (55)

log L é o logaritmo da verossimilhanca de um modelo ajustado e p é o nimero de para-
metros do modelo. Dado um conjunto de modelos candidatos, o modelo escolhido sera
aquele que apresentar o menor valor para AIC, pois o primeiro termo que mostra o quao
bom o modelo se ajusta aos dados, diminui com o aumento dos estados e, o segundo
termo, chamado de termo de penalidade, aumenta com ntimero de parametros. BIC
é um critério de selecao bem semelhante ao AIC, diferenciando-se apenas pelo termo de

penalidade. BIC é definido como:

BIC = —2log L + plogn (56)



4.2.

Ezxperimentagdo 45

em que n é a cardinalidade da série. Comparado com AIC, o termo de penalidade de

BIC ¢ mais rigoroso, ou seja, ele favorece o modelo com menor nimero de parametros.

4.2.1.1 Experimento 1

O primeiro conjunto de dados contém 1000 valores, nos quais 300 foram amostrados a
partir de uma distribuicao de probabilidade Normal, 8;, com média e variancia iguais a,
respectivamente: p; = 10 e o7 = 5 e os outros 700 restantes foram amostrados de outra
distribuicao de probabilidade Normal #y, com média e varidncia iguais a: ps = 130 e
o9 = 10. Assim, quatro modelos foram criados, sendo que o primeiro contém 2 estados, o

segundo 3, sucessivamente até o ultimo, que contém 5.

Os valores do logaritmo da verossimilhanga, AIC e BIC foram calculados e podem ser
vistos na Tabela 3. Pode-se observar que os valores para esses critérios aumentam a
medida que o niimero de estados cresce. O modelo com 2 estados escondidos foi escolhido,
pois apresenta os menores valores, como pode ser observado na Figura 7. Este resultado
¢é totalmente esperado, pois a série é conhecida previamente, ou seja, sabe-se que ela é
composta por duas distribui¢oes de probabilidades Normal, logo o melhor modelo contém

2 estados escondidos, cada um modelando uma distribuicao de probabilidade.

Tabela 3 — Valores do logaritmo da probabilidade, AIC e BIC para os modelos candidatos.

Numero de estados
2 3 4 5
log L | 3551.32 | 3550.27 | 3540.81 | 3542.92
AIC | 7112.65 | 7122.54 | 7119.62 | 7143.85
BIC | 7137.19 | 7176.53 | 7212.87 | 7286.17

A partir da escolha do HMM com dois estados escondidos, pode-se resolver o trés pro-

blemas de inferéncia discutidos no Capitulo 1.

4.2.1.2 Problema de aprendizagem

O problema de aprendizado é um resultado direto do treinamento do modelo, utilizando
um conjunto de dados. Os parametros inicias para as variaveis e aqueles obtidos apos a

convergéncia do algoritmo ML sao mostrados na Tabelas 4 e 5.

Tabela 4 — Convergéncia dos parametros.

* *

pa | p2 | 01| 09| 0 02 P o] |05 o7 | o3

67 | 84|50 |44 | 0.333 | 0.335 | 10.16 | 99.85 | 4.81 | 10.62 | 1.00 | 0.00
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Figura 7 — Valores de AIC e BIC para cada modelo em fun¢do do niimero de estados.

Tabela 5 — Convergéncia das probabilidades de transicao.

*

2 g

11 0.0006 | 0.0017 | 0.997 | 0.003
0.0020 | 0.0068 | 0.000 | 1.000

Esses resultados evidenciam uma grande mudanca entre os valores iniciais e os 6timos,
isso mostra a efetividade do algoritmo de ML para a otimizacao dos pardmetros. Além
disso, observa-se que os valores da média e da variancia 6timos, convergiram para valores
muito proximos da média e da variancia real dos dados. Outro resultado interessante pode
ser observado na Tabela 5, que contém os valores 6timos da matriz de probabilidades de
transicao: a probabilidade de permanecer no estado 1 ou no estado 2 é praticamente 1,
isso significa que nao ha transicao entre os estados, o que esta totalmente de acordo com
o conjunto de dados, pois ele é formado por duas distribui¢oes de probabilidades Normal

com médias muito distantes entre si e desvio padrao muito pequeno.

A Figura 8, ilustra o ajuste do modelo em relagdo aos dados, por meio do histograma da

série e do traco do modelo.

4.2.2 Problema da decodificagao

A resolugdo do problema da decodificacdo provém da proépria formulacao do HMM. A
decodificagao global (do inglés, Global Decoding) propoe encontrar a melhor sequéncia de
estados que deram origem a série. Esse método também ¢é conhecido como o algoritmo de

Viterbi (do inglés Viterbi algorithm) e foi apresentado no Capitulo 3. Assim, a aplicagdo do

7200 7250
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Figura 8 — Modelo ajustado sobre o conjunto de dados.

algoritmo de Viterti sobre a série considerada apresenta uma sequéncia 6tima de estados

visitados, a qual pode ser visualizada na Figura 9.

14 16 1.8 20
I

1.2

1.0

0 200 400 600 800 1000

Dados

Figura 9 — Sequéncia 6tima de estados visitados.

A Figura 9 mostra a posi¢do dos valores na série no eixo horizontal, enquanto que no
eixo vertical mostra qual estado os dados foram originados. Pode-se observar que todos
os valores da sequéncia da posicao 1 até a posicao 300, foram originadas do estado 1 e
as observacoes posteriores foram originadas do estado 2. Este resultado esta totalmente
de acordo com o esperado, pois as primeiras 300 observacoes foram amostradas a partir

de uma distribuicdo de probabilidades Normal 6;, e as outras de #5. A fim de ilustrar
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ainda melhor a mudanca dos estados visitados, criou-se um conjunto de dados da seguinte
maneira: 300 dados gerados de uma distribui¢ao de probabilidade Normal d;, com média e
variancia igual a p = 10 e 0 = 5; 700 dados gerados de uma distribuicao de probabilidade
Normal dy, com média e varidncia igual a © = 50 e ¢ = 2; 700 dados gerados de uma
distribuicao de probabilidade Normal d3, com média e variancia igual a yu = 130 e o = 10;
300 dados gerados de uma distribuicao de probabilidade Normal d,, com média e variancia

igual a p =90 e o = 2.

O conjunto de dados final é composto pela concatenacao dos dados acima, na seguinte
ordem dy,ds, d3 e ds. A sequéncia de dados apds a aplicagao do algoritmo de Viterbi é

mostrada na Figura 10:
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Figura 10 — Sequéncia de estados visitados.

O resultado mostra que ha uma troca de estados na posicao de concatenacao das distribui-
¢oes de probabilidades, entdo conclui-se que houve uma deteccao da troca dos estados. E
importante ressaltar que os estados do HMM nao seguem uma ordem, ou seja, a primeiro
estado nao precisa representar, necessariamente, a primeira distribuicao de probabilidades

que forma o conjunto.

4.2.3 Problema de analise

A formulagdo do HMM também origina a resolu¢ao do problema da analise. Utiliza-
se apenas a probabilidade de propagacao para determinar a probabilidade de uma nova
sequéncia ter sido gerada a partir de um dado modelo. A formulacao desse problema
estd proposta no Capitulo 3 desse documento. Para mostrar esse resultado utiliza-se duas
sequéncias, X; e Xo, produzidas sinteticamente, as quais podem ser vistas nas Tabelas
4.2.3 e 4.2.3.
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Tabela 6 — Valores da sequéncia 1: X;

18.0 19.0 10.0 11.0 120 150 80 20 5.0 7.0
120 15.0 13.0 1320 120 15 7.0 10.0 11.0 13.0

Tabela 7 — Valores da sequéncia 2: X,

96.55 83.82 89.81 7.20 101.11 93.69 580 865 110.73 97.27
97.97 1.20 99.92 97.08 90.92 204 12.86 19.85 100.85 101.25

Essas sequéncias foram geradas sinteticamente de modo que a maior parte seus valores
pertencam a uma das duas distribui¢oes de probabilidades componentes que formam o

conjunto de treinamento.

A sequéncia X; 4.2.3, contém valores originados por uma distribui¢ao de probabilidades,
cujos parametros sao os mesmos da distribuicdo componente #;. Assim, espera-se que o
resultado da avaliacdo indique um valor de probabilidade maior para #; em comparacao
a #>. Da mesma maneira, a sequéncia X, 4.2.3, contém a maior parte de seus valores
proximos a distribuicdo componente 6, do que ¢;. Portanto, espera-se que o resultado
da avaliagdo indique que a probabilidade da sequéncia ter sido gerada por € serd muito
maior do que 6;. A fim de confirmar essas hipoteses, o algoritmo foi aplicado sobre as

duas sequéncias:

Para a sequéncia X;:

1. P(X,=18,19,...,13 | 6;) = 1.00

2. P(X;=18,19,...,13 | 65) = 0.00
Para a sequéncia Xj:

1. P(X, =126.55,...,128.25 | 6;) = 25.58

2. P(Xy =126.55,...,128.25 | 03) = 74.42

A porcentagem da contribuicdo de cada distribuicdo componente é mostrada anterior-
mente, a sequéncia X; é composta por 100% do estado #; e a sequéncia X5 é composta

por aproximadamente 25% do estado 6, e 75% do estado 6,.

4.2.4 Experimento 2

O segundo conjunto de dados contém dependéncia temporal e representa o comportamento

da temperatura em Melboure, Australia, no qual medidas da temperatura maxima diaria
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Figura 11 — Sequéncia de estados visitados.

entre os anos de 1981 e 1990 foram coletadas [7], contabilizando 3650 amostras. Os dados

podem ser vistos na Figura 11.

Primeiramente, um conjunto de 10 modelos candidatos, no qual o primeiro modelo contém
2 estados escondidos e o ultimo 11 estados foram criados. Foram utilizados os critérios

de selecao AIC e BIC. A Tabela 8 mostra os valores para cada estado do conjunto.

Tabela 8 — Valores do logaritmo da verossimilhanca, AIC e BIC.

Numero dos estados
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
log L | 8610 | 8226 | 8030 | 7940 | 7884 | 7844 | 7803 | 7762 | 7742 | 7717
AIC | 1723 | 1647 | 1609 | 1593 | 1585 | 1579 | 1574 | 1570 | 1570 | 1569
BIC | 1726 | 1654 | 1621 | 1611 | 1609 | 1613 | 1617 | 1623 | 1635 | 1648

A Figura 12 mostra a relacdo entre o nimero de estados com os valores AIC e BIC.
Observa-se que esses valores decrescem com o aumento do nimero de estados até o modelo
com 6 estados, a partir do qual, os valores comegam a aumentar. Assim, esse deve ser

escolhido entre os candidatos.

4.2.5 Problema de aprendizado para a série de temperatura

O problema de aprendizado é resultado direto da convergéncia dos parametros. As Tabelas

9, 10, 11 e 12 mostram os seus valores iniciais e 6timos.
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Figura 12 — Valores de AIC e BIC em fun¢ao do ntimero de estados.

Tabela 9 — Convergéncia dos valores da média do modelo.

Valor da média inicial Valor da média 6tima
*

pa | po | M3 | pa | B | pe | pY 145 13 14 s I
24 121 [ 1716 [ 26 [ 29| 18.16 | 20.91 | 15.50 | 13.12 | 26.02 | 34.06

Tabela 10 — Convergéncia dos valores da variancia do modelo.

Valor do variancia inicial Valor da varidncia 6tima
o1 |09 | 03| 04| 05| 06| O] o5 lop o o op
24 121 1711612629 123 |1.69 | 1.18 | 1.48 | 3.06 | 3.54

Tabela 11 — Convergéncia dos valores da probabilidade inicial do modelo

Valor do variancia inicial Valor da variancia 6tima
01 09 03 04 05 06 or | 05 | o5 | o5 | OF | O
0.14 1024 1 0.060.16 103410450000 0.01001]00]1.0

Tabela 12 — Convergéncia dos valores da probabilidade de transicao do modelo

*

2 2

0.4 |0.007 | 0.005 | 0.006 | 0.002 | 0.1 |0.54|0.24 | 0.12 | 0.046 | 0.03 | 0.00

0.006 | 0.004 | 0.1 0.80 | 0.002 | 0.80 | 0.04| 0.5 | 0.07 | 0.00 | 0.03 | 0.006

0.9 |0.005| 0.02 | 0.20 | 0.007 | 0.006 | 0.16 | 0.08 | 0.66 | 0.8 | 0.00 | 0.00

0.004 | 0.2 0.06 | 0.14 | 0.004 | 0.005 | 0.00 | 0.00 | 0.13 | 0.86 | 0.00 | 0.00

0.004 | 0.002 | 0.009 | 0.09 | 0.001 | 0.003 | 0.13 | 0.18 | 0.018 | 0.00 | 0.45 | 0.21

OO = W N+~

0.1 |0.005| 0.5 0.6 |0.007| 04 |0.02|0.30| 0.00 | 0.00 | 0.2 | 0.45
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As Tabelas 9 e 10 mostram os valores da média e da variancia dos estados enquanto
que a Tabela 11 mostra a probabilidade do modelo iniciar em cada um dos 6 estados
escondidos. Nota-se que o modelo comega pelo estado de niimero 6 pois sua probabilidade
¢ de 100%, evidenciando que o primeiro valor da série foi produzido por esse estado. Por
fim, a Tabela 12 mostra a probabilidade de transicao dos estados que contém resultados
interessantes como por exemplo: nao ha transicao do estado 1, para o 6, com médias
17 = 18.16 e ug = 34.06, respectivamente, pois a probabilidade de ocorrer essa transicao
¢ 0%. Analisando essa informacao do ponto de vista do significado dos dados, conclui-se

que nao ha aumento ou diminuicao brusca da temperatura.

4.2.6 Problema de decodificagao para a série de temperatura

Encontra-se a melhor sequéncia de estados visitados utilizando o algoritmo de Viterbi
[18]. Apds sua aplicacdo, a melhor sequéncia de estados é mostrada na Figura 13 junto
com o grafico dos dados. O primeiro grafico apresenta os valores méaximos de temperatura
em funcao da sequéncia de amostras e o segundo grafico mostra a transicao dos estados
também em funcao das amostras. Comparando os dois graficos, observa-se que as mu-
dancas de estados seguem o comportamento dos dados, ou seja, o modelo contém estados
escondidos que mapeam os valores da série. A fim de ficar mais visivel essa observacao, a

Figura 14 exibe as 150 primeiras amostras.

40

30
l

Estados

10
|

0 1000 2000 3000 0 1000 2000 3000
Ndmero da amostra Nimero da amostra

Figura 13 — Sequéncia de estados visitados.

As distribuigoes de probabilidades Normal de todos os estados foram grafadas sobre a
série na Figura 15, indicando o alcance do mapeamento de cada estado, sendo que a
linha continua representa o valor da média e a linha tracejada sao os limites superiores e

inferiores do desvio padrao.
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Figura 15 — Intervalos de representacao dos estados

Esse resultado ilustra a principal caracteristica do HMM de encontrar um ntimero de

distribui¢oes de probabilidades que seja representativo sobre toda a série.
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CAPITULO

Conclusao

O trabalho de conclusao de curso apresentou um estudo sobre o modelo de Markov Es-
condido (HMM) iniciando pelo problema de motivagdo que é o de modelar séries que
contém super dispersdao. A solugdo proposta utilizou um modelo de misturas, no qual
a cadeia de Markov é incorporada para justificar a transicao entre as distribuigdes com-
ponentes do modelo, e as probabilidade de geracao dos valores da série pora cada um
dos estados. Logo, definidos esses parametros, o algoritmo de Maxima Verossimilhanca
¢é aplicado com o objetivo de encontrar o conjunto de pardmetros 6timos em relacao a
uma série de dados. O modelo de Markov Escondido nao define um niimero de estados
escondidos 6timos, entdo, utiliza-se um critério de selecao a fim de encontrar o melhor
modelo dentro um conjunto de candidatos. Uma vez definido o niimero de estados e os
parametros 6timos do modelo, pode-se resolver os trés problemas inerentes da modelagem

utilizando HMM, conhecidos como: problema de avaliagao, decodificagao e aprendizado.

Dois experimentos foram realizados: no primeiro, uma série temporal sintética, composta
por duas distribui¢gbes de probabilidade Normal com médias e varidncias bem distantes
entre si e conhecidas previamente, foi utilizada para verificar claramente os resultados dos
problemas citados, sendo que o problema de aprendizado é uma consequéncia do algoritmo
de Méxima Verossimilhanga (ML). O segundo experimento, utilizou a série temporal de
dados reais, para criar um HMM que evidenciasse o problema de aprendizado e de de-
codificacao através do mapeando da série utilizando os valores 6timos dos parametros e,
também, utilizando a melhor sequéncia de estados visitados como resultado do algoritmo
de Viterbi. O problema da analise nao foi resolvido devido a grande amplitude do es-
tudo, pois o proponente acredita que um analise sobre os dados, principalmente o estudo
do espaco dos dados e os possiveis espacos no qual esses mesmos dados seriam melhor

representados, deveria ser realizada antes da aplicacao do HMM.

Os principais aspectos positivos desse trabalho foram: os estudos sobre as teorias da Esta-
tistica, o entendimento basico do funcionamento do algoritmo de otimizacao, programacao

utilizando a linguagem R e principalmente o contato com artigos e livros relacionados ao
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tema. Os aspectos negativos foram: a falta de referéncias com explicacbes mais sim-
ples tanto na fase da formulacao do HMM, quanto na realizacao de testes com séries

temporais.

5.0.7 Trabalhos futuros

Como possiveis trabalhos futuros pode-se apontar:

1. O Estudo do espago dos dados das séries a fim de verificar se ha a necessidade
de mudanca do espaco utilizando transformagao linear e nao-linear, baseadas nos

conceitos de Aprendizado Estatistico;
2. Modelar séries temporais que contém dados em duas ou mais dimensoes;

3. Implementar uma cadeia de Markov de ordem maior e estudar se houve melhoria

no modelo;

4. Implementar outras distribui¢oes de probabilidade além da Poisson e Normal a fim

de verificar se ha melhoria do HMM para diferentes séries temporais

5. Utilizar o HMM tanto para classificacdo quanto para previsao de dados de séries

temporais, utilizando o algoritmo de avaliagdo de sequéncia e Viterbi;

6. Estudar o HMM para a extracao de caracteristicas de um conjunto de dados uti-

lizados para classificacao.
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