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SUMARIO

Este trabalho foi desenvolvido com a finalidade basica
de ser mais um passo em direcio a se ter um tratamento numeri
co/analitico que chegue a definir cortes de vela mais eficien
tes,

0 ponto de partida do tratamento aerodinamico & a teo
ria de linha de sustentaggo (Unica) com Timitacao em um plano
paralelo ao escoamento, perpendicular 2 linha de sustentacao
envolvida por um escoamento que varia com a distancia a esse pla
no. Esta parte do trabalho seri baseada em trabalho jia desenvol
vido pelo Eng? Bernardo L.R. Andrade apresentado como parte de
seu programa de Mestrado em Seminario realizado em Junho de
1982. Na sequencia, aproveitando os resultados encontrados para
uma linha de sustentacdo simples, e com base na teoria desenvol
vida chega-se a resultados numéricos para um par de linhas de
sustentacdao interagindo.

0 objetivo basico deste conjunto de trabalhos & chegar
proximo ao que o Eng? Jerome H. Milgram do MIT, Cambridge, de
senvolveu, sendo possivel definir cortes de vela de eficiencia
razoavelmente alta por interméddio do computador,

' Como respostas ao programa desenvolvido temos, nesta
fase, a sustentacdo, arrasto e momento de emborcamento de uma
dada superficie tipo vela.
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1. INTRODUGRO

Desde os primordios da humanidade o homem tem procura
do romper as barreiras que lhe s3o impostas pela propria nature
za. 0 transporte de cargas e passageiros, tem sido um dos maio
res desafios do homem. Quanto mais o homem progredia, mais ele
necessitava estar em tempo menor em lugares distintos.

Por essa razao, talvez, ou até por algum motivo S0 ex
plicado por Freud, o fascTnio do homem pelos meios de transpor
te se féz cada vez maior, e este fascinio, gerou em todas as
épocas uma corrida do ser humano contra ele mesmo no intuito de
"encurtar" as distancias.

No comego a roda, as embarcagOes primitivas, os animais
de tracao, as primeiras "maquinas" os barcos movidos a energia
edlica. Com o passar do tempo a roda se uniu as embarcacbes, e
hoje pode-se transportar centenas de milhares de toneladas em
embarcagoes motorizadas, mas hoje ainda @ usada a energia eali
ca para navegar.

Pequenas embarcagoes com finalidades esportivas ou de
lazer, mas, milhares de anos ap0s sua invensao, seu principio
ainda & quase o mesmo, o vento sobre as velas as impulsionam,.

No infcio as embarcacoes "a vela" eram auxiliadas por
remos, seu rendimento era baixo, as vezes chegavam a se atrapa
lhar. Com o passar dos tempos foi-se descobrindo os seus segre
dos. A maior parte das vezes sem ciéncia nenhuma, e surgiram o0s
grandes "Lobos do Mar", os grandes “"Piratas". Genios que servi
ram para o progresso do transporte maritimo; génios que sem coO
nhecer a equac¢dao de Bernoulli, as condicoes de Kutta ou qual
quer esbogo de teoria, por puro sentimento geraram o progresso
nesse campo por experiéncia, erros/acertos chegaram ao comeco do
seculo XX com o surgimento das primeiras embarcacoes de lazer,
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Cada vez mais aumentava a importincia da melhoria do rendimen
to de tais embarcacdes, (aprimoramento hidro/aero—dinamica).Os
estudos de aeronautica comecaram a se desenvolver com maior
ciencia. Grandes cientistas se dedicaram a estudos de aeronEH
tica.

No entanto somente depois da metado do século & que
surgiram os primeiros trabalhos sobre dimensionamento e proje
to analitico de velas para pequenas embarcacoes. Mesmo assim
0s trabalhos que surgiram nio foram claros. Por terem surgido
com fins puramente comerciais, tais trabalhos nio demonstra
ram nada mais que o principio de sua modelagem fisica e matema
tica, a menos de um trabalho de P3s- Graduagao da referencia(2)
que mostra a sua modelagem e como enfrentar numer1camente 0
problema. Porém infelizmente tal trabalho se restringiu tao s0
mente ao projeto e analise de embarcagoes com uma (nica vela,
quando na verdade se tem a maior parte das embarcacdes com duas
ou mais velas.

A grande dificuldade em se projetar velas eficientes
residia no fato de como, em qualquer projeto de Engenharia, os
melhores resultados sio oriundos de uma mistura de metodos. ana
1iticos, numéricos e experiencias, sendo no caso do projeto em
questao o problema mais critico: A quase ausencia de processos
analiticos. Com o advento do computador este problema se reduz
devido a possibilidade de desenvolvimento numérico para prati
camente qualquer problema matemdtico conhecido.

A parte matematica em questao comegou a ser desenvol
vida por Prandtl (1919) e Glauert (1948) sendo entio feito um
tratamento numérico adequado de maneira que se possa chegar a
conclusdoes mais paupiveis.

Do ponto de vista aerodinamico, a diferenga entre uma
vela e outra Superficie de sustentacao qualquer, & gue as ve
las sdao mais "carregadas" isto &: engquanto uma asa ou helice
tém coeficientes de sustentacao por volta de 0 »5. Uma vela tem
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coeficientes em torno de 1,5. Isto faz com que a teoria Tlinea
rizada que € empregada neste trabalho tenha um nivel de aproxi
mag¢ao ainda melhor do que se fossem usadas superficies menos
carregadas. Calcula-se que 0s erros implicitos a tal aplicacao
sejam da ordem de um porcento.

Ja um erro bastante significativo associado a superfi
cies carregadas aerodinamicamente & a separacac do escoamento.
Tufos de 1a colocados sobre velas de um modo geral, mostram que
a maioria das velas ditas boas tém separacio do escoamento em
partes relativamente pequenas de sua area total quando em bar
lavento. Parte dos esforgos tedricos que tém sido desenvolvi
dos, sao no sentido de minimizar tais efeitos.

0 desenvolvimento tedrico que se segue neste trabalho
tem como principio a minimizacao de tais efeitos, mesmo que os
trabalhos mais atuais indiquem que ha a necessidade de um pe
queno deslocamento proximo ao bordo de fuga da vela, quando a
mesma se encontra em vento leve,

A maior parte da teoria aqui desenvolvida se baseia

no principio da linha de sustentagao e nos efeitos da superpo
sicao de linhas de sustentacio.
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2. DEFINIGAC DO PROBLEMA

Para melhor definir o conjunto de variaveis envolvidas
e o problema propriamente dito serdo construidas uma série de
jlustragoes.

Devido 3 necessidade de se tratar o problema em  duas
etapas (1 vela e duas velas) as primeiras ilustracoes dirao res
peito ao problema com uma vela, quando, no entanto, comegarmos
a fazer o tratamento teorico do problema com duas velas serao
entdao apresentadas as ilustragdes relativas a tal situagao.

Pelo fato de as ditas velas estarem dispostas sobre a
embarcacao, as mesmas se moverao com a mesma velocidade, dire
cao e sentido que a dada embarca¢ao. Tal movimento tem duas fon
tes distintas: Transferéncia de quantidade de movimento do ven
to para as velas e das correntes para o casco e bolina. No caso
em questdo, ao invés de analizarmos a interagao dos dois sobre
a embarcac3o, vamos nos restringir ao que ocorre no velame do
barco.

Na figura 1 temos a apresentacao de um barco genéerico,
tendo ent3ao definidas todas as partes importantes do mesmo.

Naturalmente, como era de se esperar, a distribuigao
das velocidades do vento sobre a agua obedece a leis da mecani
ca dos fiuidos. Tal distribuigao foi pela primeira vez levanta
da por Curry (1953), e & apresentada na Figura 2. Da observa
cao das curvas levantadas podemos perceber nitidamente que as
velas em questao no presente trabalho estarao sujeitas aluma mo
vimentacao de ar com velocidade variavel diferindo a cada ponto
em sua envergadura.

Um outro conceito envolvido neste trabalho que deve
ser esclarecido nesta etapa, € o conceito de Vento Real e Vento
Aparente.

R o
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Vento Real @ aquele cuja velocidade e direcao sao medi
dos por um observador fixo sobre a superficie da agua, enquanto
0 vento aparente & aquele medido por um observador sobre a em
barcacao, como se pode ver na figura 3. Tal diferenca se deve a
existencia de variacdo de posigcao relativa entre os dois refe
renciais com o tempo. Devemos observar tambem que como a veloci
dade do vento sobre a superficie da agua & variavel com a altu
ra, o mesmo acontece com o Vento Real e o Aparente. Isso vem a
ter uma implicacao mais importante no sentido em que a resultan
te que atua sobre a vela tera sua direcdo alterada conforma a
altura (y). (Fig.3)

De modo a facilitar o desenvolvimento algébrico a ori
gem do sistema de coordenadas sera localizada na metade do vao
de envergadura da vela, com ¢ eixo das ordenadas (y) pafa]e]o a
testa da vela sobre a mesma. Definido o sistema desta forma
(Fig.4) podemos calcular as velocidades e direcdes do vento apa
rente sobre a vela da seguinte forma:

(U | = /vy + v(y) cos(8)? + Viy).SEN (8)° (0

(Vide figura (4) para nomeclatura)

Ba = ARCTAN V (y) SEN (B) (2)
Vb + V(y) COS(B)

Como ja foi exposto anteriormente, o tratamento  dado
ao problema sera dividido em duas partes. Em primeiro lugar, usan
do a teoria da linha de sustentagao, chegar aos resultados pre
tendidos para cada vela em separado, e depois com estes resulta
dos chegar a um tratamento adequado para a interacao das duas
velas, Para tanto, deve-se definir formalmente o problema da 1i
nha de sustentacao que & colocado como se segue: determinar 0
campo de escoamento e a sustenta¢do associada a ele, além do
arrasto induzido e momento de emborcamento, para uma dada linha
de sustentacao de comprimento b perpendicular a um escoamento
incidente (na diregao x) inclinado com a vertical do angulo ¢
Un plano infinito horizontal & colocado a uma distancia h abaixo
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da Tinha de sustentag3ao (simulando a agua), e a variacio da ve
locidade do ar ao longe dependeri somente da altura seguindo uma
distribuigao linear (que apesar de n3o correta & bem proxima da
realidade) dada por

Us=U_+ k.y (3)

onde U0 ser? o valor da velocidade do ar na origem do sistema
adotado; U a velocidade num ponto quaiquer, k uma constante e y
a ordenada do ponto.

0 método de solugao utilizado, parte de uma modelagem
matematica feita por Prandtl e Glauert, de forma que terao de
ser obedecidas certas condic¢oes de contorno impostas por tal mo
delagem e que serdo apresentadas oportunamente guando do trata
mento tedrico. Uma condicao que & fundamental & impor que o flu
xo de ar atraves da superficie da agua seja nulo. Para garantir
tal conducdo, aproxima-se a superficie da dgua a um plano e im
pde-se que nao haja fluxo de ar através do mesmo.

Por questoes justificadas mais adiante & importante no
tar que o problema ser3d tratado na presenca de uma "imagem" da
Tinha de sustentacao em questio além da mesma,

Basicamente, as respostas que sao necessarias para pos
terior tratamento e consequente resposta ao problema proposto
sdao as distribuicSes das vorticidades no plano Z = 0 de forma
qQuUe o escoamento induzido venha a cancelar a componente normal
a superficie de sustentagao do escoamento. s

Para utilizarmos a modelagem em questio ser: preciso a
utilizagao de s€ries de Fourier de forma que um dos programas
(Minar) utilizados foi elaborado para o seminario da referéncia
(2), para encontrar os coeficientes de uma série de Fourier,que
Tevam a um minimo arrasto induzido, representando a circulacio
ao longo da vela.
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3. VIABILIDADE

Definido o problema, devemos ent3o partir para uma
analise sobre a sua viabilidade. Viabilidade a ser analisada
em todos os niveis.

De um modo geral quando € analisada a viabilidade de
um dado projeto, analisa-se principalmente a viabilidade econ§
mica, além da t€cnica. Este n3ao & o intuito deste Ttem.

Basicamente a viabilidade economica & irrelevante a
partir do instante que um trabalho de Graduac3o ni3o encontra
entraves economicos a nao ser que o mesmo venha a ser fisica
mente executado. Os entraves encontrados se resumem principal
mente em tempo e conhecimento.

A proposta original deste trabalho era a de, partindo
do trabalho ja desenvolvido sobre o cilculo das forcas sobre
uma superficie do tipo vela, projetar integralmente tal super
ficie chegando inclusive a definigao de seu corte. Depois de
algum tempo de estudo foi verificado que com a literatura en
contrada nao seria possivel em tempo habil se chegar ao resul
tado pretendido, pois para tanto seria necessario, a partir das
teorias oferecidas na literatura existente, que se desenvo]vei
sem tedrica e praticamente sistemas para chegar as respostas
pretendidas. Durante esta fase de estudos foi percebido que pa
ra se abrangir uma gama maior de embarcagoes reais, dever-se-ia
resolver o problema de sustentacao para embarcacdes com duas
velas dispostas tal qual um biplano, chegando-se entdo 3 con
clusao, que, mais realisticamente, o passo a ser dado - seria
adaptar o trabalho ja existente para cilculos de forgas em uma
superficie de sustentac¢3o tipo vela para superficies tipo "ve
la~biplano".



4. EXPOSICKO TEGRICA BASICA

4.1. Introdugao

Para melhor compreensdo esta fase do trabalho trari o
desenvolvimento teorico sucinto, porém procurando elucidar ca
da'ponto que se julga importante para a boa compreensao do que
seria o método empregado na modelagem.

4.2, Cinematica e Dindmica de um Campo Fluido

4.2.1. Equag3o de Bernoulli

Em primeiro lugar & importante estabelecer alguns pon
tos:

a} o escoamento considerado & uniforme e de fluido incompressivel
b) o estudo sera feito para a situagao de regime permanente
c) o conceito de Tinhas de corrente.

Em regime permanente consideramos que num dado ponto
de escoamento as condig¢des nunca se alterario em funcao da de
correncia de um intervalo de tempo, de forma que as partTculas
fluidas que, uma apds a outra passam por um dado ponto, se mo
vem da mesma maneira ao longo do mesmo caminho. Nesta espécie
de escoamento os caminhos das particulas fluidas s3o entdo cur
vas permanentes, e, a cada ponto das mesmas a tangente tem a
mesma direcdo da velocidade. Tais curvas sao as ditas linhas
de corrente. (fig.5)

o
=
-”-_-_-——_*-_'-"'-—.__
,_.—“"_'—-——'—'_'_———.___
e e
""'-__—-—_-—-__‘

Fig. 5 - Linhas de corrente
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d) Seja a equacdo de Euler, a qual representa o equilibrio de
forcas, considerando-se as prerrogativas acima pode-se inte
gra-la de modo a se obter uma relacao algébrica entre as
pressdoes e as velocidades. Tal integracgdo & possivel porque
as forgas viscosas ndo sio admitidas para o fluido dito flui
do ideal alem de estarmos assumindo que o fluido & incom
pressivel. A integracdo de tal equagao representa a conser
vagdo da energia mecdnica do fluido. '

A equagao de Euler pode ser dada como se segue:

Pg - gradp = p DV (4)
: Dt
=> {pg - gradp} ds = {pDV } . ds
Dt
Rerranjando temos:
(DU + 1 P - gx ) dx + {(Dv + 1 3P -~ gy) dy + (Dw + 1 9P - gz) dz = 0 (5)
Dt o ax Dt p a3y Dt p 3z

onde u, v e w serio as componentes da velocidade em x, y e z
respectivamente.

Pode-se observar ainda que:

v=4dy . w
u u

dx

se expandirmos e eliminarmos os termos que representam o escoa
mento nao permanente para o pr1me1ro termo temos:

U3u dx + u 3u dy + u du dz + 1 3P dx - gxdx = udu + (1 3P - gx) (6)
X y 9z P ox p 9Xx

€ que para o segundo e terceiro termos teremos:

vdv + ( 1 3P - gy ) dy (6a)
p 3y

- 13 -



wdw + (1 3P - gz) dz (6b)
p a8z

onde p € a densidade do fluido, g a aceleragao da gravidade, P
Pressdo e ds uma porgao elementar de area.

Se introduzirmos 6, 6a e 6b em 5 teremos:

(udu + vdv + wdw) + 1 (3P dx + 3P dy + 3P dz) - (gx dx + 9y dy + g, dz)=0 (7)
p X 3y 9z

Se rearranjarmos e lembrarmos que a aceleracaoc da gravidade @
proveniente de um campo U chegamos a seguinte expressao:

d (u2 + v2 + w2 + P-U)=0 (8)
P

+ P - U = constante (9) que & a expressao mais

P
conhecida da equagao Bernoulli,

4,2,2. Escoamento Irrotacional

Seja a velocidade angular na direcdo z de um elemento
fluido dada por:

percebe-se claramente que o termo entre-parenteses € o  termo
em z do rotacional do vetor.velocidade do elemento fluido.

Desta forma percebemos que as outras componentes do
vetor velocidade angular sera composto pela metade das outras
componentes do rotacional do vetor velocidade (V)

v xV (10)

>
=> W =

il
2
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como geralmente o plano de rotacao de um dado elemento fluido
& arbitrario com relacdo ao sistema de coordenadas, a velocidg
de angular do mesmo terd as trés componentes.

Para o caso bidimensional (planoc x - y) temos:

x2 + y2 = constante

=> & facilmente demonstrado que:

U= - wy

V = + WX

Um escoamento & dito irrotacional quando o0 rotacional
do campo e nulo. Tais condigoes s3o expressas pelas seguintes
condigoes:

——

(17)

X"+ y2 = const

Resolvendo para u e v temos:

u= - yf(r) e v =+ xf(r)
r r

seja entdo ¥V X V = 0 dai temos:

= [Vl (k @ uma constante, e r o raio do - elemento
ao centro do giro do escoamento) (12)

f(r) = k
r

Este escoamento, o qual representa um campo fluido com Tlinhas
de corrente circulares e com o valor absoluto da velocidade va
riando inversamente com a distincia a partir do "centro" des
sas linhas, € chamado escoamento em vortices.

Pela definigao de rotacional temos:

$n x V = Lim # V.ds
AS + o AS

- 0 .
onde V e o campo de velocidades considerado e S um elemento do

»
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deslocamento dal vem que:

(ﬁn x VA8); = (6 V. ds), onde o Indice 1 signifi
ca que o calculo das duas expressbes & feito no mesmo ponto.
Para K pontos temos:

k k
g (T x VAS) = & (6 V.ds) =>

i=1 i=1

frg VxVds = ¢ V.ds (12)

Que @ o teorema de Stokes na sua forma mais conhecida.

Se chamarmos a integral de linha da expressdo (12) de
circulacao e adotarmos o sTmbolo -T p/ ela temos:

6 V.ds = ~T

0 sinal negativo vem de a circulacio ser positiva no
sentido horario enquanto o© rotacional no anti-horario.

Parece Bbvio, a partir de (12), que a circulagao SO
bre um caminho fechado em um campo irrotacional & zero. E tam
bem evidente que, se todos os pontos exceto um ponto em um da
do campo sao irrotacionais, a circulagac ao redor de qualquer
caminho que circunde este ponto sera iqual a ¥x VdS naquele

ponto.

Se escolhermos agora o ponto r = O para um escoamento
vortice cujas linhas de corrente s3io circulos concentricos e a
velocidade inversamente proporcional 3 distancia do centro, €
se escolhermos o ponto r = 0 (pois o valor do rotacional & in

determinado neste ponto)

0 produto V.ds g simplesmente (k) (rde) dai a circula

cdo sera: g

Zn

r=-¢V.ds = - /S (rdo) = - 2m. Kk

I
r



Por consequéncia em v = o, V x V d§ = -2 wk porque

dS & infinitesimal e V «x v)rzo = » se k for substituido por
- T/2m as equag¢des que descrevem o escoamento serio
XZ 3 y2 = C2
V=11 (13
2 r

4.2.3, Potencial de Velocidades

Como ja foi visto, pelo teorema de Stokes a integral
de linha de V.ds por um dado caminho fechado em um campo irro
tacional & zero, dai concluimos que sobre qualquer caminho que
for tracado entre dois pontos dentro de um escoamento irrota
cional sera independente do caminho utilizado, e sera dado por:

e Vids = ¢® (udx + vdy + wdz) = £ (A,B)
A

Uma integral de linha so pode ser independente do ca
minho utilizado caso o integrando seja uma diferencial exata ,
portanto V.ds deve ser uma diferencial exata em funcgio das co
ordenadas do campo. A tal fungao daremos o sTmbolo ¢ (x,y,2)
Seja entao a diferencial total.

d¢ =3¢ dx + 9¢ dy + 3¢ dz e d¢ "= udx + vdy + wdz =>

J X dy 3z
U=23¢ 5 Vv =23¢ ; w= 3¢ (14)
90X oy 3z

Donde concluimos que:

fi V.ds = o5 - 9, (15)



Em resuno deve-se ter em mente o seguinte:
Uma consequéncia importante da irrotacionalidade permanente € a
existéncia de um potencial de velocidades (V = V¢) onde ¢ sera
o potencial por todo o escoamento ( ¢ (x,y,z,t)) e sua existég
cia permite a reposigao de um vetor de 3 componentes por um sim
ples escalar como no principio das variaveis dependentes em in
vestigacbes teoricas.

Dada a existencia do potencial ¢ derivamos como impor
tante consequéncia a equagao de Bernoulli para escoamento irro
tacional.

Como condigao necessaria e suficiente para a existen
cia de um potencial ¢ de tal forma que V = V¢ & que V xV =0 .

4.2.4. Vortice Pontual, Filamento de Vdrtices. Lei de Biot Savart

0 campo de velocidades que define o escoamento que po
de ser dado pela expressao (13) @ de suma importancia nos estu
dos de aerodinamica. Tal expressdo & deduzida para modelos onde
o fluido considerado € incompressivel e n3ao viscoso e obviamen
te nao se pode esperar encontrar tais condicgbes na natureza.
Tanto um redemoinho como um furacdo podem ser tomados como exem
plos na natureza de algo que se aproxima do que foi tomado como
modelo para as dedugOes, isto se deve principalmente ao fato de
para tais casos a viscosidade e a compressihilidade n3o exerce
rem influencia significativa.

; Em tal modelo de escoamento o fluido se desloca em cir
culos concéntricos e, exceto para a porgao central, este movi
mento @ irrotacional. Como ja foi demonstrado, para tal escoa
mento a velocidade deve ser inversamente proporcional I primei
ra potencia da distdancia do elemento fluido ao centro do escoa
mento. Uma imagem fisica de um vortice seria uma regiao em um
escoamento onde a velocidade linear das particulas fluidas aumen
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tasse permanentemente conforme as mesmas se aproximassem do cen
tro do escoamento. 0 ponto central destes escoamentos e chamado
de vortice puntual e sua intensidade & dada pela circulagao en
volta do ponto central. E costumeiro se dizer que um vortice pun
tual estd induzindo um escoamento na regiao que o circunda, con
tudo & importante Tembrar que um vbrtice e o escoamento 3 sua
volta simplesmente coexistem, um n3o @ o causador do outro.

No campo de velocidades Bidimensionais descrito pela
expressao (13) temos um escoamento do tipo vortice com o vorti
ce puntual no centro das coordenadas. Um escoamento bidimensio
nal € aquele cuja forma & idéntica em todos os planos paralelos
ao plano x - y de - a + », e se unirmos todos os vortices pun
tuais por uma linha, a mesma ser3d reta e perpendicular ao plano
X - y considerado. No caso de um escoamento tridimensional esta
Tinha nao & necessariamente paralela ao eixo Z, nem sequer & ne
cessariamente reta e & chamada de filamento de vdrtices. Pode-se
tambem definir filamento como a linha que une o centro de rota
¢ao de sucessivos elementos fluidos.

Neste ponto @ conveniente discutir a velocidade 1ndu
zida", em uma regido que circunda um filamento de vortices, por
um elemento ds deste filamento. 0 incremento de velocidade indu
zida em p pelo elemento ds do filamento & dado por: (vide fig. 6)

dv = T COSBQE (16)
4 r
+
oY _
""\
OF——r="3p
-
Fig. 6 -
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A prova desta expressao pode ser encontrada em livros
de analise vetorial para Hidrodinamica, como por exemplo Ref.3
pg. 206,

Na expressao acima temos: I & a intensidade do fila
mento de vortices, r & a distancia entre 0 incremento do fila
mento e o ponto P, e B8 & 0 Angulo entre a reta que une P a ds
e a normal ao filamento. 0 incremento de velocidade tem . dire
¢ao perpendicular ao plano determinado por ds e o ponto p.

A expressao (16) & completamente aniloga a Lei” de Biot-
Savart para campos magnéticos e a velocidade induzida em P pe
To filamento & determinada pela integragio da express3o (16).

v o= 7% I COSpds onde ' = h secs

- a4 " S h tanB

Se efetuarmos a integragao da expressio (16) fazendo as substi
* —~ — . + Tr
tuigoes necessarias e colocando B entre I /2 chegamos a:

V=T (17)

2mh

Que & a expressdo da velocidade em p.

4.2.5. Esteira de Vortices

Se extendermos o conceito de vortices de uma linha pa
ra uma superficie, podemos ter um tratamento muito Uti] para o
caso de corpos finos. Imagine-se uma superficie formada por
uma infinjdade de filamentos de vortices de intensidade infini
tasimal colocados lado a Tado. A integral do rotacional de Vv
Para uma unidade de comprimento deve ser um valor finito, a qual
sera chamada de intensidade da esteira. Aplicando-se o teorema
de Stokes a intensidade da esteira em qualquer ponto e entao
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dada por:

y = lim 1 ¢ V.ds
0 2

onde & & o comprimento da esteira compreendido na integracdo. Se
a circulagao for no sentido horirio.
i
0 incremento de velocidade para um ponto p nas proxi
midades da esteira € dado por:

dv = vyds
2nr

Tanto continuidade quanto irrotacionalidade s3o obser
vadas em todos os pontos neste campo, pois cada elemento sozj
nho preenche os requisitos para tais condigoes serem observa
das, exceto, & claro no centro de rotacao do escoamento.

0 escoamento induzido por uma linha poligonal fechada
de vortices & irrotacional.

Nenhuma descontinuidade na velocidade ocorre em qual
quer parte do escoamento exceto na propria esteira, onde a com
ponente da velocidade paralela 3 esteira da um salto exatamente
do valor da intensidade da esteira no instante em gue se cruza
a esteira. Tal salto de velocidade pode ser visto ao se conside
rar a circulagao em torno de um trecho unitario da estedra (Fi
gura 7), 0 valor da circulagao € igual a integral do rotacional
de V sobre uma area fechada, o qual por definicao se iguala a
circulacao da esteira. Dai temos:

(Uuy-uys) + (Vi-v,) &n = s/ ¥V x V d5 =
s

A geometria & mostrada na figura 7.

= 210 s



Vi T

Fig. 7 - Descontinuidade da velocidade sobre uma estei
ra de vortices.

Tal integral nao se altera quando se faz An tender a zero, dai
segue que:

4.2.6. Teoremas de Helmholtz

E facilmente demonstrado pelo que se segue que um fila
mento de vortice tem sua intensidade constante ao longo de seu
comprimento. Fechando-se um segmento do filamento de vortice com
uma casca cilindrica (figura 7) donde se retirou uma tira para
lela ao eixo, chegar-se-a aos teoremas. Como o rotacional da ve
locidade sobre a referida casca e nulo, segue, do teorema de
Stokes que a integral de linha da velocidade sobre o perimetro
da casca tambem @ nula. Ao se separar o perimetro em trechos |,
percebe-se que a contribuigao das integrais de b a ¢ e de d a
a serao de iqual magnitude e de sinais contrarios. A partir do
instante em que considerarmos a tira muito estreita. Dai para
se manter o valor da integral igual a zero devemos ter as inte
grais de a a b iguais as de ¢ a d porem com sinais trocados 0
que demonstra o primeiro teorema de Helmhotz:
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"A intensidade de um filamento de vortices & constante
ao longo de seu comportamento”, (T.1.

Levando a demonstrag¢do um pouco mais adiante, imagine
que o cilindro imaginario foi colocado de tal forma que o fila
mento termine na metade do referido cilindro. A integral de 1i
hha a A B edecad jiando podem mais ser de igual magnitude
de forma que a condicao de que a circulagao sobre esse per1me
tro seria zero foi entdo violada. Desta forma chega-se ao segun
do teorema de Helmholtz:

"Um filamento de vortice nio pode terminar num fluido;
0 mesmo deve se extender 3as fronteiras do fluido ou formar um
caminho fechado" (T.2)

J3 0 terceiro teorema de Helmholtz que pode ser prova
do teoricamente por consideracOes da continuidade e equilibrio
de um fluido incompressivel ni3o viscoso € colocado como se se
gue:

"Na ausencia de forgas rotacionais externas, um  flui
do inicialmente irrotacional permanecera irrotacional" (T.3)

Que como corolario temos, a partir do terceiro teore
ma de Helmholtz e do teorema de Stokes, a seguinte afirmagao:

"Na auséncia de forcas rotacionais externas, se a cir
culagao sobre um caminho que inclui um nlUmero definido de partl

culas & inicialmente zero, permanecera sempre zero".

Este corolario seri de grande utilidade no estudo dos
folios bidimensionais.

9



5. A ASA DE ENVERGADURA INFINITA

E fundamental termos em mente a constante analogia que
serd feita entre velas e asas. A teoria existente em geral foi
desenvolvida para asas, mas como ja foi exposto anteriormente,
a analogia & completa a nio ser con relagao a certos pontos da
modelagem (posigao da vela em relagao ao vento e este em rela
cao d agua) que serio devidamente explorados posteriormente,

0 termo "infinito" seri usado para denotar que a anali
se sera feita sobre um modelo bidimensional,

5.1. A Equac¢do do Momento para Escoamento Irrotacional

Seja a equagio de Bernoulli:

P=yH - yh - py2

2

onde h e a elevagdo do elemento sobre um plano horizontal de re
feréncia e H & uma constante,

Consideramos o plano vertical do escoamento orientado
da seguinte forma: eixo x na horizontal e y na vertical para ci
ma. Denote-se C' o contorng do perfil considerado e C" uma cur

va arbitraria circundando o perfil (Fig.7). Consideremos a equa
¢ao do momento da quantidade de movimento.

X = Px + NX - I(S") an Vx ds e Y = Py + Ny - I(S”) an Vy ds (19)

Aplicando-se tal equacao a regiio entre C' e C" temos os seguin
tes resultados:
P. = -7 pCOS (n,x) dg Py = = £ oSEN (n,x) dz

onde n & a normal dirigida para fora e d¢ o elemento de compri

- 24 -



mento infinitesimal de C" (d2 x 1 & 0 elemento de area). Mas

d2 COS (n,x) = dy e d2 COS (n,y) = -dx
Se substituirmos o valor de p obtido da equagao de

Bernoulli nas expressies de P Py e Tevando em cons1derag30que
no sistema adotado temos: wx =0 e wy = -W temos:

P * My = =Y S HCOS (n,x) i +ysh COS (n,x) d2 + p £ V2COS (n,x) da

2

e

Py * Wy = =y JHSEN (n,X) d2 + v £h SEN (n,x) d2 - W + p £ VZSEN (n,x)d2

2

Pode-se facilmente perceber que v J H COS(n,x)d2 = yH f dy = 0
ja que o caminho & fechado da mesma forma temos gue

Yy / H SEN (n,x)dsz

1t

- YH S dx =0 e substituindo y per-h temos

Yy Sy dy =1y 7r d(yz) = 0 e pela mes
2
ma razao vy Sh SEN {n,x)ds = ~y [ ydx

Y / h COS (n,x)ds

A integral de vy fh SEN (n,x)d% & vista COmO peso de
uma massa fluida que ocupasse todo o espacgo da a diferenca W-W
sera o empuxo. Entio tem-se as expressoes

<
I}

2
=p J {VCOS (n,x) - 2 VXVHJ ds
2

Y =W-W+p/ [ VESEN (n,x) - vy |
2

A diferengca W-W serd tida como zero no resto do texto por ser
uma quantidade muito pequena. Seja entdo a velocidade expressa
como:

2 2 2 - -
Ve = Ve + Vy U s V.COS {n,x) + VySEN (n,x) daf entao

as expressoes (20) serido:
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>
i
o

s [(v;’ - V3) cos (n,x) - 2 VY, SEN (n,x)] de (21)

! Evi - vf,) SEN (n,x) = 2 ¥,y €08 (n,x)] a (22)

-
n
©

Que € entdo a base para o cidlculo da forga que com certo fluido
exerce sobre um aerofolio de envergadura infinita.

Fig.8 - Aplicacdo do teorema do momento da quantidade
de movimento a um escoamento b1d1mensiona1 por
um aerofolio.

Se investigarmos as equagoes que fornecem os momentos
(equagao (11) secdo III-3 Ref. 6) chegaremos aos seguintes resul
tados, com relacgio aos momentos devidos 3 sustentacao surgida
no aerofolio

My = - p sV, (x Vy -y V,)de (23)
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5.2. A Sustentacdo de um Aerofdlio de Envergadura Infinita

5.2.71. Arrasto e sustentagdo: definigQes.

Arrasto, &, como se pode imaginar, uma forca de resis
tencia ao avango na direcdo do movimento de um Corpo imerso num
dado fluido. Mas, ao contrario daquilo que se pode imaginar a
principio a sua origem (pelo menos em sua maior parte) n3ao & em
fricgao do fluido com o corpo em questio, mas sim devido ao es
coamento e sua disposi¢ao no espaco devido a existéencia de tal
corpo.

Tanto o arrasto quanto a sustentacao tem origem nos
campos de pressao que se formam ao redor do corpo quando o mes
mo se encontra em movimento imerso em um dado fluido.

Assim como o arrasto & uma forga na diregao do movimen
to a sustentacao @ perpendicular ao mesmo.

Basicamente podemos definir as duas forgas como uma
unica decomposta em suas componentes, uma na direcgao do fluxo
e outra perpendicular ao mesmo.

Alguns dos parametros analisados em aerofolios quanto
a sustentagdo e arrasto s3ao a razao entre estas duas grandezas
e o angulo de ataque o do aerofdlio sobre o fluido que influira
diretamente sobre a razido anterior (Fig.9).
i
Perfis aerodindmicos mais modernos conseguem razoes en
tre a sustentagdo e o0 arrasto da ordem de 20:]

vinha &€ g
gstentat?®
-;:é;::, — - corda
! -L

Fig. 9 - Angulo de ataque

St



5.2.2. A relacio entre sustentagdo e circulagio.

A teoria desenvolvida sobre sustentacido em corpos imer
sos em fluidos & muito mais completa, por ser mais fici] de ser
desenvolvida, do que aquela para o arrasto. 0 arrasto tem como
uma de suas componentes problemas viscosos, mesmo que haja s0
mente uma fina camada limite, ao mesmo tempo que a sustentacao
pode ser explicada sem se entrar no mérito dessas questoes,

Em primeiro lugar deve-se analisar o problema simplifi
cando alguns pontos: Ao invés de um perfil com varias curvatu
ras, para melhor entendimento dos conceitos envolvidos;, sera
analisado, conceitualmente, um plano inclinado em relacao a um
dado escoamento., (Fig. 10)

Se um dado corpo experimenta uma certa sustentacio, is
to e, uma forca perpendicular ao escoamento no qual esti imer
so, pode-se relacionar tal fenomeno somente a um certo acrésci
mo de pressdo na parte inferior do corpo e um "vacuo parcial”
(decréscimo de pressao) na parte superior. (Fig. 10)

Em se analisando a configuracao proposta acima por in
termédio da equac3o de Bernoullj chega-se a conclusdo que a ve
tocidade média do escoamento em torno do corpo deve ser maior
na parte superior do que na parte inferior. Tal condicao - pode
muito bem ser explicada com a superposicao de um escoamento da
esquerda para a direita (Fig. 11) e um escoamento em forma de
circulacdo no sentido horario. (Fig. 12) Tal configuracao foi
mostrada e provada pela primeira vez por Rayleigh e Lanchesterx
Para melhor entendimento deve-se observar na figura 10(b) que
um escoamento puramente de translagao em torno do perfil nao
exerce qualquer forca no plano sendo um momento em torno do seu
eixo de rotacdoc. A Superposicao desse escoamento de translagdo
pura com um escoamento de circulagio (Fig. 12) leva ent3o 3 con
dig¢ao original (Fig. 10(a)) onde a velocidade na parte superior
do plano & maior do que na parte inferior., A condig¢ao da figura
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10(b) & a que existe 1090 apos o inicio do escoamento. A circu
lagdo, designada por T, s a integral de linha da componente tan
gencial da velocidade ao longo de qualgquer curva fechada envol

vendo o perfil.

Fig. 10 - Superposigao dos escoamentos em torno de um
plano inclinado de 10(b) e 10(c)

O0s sinais + indicam acrescimo de pressaoc e
os - decrescimo.

Fig. 11 - Escoamento de translacao puro em torno de um
plano inclinado.

Fig. 12 - Escoamento de circulacao pura em torno de um
plano inclinado.
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5.2.3. A sustentacdo a partir da distribuigdo de pressoes ao
longo do perfil,

Nesta secao, @ importante assumir-se que o  aerofglio
cohsiderado tem envergadura infinita (extende-se para o infini
to em ambos os lados perpendicular ao papel). Devido a tais sim

plificacbes os efeitos de extremidades serio desprezados, de
forma que o padrio que seguir as linhas de corrente enm qualquer
ponto, repetir-se-a ao longo de todo o folio. A curvatura do

aerofdolio e o dngulo de ataque (a} com respeito 3 direcdo do es
coamento s3ao ambos t3o pequenos que pode-se aproximar o coseno
de a como sendo igual a unidade. A partir de tais simpﬁifhmgﬁes,
sera necessario adotarmos a notacgao U, para a componente na di
regao x da circulagdo na parte superior do folio enquanto u, se
ra para a parte inferior.

Se for retirada uma "fatia" dessa asa infinita, pode-se
calcular a sustentagio com base nas presstes da parte guberior
e inferior. A pressio na parte superior sera denotada por pa e
na parte inferior sera denotada por pb. Segue-se a seguinte el
lacao para a sustentacao dessa "fatia". Vide figura 13

L= s7(pb - pa)ds = ¢ /B(pb - pa)ax (24)
A
Vi,
-—-V_.;.. . -V::_t;:‘ T —

Fig. 13 - Decomposicio das velocidades.

onde dS € o elemento de superficie igual a AB.g. Eliminando da

2 Bl



expressdo (24) as pressoes por intermédio da equagao de Bernoulli
temos:

L = Jf (pb - pa)dS = [ fAB [(V + ua)2 -V - ub)2] dx
2
2
= p2 IAB [ZV (ua + ub) tuy - ug] dx
2

(25)

que, devido as simplificagGes impostas anteriormente tem-se

B B _
£ uadx + i ubdx =T

substituindo-se em (25) chega-se a:

2

° - ul) dx (26)

L= 2ov T + sB 20 (u
A
Na proxima se¢ao seria provado que a integral da expressao (26)
e nula, de forma que temos a sustentagdo dada pela primeira par
te da expressao.

5.2.4. Derivacao da Lej de Kutta-Joukowsky por intermédio do es
coamento atraves de uma "grelha".

De modo a que se possa chegar a um resultado mais exa
to, ao invés de considerar um dnico f§]io infinito, considera-se
uma serie de foljos dispostos de maneira a que estes estejam pa
ralelos e dispostos verticalmente um sobre 0 outro (figura 14)
sendo a dist3ncia entre cada "1dmina" e seus vizinhos mais proxi
mos, e o sistema de coordenadas sera disposto com o eixo x na
vertical e o y na horizontal. A 3rea sobre a qual se extendera
a integral consiste de um plano A1 = a.% do lado esquerdo, dis
tante da "grelha" e paralelo ao eixo X, um plano A2 semelhante
ao anterior, porém situado na por¢ao direita e duas superfi
cies cilindricas sobre as linhas de corrente. Como A1 = A2, da
equagao da continuidade temos que vy = v, = v

= 2]



Aplicando o teorema do momento da quantidade de mov i
mento, pode-se notar que devido 3s Tinhas de corrente serem iden
ticas em sua forma a integral da pressao e da Quantidade de mo

1
Y
L1}

plv (u2 - UT)

(27)

G B8 el Al A ) = ag(p, - p.)

1 2 p] Po) = p] Po

mas
P1=P2 = o (Vg * ”g) - P (Vf * Uf) que como v,=v, tem-se:
2 2

2 2

Y = pla Eg___il = pla El_:hgg (u, - up) (28)
2 2

Como para o calculo da Circulacao, a integral de Tinha sobre as

linhas de corrente se anulam, calculando-se 3 circulacio para
uma "lamina" chega-se a

NS a(u2 - u1)

X = -parvy

—<
1}
s}
)
—
o
vl
+
o
(g%

Fig. 14 - Escoamento POT uma grelha,
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Para termos tal calculo extendido sobre uma Gnica lami
na seria o mesmo que se calculassemos a circulagdo para’ -a ten
dendo a infinito, da7 como o valor de I' & constante temos que

U2=U-|

Se a diregdo do escoamento no infinito & paralela ao
eixo Y Up = Uy = 0 entdo a componente Y & tambem nula, sobran
do somente a componente X, ou seja, a sustentacgao.

Se def1n1rmos a diregao X como sendo entdo positiva pa
ra cima e a ve]oc1dade do escoamento no infinito denotada por
V, temos finalmente:

L = p2 VI (29)

Que em sintese & a formula de sustentacao de Kutta-Joukowsky.

Como resultado importante desse fato temos que: "em um
escoamento bidimensional-irrotacional que passa por um dado aero
folio, o mesmo n3o experimenta nenhum arrasto, mas tao somente
uma sustentagao que, por unidade de envergadura, a uma dada den
sidade e velocidade e circulacao se iguala ao produto das mes
mas (L = peV). Este & o teorema de Kutta-Joukowski.

Desde que ndo se conheca a circulagao, tal teorema n3o
permite avaliacdo imediata da sustentacio de um aerofolio de
uma dada forma; mas pode-se chegar a resultados importantes a
partir dos dois fatos que se seguem:

a) Qualquer distribuicdo de velocidades obtidas por superposicio
de dois campos irrotacionais 3 volta de um perfil, represen
ta um outro escoamento irrotacional 3 volta do mesmo perfil.

b) Evidencias experimentais mostram que o escoamento em torno
de um aerofolio de uma dada forma estd completamente determi
nado pela magnitude da velocidade ao longe (velocidade do es
coamento n3ao perturbado pela presenga do folio) e o angulo
de ataque. J3 ndo se pode afirmar isso sobre corpos c111ndr1
cos de secao transversal arbitrarias. Este @ um dos meritos

e



da teoria que Joukowski desenvolveu mostrando que no caso de
um perfil com um bordo de fuga cuneiforme existe um e somen
te um escoamento irrotacional que preenche todas as condi
goes fisicas e geométricas de forma que este escoamento e to
talmente determinado pela forma do perfil e ve]ocidgde do es
coamento nao perturbado, o

Considere-se todas as conclusges sobre a equagdo (29)
como a circulagao & linearmente dependente da velocidade, a mes
ma pode ser visualisadas como a soma de dois escoamentos cujas
circulagdes seriam I'' er" portanto T = T''+ r", Seja agora o eixo
X paralelo @ corda do perfil (Fig. 16), Considere-se o escoamen
to cuja velocidade do fluxo nio perturbado & de magnituyde unita
ria e sentido oposto ao do eixo x. Neste escoamento a circula
¢80 terd um valor definido T1. No caso de a velocidade do fluxo
nao perturbado ter a mesma direg¢dao da que gerou F] Porem com ou
tro modulo (V) sua circulagio seri entio rylvyl.

Pode-se entdo decompor a circulacido do seguinte modo,
adotando a Prerrogativa acima para as duas diregdes, x e y (Fig.
16).

I = |v| (F1COSa + T,SENa) (30)
com
_ o S22 _ r
C=2/17+1% SENa, - ] cosa, __ P2
2 2 2
I/I'], 1"2 \/I'-I+ 1"2

Pode-se desenvolver a circulagio da seqguinte forma:

I'=1 CV (SENa COSao - COSa SENao) = 1 CV SEN (a-a0) (31)

n | —

1
2
Da¥ tiramos pelo teorema de Kutta-Joukowski que:

L = p VE(SEN (o - o) (32)

[pe]

onde L & ga sustentagao por ynidade de comprimento do aerofolio.
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Fig. 15 - Decomposicdo da velocidade do ar,

5.2.5. Derivacdo da equacao de Kutta-Joukowsky.

Coloque-se na fung¢3do de corrente da seguinte maneira:

Z] = VZ +Ti log z + (R ) RS (1
2m z ;2 -2—3
e como ws=4dZ=v+ Ti ~ A - 2B - 3¢ -
dz 2nz ;? ;j ;Z

onde A,B,C s3o constantes complexas que determinam a forma pre
cisa do escoamento em torno do corpo considerado. A grandes dis
tancias (Z grande) os termos em A,B,C podem ser desprezados de
forma que o escoamento se comportara como se houvesse um Unico
"vortice de sustenta¢ao” de magnitude T na origem do sistema. F
importante se notar que este n3o € um vartice de Helmholtz (no
qual a velocidade & nula com relagao ao fluido que o circunda )
mas sim um "vortice de sustentagao” ou "virtice de fronteira"pg
ra o qual a VeTocidade com relagao ao fluido que o circunda e
diferente de zero. F sabido que este tipo de vbrtice n3o & uma
realidade fisica porém & um conceito muito Util para a teoria
dos aerofolios.

Utilizando-se de tal conceito, a velocidade a grandes
distancias do aerofdlio pode ser tida como a superposicao de V
e a velocidade devida 3 circulagdo w = T (Fig. 15), -

2mr
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Y+ Zn-r

Fig.

sultados.

P A dS W W COS(nM) = o /2" ray 1 cos?y - oV /2™ dgcos2y = pry (33)

———

2mr 2 2
12" c0524dg = o
como, se partirmos da som

a vetorial dos vetores V e W,
levando em consideracao a

equagao de Bernoulli,

P e (vl p sy g2

0ot eV
2 2
Se escolhermos p tao pe

qgueno guanto possivel, podemos desprezar
0s termos em w® da7

se integrarmos as expressoes de p

B pdS = 0 /5 senPprds = oriy 2™ seneds = ory (34)
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terminar qual parte da Sustentagdo & devida 3 pressao e qual
Parte ao momento da quantidade de movimento. JI n3o se pode di

possivel. Este tipo de distribuicio de Pressdes pode sep conve

Fig. 17 - Método_das imagens, A sustentacdo de ymp aero
folio & transferida Para o solo na forma de
Um acrescimo de pressao.

5.2.6, A circulacao

Num instante inicial considere-se o fluido em repouso
de forma que a integral de Tinha da velocidade ao longo de uma
curva envolvendo completamente o aerofolio ser3 zero, devido 3s
velocidades serem todas zero, De acorde com 0 teorema deThomson,
8 circulagao em ym fluido idea? {sem viscosidade), deve ser sem
Pre constante e, neste caso, serj3 nula quando o fluido for pos
to em movimento de translacido Com respeito aog aerofolio. Isto
aparenta ser uma contradicdo aops fatos €Xperimentais que mos
tram existir uyma certa circulacao em situagBes como g descrita

S



Un exame detalhado do fenOmeno mostra que o escoamento
considerado, no momento em que este se inicia, & um escoamento
potencial sem circulagao. 0 fato mais importante de tal escoa
mento @ que no bordo de fuga do perfil a velocidade & extrema
mente grande,.

Como resultado da agdao de uma viscosidade muito peque
na na camada limite, tem-se, contudo, a tradugao desta alta ve
locidade em uma superficie de descontinuidade. Esta superficie
que surge no bordo de fuga se torna um vortice chamado de "vor
tice de partida". Pelo teorema de Helmholtz um dado vdrtice es
tara sempre associado as mesmas partfculas num dado escoamento,
desta maneira este "vortice de partida" & levado junto com 0
fluido. Devido a gera¢do de tal vartice, o campo de velocidades
se modifica de forma a superpor ac escoamento de translagao, uma
circulagao em torno do perfil que em qualquer instante tem mes
mo valor com sinal inverso ao vortice que se formou na partida.
Se o perfil & acelerado a partir do repouso e, logo em seguida,
desacelerado ao repouso, formar-se-3ao dois vortices de igual va
lor e sentidos contrarios. De compreender que a geracao da cir
culagao em torno de um aerofdlio & necessariamente seguido pela
formagao de um "“vortice de partida", percebe-se que isto nao es
ta em contradig¢io com o teorema de Thomson. '

9.2.7. Superposigao de Escoamentos Potencial e de Circulacdo

E importante se ressaltar os conceitos das funcoes &
e ¥ discutidos em 15, Com base nestes conceitos pode-se fa
cilmente demonstrar (Vide Ref.3 pg.176) que o escoamento 3 vol
ta de um circulo de raio a no plano complexo & dado por:

o + ¥ = V(Z + a%) = Vz + val

& cir (35)
z

n

onde z & um niUmero no plano complexo (z
cidade do escoamento potencial.

X + iy) e Vea velo
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Se for desenvolvida a expressao (35) em suas partes
reais e imaginarias chega-se a:

33) + 1 Vseng (r—gf) onde z = r(C0S¢ {36)

r r

b + 1¥ = V COSo(r+

0 segundo termo quando tomado como constante e a equacao para
as linhas de corrente que circundam um circulo. Um caso especial
no qual ¥ = 0 mostra que o préoprio circulo & uma Tinha de  cor
rente, uma vez que a equagao (36) com r=a @& satisfeita para
qualquer valor de ¢; o mesmo ocorre com r (menos para r=0) se
¢=0 ou 7; ou seja, 0 eixo x & também uma linha de corrente,

A fungao de corrente de um escoamento em circulos . con
céntricos € dada por:

o, + i?1 = il Jog z
2

onde T & constante. Comg i Tog z = -¢ + i log r temos :

@1 + 1?1 =T¢ +1 T 1g r

2m 2m
€&, uma vez que se o termo imaginario for uma constante (tambem
r sera constante), as linhas de corrente serdo circulos concen
tricos.

A diferenciagﬁo da funcao T] com respeito a r leva a

W= T eo ' = 27rw onde w & a velocidade do escoamento,
2ty
ou seja T & o produto entre o perimetro do cTrculo considerado
e a velocidade, ou seja, a circulacdo. B

Em se superpondo as duas fungdes de corrente chega-se
a0 escoamento paralelo adicionado de circulagdo em torno de um
dado cilindro infinito dado por:

V(z+2a%) +4 T Tog: (37)
z 2r

-39 _



5.2.8, Determinacdo da Quantidade de Circulagao.

Uma ferramenta muito forte que pode ser utilizada para
a determinacao da circulacio sio as transformagoes conformes.,
Un cTrculo imerso num escoamento dado pode ser transformado enm
uma série de outros perfis atraves da utilizagao de certas fun
¢oes analiticas (Vide Ref.3 secdo 102).

Na figura 18, ve-se a aplicacao da superposigao dos es
coamentos de translacao e de circulagao aplicando a funcao

r =z % EE (da secdo 102 Ref.3) chega-se a configuracao da fi

gura 19. ¢

A mesma fungao leva o cTrculo da figura 20, com ven
to em if, ao arco de circulo da figura 21. A circulagao &€ assu
mida tal que os dois pontos de estagnacao coincidem com os pon
tos -a e +a (Fig.20). Se girarmos os eixos X, 1y da figura 20 de
um certo angulo o no sentido horirio sera possivel determinar
uma circulacid3o tal que o ponto de estagnacao da direita do ci
lindro coincida com o ponto +a. Transformando ent3g o circulo
no plano complexo para o arco ho plano "z" observa-se que com a
escolha correta da circulagio o bordo de fuga do "arco de circun
ferencia” foi levado a ter o escoamento deixando-o com suavida
de. Estas observacdes estio de pleno acordo com a pratica de on
de 'se observa que, até um certo ponto, um acréscimo no angulo de
ataque causa um acrescimo na sustentacao e consequentemente um
acréscimo na circulagao., 0 escoamento da figura 22 (que -8 o re
sultado da situagdo proposta no paragrafo anterior) @ muito se
melhante dquele que realmente ocorre, com excessao da alta velo
cidade que se desenvolve no bordo de ataque,

De modo a ultrapassar este problema com o bordo de ata
que, Joukowsky desenvolveu um método de achar uma transformagao
conforme tal que um circulo & transformado em um perfil com 0
bordo de ataque arredondado.
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Fig. 18 - Superposicio de escoamento de tr

e ansformagao
(potencial) e circulacao.

Fig.

Fig, 20 - Superposicdo de esc

oamentos com centro do
circulo deslocado.

'"/“a/_/"-/'-s-l g

Fig. 21 - Transformacdo conforme da Figura 20.
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Fig, 22 - Rotagdo nos eixos de a,

Para Executar ta] transformagio Joukowsky fez, alam de
um deslocamento No centro do cTrcqu, ele executoy uma Superpo
sicao de Circulos conforme se pode observar nga figura 23 (C
circunda C-l de forma que 0s dois cTrculos tem somente 0 ponto
+2a em comum). 0 cTrculo Ko transforma-se Na porgao -2a g, +2a
em cima do eixg horizontal. o cTrculo k] transforma-se no  arco
de circunferéncia (que no caso Se confundira com a corda do per

0 arco de circunfergncia. Tal perfil se assemelha muito 3 reali
dade, Principalmente no que diz réspeito ao borde de ataque e a
Parte central do Perfil, pois o bordo de fuga € afiado a ponto
de ndo ter €spessura, o que serja fisicamente impossivel.

Um metodo grafico razoavelmente simples Para execuytar
a transformagﬁo de Joukowsky foi apresentado por Treftz,
!

'F'Za“

Fig. 23 - Transformacio de Joukowsky,

*
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5.3. Teoria dos Aerofalios Finos

Como ja foi visto anteriormente, o dito “problema dire
to", ou seja, a determinagdo dos coeficientes aerodinamicos de
um dado perfil, @ de grande dificuldade tedrica. De modo a per
mitir ent3o um tratamento tedrico razoavel, em vista do fato que
estes coeficientes para uma grande parte dos perfis usuais va
riam muito pouco, pode-se empregar o método chamado "teoria dos
aerofolios finos" Para aproximar tais coeficientes. Este método
foi, a principio, desenvolvido por M.Munk.

AtuaTmente os perfis em uso (mesmo em se tratando de
velas) tém uma espessura que varija entre 10 e ]2 por cento da
corda maxima, além de um camber médio de 1 a 2 por cento da cor
da maxima. Para tais aerofolios, podemos substituir o aerofdlio
pela sua linha média de "camber" que forma um angulo pequeno g
com a diregao do escoamento n3o perturbado (C" na figura 24},

Levando em consideragao que a magnitude da velocidade
tangencial tambem ter: diferentes valores para os diferentes la
dos de "C", e levando em conta que uma distribui¢io de velocida
des induzidas por uma esteira de vortices com ¢ como sec¢ao trans
versal tem uma descontinuidade do mesmo tipo, pode-se tentar
acabar com esta descontinuidade pela superposicac de escoamentos
como ja exposto na seg¢ao anterior,

o P
B 11
_q/esxo\%

V




A condic¢do de Kutta pode ser exposta como sendo a ne
cessidade de uma velocidade finita do escoamento no bordo de fu
ga pois caso isto n3o ocorra havera uma descontinuidade. Da¥
chega-se @ conclus3o de que a vorticidade (circu]agﬁo) no bordo
de fuga deve ser zero alem de se impor que n3o haja escgamento
através da linha "¢",

Para se chegar as expressoes matematicas para essas con
digoes deve-se considerar a curva “C" ep um sistema retangular
de coordenadas cuja origem "gv esteja colocada ag centro da cur
va e a fungdo que descrever; deve estar no intervalo -C/2<x>C/2
seja V a velocidade do éscoamento nio perturbado, as ordenadas
dadas por uma funcao y(x) assim como as inclinacoes da. curva
(B = dy/dx) e o angulo de atague sao pequenos, Em qualquer pon
to da Tinha "c" ¢ escoamento uniforme de velocidade V pode ser
decomposto em uma componente perpendicular e outra tangencial s
a8 perpendicular a circulacao I deve ser determinada de ta] for
Mma que em qualquer ponto de LB e componente normal da veloci
dade seja cancelada pela componente do escoamento induzido.

damente a direg¢ao da tangente em um ponto entre P e Q. A magni
tude desta velocidade induzida neste Ponto sera I'(s)ds dividida
por Zm multiplicado pela distancia PQ = x-s € a velocidade to
tal induzida Por toda a esteira de vortices € .

KB r(s) ds (38)

2r(x-s)

-C/2<x< C/2 de forma que

T-C) =0 e 1 s pisyas <y [asg (x)] (39)
2 oy ~C/2 (x-s)
onde V e g sejam constantes, 3
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Resolvendo este problema a circulagdo absoluta I', ao
Tongo de qualquer caminho em torno do perfil & dada por:

P = sY2 sy s (40)
Z¢/2

que de acordo com o teorema de Kutta-Joukowsky (34 A) chega-se
a seguinte expressio.

L = py IC/2
-C/2

I' (s)ds (40 A)

Para encontrarmos a diferenga de pressao de um Tado Para o- ou
tro, podemos perceber que a mesma, a cada ponto, sera, se mul
tiplicada pela respectiva area, iqual 3 sustentagao, da7  temos:

Ap = pV_ I(s) onde V& a velocidade média do escoamento.

‘; —
Para se resolver o probTema proposto na expressao (39)
sera muito Util substituir as varizveis x € v por duas novas

variaveis ¢ e v que sio definidas como:

2x = - C0S¢ e 25 = - COsy
c h c

De forma que Para x e s variando de -c¢ a c/2 ¢ ev devem variar
de zero a m. Como ds = £ seng dv temogz
2

I (v) =0 p/ v =0

e

1 g“ .F(v)SENvdv
2T COSv - CO0S¢

-V(a +B(¢) (39A)

No caso de um aerofslio fino simétrico, a Tinha media
coincide com a corda AB e B =0. DaT7, a equagdo (39A) & satis
feita por

I'(v) = 2qV (1-C0Sv) ou I'(v) = 2av TAN v (42)
SENv 2
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que, de fato, se substituTrmos T(v) na equagdo (39A) o SENv &
cancelado e o lado esquerdo da equacio se torna

m
v S dv - oV ST CoSvdy (42)

— 0
COSv-= COS¢ T COSv - COS¢

tais integrais sio resolvidas na referéncia (6) pg. 208 e daT
chega-se as expressdes de CL e CM (coeficientes de arrasto e
momento). )
(43)
C, = 2 g“ (1-C0Sv)dv = 270 e Cy = - g“ (1-C0Sv) COSvdy =£"coszvdv =T
2

Da equagao (43) tira-se que a distancia d da linha de
agdo da forga de sustentacdo ao centro da corda tem-se que:
Ld = M e C d = Cyc daf

CMc
T

d = (44)

5
4

que mostra que o centro de pressaoc de um dado aerofolio situa-
TS€ a um quarto da corda a contar do centro da corda na  dire
¢do do bordo de atague, que para pequenos angulos & praticamen
te independente do dngulo de ataque.

No caso de uma 1inha curvada pode ser assumido que a
distribuic3o de vorticidade I'(s) seja uma soma trigonometrica,

T(v) = 2V (T(0) 1-COSv + I'(1) SENv + T'(2) SEN?v +...+ F{n)SEN nv) (45)
SENv

onde os I'(n) sdo determinados pela forma da Tinha de "camber"
media.

Dando o tratamento algebrico necessario (Vide. Ref.(6)
P9.205} chega-se a
@ + 8(¢) = I(0) + r(1)coss + I(2)C0S2¢ +...+ T(n)COS n¢ (46)

*
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onde 8(¢) que representa o formato do perfil) e representado
por

B (¢) = B(O) + B(1)C0S¢ + B(2)COS 2¢ +...+ B(n)COS ng (47)

onde os B(n) dependem da forma da linha média do perfil.,
Pode-se obseprvar que ao compararmos as equacdes (46) e (47) te
mos que:

F(0) = a+8(0); r(1) =B(1y 3 T(2) = B(2); I'(n) = g(n)

que leva a uma solugdo do problema Para o caso em que a_ curva
tura do perfil & conhecida e chega~se ent3o a:

CL = 2ﬂ(a-+8(0) +B(1) ) e CM = In{a +8(0) - B(1) ) (48)
2 2

1]
2

Tais equacdes foram pela primeira vez concluidas por  Munk
€ Sao 0s principais resultados da teoria dos fé']ios-finos°
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6. A _ASA DE ENVERGADURA FINITA

Aproveitando-se dos resultados obtidos anteriormente
no capitulo 4 adicionados da teoria dos folios finos, pode-se
entao partir para o desenvolvimento de uma teoria propria para
0 conhecimento da sustentagao e do arrasto para folios de enver
gadura finita. Para tal proposito & importante que se extrapole
a teoria desenvolvida enm 4.2.4, 4,2.5 ¢ 4.2.6 para o caso em
que o0s escoamentos sio tridimensionais, e por consequencia as
Tinhas de curvas de vortices deverio ser consideradas.

6.1. Esteiras de Vortices

No capTtulo 4 havia sido definido upa esteira de vorti
ces cilindrica como sendo uma distribuicdo paralela de  linhas
retas de vortices de vorticidade infinitesimal dispostas sobre
uma superficie cilindrica. Para que se possa estudar as asas de
eénvergadura finita deve-se extender a discussio para esteiras
curvas de vortices.

0 campo de velocidades induzidas por uma esteira curva
de vortices e irrotacional desde que defina-se tal esteira como
a superposigao de infinitos escoamentos irrotacionais, cada um
deles induzido por uma linha fechada de vortices. Como ja visto
anteriormente a circulagdo serd nula em cada circuito que nao
tenha pontos em comum com a esteira de vortices, bem como entre
tais circuitos. [ sabido que para um dado circuito fechado en
volvendo uma linha de v3rtice simples a circulacgio se iguatla a
vorticidade de tal Tinha de onde, por extrapolacgio, conclui-se
que se tal caminho envolver uma serie de linhas de vortices, a
circulagdo serd a soma das vorticidades. E importante lembrar
que o0 sinal da circulacio serj relativo ao sentido em que a mes
ma foi tomada pois a vorticidade (assim como a massa, tempo
etc) @ uma grandeza sempre positiva.



cie qualquer deye Sempre tangenciar a torrente resultante. Alap
disso pode-se considerar qualquer superficie descontTnua em um
€scoamento como uma esteira de vortices. Tal superficie de des
continuidade Sépara o deslocamento do escoamento propriamente di
to. Se o escoamento e Suposto paralelo ao plano x-y, a superfy
Cie de Separacao pode ser considerada como Uma esteira de_vﬁrti

outro exemplo foj suprido na referencia (6) pg.198 e no cathE
To 5 itém quando ers tratada a teoria dos folios finos. Tal dis
CUSSA0 n3o serj aprofundada pois & de certa forma tio complexa
que vem a sep assunto de um dos desenvolvimentos mais valiosos
de Helmholtz, mas & bom ter-se em mente que;: superficie de des
continuidade, superficie de Separacao e esteira de vortices sig
nificam a mesma coisa.

De modo a que se possa desenvolver 3 teoria a seguir ,
€ fundamental que seja lembrado que os €Oorpos considerados s3o
regulares e simplesmente conexos,

Dois teoremas importantes ndo serio pProvados aqui mas
0 Sao na secdo VIII.5 da referéncia 6, s3io estes:

1) Um escoamento continuo irrotaciona] Passando por um corpo fj

nito, simplesmente Conexo de forma regular, g Plenamente de

2) Tal €scoamento pode sep Considerado como o resultado de uma



rametro, a circulacgao ao longo de uma curva envolyvendo o cor
po, pode aindé ser escolhida arbitrariamente. Tais assercoes
sdo verdadeiras para o tratamento bidimensional, sendo no en
tanto completamente falsas para o caso tridimensional, No ca
so tridimensional a circulacao deve ser nula para qualquer
curva fora do corpo simplesmente conexo. Tal situacdo € expos
ta na forma de um teorema que vem a ser complementar aos dois
Enteriores.

3) Uma esteira de vortices na superficie de um corpo determina
imediatamente a velocidade do escoamento em seuys pontos; tal
velocidade tem a magnitude T' e &€ normal 3 linha de vortices,
dirigida para a direita de quem anda na direcao da linha de
vortice.

Pode ainda ser salientado que a contribuicdo induzida ao cam
po de velocidades tem sey proprio significado fisico. Se o
meio estiver originalmente em repouso, perturbado apenas pe
To corpo que se move em velocidade V, as velocidades entao
surgidas em todo o espago sao exatamente aquelas 1nngidas
pela esteira de vOrtices.

6.2. 0 Escoamento por uma Asa de Envergadura Finita

Matemﬁticamente, 0 problema que @ Tevantado pelos teo
remas precedentes € muito simples de se resolver para o cado de
corpos simples tais quais esferas, elipsoides, etc. Normalmente
temos, a partir das velocidades na superficie do corpo, as pres
soes podem ser obtidas por intermédio da equacgio de Bernoulli
que, quando integrada, fornece Um momento (binario) resultante
€ nao uma forca. Tal fato & o ja exposto paradoxo de D'Alambert,
Uma odutra disparidade foi eéncontrada no tratamento bidimensional
onde um escoamento que passava por um cilindro infinito nio ex
perimentava nenhuma forga de arrasto, mas sim uma sustentacgao qﬁé
dependia da ¢irculagdo no escoamento ao seu redor. Tal circula



¢ao ficava completamente indeterminada. A resposta para esse pro
blema foi exposta conforme as condigOes de Kutta e o perfil aero
dinamico de Joukowsky cdjo bordo de fuga deve ser "afjado". Tal
tratamento ao problema levou entdo a velocidades finitas no bor
do de fuga retirando as indeterminacBes e levando a um valor de
terminado da sustenta¢io mais de acordo com as observagoes prati
cas,

Para o caso tridimensional, o bordo de fuga afilade se
torna tambe&m uma das ferramentas para a solugao do problema.

No caso dos teoremas 1 e 2 da segdo anterior, se as cur
vaturas forem muito acentuadas, as velocidades em tais pontos po
derao ser muito grandes o que implicaria em pressdes muito baixas.
Em bordas afiladas a curvatura seria infinita gerando ai pressoes
negativas sempre. Este & motivo pelo qual os teoremas da secao
anterior nao se aplicam a n3o ser em corpos regulares. No caso
de um f6lio rea] tridimensional percebe-se entZo que existe wuma
superficie de discdntinuidade colocada ao longo do bordo de fuga
(afilado).

Baseado em idéias como essas e em certas observagoes F.W.
Lanchester comegou a desenvolver a teoria Para asas com razao de
aspecto finitas. No entanto somente algum tempo depois e que sur
giram as primeiras conclusoes praticas, feitas por Prandtl,

A idéia principal da teoria de Prandtl e Lanchester po
de ser resumida no seguinte: 0 escoamento de um fluido perfeito
ao redor de uma asa de envergadura finita suporta uma superficie
de discontinuidade que se extende corrente abaixo a partir do
bordo de fuga da asa. Com o crescimento da raziao de aspecto da
asa em questao, tal discontinuidade se torna cada vez menos pro
nunciada ate desaparecer para asas com razao de aspecto infinitas,

E Gbvio que as dificuldades antes mencionadas sao Teva
das a uma solugao desta forma. Para envergadura infinita a dis
tribuicdo de velocidades se torna cont¥nua de forma que a teoria



de Joukowski pode ser mantida, e, por outro lado, para asas fini
tas o paradoxo de D'A1ambert & superado. ’

No capTtulo anterior foi dito que um escoamento bidi
mensional em torno de um corpo regular, simplesmente conexo, po
de ser colocado como a superposigao de um escoamento uniforme
de velocidade V e de um escoamento induzido por uma esteira de
vortices coincidente com a superficie do corpo. Para o caso tri
dimensional deve-se observar mais um fator sendo superposto: Um
&€scoamento induzido por uma estefra de vortices de forma desco
nhecida que se forma a partir do bordo de fuga da asa considera
da. Conclui-se, a partir do paradoxo d'Alambert que tal esteira
deve se extender para o infinito Ja que de outra forma o fluido
ndo exerceria nenhuma forca de sustentacao sobre a asa,

Cinematicamente a introducdo dessa esteira de vortices
Seé equivale ao alongamento do f5]io aoc infinito de modo a  sua
envergadura se tornar infinita., Caso n3o seja possivel que a es
teira formada no bordo de fuga se extenda Ppara o infinito, a es
teira que esta sobre o corpo e a esteira que se forma no bordo
de fuga formam um corpe finito ao qual se aplicam os principios

D'Almbert, onde entio teremos a resultante das forgas nas duas
esteiras nula.

A partir dos teoremas expostos na se¢ao 6,1 pode-se ao

Menos estabelecer um perfil grosseiro da distribuigado dos fila
mentos de vortice.

Na parte superior da asa pode-se supor que o escoamen
to tem aproximadamente a direcio do escoamento nio perturbado
Na figura 25 o escoamento & assumido da direita para a esquerda
€ Por consequéncia os filamentos se dirigem de cima para baixe
(de acordo com o teorema 3 da se¢ao 6,1),

Na parte inferior da asa a situagado ndo & tFo facilmen
te exposta. Para os valores usuais de angulos de ataque e ve]E
cidades, um escoamento bidimensional teria um ponto de estagna
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¢do proximo ao bordo de ataque na parte inferior do perfil. De
vido & essa estagnaglo no caso bidimensional, o caso tridimen
sional assume ent3o um formato como o da figura 26, perto da es
tagnagao os filamentos s&o Tinhas fechadas na propria face infe

rior.
J
; oo

Fig. 25 - Filamentos de vortice na parte superior da
asa (vista superior).

"]E
Fig. 26 - Filamentos de vortice na superficie inferior
de uma asa.

Uma vez que ao Tongo da superficie da asa a8 velocidade
€ normal aos filamento de vortice, o vetor velocidade deve serp

dirigido para dentro na Parte superior (vetores em linhas cheias



figura 27) e para fora na parte inferior (vetores tracejados il
gura 27).

4 2 % 2
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Fig. 27 - Filamentos de vortices (linhas cheias . repre
sentam a parte superior da asa),

Gr3k 0 Problema da Superficie de Sustentacdo

Como a asa em questio & fina o suficiente para que se
despreze o problema de €spessura, admite-se ga principio que a
superficie de sustentacao pode ser assimilada por uma regiao do
plano x-y. Devido 3s condigoes de contorno (cinemdticas) sobre
& superficie de sustentacao, as velocidades normais a3 superfy
cie devem ser nulas e pelas condigbes de Kutta as velocidades no
bordo de fuga devem ser finitas.

Como no caso bidimensional (cap.5) tais condigoes sap

cumpridas por uma Superposigao adequada de vortices e escoamen
tos planos.



tida fazendo o fechamento do "circuito" (fig.28).

~ ESTEIRA
~ ~
FILAMENTO LIVRE
<]
NTO FIXO
> FILAME (
,/
|
/ ‘N
Y
F-i g- 28 e

Por analogia ao caso bidimensional a distribuicao de
velocidades induzidas por tais esteiras sdo:

u (x,y,0) = % 9,2 I'e (X,y) |

1+

V) (x,y,O) 1/2 FL (X,y)

onde o {ndice F significa fixo sobre a asa e o Tndice L Tivre.

Utilizando-se das expressoes acima pode-se chegar a
componente do rotacional na direcao z do campo de velocidades
adjacente 3 superficie.

Y - 3y = 3TF + 3ry = 0 (49) |
X 9y oy X



Integrando-se ao longo da corda chega-se 3 seguinte ex
pressao para cada secdo da superficie de sustentacdo:

X X
F
RS o 9L() + T (%, y) XB =0 (50)
"BA ay oy dy BA

onde xpr - coordenada x do bordo de fuga de cada segdo

XBA - coordenada x do bordo de ataque de cada secao
I(y) - circulacdo total de cada secao

A intensidade dos filamentos na esteira e dada por:

1-‘E = - dI'(y)
dy

Ea circulagio tota] e

T(y) = s*BF Fe (x,y) dx

/ (51)
BA

diferencas
quando

surge mais
uma condigdo de contorno dada por:

X
2(y) = p.u, s BF

Te (xu¥) dx = p.u.1(y) (54)
XBA
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Portanto a sustentagdao total setE a integral ao longo de y:

L = p.U. /%2 pryygy (40A)
-h/2

No caso de se estar tratando de asas com altas razges
de aspecto, pode ser admitido que a posigao dos filamentos fixos
ao longo da corda n3o importa chegando-se entdo, no lTimite, a
situacado em que todos se superporiam em um Gnico filamento de

intensidade variivel acoplado aos filamentos da esteira livre.
(fig.29)

Tal tratamento pode ser aplicado Com certa precisio e
foi a principio desenvolvido Por Prandtl chamando-o de teoria
da Tinha de sustentacao.

6.3.1. Linha de Sustentagio

Para poder ser desenvolvida 3 teoria da linha de sus
tentac3o deve-se g principio desprezar @s velocidades na dire
€ao y para depois serenm acrescentadas,

A definig3o de Tinha de sustentacao ji se encontra no
itém anterior e & mostrado na figura 29, Ta) linha &  colocada

sobre o eixo Y e ligada aos filamentos da esteira livre confor
me figura 29,

Como os filamentos das esteiras induzenm velocidades ver
ticais ag eéscoamento que Circunda o perfil e a cada ponto da Ti
nha de Sustentacao Corresponde uma secao da superficie, o escoa
mento que incide sobre uma dada Secao seri cComposto pelo escoa
mento ao longe, de velocidade U, mais o éscoamento induzido, de
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velocidade Wi.

A resultante da soma vetorial da velocidade do escoa
mento n3o perturbado (U) com a velocidade Wi seri U a velocida
de relativa.

u = Syl .oy (55)

lz Filamento Tivre

,\gh ,///// Esteira

[ —

Filamento fixo —

Fig. 29 - Linha de Sustentacio.

Define-se também trias importantes parametros: @55 o
e a,. Onde o € 0 angulo de ataque induzido, angulo formado en
tre a direcdo da velocidade relativa e a velocidade no infinito,
o, € o angulo de ataque abso]uto com relacao a velocidade do es
coamento nao perturbado e a, g o angulo de ataque absoluto com
relagao d@ velocidade relativa (vide fig.30)



s Ls “-

.CORDA

Fig. 30 -

Seja a relagdo entre ;3 velocidade induzida e o ‘angulo
de ataque induzido dada por

a; = tan™! Wi = Wi pois Hi & pequeno. Tal relagio pode serp

] U U
tirada da figura 30.

Dessa forma a forca total surgida na asa & dada -~ pela
expressao (56) que sub-entende que a tal forca & perpendicular
a direcido da velocidade relativa, Se for decomposta essa
€M uma componente paralela e outra perpendicular 3 ve]ocidaderg

Tativa (fi9.31), serd entjo definido o arrasto e a

sustentacao
da asa.

F=p.U0..T (56)

LINHA BE SusT. NULA

CORDA

Fig. 31 - Decomposicio da forca total
em arrasto e Sustentacio.
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Das figuras 30 e 31 pode-se tirar as seguintes relacDes:

d = - 57

iaa = 0.0 d_I ( )

di = -go, (58)
2 = F COS ai = p.Ur. PCOSai =plUr (59)

onde di @ o arrasto induzido por unidade de comprimento e g & ;
Sustentacao por unidade de comprimento.

Do capitulo anterior tem-se que:

= £ = 27q

-——2— 0
1 plU%C
2

Portanto ao multiplicarmos a expressao (57) por 27 teremos:

2naa = Zwao - 2ﬂai

de onde se pode concluir que como Zwao = CL e Zwaa = CQB

CRB € o coeficiente de sustentacao para o caso bidimensiona](zB

€ a sustentagdo para bidimensional e Ts a circulagao) a equagao
(57) pode ser escrita da seguinte forma:

onde

I = Tp + n.U.C.ai (60)

Da expressio (60) pode-se observar que para a solucio
do problema, admitindo-se conhecida a geometria da superficie de
Sustentacdo, e possivel determinar a cada segao, por intermedio
da teoria dos folios bidimensionais, 0 valor de Fg atraves do
qual se chegarid ao T Para cada se¢ao so faltando entao para tan
to determinar as velocidades induzidas Wi sobre cada ponto da
lTinha de sustentacao. Para se executar tal tarefa & necessario
que inicialmente que se saiba calcular a velocidade induzida
por um filamento de vortices €m um ponto qualquer nio situado
sobre o filamento. Tal velocidade, pode-se ver a dedugdo na re
feréncia e secio 113 Pg. 197, & dada pela seguinte  express3o:

= wtil 2



Wi = - R x d2 (61)

O

ul5!
47

onde T & a circulagio media, C @ o contorng que envolve a regiao
considerada, R o vetor disti3ncia entre 0 elemento do filamento
de vortice (di) e o ponto em questio,

A Tei de Biot-Savart & completamente valida para o c¢3l
culo da influéncia sobre cada ponto da linha de sustentagao de
cada filamento da esteira. Na figura 32 define-se geométricamen

te o problema descrito.

Esteira

P

Y

~__Linha de sustentacao

b/y |

Fig. 32 - Influéncia de unm ponto p da Tinha de sustenta
¢a0 no escoamento, definicgao geométrica, -

Tal estudo ser3 feito no plano X-y de forma que de =dx.T
e R = -x71 4 (yp-¥)T (Vide figura 32),

0 produto vetoriaj dos vetores e o modulo de R Serao
respectivamente:



R x de = -dx (yp-y)k
e

B= /x4 (yp-y)?

¢ a intensidade do filamento ser3 - df(y)
dy

da equagao 61 tem-se a expressdo que, se forem aplicados, os da
dos acima calculados, se chega 3 seguinte exXpressao:
V. = -1 dr(y) s (yp-y)dx X (61A4)
Z c 372 '
° x“+(yp-y)* %/

que faz perceber ser esta uma parcela infinitesimal dwi da velo
cidade induzida (Wi).

Resolvendo-se a integral acima tem-se que:

dwy = -1 . dI(y) 1
4T dy (yp-y)

que por consequéncia levari ao se integrar & obtenc3o de Wi.

Wy=- 1 2 greyy . gy (618)
4n  "B/2 dy (yp-y)

a qual se for substituida na expressao 60 gerara a seguinte ex
Pressao:

T(yp) = Ty (yp) - Cyp) 72 4 () . 4y (62)
4 ThZ Ty yp-y -

onde: T(yp) @ o valor da circulagao na secdo da superficie de
sustentacao representada pPelo ponto p na linha de sustentacao.
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A expressdo 62 & obviamente impossivel de ser resolvi
da analiticamente, sendo Para tanto entdo necessario o emprego
de métodos numdricos. A fim de executar ta] tarefa, uma das pro
postas da referéncia 8 & o desenvolvimento da circulacdo ao 1lon
go de toda a linha de sustentacdo em uma série de Fourier, que
conhecida como solugao de Glauert, respeitando as condigdes de

contorno,

Seja a condicdao de contorno (52) T=0 ep y=2bs2 respei
tada dai tem-se que se for empregada uma func¢do seno ou cosseno
Para exprimir y o trabalho serd facilitado. DaT

Y = - b CoSe (63)

2

onde b & a envergadura da asa considerada.

a circulacao como

(=]

r(e) = 2.u.b zT A, SEN (ne) (63A)
n=

dai pode-se, entao, executando algumas substituicGes na expres
sdo (62), chegar 3 seguinte expressio:

oq

I n.A g" COS(ne) do (64)
i (cose - cosey

r(e,) = T, (8,) - C(o) . .

sao 63 e o Tndice p indica ser relativo ao ponto p figura 32,



sao 64 aplicada a resolucdao de Glauert.

T(8,) = Tg(8 ) - C(6) . U.Z nA . SEN(ngp) (64A)
P o ¢ n=1 " SEN( 0 )

De forma que se for introduzida a expressao 63.A para descrever
r(ep) chega-se a expressio 64.B

T An SEN(ne) = Tg (8) = 2m.C(8) . I n.A .SEN(ne)  (648)
n=1 2b i SEN o

2U.b

onde se observa que a falta do Tndice p se deve ao fato de tal
expressao ser valida ao Tongo de toda a Tinha de sustentacio.

Para o caso em questio sio conhecidas as caracteristi-
cas'geométricas da superficie de sustentacao sendo assim possi
vel determinar (o) e TB(B) de forma que s® restardo como incog
nitas os coeficientes An das séries de Fourier. Para se determi
nar tais coeficientes em uma quantidade M determinada existem
metodos numéricos adequados indicados na referencia 8 que basi
camente a re§o1ug50 de sistemas de M equagoes a M incognitas cu
jas solugdes serdo os coeficientes A

Com o intuito de partir de algo ja existente, devido 3
falta de tempo para desenvo]ver'um programa proprio ou mesmo de
vido & inutilidade de se eéxecutar algo novo no momento em que
Ja existe um programa. especifico Para essa solugao, foi utiliza
do no atual trabalho o programa "MINAR", da referancia 2 anexo
B, cuja operacido e listagem constam do anexo 1 do atual “'trabg
Tho. 0s resultados obtidos com o Programa em questio seriao ana
lisados e discutidos (além de confrontados com o0s resultados da
referéncia 1) no capTtulec 8 deste trabatlho,

Uma vez obtidos os coeficientes da série de Fourier fi
ca facil se encontrar a sustentacgao e o arrasto para uma dada
superficie tri-dimensional,
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A sustentac¢do serd encontrada por substituicao dos va
Tores encontrados para os coeficientes An nas expressoes para a
circulagao. Pode-se no entanto substituir primeiro as expressoes
63.A (subintende-se que 63 tambam & substituida automaticamente)
em 40.A de forma que se chega 3 seguinte exXpressao:
o

I An SEN (ne) .b SEN g ds (65)

L = p.U,2.U.b ST
0 n=l 2

sendo entdo possivel determinar o coeficiente de sustentacdo ja
que o mesmo & dado por

Define-se a razio de aspecto de uma superficie de sys
tentacao como sendo a relagdao entre o quadrado da envergadura pe
1a area total,

C, = 2.AR z] An /™ SEN(n6) SENede (66)
n= 0

Mas, dos fundamentos do calculo sabe-se que:

8 sem#n
/T SEN(ne) SEN(mo) = e (66A)
0 sem = n

]
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o que fara entdo o coeficiente de sustentac3o assumir a seguin
te forma:

(67)

Assim como foi possTvel se encontrar expressoes para a
sustentagdo e seu coeficiente, pode-se escrever, partindo das
expressdes obtidas para o arrasto total induzido, expressoes on
de se obtenha o arrasto total induzido em funcio dos coeficien
tes An'

Da expressao 58 tem-se que:

di = -2 oi (que para ai pequeno ai vSEN 1)
seja entao

Di = =0 72 di(y) = P2 ou (y) T(y)dy (584)

b/2 -b/2

que ao se substituir o valor de Wi de (61B) chega-se a

i = o 2 P2 grey g5 L (yyay (68)
4r TBIZb/Z g U

onde Di € o arrasto total induzido e § & uma variavel auxiliar

onde § = - b COS¢ de modo que a circulagao em funcdo de ¢ ser:
2

como na expressao 63.A mudando-se a variavel de § para ¢.

Dando-se um tratamento algébrico adequado (Vide Ref., 2

Pg.41 anexo A) chega-se 3 expressao final para o arrasto total
induzido.

2.2 @

b /T T n A SEN(no) .
0 n=] h

Di = p U I An SEN(ne)de (69)

n=1

Para evitar confusdes substitui-se na segunda somatoria n por m
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€ rearranja-se a expressao chegando em;

2

[+5) [}
Di = o U¥b% T nAn 3 Ap S SEN(ng).SEN(mo) de (69A)
0

n=1 m=1

Tal expressao quando aplicada aos resultados da resolu
cao da integral (66A) faz chegar so resultado seguinte:

Di =9 ., p . U

E n=1 *“n (70)

0 coeficiente de arrasto total induzido & dado por

A Di

Di —

1 osu?
2

que se for rearranjado e introduzida a raz3io de aspecto assume
a seguinte forma:

(A%

n.A (71)

(o)
N
=
=
X
ntag

Tendo ent3o resolvido 0 problema da obtencdo dos coefi
cientes para a série de Fourier fica automaticamente resolvido

0.problema da Sustentacdo e do arrasto de uma dada superficie
de sustentag3o.

E importante Para o tratamento da questao como um to

do, a determinacio da relacao entre CL e CDi que sera feita a
seguir,

6.3.2. Relacgdo entre ¢ C

IR

Seja a expressio 67 elevada ao quadrado,

2
; CL = (m . AR . A]) =>
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A.' = L (72)

A expressao 71 depois de um certo rearranjo se torna a
seguinte expressio:

Cpi = T-AR.AT 1+ 50 0. (an)2 (71A)
o T h=2 o~

Para nio sobrecarregar as expressges & interessante chamar

n.(An)? = g
2 A]

n o8

n

que fara com que 71.A seja escrita da seguinte forma:

C

& n.AR.Af (1+0)

se dai ent3io for substituido A$ pela expressio 72 chega-se a

C2
CDi = L (1 + o) (73)
m™ . AR

Fazendo ver ent3o que a relagado entre o arrasto e a sustentacio
€ quadratica,

Pode-se observar com facilidade Queé, sendo ¢ um niumero
positivo, o menor arrasto induzido Para uma dada Sustentacao se
ra para a situacdao em qQue o se iguala a zero. Se ¢ se iguala a

zero, todos os coeficientes da série, menos A], tambem se igua
lam a zero,

Da equacao 61.8 Percebe-se que a integral indicada na
mesma se resolve Por intermédio dg solugao de Glauert gerando
entao a expressao, seguinte:

W, = - tJnET n.A, SEN(nop) (74)
SEN O
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Para que haja minimo arrasto induzido & necessirio que
todos os An exceto A1 sejam nulos o que faz claro que

Wi = -U , A]

Portanto

af = -A, (75)

Fazendo claro que para uma dada superficie de sustenta
¢ao com minimo arrasto induzido, os angulos de ataque induzidos
devem ser constantes ao Tongo da envergadura além de ser igual
ao coeficiente A1 exceto pelo sinal.



7. TEORIA DE BIPLANOS

A teoria desenvolvida por Prandtl para resolver os pro
blemas de sustentagdo e arrasto em superficies de sustentacdo
simples se mostra Util tamb&m, apds o tratamento adequado, a so
lucao dos mesmos problemas para o caso de biplanos, sendo entio
necessario agora desenvolver as relagbes que envolvem as intera
¢oes entre duas superficies de sustentagao quando entdo trata
das por linhas de sustentacao.

; A principio deve ser esclarecida a notacao utilizada
pPara o caso especifico biptano, tal notagdo est3 na figura 33.

Fig. 33 - Notagdo para biplano.

De modo a simplificar a solugio do problema, serd assu
mida uma distribuicao eliptica de sustentacao sobre cada um dos
planos de sustentacdo, 0 desenvolvimento e dedugao da expressio
para tal distribui¢do se encontra na referencia 6 secio IX - 5.
Outra simplificacdo que serd assumida e nio & verdade na maio
ria dos casos e’que, a principio, as duas linhas de sustentacao
se situam em um plano perpendicular ao escoamento espagadas de
uma distancia h (figura 33) correspondendo 3 dist3ncia media
existente entre as duas asas. Cada linha de sustentagao traz con

sigo a esteira de vortice com largura igual 3 da envergadura da
asa.



Como se pode observar na figura 33 tudo o que diz res
peito & superficie de Sustentacdo superior terj o indice 1 e tu
do o que disser respeito ao plano inferior levarj3 indice 2.

Para cada ponto P] da Tinha de sustentagao superior e

Para cada ponto P2 da linha de Sustentacao inferigp a veTocidE

de total induzida pelas esteiras deve ser levada em conta para

0 calculo da circulagdo. Sendo entdo a velocidade total induzi

da Wi e o angulo de incidéncia de cada secao a', a Circulagao ao
redor de uma dada Secao & entio igual a

Py = kU (a'-%1) oy Ty = KU (a'-¥2)

Perfil da secio transversal e o
i-dimensional,

De acordo conm as equacgoes 40A e 58A

onde w](y]) pode ser escrita Como a soma da velocidade induzida
pela esteira de vortices Superior (WIT) € aquela induzida pela

esteiira de vortices inferigr W12 ho ponto P] da superficie Supe
rior. Desta forma pode-se escrever

L=1L1 + 2 (76)

D1 = D”"' D]z =p S P](y])w”(y])dyT +p S P](y])w'fz(y])dy] (76A)
onde o primeirg termo D]] € o drrasto que a asa superior experi
mentaria se fosse usada como um monoplano, A vorticidade de um

elemento P2 da asa inferior induz em P] a velocidade dada pela
equacao

-1 T2(y2) dy
r

4
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onde r denota a distancia de Py @ P,. Como tal velocidade & per

pendicular a R]Pz a componente da velocidade induzida € ‘igual a

-1 T2 02) cosgay,
4 r

onde Be o angulo entre P\P, e 0 eixo y positivo, ou seja:
- he 2
coss = (YZ = y]) € T h™+ (YZ = y])
r

de forma que a velocidade induzida Wy, NO ponto P1 pode ser es
crita por:

Bl/2 'y, y
Wio (yq) == 17 b= T (¥, )dy (77)
12 1 —_ 2\W272
an Bi/2 h2+(y2-y])2

Com tal expressao, depois do tratamento algébrico necessiario ,

pode-se entao escrever a expressao do arrasto na linha superior
devido 3 inferior como:

2
Dy = AP AZ n) vy 0D w7
12~ = “B1 -B1 11 242 > 1V
4 ol i U )
S h2+(y2-y1)?
Como se trocarmos Yy com y, tal expressido permanece

inalterada percebe-se que D]2=Dz] de maneira que o arrasto to
tal de um biplano & dado por:

D = D1+D2 = (D11+D]2) + (021+D22) = D1T+ 2012+ D22 (79)

onde D]] e D12 seriam os arrastos que as asas experimentariam ca
S0 as mesmas fossem utilizadas como mono-planos e 2012 e o efei
to mituo entre as asas.

Como ja foi dito no comeco, a distribuicdo assumida pa
ra a sustentagao neste capTtulo seri a eliptica de modo que po

= D



de-se obter a expressio da circulagao em funcio da sustentacao.
Da referencia 6 secio IX-4 tem-se que:

T(y) = 4L /1 - (242

mpUB B
¢ da expressao 58 tem-se que:

2

D = Wi . L = 2L
U ﬂpUsz

De onde se concluyj que a expressao para D]2 pode ser modificada
para:

Bl B8] (80)

o v, 5 o h4(y2-y1)?

Depois de efetuada a integral dupla de (80), a qual ge
ra um pesado trabalho de calculo numerico chega-se 3 expressio
seguinte;

2L

D,, = e & (81)

wpUz.B1Bz

onde o & a integral dupla da expressao 80 multiplicada por:

Fator de interferéncia, assim e chamado o que pode ser
avaliado segundo o procedimento acima. Devido 3 dificuldade en
se avaliar mesmo numericamente as integrais da expressao (80)
0 valor de 0 foi plotado en fungao da razio de  envergaduras
BZ/B] (u), da razio Zh/(ByFBZ) e da distancia entre as asas h,
Na figura 34, Foj assumido que By, < By sendo que no entanto ta)
fator tenm validade para o Caso em que a asa inferior seja de
maior envergadura, sendo a7 ent3o necessario inverter os Tndi

»
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ces, ou seja o indice 1 & usado para a asa de maior envergadura.

Fazendo uso dos resultados ja encontrados chega-se a
seguinte expressio:
2 2
D= Dyt iyt Dy =2 (M 420 by Ly Ly (82)
T e P |
mpl 81 B] 82 B2

Seja S a soma da 3rea das duas asas, o coeficiente de
arrasto sera dado por;:

2 2
o= 1(S G +20 s ¢ ¢ + s o2 (83)
m _B$ BB, Bg

onde CL e CL $30 0s coeficientes de sustentacao da asa ] e 2
1 2
respectivamente,

Para facilitar a notagao & interessante que seja intro
duzida a seguinte notacao;

8_2_='|Js£_2_=\)-
B, Ly ‘

sendo L = L + L, entdo Ly = L+(1+v) e Lo= v.L (1+v) de modo
que a expressao (83) pode ser reescrita como:

D= 2% . (1% 2uvo 4 v (83A)
npUZB2 (1+\))2 . uzﬂ

1

Pode-se perceber claramente que 0 primeiro termo & o
arrasto de um monoplano cuja sustentag3o & L,

Mais uma vez €& possive] simplificar a notacio adotanto
fatores. & chamado de fator de Munck o seguinte:




M (1 + v)

(83C)
/l-l2+ 2uvo + \)2

0 que faz com que 83.A se torne

D= 2.2 (83B)
Ter2 (MB]S?

-

e possivel observar que MB1 e a envergadura equivalente de um
monoplano que substituiria este biplano, e (MB])Z-%S € a razio
de aspecto equivalente,

Em posse de tais eXpressoes seria possye] entdo, da
dos valores arbitrarios de By, By, h, Ly e L, projetar be]anos
dispondo cordas e angulos de incidencia de uma maneira adequada
Para as duas asas. Contudo o maior interesse reside no fato de
qual relagcao entre L1 e L2 faz observar 0 ‘menor arrasto possy
vel para um dado valor de Sustentagdo total (L] + LZ). Basta en
tao se ter as derivadas parciais da expressao do arrasto en fun

cao de L-l @ L, e iguala-Tas de modo a encontrar um ponto de m7
nimo,

Seja entio:

L] + o L2 = E% + 0 L2
— -
B] B]B2 82 B]BZ
que resulta em
kl 1 B]/B2 = G L] g 1-~0 BZ/B]
e CFi g e G —

de modo que o arrasto minimo serd ent3o dado por:

D » = L2 1 - 02

. (84)
min
ﬂ(p/Z)UEB$ 1-208,/8) + (B,/B,)2

= S5



cujo segundo membro oferece o valor 6timo para o fator de Munk

M 2

0T ]-20‘u'+‘u
1 - of

que serd otimo quando a razio de sustentacao veé composta

razao de envergaduras e pelo fator de interferéan
maneira:

pela
cia da seguinte

V=_ u-=-g (85)
(1/u) -o

Fig. 34 - Fator de Interferéncia (o).
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8. RESOLUCAO DO PROBLEMA

8.1. Introducao

Como foi definido no capTtulo 2 o problema se resume
basicamente em resolver o problema de sustentacgao e arrasto pa
ra o caso de uma vela e por intermédio das conclusdes do capitu
1o 7 chegar 3 resolucio do problema de velas de velas-biplano.

Na figura 1 tem-se a apresentacao de um barco generico
de uma so vela cuja simbologia serd exatamente a mesma para 0
caso de duas velas.

De modo a procurar trazer uma generalidade maior ao

trabalho sera feito o calculo para uma série de velas,

8.2. Apresentacao do Problema

Para a aplicagdo da teoria desenvolvida no capTtuloe 6,
a linha de sustentacdo de Prandtl, assume-se que o© escoamento
seja incompressivel, inviscido e irrotacional., As velocidades do
eéscoamento incidente seguem a distribuicio da equagao (3) e as
condi¢coes expostas no capitulo 2. 0 sistema de coordenadas @ de
finido pela figura 4 e a origem se encontrari i metade da enver
gadura da vela, sobre a testa da mesma. 0 eixo x ter3 a mesma”~
direcdo e sentido do escoamento incidente, o eixo y € perpendi
cular a superficie da 3gua e estid dirigido para cima, e, por se
tratar de um sistema ortonormal positivo o eixo z fica determi
nado pela regra da mio direita.

De forma a se aproximar mais da realidade, as- velas de
veriam ser inclinadas no plano x-y de um angulo igual ao angulo
de banda assumido pela embarcag¢do quando sujeita as forcgas e mo
mentos gerados pela vela. Observa-se na referencia (1) que para
angulos de banda de até 25-30° g influencia do mesmo na resolu



gao do problema & irrelevante,

As condigoes de contorno abaixo da linha de sustenta
Gao s3ao tomadas como um plano horizontal infinito localizado ar
bitrariamente a uma certa distancia da Tinha de sustentacdo. De
modo a satisfazer a condig3o de nenhum escoamento normal a su
perficie horizontal, o método das imagens e utilizado no qual
a imagem da linha de sustentacao € tida como especular no plano
horizontal.

0 problema da linha de sustentacao e formalmente colo
cado como: Determinar um campo de escoamentos associados a seuy
arrasto, sustentacao e momento de emborcamento para uma 1inha
de sustentacio de envergadura b perpendicular a um escoamento
incidente na diregao x inclinado na vertical de um angulo ¢. Um
plano infinito horizontal & colocado a uma distancia h abaixo
da Tinha de sustentag3o, e a variagao da velocidade do fluxo 1i
vre € dada pela equacdo (3).

As condigoes de contorno matemiticas s3o dadas por:

Yy/y = -b/2 n (86)
lim ve = ¢ (87)
y—+% =

Tim v = 0

2+t (88)
Lim vo = 0 (89)
X = = o

Tim V¢ < o (90)
X > o

Analiticamente se chega as expressodes do capitulo 6-que
qQuando tratadas numéricamente gerarao as respostas obtidas pe
Tos programas "MINAR" e "VELA 1", B

As equagodes (65) e (70) sdo as solugdes do problema da
Tinha de sustentacao simples e da referéncia (2) pg.22 pode ser
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obtida a express3o do momento em relagdo ao eixo x.

3 o0

M, = - plb [} Ur - 2kb ¥ A { n - nq ):] (91)
X — 2 2n e
8 n=l dn®-1  anc-g

Da.equagdo tem-se que:

I*E;(e)] = 2U.b. z.An SEN ng

zEz(eﬂ = 0.U(y). T(y)

Depois de eéxecutar o tratamento algebrico adequado che
ga-se a seguinte expressao para a Sustentacao caniloga 3 expres
sao (65)

- 4 -
L = oU bn [uo;r-\T kb A2] (92)
2 4

Esses resultados (alem da expressio (70) sao as expres
soes utilizadas pelo programa "vela 1 para calcular a forga
propulsora, o arrasto e o momento de emborcamento.

Para extrapolar os resultados obtidos N0 programa Vela
1 sera construido um outro Programa, nao para o computador devi
do a falta de tempo mas para uma calculadora texas 58, que fari

Baseando-se no processo descrito Para a solucao do pro
btema, & importante tentar orientar a escolha dos coeficientes
da serije que representa a circulagdo de modo 2 se obter a sus
tentacgdo desejada para a vela, com o menor arrasto induzido e o
menor momento possiveis. Tais coeficientes s3g determinados con
forme descrito no Proximo itém.
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8.3. Calculo dos Coeficientes

Os coeficientes a serem calculados sio aqueles que ge
ram minimo arrasto induzido em uma dada linha de sustentacgdo imer
sa em um meio infinito no qual a velocidade do fluxo varia ao
lTongo da linha.

Tal problema foi resolvido por Yon Karman e Tsien e co
mo resultado existe a afirmacio que o arrasto € minimo quando o
angulo de ataque induzido € constante ao longo da envergadura
Para que isso acontegca deve-se ter:

Wi(y = C (93)

Em (61B) & obtido o resultado de Wi que quando submeti
da as mudancas impostas por () e colocada em (93) chega-se 3
conclusao que:
) 172" e
n An SEN(ne) - hQ(6)- Q%(e)-1 = CU(kb COSe - 1)
1 SEN(me) Q°(e) - 1 172 20

=
18

n

de onde, para valores fixos de h e kb pode-se montar um siste-
b 2Y
ma M equagdes a M incognitas cujas saidas serdo em fungao de An.

A
Para se conhecer o coeficiente A] € necessario sequir o proced;

mento exposto.no proximo paragrafo.

A partir de um coceficiente de sustentagao fixado, com
a equagao (67) tem-se o valor de Aj.
0 programa "MINAR" traz como saidas as relacgoes An.Tal
A
Programa consta do anexo 1.




8.4. Calculo das Forgcas de Sustentac3o e Arrasto

Uma vez escolhidos os coeficientes da série que repre
senta a circulagao ao longo da vela, pode-se determinar as for
¢as e os momentos gerados por ela, As forgcas e os momentos gera
dos por uma vela sdo calculados em posse desses coeficientes ba
seado na teoria desenvolvida neste trabalho.

;

0s calculos desenvolvidos Para se chegar a tais forgas

e momentos sao executados pelo programa "Vela 1" da referéncia

(2).

0 programa "Vela 1" tem como dados de entrada os coefi
cientes A, as caracteristicas geométricas da vela em questio
¢ as condigoes de vento sobre ela, Em posse desses dadgs o pro
grama posiciona a 1inha de sustentacao real e a imaginiria com
relagao ao fluxo (a imaginiria & a magem especular da real).Ou
tro dado de entrada & em quantos filamentos deve ser dividida tal
Tinha operacdo essa que & efetuada pelo programa compondo os fi
Tamentos de vortice do tipo ferradura sendo as partes verticais
trechos da linha de sustentacdo e as partes horizontais @ repre
sentacao das esteiras. A intensidade de cada ferradura tem va
lor igual ao da circulacdao no ponto onde estj centrado o fila
mento, ou seja, nas extremidades dos segmentos.

Aplicando o equacionamento deduzido no presente traba
Tho o programa chega aos resultados dando os valores da forca
propu]sora, arrasto e momento de emborcamento de uma dada vela.

Sejam definidas as forcas e momentos:

- For¢a Propulsora - Forca gerada pela vela na diregcao do rumo
do barco.

- Forca Transversal - Forg¢a gerada na vela perpendicular ao ru
mo do barco.

- Momento de Emborcamento - Momento em torno do eixo que ‘passa
pela origem do sistema de coordenadas e &
paralelo a Tinha de centro do barco.
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Para cada forga e momento, 0 programa determina os coe
ficientes baseados na velocidade do vento real e do vento apa
rente no meio da vela. Para os momentos o comprimento adimensio
nalizante € a envergadura da vela.

0 programa "Vela 1" consta de anexo de niimero 2.

A nomeclatura para o caso de duas velas & praticamente
idéntica & nomenclatura para uma vela surgindo somente uma vela
a mais conforme mostrado na figura (35).

-

MESTRA

GENDA
(BUJA)

e

; Fig. 35 - Barco com duas velas.

Para o caso a ser analisado, embarcacdo com duas velas
as expressoes desenvolvidas no capitulo 7 constituirio um progra

ma para uma calculadora Texas TI58C sendo o mesmo apresentado no
anexo 3,

= o9 =



8.5. Resultados

Os resultados aqui apresentados sao frutos dos programas
acima e, assim como na referéncia (2) serdao comparados com os re
sultados obtidos da referéncia (1). Os casos estudados Serao de
senvolvidos sobre um veleiro 5.5 com 2 alteracdes realizadas so
bre suas velas:

a) Velame bidsico
b) Maior genda e menor vela mestra

¢) Razdo de dspecto da vela mestra aumentada

As dimensdes, velocidades e Engulos considerados serig
0s seguintes;

(a) (b) (c)

-envergadura da vela mestra: 34,75 tf 34,75 ft 35,00 ft
-taxa de variacao do vento: 0,09 0,09 0,09
~distancia do pé da vela ag

plano horizontal (h): 2,50 ft 2,50 ft 2,50 ft
-area vélica projetada (mestra): 209,37 ft2  200,2 ft2 209,125
-&ngulo Bqq: 0,645rd 0,645rd  0,645rd
-coeficiente de sustentacao(mestra): 2,30 2,30 2,30
~corda 'da vela mestra na base: 12,05 ft 11,52 ft 11,95 ft
-envergadura da genga: 25,80 ft 27,35 ft 25,80 ft
-corda da genda na base: 8,00 ft 8,12 ft 8,00 ft
-diferenca de altura entre 0 pe

da meéstra e o da genda: 1,65 ft 1,65 ft 1,4 ft
-velocidade do vento real: 11,70fps 11,70fps 11,70fps
-velocidade do barco: 8,45fps 8,45fps 8,45fps
-area vélica projetada (genda): 103,20 ft2 111,04 £t2 103,72 f¢2
-coeficiente de Sustentacdo (genda): 2,20 2,20 2,20

Tabela 1 - Velas a serem estudadas,
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Para o calculo dos coeficientes pelo programa Minar
necessario o conhecimento de 2 fatores:

h kb
b 2U
entao temos:

R kb

CASQ VELA b z2U
A Mestra 0,072 0,1337

Genoa 0,033 0,046
B Mestra 0,072 0,1337
L Genoa 0,074 0,0443
C Mestra 0,0643 0,1346

Genoa 0,071 0,046

e

Tabela 2 - Fatores h/b e kb/2U para as velas estudadas

A partir de tais fatores como dados de entrada do pro
grama Minar foi possivel obtep com a execugao do programa 0s
coeficientes para o cilculo da circulagado,

sustentacao e arrasto.

Os coeficientes vém a seguir na tabela 3.

A-

h/g — kb/ypy, o i g Ag 5
0,072 0,1337 0,001928 0,0071928 0,001753  0,000595 0,000211
0,033 0,046 0,003933 0,003933 0,001608 0,000545 0,000794
0,072 0,1337 0,127000 0,001928 0,001753  0,000595 0,000211
0,074 0,0443  0,104145 0,003647 0,001472  0,000499 0,000178
0,0643 0,1346 0,123044 0,001944  0,001705 0,000576 0,000205
0,071 0,046 0,108758 0,003762 0,001538 0,00052] 0,0001858

Tabela 3 - Coeficientes do programa Minar,
0BS: Para o calculo de Ay foi imposto CL= 2,3 para as mestras e CL= 22

para as gendas.

o DT



Com a utilizagao das tabelas 1, 2, 3 pode-se dar entra
da nos dados para o programa "VELA 1" de onde foram obtidos os

sequintes resultados:

CASQO VELA SUSTENTACAO ARRASTO PROPULSORA LATERAL a

Mestra 135,220 12,922 37,679 126,859

A Genoa 62,115 6,238 17,027 58,870
Total 197,335 15,558 58,056 189,242 0,55
Mestra 129,103 12,339 35,973 121,170

B Genoda 66,964 6,496 18,569 63,380
Total 196,067 15,326 57,806 187,978 0,58
Mestra 134,289 13,020 37,917 126,270

C Genoa 62,115 6,111 17,230 59,084
Total 196,404 15,909 57,387 188,505 0,54

Tabela 4 - Resultados.

Para os calculos de forcas totais foi utilizada a teo
ria dos biplanos do capTtulo 7 onde & necessario o . parametro
distancia entre as Tinhas de sustentacao, para os casos' consi
derados tal distdncia foi considerada 3,3 pés (1,0m).

E interessante se fazer a comparacdo destes resulta
dos com os obtidos na referéncia (1).

CASO VELA SUSTENTACAKO ARRASTO PROPULSORA LATERAL g

Mestra 134,503 12,623 37,694 129,729

A Genoa 61,839 6,174 16,986 59,780
Total 196,342 18,797 54,679 189,509 0,55
Mestra 128,620 12,167 35,956 124,090

B Genoa 66,878 6,402 18,626 64,551
Total 195,498 18,568 54,582 186,640 0,58
Mestra 134,377 12,307 37,941 129,495

C Genoa 62,085 6,044 17,197 59,961
Total 196,462 18,351 55,138 0,54

Tabela 5 - Resultados Ref. (1)
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Pode-se observar da comparagao das duas tabelas uma
lTigeira discrepancia. Tal discrepancia sera analisada no item
seguinte.

8.6. Conclusoes

Da teoria desenvolvida por Munk sabe-se que o arrasto,
a sustentagao e o momento de emborcamento sio praticamente inal
terados se transladamos os elementos de sustentacao na direcao
do fluxo incidente, Como tal teorema foi uma das bases do desen
volvimento da teoria dos biplanos.

Apesar disso & importante perceber que a independéncia
do arrasto mituo com relacao a defasagem entre as duas linhas
de sustentagio & verdadeira no momento en que a distribuicao da
sustentacdo se mantenha inalterada para as duas superficies en
volvidas.

' Foi assumido no capTtulo 7 que a distribuicio de sus
tentacdo & elTptica de forma que todos os calculos foram feitos
em cima de tal premissa.

Pode-se observar dos resultados da tabela 4 que o arras
to total & menor do que se fosse usada um monoplano com fgual
envergadura e Sustentacao total. Isso se deve ao fato de que o
arrasto total para o biplano ser de certa forma proporéional a
o+ 1 (caso extremo onde B,= B, e Ly= L2) e o € um numero

2
menor que a unidade,

Contudo, a vantagem obtida pelo biplano quando compa
rado a um monoplano n3o e tdo importante quanto aos resultados



plicada &8 o fator de Munk (M, expressao (83C)). Tal conclusao @
de suma importancia no projeto de veleiros uma vez que sob cer
tas condigoes os velames tém seus coeficientes de arrasto limi
tados pelos efeitos de separacao do escoamento. Contudo, nara
um dado velame, a velocidade Gtima ocorre com uma carga maior
na gendoa do que aquela existente para a situagao de minimo arras
to, resultando num arrasto maior do que o esperado.

Com relagdo aos resultados obtidos pode-se dizer que
houve uma pequena discrepincia no que diz respeito a sustentacdo
€ arrasto para cada uma das velas, apesar de uma enorme discrE
pancia nos coeficientes a partir de A(3). Tal fato pode ser ex
plicado devido 3@ sustentacdo e o arrasto praticamente s6 depen
derem de A(1) e A(Z) alem do que a partir de A(3) os coeficien-
tes sao muito pequenos.

Outra discrepancia observada foi o total para as duas
velas do arrasto, forga propulsora e for¢a lateral. Tal discre
pancia se deve a principio 3 ligeira diferenca entre os valores
individuais para cada uma das velas mas principalmente aoc fato
de que apesar de na referéncia (1) ter sido exposto que o calcu
To das forgas seria feito segundo a teoria dos biplanos, tal
afjrmativa nao se verificou pois basta somarmos os valores de
tais forgas na vela mestra e na genoa para se obter os resulta
dos que Milgram obteve. Tal procedimento nao € verdadeiro do
que pode ser observado das referéncias (3) e (6) o que faz in
clusive que se lance certo ceticismo sobre a validade quantita-
tiva de tal trabalho (ref.{1)). Qualitativamente porem pode-se
estudar qual arranjo & mais indicado perdendo no entanto a pos
sibilidade da comparacao da diferenca que exerce o fator o so
bre o conjunto. ‘

E interessante a colocagao sobre a possibilidade de se
ter uma Onica vela de envergadura um pouco maior do que o bipla
nNo com as mesmas caracterTsticas aerodinamicas. Tal afirmativa
se ve confirmada em alguns veleiros de competigaoc que na sua evo

Tucao passaram de duas velas, para uma Gnica como & o caso dos
catamarans classe C.
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ANEX0 1 - PROGRAMA MINAR

A.1.1. Dados de Entrada

19 Cartao:

29 Cartao:

39 Cartao:

NCOF, NHSB, NBKSU, EPS (Formato livre entre virgulas)

NCOF - Nimero de coeficientes a8 serem calculados (ma
ximo 30).

NHSB - Numero de valores de h/b para calcular os coe
ficientes (maximo 10).

NBKSU - Nimero de valores de kb/2U0 para calcular os
coeficientes (maximo 10).

EPS - Precisdo desejada para o calculo da matriz
inversa (um bom valor & EPS=1,0 E-10)

HSB (I}, = 1, NHSB (Format 10 (F 5.3)).

HSB( ) - Valores de h/b para o calculo dos coeficien
tes.

Bk( ), = 1, NBKSU (Format 10 (F 5.3)).

BK( ) - Valores para kb/2U0 para o calculo dos coe
ficientes.

0BS: Este programa foi desenvolvido pelo Eng? Bernardo L.R. An
drade para seu programa de Mestrado.

A.1.2. Listagem

- 88 -



10
15

16

17
18

13
20
12

&2
23

BURRODUGHS LARCGE SYSTENMS FURTREN COMPILATION

Ny
([~
Bt
H
1ty

MARK J3.3.2ECH

it g
I =

il ™
o=
1 oen

EIMENSIUN C(31+31)0C(10>30)»FTC3C)rBRC10)+SECL10)eX(30)r? (31021)

READCS»/INCOF » NHS B NEKSUSEPS

FEADCS,510)(HSB(I)» I=1,KESE)
READCS,510) (BK(I)»[=1s NEBSU)

HFlTE(6://)"NCUF=”rN(GFp“NHSE=",hHSBr"hBKSL='rNBﬂSL-'EPS=":£FE

WEITECO»//)CHSBCL)r I=1#NFSE)»™HSE™
FI=3.141592654%

FIC1)=¢

FICNCCE)=PI

NCO=NCUF =2

B0 5 I=1+NCO
FICI+1)=FICI)+FI/CNE(F-1)
CONTINUE

00 15 I=1+KHSB

DC 10 J=1»NCOF

CCLpd Y22 44, xHSECII-COSCFICI))
CONTINUE

CONTIAOE

KCU= NKCOF+1

BC EC L=1»NH5B
WRITE(B6,5403HSBLL)

0G 12 [=1»NHSSB

DC 20 g=1.NCOF

DC 19 N=1,NCOF
IF{K-MNE1)GD TC 16

V1=K

€0 70 18

IFCK. ML o NCUF) GC TO 17
Viz==Ns((=-1.,)x=})

EC TC 18
VI=SIACNSFILKII/ZSINCFICK))
V2=S58RICL(LI K Ina2 _~1.)
VI=(QC(isK)=V2) aaN
Vé=y3sv2

Vo=(Vvi=V4)=N

ClrsNI=V5

CENTINGE

CCRTINUE

CONTI NUE

00 30 J=1,NBKSU

DC 23 N1=1-NCOF

CO 22 N2=1,NCOF

AUM» AZ)I=C(NL»N2)
CONTINUE

COANTINUE

DC 2% €=1»NCOF
VE=1,.=BXK{J)+COSIFICKY)
A(KsNCL)=VH

CONTINUE
WFLITE(B,S550)BK(J)
CEIER=SIFPULCNCCFsAr XsEFS)
IFCOETER.NLLO.IGD TO 26

I



WRETECL2570)
GO YO 0

2€ W1=X(1)
B0 27 NN=1,NCOF
XCANI=XC(NN) /W1

27 CONTINUE
unirece.GZQ)(x(N3>.AJ=1,nanJ

3C CONTINUE

8¢ CONTINUE

500 FORMT(IIS»E10.1)

210 FORMATC10FS5.3)
4 FUHFAT(1X.Il/,§OX¢'titatatttt&tt**':IDEOXv'*'DISX-'*'plp50)a'*'-21

1,'H/B=',F5.3r2lo'*'rlaﬂﬁl:'t’-l3¥"*"1-503r'**************'r})
550 FUHHAT(Ix’//'52!:'K312b='rFs-sr/:EZXp"*********';1//)
S7TC FORVATCIXes /77 210Xer A FATFIZ T05 COEFICIENTES £ SINGULAR ' »/2010X "N

1A0 HA SCLUCAQC PARA FST: VALOR DE H/B'> 477)
62C FORMATC3BX, *"VETCR DCS CCEFICIENTE S NURFALIZ#[GS'ol;(IX:/Isl((lPElC

1.302X)3))

STLP
END

-.-......—..._-......_——.—-—.——a—-———-.-————--u._-....--—--.-...-.-—-—-_—_-..._-.._...-. R

e -
--»«-—.-:-——..-——-.--——..—-.--—-——-—_-n-_--q..._-—..—-..._———..__.-—-——u-._-a—-.—--.._..—..-._._-........_-_ T==

FUNCTIUKN S1iMULAN,A»X,EFS)
DIRENSION 1RDH(3DJ-JfBL(iO)-JORD(SDJ-A(31-513;XC3C)
FAX=N+]
DETER=1.
DC 18 K=1,N
KMi=K=-1
FIVCI=0
DO 11 1=1,N
DC 11 J=1,N
IF(K.EQ.1) GO VYO 9
00 & ISCAN=1,KNM1
DC 8 JSCAN=1,KNM]
IFCI.EC. IROWCISCAN)) GU 10 11
IFCJ.EQ.JCOLCJSCANY)Y GU 10 11
COATINUE
IF(lBS(#(IvJ)J-LE-AEE(FIVCT)) €C 10 11
PIVOT=CA(T, J))
IRCHCK)=
JCOLCK)=y
11 COMNTINUE
IF CABSCPIVOT).GT.EPS) €0 TO 13
SIKUL=0
RETURK
13 TRUWK=TIROWCK)
JCCLK=JCOL(K)
CETER=DETER*PIVOT
DC 14 Jg=1,rax
14 ACIROWK»J)=ACTRCNKs JIZFIVOT
ACIRGNK,JICULK =1, /P T VO
DO 18 1=1.n
ATJCK=aCIsJCGLR)
1FCI.EQ. IRUNK) 60 TC 13
ACLsJCOLK)=AL JCK/PI VLT
D0 17 J=1,max
17 IFtJeNE. yCOLK) ﬂ(I:J]=A(IoJ)'ﬁlJCH*A(IFﬂhK:J)

wy 0B



18 CONTINUE
£L 20 1=1,N
IROWI=1RAWC(I)
JCULI=JCOLCT)
JOKDCIHCHID=uCELI

2¢ XCJCOLIL)=ACIRChI,MAX)
INICH=p
FNI=N=-1
DC 22 1=1.,NM1
IF1=1+1
80 22 J=IP1.N
IFCIORDCJI-GE- JORDCTI )Y GC TO 22
JTEMP=JCRDLJ)
JCRDCJ)=JORDCT)
JORD( I)=4Te MP
INTCH=INTCH#1

22 CCATINUE
IFCINTCH/242. NELINTCE) DETER=-DETER
SIMUL=DETER
RETURN
END

e N U AT IR e e e e e e e v Y e T L A e o e e e T T A e e e = e . = e O S
e e e S g = - § L F B I -—_—mmmEmTZT D= D=

MO ERRORS ODEJECVED. NUMBER CF CARDS = 125.

CCOKMPILATION TIML = 1€ SECONDS ELAPSED» 1.43 SECCADS PROCESSING (S 4
D2 STACK SLZ€ = 13 W(RDS. FILESIZ2E = 140 KCRLS. ESTIMATED CORYE ¢
TC1AL PROGRAN CODT = 462 WCRDS. ARRAY STGHACE = 2392 WORD<S.
MUMBER GF PRCGRAM SEEMENTS = 15. NUMBER CF LISk SEGMENTS = S3.
FRUGRAM COUE FILE = (PFCS51902394L0)CHICO CM LISk,



ANEXO 2 - PROGRAMA VELA 1

A.2.1. Dados de Entrada

19 Cart3do: NCASO (Format I5)
NCASO - Nimero de casos a serem analisados. Os car
toes seguintes devem ser repetidos para ca
da caso.

€9 Cartdo: B, H, SPR (Formato livre, entre virgulas).
B - Envergadura da vela.
H - Distancia do pé da vela ao plano horizontal (su
perficie da agua).
SPR - Area Velica,

30 Cartao: M, N (Formato livre, entre virgulas).
M - Nimero de filamentos que representam a esteira
de vortices,
N - Nimero de coeficientes An que serdo fornecidos.

49 Cartdo: VB, VVR, AVR, CK, RO (Format 5(F 10.0)).
VB - Velocidade do Barco.
VVR - Velocidade do Vento Real.
AVR - Bngulo entre a Direcdo do Vento Real € o ru
mo do Barco.
CK - Taxa de variacio da velocidade do vento real.
RO - Densidade do Ar.
50 e 60 Cart3o: A(J), J=1, N (Format 8 (F 10.0)).
A(J) - Valores dos coeficientes An para calculos de
circulagao.

0BS: Este programa foi desenvolvido pelo Eng? Bernardo L.R. An
drade para seu programa de Mestrado.

A.2.2, Listagem
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BURROUGHS LAFCGE SYSTE®S FCRTRAN COMPILATION FARK Z.2.c (bt

o
it e
L1 ol

=

o
|| ]
it ¢n
LI~

1t
3
"

DIMENSICNA 4C10)FIC3C)»SICF ALY, SUSCIC s ARF(2g)
FEADCS» 490 NCASC

CC 10C Li=1,NCAS0

READCS5+ /)}BeHs SPHR

RE2DCS»/)Ms N

FEADCS»S2N) VB2 VYR AVELCE, R
FEADCS»S30)CACUI»I=14N)

WEL1TE (5 /)= B ™ H=" s Hs "SPF=",5PRs "M=", Mo A="e ik

R1=(Vv B+ VVRe COSUAVR) Jang ¢ (U VE* SINCAVR) Jaa 2,
UC=SQARTCR1L)
R2=(VVRESINCAVR))I/CVE+ VWF2COSCAVREY)
BEJA= AT ANCR2)
KFITE(62200)
WRITE(b,210)8B»H,S5PR
WEITE(H »220)Y3+VVRs AV\ReCR» RO
WRITE(6,230)
WRITE(S»240)U0B5TA
WRLTE (6 ,250)
KEITECO,Z270)CA(JI »d=1s0)
FI=3.1415926%4
DIV=P I/ M4}
DC 10 J=1,4
FIC(J)=g2p1y
10 CONTINYE
B0 20 J=1,M
vi=¢
00 15 f[=1.N
VI=VIH#ACI)«aSINCIC«FI(g))
15 CONTIAUE
ST6FA(Y)I=2..2ljCeBayy
20 CONTIANUE
KRITELb»3D0)
B0 S0 J=i, M
YF==E2_.S5«COUSCFICJ))
h=0.
D0 30 I=1,nM
V2=F1C1)+DLV/ 2.
Y3=FI{1)=-DLVs2.
YD==B=2.5«C0S(V2Z)
YL==B£,52005(V3)
CALL WYMYNCSEGFACI)» YP,YCrYLsHsB,VI)
h=W+V]
30 CONTINSE
UsUO~CK2Bea S*CLSCFECY))
ALF A= AT ANCRZU)
SUSCJII=RO*yY=SICVACY)
ARRCJI==RO= W& SIGNACY)
WRITEC6+320)YPo s SICFACIYs bs £LFALSUSCII»ARRC L)
5C CONTINUE



DC 70 J=1l»M
IFCJ.EQ.1) GO 1C 50
[F(JeFQeM) GL ¥I0C B>
Y1==B2,52CUSC(FLCy=1))
¥Y2==Be,52C05(F1{(J))
Y3z~ 5¢COS{FICJ+1)]
CALL FOLINY (Y1,¥2,¥3,5L8Cd=13,SL8Cd)rEL5(u+1)»ClaL2rC3)
CALL PULINI (YerEvYZpA?R(J'l):AFR(J)-tFﬂ(Jil)pCAoCS.CGJ
PARS:(Cl/E.)*(72*-5.-71**3.)4(CZ/Z.)*(YZ**Z.-Yl**Z.)+C3t(¥2-rl)
TINS=TLNS+P ARS
FAHdz(CAI5.}t(tZttS.-Yl*aS-)*(ci;?-)*(VZ**Z.-Yl**z.)+C6*(Y2'11)
TINA=STINA+PARE
FARP=(C1/#.)t(YZ**&.-II**&.J*(CZ/3.)t(YZ**3.-Y1*t:.)+(C3/2.)t(¥2*
12e=Y1242,)
TINP=TENM+PARM
PARFZ=(CAI&.)*(Y1**4.-?2**6.]+(CE/S.)*(Yl*i3.'Y2**i.}+{E6/2-)‘(Yl*
182 .~Y2x%2.)
TINVZ=FTINMZ*PARYZ
G2 TQ 790
6 Yl==B.53
¥2==Bs . 5+CYUS(FLI(1))
Y3==g=.5+C0S(FI(2))
CALL FOLINT (Y1sY¥20Y¥3sU0erSUSLLI)r SUS(Z)»C1,C2-,C3)
CALL PULINT CY1sY¥2sY2s0rARRCLID»EFR(2),C4,C5-CE)
TINS=(C1/3.)*(YZ**S.'YI**S-){(CZ/Z.)*(YZ**Z.-Yl**Z.)+CS*(Y2-!1)
IINA=(CA/3.)*(YZ**i.'Yl**3.)+(C5/2.)*(YZ**E.'YI**Z.)+C6*(YZ'YI)
11«&=(c1/4.)n(12«~a.-v1:*4.)*(t2/3.)*(¥2**5.-v1aa3.)+(c3/2.::(vZe*
12-‘?1."20)
IINPZ:(C#/#.)t(Yl**h.-YZt*Q.J+(C5/S.)t(Y1te$.-Y2*lJ.)+(cbl2.)*(Y1t
I*ZC-YZ*tZO)
6o Tg 70 6
6 Yl=—g=+,.S+C05(F1{J-1))
Y2==Be.S5+CUS(FI(I))
Y3i=Br.y
CALL FOL INI (Yl;YZp?3,3U5(J'IlrELS(J)yG.vCIpCZ'Ci)
CALL Fpl INT (Y1ry2oy3e pRR(J=1)»2ER(J) 20, Cls(5,C8)
PARS=LC1/3e)e(Y3aa3 ~Y1xe3 ) 4(C2/2.)%(YInazZ,~Y]1ee2.)+(3x(Y3-V]1)
TINS=TINS+PARS
FARASC(CL/3. )% C Y Taa3 Y1223 . )4(C5/2.)%( 3%82 .~y 1#e2.04Chx(Y3I~Y1)
TInA=TINA+PARA
FARP=(C1/&.)*(Y3**#.'Y1**Q.)*((2/3.)*(YS**A.'YI**3.)+(C312.}*(YEit
12..-Y12«2.)
TINF=TINMEPARM
PARNMZ=(C4/b6o I (Y aa b ~Y322b)4CC5/3)x(Yles3.-Y3e0 )+ (CE/ 240 (Y ]
122 .Y 3*"2.)
TINMZ=T TNMZ+P ARMZ
70 CONTIMNIE
CL=TIANS /(e cRO25P RV \Rex2, )
CLA=TINS/(,.S5«RUsSPR®*LOx*2.)
CO=TIM/(.5*RC2SPRey\Ina2,)
COA=T INA/{(.S5xRCaSPR210#»xZ, )
CMX=TINM/L .5 RO*3PR*E* yWR*%2,.)
CHXA=TENM/C . S+RCeSPR2BsUC222,)
CHZ=T INMZ/( O aR{*SPFeGayyReac. )
CHNZA=TINMZZ(.5*«ROsS5PF*AxLQ0ss2.)
FR=TIANS«SINCBETA)~TIPA«CES(RETA)
FFRr=T INS*COS(BLTAY+TINA«STINCEESA)D
THM=T INM&«SENCBETA)+TINKZeCGS(BLTA)
Bar=T INM2COSCRBeTA)=TINMZ2SINC(BLTA)D
CrH=F Ry .5« RO*SFix¥VFea2,)



CFHA=FR/Ca3*R0&SPReU(*22.)
CREfRFPR/(.S5 RCeSPREN\VRS42,)
CFPRASF FF/( S5 e K(*5PRaUCaxT L)
CTRM=TRM/( .5+ RUsSPReExVVEra2,)
CTRMA=] RM/( O«RCEXSPA+BaGra2,)
CBAM=BAF/[{ <S5+t RLsSPRoEx \VExeZ,)
CRAFA=BAM/L S*RCeSPR#AsCxe2,)
WEITE(b»600)
WFITECL »6XJITINS,CL,CLA
WFITE (b ,0620)
KFITE(H»630)TINMNASCDy (D&
WRLITE(B »640)
WRITECG 2650 )T INF» CHXoCHXA
WRITE(b»660)
WRITECH »67O)TINNI »CMZ-CNZA
WRITE (6 »68U)
WFITE(o »690)F ReCFRe CERA
WEITE(b»700)
WELTE(H »7TLUIF PR.CFPR,CEPRA
KRLITELL»720)
KGITECO,TIUITRMSCTRESCEIRKA
WRITE (b »740)
KRITE(L»750)BAY,CBAbCRAKA

100 CONTINUE

200 FORMATCIHL A 43X »"0ADCE DE ENTRACAY »/» 40 s  tananktansrhannt ¥y /)

¢1C FORMATCLIX, PENVERGALLR S A VELA = ", F7.3,//» 51X, *0ISTAMIA CC |
1 Pe DA VilA's/+41%s"40 PLAND HORTIZCONTAL = "»F73»//281%s A FRE A
2 VELICA PROJETADN = '5F7.2,/)

22C FORMATCLIXN» "WELCCIDALE L0 EARCC = #,F7.3»//»41X,"VELOCIDACE
1 DU VENTU ', /»41Xs'A0  FEIC D4 VELA = . F7.2»//7241%» "INGU
2L0 ENTRE A DIKECAD',/,4lXs'Cg VENTD & C FUWC = PofFTabsssrh
31X 27T AXA DE VARIALAL CA*»/»41Xs"VELCCICACE ODC VENTO = '»F
4748977+ 41X » *DENSIDATE ne AR = 1+F{.54//)

230 FORMATC49X» 'DADCS CERADCS »/ob9Xy Panaanasansannsaxl, //]

240 FOR¥ATC41X, "VELCCIDALE APAREANTE CO'»/»41X»*VENTL NO MEIC L[# VE
1A = %,F 72277 v41Xe *ANGULD EATRE A DIRLC2C*»/»41%,*00 VEMIL ~F2F

2NT & HUKO = "»F7.b4»4/)
25C FOKVAT(3BX,'COEFICLENTLS PARA CALCULC UA CIFCULACAC s /p30X» tatrnss

1:**«.ttttt*tttttﬁttt::t*t*tna*&in',///,ax,t;( 1)Y%weXet AL 23 4
2¢ 3) al %) AC 5) 2 5) FC 1Y A0 EB)vsBhat i
3¢ 9 ACLC I, /)

270 FCRMATC(3X» LO0CIF-,E10.3,1X03

300 FCRFATULHLISSXs *CRDENZDACY *,3X,*VELOCICADE ¢4 CIRCUL AT ;C*»3X%»"
TELUCICADE ANGULC DL »6X» "SLSTENTACC ATRAST» /2P CXr ' WVEMY
2 APARENTE*» 17X »"IROUZIDA ATACLE INDUZIUD P/LNL.EOMPL?» 20" FsL

SIOCDHPQ'DIIJ

320 FORMAT(EBXrF Bu3oTRot Tl e300XrF 0aIsShoFBub?TXrfabirBRatdelreXstinlsril

490 FOREATCIS) '

5C0 FORMATU3F10.0)

510 FORKATC2I5)

520 FORFAT(S5F10.0)

53C FORFATCEFLD.0)

600 FORMATCL1H1,20X»"SUSTENTACAC'»14%» "COEEICTICATE DET» 1 4Xs*COEF L
TENIE DET»/»21%X 27 D4 VELEY 214X »3 SUSTENTACAL BASEADCY,14 X,
2SUSTE NI ACAU BASEADD'»/ »22X»'0C VENTC FEALt»aN] VENTD A
JPARENTE*»/)

BE10 FORNATCZ1Xs *L="»F10.3,18Xs "'CL=»Fl0.br19Xe"CLA='»F10.45//)

Gel FORMATUZ1X» *ARRASTO DA',14X»*CCEFICIEMNTE De*214Xs YCOEFICIENT
1¢ DE*»/7»24X»*VELA®H» 1EX»YAKRASTO B4 SEALC?»14X»"ARF 810
2 BASEADD"+/»46X»"NO VENTO REAL*»14Xs"AL VMO APEREMIFE® »/)



&30 FERPAT(ZIK"D="FIU-371&l"CD="Flﬂcﬁrlgxr'ftﬁ='vFlO-&rl/)

640 FCRMATC 21X, *MOMENTD LMY, 14X, *COEFICIENTS DUT»14X» *COLFICIERNT
1t DO'»/»21X%Xs*RELACAC AO*» 14X, "MUVENTC X GASEADD ', 14k, 'MVE
2NTU X  BASEADCU'>/s 21X»'EIXC A2 14X ML VENTO FERL Y 14X

3,'N0 VENTU APARINTY'» /)
6590 FUHPAT(ZOX!'HXz"FIU-3:15!9'£H1='rF10-4919X"CHXA=‘;F10-4pl{)

£6C FORMATC21X»*MONENTD E¥? ,14Xs¢CCEFICIENTE DO *e14 X, *COEFICLENT
1t DO%s /7»21%» *RELACAC AC®,14X» "MCHENTE 7 EASCADOY,» 14X, "HINE
2NTU 2 SASEADU'»/»21Xs'EIX0 2'»14X»*AC YEATC SEFLY, 14X

3,00 VENTU AFARENTE?e/s)

€78 FCHFAI(ZQK"HZ='1F10-3'15X"(HZ=‘rFlﬂ-ﬁle!y'CH2A=’pF10-L,IJ)

680 FORMATL24X» *FORCA"» 17X 'COLFICIENTL CA FORCE*»13%w*COFEFICILAIE LA
IFUHCﬁ'!/’21x"FRUPULEUHA'115XO'FEUPULSCRﬁ RISEADE»14Xs SPRCPLL SCF
2A BASE ADOYs /7 » 48X s *NL VENTO REAL" p14Xe*NL  VENTD  APRFLNIETS
37,

690 FGkFAT(ZO*J'FP='9F10.3’13X9'CFF=',F10-4D1531'CFPA='rFlﬂ.4tII)

700 FORMAT(24X» *'FORCA'>» 1iXo*COLFICIENTE DA FORCA?'o13Xw*COEFTCTEME L4
LFORCA®» 7921 Xr "IRANSVERSALT» 14X » P TRANSVERSAL EASCADUY» 14X, TFZASVET
2SAL HASEADGO®» /» 43Xe* D VEMNTL REAL*»14%X»*KC  VENTOD - AFFRENTE®
1271

710 fUHPA'(20X:'FT='9F10.3:18X9'CF1="F10-4!1&!9'CFTé='rFIU.49//]

720 FERMATC21XK» "MOMENTO DE' » 14X »*COEFICIENTE OC MCMER" 13X, v CCEFICIEN
17E DO MCMEN®s/ »24X»s *TIRIN*»1EX»*TL DF TFIM E#SEADCY 14X, 'TC DE IRI
2F BASLADO"e/»s48Xse?'N. VENTD REAL"w14Xs *NO  VENTOD  APBEFENTE"»
3/)

Fs FGH?AT(ZUXr'HT='9F1C.3113X1'[Hl="F10-4'lexr'CFTﬂs'rrlﬂ.ﬁvII)

740 FORNMATL21X» *MOMENTO Drt»14X,*CCLFICIEMNTE CC FENZ A Y IXL*COEFICIZA
1TE DO MOMEN'» 7221 Xe "EMURCCAMENIC!, 13X, *TQ DF EPORCCAMENTL® »1SX» *1C
2 Dt ENBROCAMENIC?»/7.43X,*DASEADC NO VEKNTO REAL "» 12X, *BASEADL NO VE
INTU APARENTE®*» /)

750 FORMATC20X»r "ME="»F1C 3l EXet (M=t FlQudrl8Xs "CHEA=Y,F10.4)

sTOP
ENDG

P T L T R R Y T T L X T ¥ F N N N IR

SUERQUIIANE POLINT CT1,12,T3s212222232A2,88»CC)
X1=(Z2 3-Z21)=C13~T1)%(22-21)/C12-T1)

X2=( U 3ea2.~T1282.)=CT3-T1)a(12222.-T1222.)/(12-T1)
AA=X1 7X2

EB=C(Z2=21)=AAa{T2%az.~T1%42.,))/(T2-11)
CC=71~-aA#T1*e2.~EBeT1

FE TURN

END

e v i — i Emm mEmE mE e E N EEE SR EES oS r SRS EEXSoSCSSESESESISTS oSS SZoRD IR RS
PY e T L T e O b - R e e

SURGRUUITNE Wy MVM (ST1E» YFS,r YOS YLSsHS»BS» VIZ)
SUL=1./CYLS5=YPS)=1. /(YUS~YP3)

SUZE 1o/ (YL 48542 ¢HSHYFS)I=1u /(YT 4BS+2-*HS+YFZ)
SUS=SIG/(L..x3.141592254)

¥15=5U3«(501+5U2)

HETURK

END



ANEX0 3 - PROGRAMA BIPLANO

Programa para calculo da forga de arrasto causada por
um conjunto de sustentagdo tipo biplano. Utilizando-se da figy
ra 34 e das expressoes de 82 a 83B chega-se ao seguinte progra
ma executado para uma calculadora Texas 58C.

As entradas sao as seguintes:

A~ Ly Ly, (R/S)

B - By; B, (R/S)

C - p3 U; o (R/S)

A Tistagem @ a seguinte:

LBL A
STO 00 R/S
STO 01 R/S

LBL B
STO 02 R/S
STO 03 R/S

LBL C

STO 04 R/S
STO 05 R/S
STO 06 R/S

LBL D
((RCLOO + RC | 01)x%* 2 + (2NDw * RC | 04 * RC | 05 x2* (SBR GTO*RCL 02) x°))
INV SBR

LBL STO
(RCL 01 + RCL Q0) INV SBR

LBL RCL
(RCL 03 + RC|02) INV SBR

LBL GTO

((1+SBR STO)* SBR RCL + (SBR RCL x2+ 2 * SBR RCL * SBR STO * RCL 06+SBR STOxZ)
v/} INV SBR
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ANEX0 4 - RESULTADOS REFERENCIA (1)

CASO (a)

FoRCEy AND CUIFFICI[I‘S
Jis

HAEN ToTAL

FURWARD 16, 955 LT S.ery
1% < 3% 30

slog 33708 124) 33 182,505
1.253 1.y 1.3

LIFT 6.0 134,503 196, 3
1.1 1.392 1.3¢]

DHAG 610 12,423 LT
+13p $13; L1380

Gaag FACTuR 077 087 070
MELLI ug MUHENTS AwD CIJEI'HCI!I(TS ABDUT g1 g TACK
Wou PIMENS rouay LENSIN 13 FRUM ¢ TACK Tp M)p SPAN OF yip Fur g
AHD TG mipsaay g MAIN Fon wapy ANy ToTal
onrur BED, 053 2!’}.5!2 3058, any
1.104 1,198 1,113

CASO (b)

FORCES aup LOEFFICIENTS
VI

AN TO T4t
FuRwarp Ik.625 35.95¢ Se.582
=363 1] 1]
Sioe 64,551 12,090 180, 6ap
1.269 1. 343 1.313
LiFy LI+ 14,820 195,492
1.50) 1,357 1.35)
ORAG LT .16 14,561
<125 132 $125
DuaG Fagrps 7y ?

g EFF ;
L DHIENS 10w gy LENS EALLTTRNTE TACK Yu uyg $Pan 0F gy, Fo

1.113 .92 1.11¢

CASO (c)

Fukees A LUEFFig; ENTS
vig Ma N ToraL

FOR.ARD 17,197 37,942 55.138

+386] 393 383
Sior 59,961 129,495 159,457

1.259 1,342 31s
LiFy £2,. 015 136,31 196,057

1,303 1.392 1.36)
Drag §.004 13.307 18,35

+127 =123 127
Onan FALTOR «07s « 06§ +06g
IHEIELDl:iG Nwr-lgh'l’s AKD CDIFFICHHYS ABOUY g1y TACK
a2l MLxs hat LENgGT, IS Enp,y J18 Ta K T ~
ALD Ty HiDsPag OF mayy Fur Haty, Al Tlg'l'll.‘J g < e -t i
HOMERT L1 P} 2352.!" 3033, 15;

L.1os 1.2%0 1114

* 0BS: JIB - Genda

MAIN - Mestra

FORKARD - Forca Propulsors
SIDE - Forca Lateral

LUFT - Forca de Sustentacio
DRAG - Forca de Arrasto



