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Dedico esse trabalho a todos que de forma direta ou indireta me apoiaram
nesta jornada, principalmente aos meus pais, que sem eles nada disso seria possivel.



Insanidade é continuar fa-
zendo sempre a mesma
coisa e esperar resultados
diferente.

Albert Einstein

Os cientistas devem vestir
a camisa de for¢ca do ma-
terialismo, caso contrério,
néo é possivel fazer cién-
cia.

Richard Feynman



Resumo

O presente trabalho aplicou a metodologia de modelagem estocéstica da volatili-
dade, desenvolvida por Oztukel e Wilmott, para o aprecamento de opgdes. Tal aborda-
gem visa a evolugdo do modelo padrio de Black-Scholes, que assume uma volatilidade
constante durante todo o tempo de exercicio da opgéo.

A metodologia foi aplicada para a volatilidade didria mensalizada do indice histérico do
Ibovespa no periodo de 02/01/1968 até 30/01/2015, gerando uma equagio estocastica
para a volatilidade, que mostrou uma boa aderéncia ac modelo matematico proposto.

Tal equagéo foi utilizada para o apregamento de uma opgéo da Vale, através da
metodologia de Monte Carlo. O valor simulado via Monte Carlo padrio (com volatilidade
constante) foi R$ 6,03, e utilizando-se a volatilidade estocastica, o valor foi R$ 6,08. Tal
Opgao era negociada no mercado com o preco de R$ 6,00.



Abstract

This work applied the stochastic volatility modeling methodology, developed by Oztukel
and Wilmott, for pricing options. Such an approach seeks the development of the
standard model of Black-Scholes that assumes a constant volatility throughout the
option exercise time.

The methodology was applied to the daily volatility transformed on monthly basis of
Brazilian Ibovespa index in the period from 01/02/1968 to 01/30/2015, generating
a stochastic equation for the volatility, that showed good adhesion to the proposed
mathematical model.

This equation was used for pricing an option of Vale, using Monie Carlo methodology.
The simulated value via standard Monte Carlo (with constant volatility) was R$ 6.03,
and using the stochastic volatifity, the value was R$ 6.08. Such an option was traded in
the market with the price of R$ 6.00.
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1 Introducao

1.1 Opcdes

Op¢éo ¢ instrumento financeiro classificado como derivativo, pois seu prego é
baseado em outro ativo (denominado ativo-objeto). Uma opgéo confere, ao titular, o
direito (e né&o o dever) de comprar um determinado ativo por um valor determinado,
enquanto o vendedor é obrigado a concluir a transacéo.

A opgéo geralmente é considerada como uma apélice de seguro, pois garante
ao comprador um valor desejavel do ativo-objeto.

O conceito de opgéo veio de uma necessidade de controle do risco ligado as
flutuagdes dos precos nos mercados agricolas. A primeira documentacgéo de tal uso
das op¢des ocorre na Holanda em 1634.

As tulipas eram um simbolo de status entre a aristocracia holandesa do século
17 e, neste tempo, era comum os mercadores venderem a futuro (para eniregar a
posteriori). Havia portanto, grande risco em aceitar vender a um prego fixo no futuro
sem saber, com certeza, qual seria o preco exato no momento da venda.

Para limitar este risco e assegurar uma margem de lucro, muitos mercadores
compravam opgdes dos plantadores. Estas opgbes asseguravam aos mercadores o
direito, mas ndo a obrigagéo, de comprar tulipas dos plantadores a um prego pré-
determinado por um periodo especifico de tempo. Em outras palavras, 0 prego maximo
para os mercadores era fixado até que chegasse a hora de entregar as tulipas aos
aristocratas e receber o pagamento.

Se as tulipas passassem a custar mais que o preco maximo (ou pré-determinado),
0s mercadores que possuiam as opgdes, exigiriam do plantador a entrega ao preco
maximo combinado, assegurando uma margem de Iucro.

Se, entretanto, o prego caisse e a opgao expirasse sem valor, o0 mercador ainda
podia ter lucro comprando tulipas a um prego mais baixo e depois revendendo com lucro.
Estes contratos de opgdes, permitiram que muitos mercadores permanecessem traba-
Ihando durante periodos de extrema volatilidade nos pregos das tulipas. (BASTTER,

)

Os principais ativos-objeto de opgbes sdo: acdo, indice, contrato futuro, letra do
tesouro, commodity, etc.

Por se tratar de um produto que depende do valor futuro do seu ativo-objeto,
que por sua vez possui um valor futuro estocdstico, a opgdo segue um comportamenito
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estocastico. Seu comportamento estocéstico foi estudado por Fischer Black e Myron

Scholes, culminando no conhecido Modelo de Black-Scholes (BLACK; SCHOLES,
1973).

1.2 Precificagdo padrao por Black Scholes

O Modelo original de Black-Scholes (BLLACK; SCHOLES, 1973) faz as seguintes
suposigoes explicitas:

«  E possivel emprestar e tomar emprestado a uma taxa de juros livre de risco

constante e conhecida.

+ O preco do ativo objeto segue um movimento Browniano geométrico com taxa
de crescimento e volatilidade constantes.

*  Na&o ha custos de transagéo.

* A acé&o nao paga dividendos.

* Nao ha restrigdes para a venda a descoberto.
+  As opcgbes sdo europeias

A partir dessas premissas, os autores mostram que o valor de uma opgéo varia
apenas com o preco da agdo e com o tempo até o vencimento.

A deducéo do Modelo seré apresentado no Capitulo 4.

1.3 Objetivo do trabatho

Como discutido na secdo acima, uma das premissas do Modelo de Black-
Scholes é que a volatilidade da varidvel estocastica é constante. E sabido que essa
premissa nao corresponde a realidade enfrentada no mercado financeiro, um exemplo
da variacéo da volatilidade pode ser visto na Figura 1.
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Figura 1 — Variagéo da volatilidade do Ibovespa ao longo do tempo
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Tendo em vista essa premissa fraca, sera apresentado neste trabalho a meto-
dologia proposta por Oztukel e Wilmott (OZTUKEL; WILMOTT, 1998) para estimagéo
estocastica da volatilidade, aplicada no mercado brasileiro.

Posteriormente, essa volatilidade estocastica sera utilizada, através da metodo-
logia de Monte Carlo, para o apregamento de um caso real de opgao da Vale.

Os dados utilizados s&o do fechamento do Ibovespa diério, que pode ser adqui-
rido através do site oficial da BM&FBovespa . Através dos valores diarios, foi possivel
calcular a volatilidade mensal, que sera a base para todos os célculos deste trabalho. O
periodo analisado é de 02/01/1968 até 30/01/2015.

Foi escolhido propositadamente um longo periodo de tempo (todo o histérico
disponivel no site), para que seja incluido na andlise periodos de crise e de bonanca.

1.4 Organizagao do trabalho

No Capitulo 2 sera apresentado o entorne bibliogréfico do apregcamento de
opgdes e o paradigma da volatilidade ndo ser constante no mundo real.

No Capitulo 3 sera desenvolvida toda a teoria presente neste trabalho, co-
megando com uma explicagdo dos conceitos do indice Ibovespa e como é possivel
representar 0 mesmo atraves de um processo estocdstico, mais precisamente através
de um Movimento Browniano Geométrico. Logo apds sera apresentada uma ferramenta
matematica (Lema de Ito) que serd utilizada para a dedugéo da equagéo diferencial de
Black-Scholes padréo. Posteriormente sera apresentada a metodologia de Volatilidade
Estocastica criada por Oztukel e Wilmott.
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O Capitulo 4 ird modelar a metodologia de Volatilidade Estocastica para o 1bo-
vespa, e logo apds serd apresentado uma aplicagdo da modelagem para o apregamento
de uma opgao da Vale através de simulagéo de Monte Carlo.

Finalmente, no Capitulo 5 sera apresentada a conclusao com relagéo & aplicagéo
da metodologia de Volatilidade Estocéstica para o mercado brasileiro.
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2 Revisdo Bibliografica

Em 1973, Black e Scholes (BLACK; SCHOLES, 1973) revolucionaram o mercado
financeiro através de uma metodologia para o calculo do prego de uma opgao. Para
a dedugao de sua formulagao final e amplamente conhecida, eles utilizaram célculo
estocastico e vérias suposigdes que simplificaram a resolugéo do problema.

Uma das simplificagdes mais controversas é a assun¢ao de que a volatilidade
se mantém constante durante todo o periodo de vida da opgao. Como j4 foi discutido
no Capitulo 1 deste trabalho, tal simplificagio se demonstra grosseira e nao factivel
com 0 mundo real.

Tendo em vista esta aparente inconsisténcia, e visando a sua mensuragao, di-
versos autores realizaram trabalhos tentando incorporar uma volatilidade néo constante
nos resultados de Black e Scholes. Uma das principais formas de realizar uma predigao
da volatilidade futura, e sua incorporacdo no modelo de Black-Scholes, é a metodologia
de volatilidade estocastica.

A metodologia desenvolvida por Oztukel e Wilmott (OZTUKEL; WILMOTT,
1998} foi a metodologia adotada para a elaborago do presente trabalho, que incorpora
a abordagem estocdstica de modelagem, aplicada aoc mercado Americano. Wilmott
desenvolveu varios outros trabalhos que abordam esse tema, tentando ampliar a sua
aplicabilidade.

Uma das principais criticas & modelagem estocastica é a sua dificuldade de
implementacéo e distdncia aoc mundo intuitivo. Em seu trabalho, Oztukel e Wilmott
optaram por uma modelagem mais simples e que pudesse ser trabalhada sem grandes
dificuidades matematicas.

Wilmott sumariza esta metodologia em seu livro (WILMOTT, 2006), e realiza
novas parcerias para que a sua abordagem fosse utilizada em outros contextos como o
trabalho de Ahmad e Wilmott () que faz o uso da metodologia em ativos de renda fixa,
estudando a curva de juros futuro, e a influéncia de sua volatilidade.

Bodra (2012) em sua dissertagdo de mestrado utiliza as mesmas ferramentas
para realizar o apregamento de opgGes de commodities agriculas, incluindo novas
técnicas para tratar dos saltos de pregos que este mercado apresenta.

Avellaneda, Levy e Paras (1995), faz uso de uma metodologia mais rudimentar,
que utiliza bandas de volatilidade para definir a variacdo da volatilidade. Este trabalho
serviu de inspiracdo para a metodologia abordada neste texto.

Informagdes adicionais sobre o tema podem ser encontradas em Sinclair (2008),
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Dixit e Pindyck (1994).

Para a utilizagdo da técnica de Monte Carlo, é necessario a discretizacdo da
equacao diferencial com a qual se deseja trabalhar, Kioeden e Platen (1992) desenvol-
vem uma metodologia de discretizagdo exata da equagéo diferencial do prego de uma
opgéo. A discretizagio exata é a possibilidade de discretizar uma equagio diferencial
de tal forma que ela ndo dependa do passo adotado, ou seja, ela ndo & sensivel a
mudangas no passo adotado no modelo numérico.
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- 3 Desenvolvimento tedrico

3.1 lbovespa

O indice Bovespa - Ibovespa (BOVESPA, )foi criado em 1968 e desde entzo
€ considerado como o mais importante indicador do desempenho das cotagdes das
agoes negociadas no mercado brasileiro. Ele é o resultado de uma carteira teérica de
ativos, elaborada de acordo com os critérios estabelecidos pela BM&FBOVESPA,

Segundo a BM&FBOVESPA, o objetivo do Ibovespa é ser o indicador do desem-
penho meédio das cotagdes dos ativos de maior negociabilidade e representatividade
do mercado de agdes brasileiro.

O Ibovespa é o somatdrio da representatividade (quantidade tedrica da acao no
indice) ponderada pelo valor de mercado do “free float” (ativos que se encontram em
circulagéo) da mesma agéo integrante da carteira teérica. Portanto:

Tbovespa, = 0, Qi 1Py

sendo:

Ibovespa, = indice Bovespa no instante t;

n = numero total de agdes pertencentes & carteira tedrica;
P;; = valor de mercado do “free float” da acéo i, no instante t;
QQ;+ = quantidade teérica da agdo i, no instante t.

Em 2014 houve uma importante alteragdo na metodologia de calculo do Ibo-
vespa, as principais mudangas sao listadas a seguir;

*  Aponderagéo do indice passa a ser realizada pelo valor de mercado das agdes
circulantes (free float);

*  Acbes cujo valor unitario é inferior a R$1,00 (penny stocks) séo excluidas do
indice;

-

Uma dada ag&o pode ter no maximo 20% de participagéo na formagdo da
carteira tedrica;

O indice de Negociabilidade (IN), passa a considerar 1/3 da participagéo no
numero de negécios da agéo e 2/3 de volume financeiro;
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*  Arepresentatividade de um ativo no indice, quando das reavaliagdes periddicas,
nao podera ser superior a duas vezes a participagéo que o ativo teria, caso a
carteira fosse ponderada pela representatividade dos INs individuais no somatério
de todos os INs dos ativos integrantes da carteira.

3.2 Processo estocastico e Movimento Browniano Geomé-
trico

Um processo estocastico é definido como um processo que depende de uma
varidvel ndo deterministica, ou seja, que se desenvolve no tempo de uma maneira que
é pelo menos parcialmente aleatéria e imprevisivel. Formalmente ele é definido por
uma lei de probabilidade para a evolugdo de uma variavel z durante um tempo t.

O Movimento Browniano é um caso particular de processo estocéstico, e é
definido pelas seguintes propriedades (DIXIT; PINDYCK, 1994):

1. Eum processo que é completamente definido apenas com sua distribuigao de
probabilidade e seu valor atual (Processo de Markov).

2. Possui incrementos independentes.

3. Mudangas no processo sobre qualquer intervalo de tempo sdo normalmente
distribuidas, com uma variancia que aumenta linearmente com o intervalo de
tempo.

Logo, considerando que z(t) segue um Movimento Browniano, entéo quaiquer
variagdo de z, dz, no correspondente intervalo de tempo dt, seguem as seguintes

condigdes:

. z = ¢V At, onde ¢ ~ N(0, 1). (Propriedade 3)

«  cov (€. €5} = 0, parat # s. (Propriedade 2)
Com isso temos que:
E (dz) = E (¢Vdt) = VALE (¢;) =
Var(dz) = Var (et\/af) =dt Var(g)=dt

Portanto o Movimento Browniano segue uma distribuicao normal dz ~ N (0, dt).
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(d2)* = (et\/cE)Q = e2dt
Sabemos que E (¢7) = 1 parae; ~ N(0,1), e portanto:
E(dz)? = E (eVdt)' = dt B() = dt
Var(dz)’ = Var (61@2 = dt?Var(e2) =0

Assim, temos que dz? ~ N(dt, 0) é deterministico e o seu valor é igual ao seu
valor esperado E(dz)” = (dz)* = dt.

Um caso especial do processo acima é o Movimento Browniano Geométrico
definido por (3.1). Sendo « e 3 constantes.

dr = axdt + 3zdz (3.1)

Neste trabalho, iremos considerar que uma agéo S & uma variavel aleatéria com
uma distribuigéo log-nermal definida pelo Movimento Browniano Geométrico.

3.3 Lemade lto

Equagdes Estocasticas ndo seguem as regras do calculo convencional. Um
dos principais Lemas do Célculo Estocastico é conhecido como Lema de Ito, sendo
F(z,t)dr = oz, t)dt + 8(z,t)dz, e z uma varidvel que segue o Movimento
Browniano, ele é dado por (WILMOTT, 2006):

; { 22 & 3
dF = [&:- + a(xz,t) g—f + %;3 (x, t)"ng] dt + 5(x, t)—a%dz
A demonstracéo formal de tal Lema pode ser encontrado em @ksendal (1985),

porem uma demonstragéo ndo formal, mas intuitiva pode ser feita aplicando a Série de
Taylor até segunda ordem em z de F(x):

~ OF aF O?F 2
dF ~ —aTdt o %das -+ ‘%"(%—g(dﬂ?)
Sendo que

(dz)? = (a(x, t)dt + B(z, t)dz)? =
o® (w,t) (dt)* + 32 (z,t) (d2)* + 2a(z, £)B(z, t)dtdz
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Como estamos considerando que di é um intervalo de tempo muito pequeno,
podemos desconsiderar qualquer potencna acima de 1. Desta forma a equagao anterior

resume-se a (dz)® = 532 (z,t) (dz)* . Como j& vimos anteriormente, (d2)* = dt.E
portanto, substituindo dz e (dz)*:

dF = §Edt + 9 (a (z,¢) dt + B (w, 1) dz) + L2LB2 (¢, 1) dt
Rearranjando os termos:

AF ~ [+ a(z,t) % + 4%z, )45 dt + Bz, t)3Edz

3.4 Black-Scholes

Para deduzir a formula de Black-Scholes, iremos considerar o caso de um
ativo S que nao paga dividendos. lremos considerar que o ativo segue um Movimento
Browniano Geométrico:

dS = pSdt + 65dX (3.2)

Onde u é a taxa de crescimento do ativo, regido pela variagdo de tempo dt de
forma deterministica, o é a varidncia do ativo regido pela variavel aleatéria d.X que
possui distribuicdo normal com média zero e variancia dt. Para essa primeira analise
iremos considerar ;. e ¢ constantes durante toda a vida da opgéo.

Iremos definir V' (.S, £) como o valor da opgdo com ativo base S, no tempo t e
valor de exercicio A. Onde 0 < ¢ < T', sendo T a data de exercicio da opgéo.
Utilizando o Lema de lto para o processo estocastico V', temos:

. {ov v 1, % v
dV = (E“L“Sas S BSZ)di—rasast (3.3)

Nosso objetivo & eliminar a fonte de incerteza da equagéo (3.3), para tal iremos
criar um portfélio 11 que serd constituido de uma opgéo V' (.S, t) e seu ativo objeto S,
em alguma proporgao A.

=V - AS

Logo,
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dll = dV — AdS (3.4)
Portanto, substituindo (3.2) e (3.3) na equagéo (3.4):

Al = (57 + pS%% + 302 S* 5L dt + oS dX — A pSdt — Ao SdX

dIl = (57 + uS%E + §0°S°%% — A pS) di + 05 (3% ~ A) dX

Para que a fonte de incerteza seja zerada na equagéo (3.3), devemos ter o

termo envolvendo d.X zerado, e portanto A = gg

Uma vez que estabelecemos que o portfdlio IT é livre de riscos, temos que a
sua evolugao no tempo deve depender da taxa livre de risco r:

dil = dV' — AdS = rIldt (3.5)

Substituindo (3.5) em (3.4), e usando A = 33

rlldt = ( + S + 1025’2852 uSg—g) dt

PV — Q) = OV eV | 1 2090 oo
r(V —9S) = or T USG5 + 3075 g5 — uSgg

g S‘(?)g-i-laQSQggg— pSSe — vV +rS% =0

ov L1 2OV 1%
-V = 3.6
Bt 5682 rSaS rV =0 (3.6)
Esta equagéo é uma EDP unidimensional de segunda ordem, que para possuir
solugdo tnica e bem comportada necessita da condigao final (o payoff da opgéo) e

duas condigbes de contorno. Para uma call simples, temos:
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Condigao Final:
—|— 10232052 -|-T‘de —rV =0
Condi¢des de contorno:
V(5,t}) = 0 quando S — 0
V(S,t) ~S— Ke ™ quando S — oo

A equagéo de Black-Scholes (3.6) pode ser resolvida em uma equagao fechada
quando os parémetros o e 7 sdo constantes para todo 0 < ¢ < T (BLACK; SCHOLES,
1973).

Para uma Call a solugao é:

C(S,t) = N(d) S ~ N (dp) Ke~ 70 (3.7)

E a solugéo da Put é:

P(S,t)=~N(=d) S+ N(—dy) Ke T (3.8)
Onde:
= = [ () + (r+ %) (-0
dy = G——m[ln(f) + (T_%z) (T—t)} =dy—ovT —¢;

N (e) ¢é afungdo de distribuigio acumulada da distribuigdo normal padrao.

3.5 Modelo de Volatilidade Estocastica

As equacdes (3.7) e (3.8) possuem solugéo fechada quando se assume (en-
tre outras coisas) que a volatilidade é constante durante toda a vida da opc¢éao, tal
pressuposto ndo é observado na pratica, como ja foi discutido no se¢éo 1.3.

Logo, formas numéricas de solugdo via Monte Carlo foram desenvolvidas,
considerando-se uma volatilidade variavel. Uma das principais dificuldades com essa
técnica € a obtencao de uma fungéo que descreve a trajetdria da volatilidade no tempo.

Conforme proposto por Oztukel e Wilmott (OZTUKEL; WILMOTT, 1998), iremos
assumir gue o processo estocastico para a volatilidade é dado por:
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do=qa(o)dt+ 3(o)dX (3.9)

Onde « (o) é a taxa de crescimento e 3 (&) a volatilidade da volatilidade, ambas
fungdes da volatilidade. Tal modelagem assume que seus termos séo independentes
do tempo, simplificagéo esta que torna a modelagem mais facil e evita grandes erros
na modelagem.

O préximo passo é a estimagao das fungdes a (o) e 3 (o).

i3 (o) serd modelado seguindo a seguinte fungio:

(o) = pa? (3.10)

Sendo ¢ e 7 constantes a serem determinadas.

De (3.9) & (3.10) e usando as relaces do segio 3.2, temos que:

(do‘)z = @2027(1]5 62 (31 1)

Sendo € uma variavel aleatéria Normal padronizada.

Tirando a esperanga e depois o logaritmo natural de (3.11), temos:

In(E[(do)?]) = In(o’dt) + 2yin(o) (3.12)

Logo, se a assuncgao (3.10) for verdadeira, e considerando do ~ Ao e di ~ At,
esperamos que um grafico de In(E[(de)?]) versus In(o) seja uma linha reta com
coeficiente angular 2 e coeficiente linear de In(¢’dt).

O mesmo procedimento ndo pode ser utilizado para a obtengio de « (), pois
0 mesmo s se torna aparente em grandes escalas de tempo. A fim de respeitar
as propriedades de comportamento em grande escalas de tempo, Oztukel e Wilmott
(OZTUKEL; WILMOTT, 1998) assumem que existe uma distribuicdo estacionaria P,
que pode ser determinada pela equagdo de Fokker-Planck.

Atraveés desta assungéo, Oztukel e Wilmott (OZTUKEL; WILMOTT, 1998) mos-
tram que:
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1 d(B (o) Py)

alo) = op———g,

(3.13)

Neste trabalho, P, sera modelado como uma distribuigao log-normal (se tal
assungao se mostrar infeliz, o proprio ajuste da mesma nos dados do Ibovespa mostrara
que a metodologia n&o pode ser utilizada no mercado financeiro), que segue a seguinte
distribuicdo genérica:

1 -(lng)Q

Py ~ e mE (3.14)

ao\ 2m

Onde o é a média da distribuicdo e « & dispersdo em relagio & média.
De (3.13) e (3.14), temos:

1 ln%

a(s) = o?c?? ('}' - == —) (3.15)

2 2q2
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4 Resultados

4.1 Analise empirica da volatilidade

Na sesséo anterior, foram apresentadas as equacdes que definem as variaveis
©, 7, 0 € a. O objetivo desta segfo é obter os seus valores, quando ajustadas ao ¢ do
Ibovespa histdrico,

¢, 7y sé@o obtidas através da equacgdo (3.12):
In(E[(do)?]) = In(¢*dt) + 2+in(c)

Sendo dt = 5= ou seja, df representa um dia il

o foi calculado através do desvio padrdo dos retornos histéricos diarios do
lbovespa citados na segéo 1.3, em uma janela de 50 dias.

Para o calculo empirico da esperanca F, o foi ordenado em ordem crescente
e dividido em b divisGes do mesmo tamanho, de tal modo que:

b; = oypin + 1 (“ E”’""") parai =0,1,...,b

A ideia foi calcular E[(do)?] calculando-se a média de cada (de)? que cai em
. cada uma das b divisbes de o, usando-se a aproximacio do ~ Ag:
2 2 2
E[(do) ]-5 ~ E[(Ao) J; = rl;,za'iso'<0'i+l (Ac)
Para os dados do Ibovespa, foi utilizado b = 21, sendo 7., = 3,92% e
Timar = 48,67%, ou seja, o o didrio foi dividido em 21 grupos ordenados, e para cada

um desses grupos, foi calculado o valor médio dos o pertencentes ao grupo. O mesmo
processo foi feito para Ac?, utilizando-se a mesma divisao b.

Logo, para cada um dos grupos ordenados, tem-se o valor médio de o; e Aa,?.
Com tais dados pode-se fazer um grafico de In(Ac?) por In(o;), lembrando-se que
In(Ac?) representa In( E[(do)?)).

Com a metodologia citada, foi possivel fazer a Figura 2 (utilizando os 15 primei-
ros b}, que possui um ajuste linear (através da metodologia de minimos quadrados) de
y = 1,97r — 7,12. Com tal ajuste temos:

In(¢*dt) = —7,12 = ¢ = 0,45
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2v=1,97 = v=10,99
Logo, segundo (3.10)

3(0‘) — 0, 4500‘99

Figura 2 - Ajuste para obtengo de 3(0)

e =1 I7x T 123E %
& .1z ]
% * -
g., .
i
£ -
28 18 ar 22 2 18 15 14 1.2 1
info)

Para a obtencdo de & e a foi feito o histograma da volatilidade, e logo apos, foi
feito o ajuste da distribuicao de probabilidade log-normal (3.14):

2

b )
2
x ™ aT 271'8 N
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Figura 3 — Ajusie para obtengéo de (o)
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Que nos fornece, através dos pardmetros de ajuste, 7 = 0, 12e e = 0, 80. E
substituindo em (3.15):

a (o) = 045220901 (0,99 — | — 28

Com «x (o) e 3 (0) temos o modelo estocastico para a volatilidade dado por:

=3

In
do = 0, 2025509 (0. 49 — - ";;) dt + 0, 45¢%9dx (4.1)

4.2 Aplicacdo em opgdes de lbovespa

Através das dedugdes apresentadas anteriormente, temos que o aprecamento
de uma opgao com volatilidade estocéstica pode ser calculado via Monte Carlo (HAUGH,
2004; PRESS et al., 2007) através das equagdes diferenciais (3.2) e (3.9). A saber:

dS = uSdt + oSdX;

do=w(o)dt+ 3 (o) dXs



Capitulo 4. Resuftados 28

Sendo X; e X, variaveis aleatérias correlacionadas.
A equagéo (3.2) possui uma discretizagfo exata para a simulagdo de Monte
Carlo (KLOEDEN; PLATEN, 1992), dada por:

S; = S, ler a? /2)dt+a/dt X,

Para a equagéo (3.9) foi utilizada uma discretizagdo mais simples, Euler de

primeira ordem:

Oy = 011 -+ (¢20_t_127 ! (’7 e % = En;(;])) dt + (,bo't lf\/_XQ

Sendo di o passo do tempo (para esse trabalho dt = 1/252)

Assumindo que a volatilidade do indice lbovespa é uma aproximacgéo razoavel
para a trajetoria da volatilidade de uma dada ag&o do mercado brasileiro, com repre-
sentatividade significativa na construgéo do Ibovespa, temos que uma opgao derivada
da mesma agédo pode ser modelada pela equagéo abaixo, utilizando-se o resultado de

(4.1).

dS = pSdt + 0SdX;

do = 0,20250"% (0,49 — 532} dt + 0, 45094,

E portanto, para a simulagdo de Monte Carlo serd usada a seguinte relagédo
recursiva:

S =S e(:‘—a?/Q)df+crt\/c_ifX1

o= ary + (0, 202509 (0, 49 — 31‘28_)) dt + 0,450,_,"°Vdt X,

Para que as variaveis aleatérias o e S possam ser usadas no modelo de Monte
Carlo, é necesséario que ambas sejam correlacionadas (pois o e S s&o variaveis
correlacionadas). Para tal € necessario calcular a correlagéo p das séries histdricas,
e utilizar esse valor na obtengéo dos sorteios. Nos dados analisados foi obtido p =

“‘-' 00, 088 através da calculo da correlagio simples entre os dados diarios do valor do
H indice e de sua volatilidade.
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Através do valor de p pode-se descobrir qual a relagdo entre o e S para que 0
sorteio seja correlacionado:

Xy = ¢

X1 =pXo+ 1 — pe

Onde €, e €2 s@o valores aleatérios normais padréo.

4.3 Resultados Obtidos

Com a utilizag8o dos resultados anteriores, foi realizada uma aplicacéo atra-
vés do apregamento de uma opgdo de compra de call de Vale, com as seguintes
especificagdes:

Tabela 1 — Especificacdes da opgéao da Vale

Nome: VALEA13

Vencimento: 19/01/2015

Data atual: 06/01/2015

Duragao de tempo anualizado até o vencimento (1): 0.051587302
Valor atual da agdo da VALE (Sy) = R$ 19,29

Strike da opgao (/) = R$ 13,35

Volatilidade anual atual da Vale (og)= 37,28%

Taxa de juros livre de risco () = 11,57%

Preco negociado da opgéo: R$ 6,00

Na Tabela 2 é apresentado o cddigo em Matlab usado para a simulagéo.
Tabela 2 — Cédigo do Matlab para simulagio da Volatilidade Estocastica

% Opgdes da simulagao
N=10000, T=0.051587302; J=252; dt=T/J;

% Dados da opgao
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% Opcgdes da simulagao

S0 =19.29; K=13.35;r=0.1157;
% Dados da volatilidade
sigma_0_anual=0.3728;
phi=0.45; gama=0.99;
sigma_hat=0.12; a=0.80;
correl = 0.088;

% Dados para rodar a simulagéo

sigma_0=sigma_0_anuai/sqrt(12); % a dedugao foi feita com vol mensal
randn(’state’,666); X_vol = randn(J,N);

dW = zeros{J,N); W = zeros(J,N);

% Simulagac estocastica da volatilidade
W(1,:) = (sigma_0+(phi"2)*(sigma_0"(2*gama-1))*gama-0.5-log(sigma_0/ ...
sigma_hat)/2*a"2)*dt+ phi*sigma_0"gama*sqrt{dt)*X_vol(2,:))*sqrt(12);

for n=1:N
forj=2:

dW(j.n) = ({phi"2)*(W(j-1,n)"(2*gama-1))*(gama-0.5-log(W(j-1,n)/sigma_hat) ...

/2*a"2)*dt+phi*W(j-1,n)"gama*sqrt(dt)*X_vol(j,n))*sqrt(12); %incremento
W(j,n) = W(-1.n) + dW({j,n);
end

end

% Simulagio estocastica da opgao
X_option = X_vol.*correl + sgrt{1-correl"2).*randn{J,N};

% Black & Scholes
81 = S0*cumprod(exp((r-0.5.*"W."2)*dt+W.*sqrt(dt).*X_option));

S_BS = S0*cumprod(exp((r-0.5*sigma_0_anual"2)*dt+sigma_0_anual*sqrt{dt).*X_vol));



Capitulo 4. Resuitados 31

% Opgdes da simulagdo
f=exp(-rT)"max(S1(J,)) - K,0);
£ BS = exp(-r' Ty max{S_BS(J,)) - K.0):

% Céleulo do apregamento
C = mean(f)
C_BS = mean(f_BS)

O cddigo acima primeiramente define os valores dos parametros de simulagao,
da opgéo, e da modelagem da volatilidade estocastica, nesta ordem. Logo apéds é
realizado o sorteio dos valores aleatorios X5, e com isso & possivel simular a trajetoria
que a a volatilidade tera durante todo o tempo de exercicio da opgdo. O terceiro passo
€ anaiogo ao segundo, mas utilizando a variave! aleatéria X (que é correlacionada
com X3), porém o objetivo é simular a trajetéria do prego da acgédo objeto (Vale),
utilizando-se os valores simulados para a volatilidade em cada periodo de tempo no
passo anterior. Os dois (ltimos passos tém como finalidade a obtengao do valor da
op¢ao para cada uma das trajetdrias, e seu valor médio (que sera considerado como a
resposta da simulagdo)

O resultado da volatilidade estocastica se encontra na Figura 4. Como pode
ser visto, a volatilidade é variavel no tempo, fato esse que ird impactar cada simulacao
(linha) do prego futuro da agéo (Figura 7). A volatilidade estocéstica simulada possui o
histograma representado na Figura 5 e média 0,4t media = 37, 51%, sendo portanto

maior que a volatilidade inicial considerada constante no modelo padrdo de Black
Scholes (o = 37, 28%).

Figura 4 — Volatilidade estocastica
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Figura 5 ~ Histograma da Volatilidade Estocastica
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As Figuras 6 e 7 apresentam a simulagéo para o preco futuro da agédo da Vale,
€ possivel perceber que para o caso simulado por Black Scholes com volatilidade esto-
castica ha uma maior variagéio no prego, gerando um apregamento de CBS vol_est =
6, 0837, sendo que utilizando a simulagdo padrao, temos CBS padrao = 6,0286.

Como a opgéo estava sendo negociada no mercado com o preco de R$ 6,00,
temos que o mercado néo estava incluindo a variagdo do valor de o. Novos testes
devem ser realizados visando confirmar este comportamento, que se for constante,
apresenta uma oportunidade na operagéo deste ativo. O autor recomenda um backtest

diario durante toda a vida do ativo, para que conclustes mais concretas possam ser
tiradas.

Figura 6 — Prego da Vale simulado por Black Scholes Padrao

Bty
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Figura 7 — Prego da Vale simulado por Black Scholes com volatilidade estocastica




34

5 Conclusao

Através da metodologia adotada por Oztukel e Wilmott (OZTUKEL; WILMQTT,
1998), péde-se notar que a volatilidade do lbovespa pode ser aproximada através de
uma equag&o estocdstica dada por do = a (o) dt + 3 (o) dX.

Com o ajuste dos dados histéricos de 02/01/1968 até 30/01/2015, foi determi-
nado o seguinte ajuste para a (o) e 3(c).

do = 0,20250°% (0,49 — 522 dt 4 0, 4509904 X

Que possibilita o célculo via Monte Carlo através das relagbes
Sf — Stﬁ]_f’(r—o-‘z/Q)df_l_Jf\/EX]

Ti—-1

7= oy + (0, 20250%9% (0, 49 - ‘IT_";;)) dt + 0,450 *9V/dt X,

Sendo
Xg = €]

X1 =10,088X5 ++/1 — 0,088%¢,

Foi realizado o aprecamento de uma opgédo da Vale através do método de
Monte Carlo, utilizando-se volatilidade constante e estocéstica, para que seja possivel
comparar as metodologias.

O prego da opgao com volatilidade constante deu R$ 6,0286, e R$ 6,0837 para
o moedelo com volatilidade estocastica. Esta opgéo estava sendo negociada por R$
6,00.

O maior prec¢o para a opgao com volatilidade estocastica se deve ao fato de
a simulagdo da volatilidade estocéstica acarretou em uma maior disperséo da volatili-
dade com o tempo, tendendo na maioria das vezes para volatilidades maiores do que a
volatilidade inicial. Na dinamica da opgio estudada, quanto maior a volatilidade, maior
O Seu prego.
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Pode-se concluir, portanto, que para o exemplo apresentado, a volatilidade
sendo considerada como constante subestima o valor da opc¢ao.

O presente estudo pode ser aprimorado realizando-se o ajuste da equacgao
diferencial para a volatilidade estocéstica do préprio ativo que ira derivar a op¢éo que
se deseja precificar, ou seja, realizar a metodologia de Oztukel e Wilmott (1998) para a
acéo da Vale, em vez do estudo genérico realizado com o Ibovespa.
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