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RESUMO

MENDES, L. A. Modelo reduzido para previsao dos coeficientes aerodinidmicos
de asas trapezoidais: uma abordagem utilizando decomposicao em valores
singulares. 2021. 65p. Monografia (Trabalho de Conclusao de Curso) - Escola de
Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2021.

Ferramentas computacionais sdo essenciais nas diferentes etapas de desenvolvimento de
uma nova aeronave. Em particular, nas etapas iniciais, ha a necessidade de avaliar diferentes
configuracgoes de modo a selecionar a que melhor atende as especificidades almejadas. Em
vista da necessidade de se realizar inimeras simulac¢oes, modelos simplificados sdo bem-
vindos ao trazer uma primeira aproximacgao e um direcionamento sobre quais configuragoes
devem ser analisadas em maior profundidade. Nesse contexto, o presente trabalho visa
a analise de diferentes configuragoes de asas trapezoidais e a construcdo de um modelo
reduzido utilizando a decomposicdo em valores singulares. O projeto se divide em trés
etapas: (i) simulagdo através da teoria da linha sustentadora de asas finitas trapezoidais
com diferentes parametros geométricos e aerodinamicos bidimensionais utilizando-se um
codigo computacional desenvolvido em Python, (ii) anélise de parte dessas simulagoes
utilizando a decomposicao em valores singulares para construc¢ao de modelos reduzidos, e
(iii) uma avaliacdo do modelo desenvolvido com a parcela de simulagoes nao utilizadas.
Ao final desse projeto, desenvolveram-se modelos simplificados para o coeficiente de
sustentacao tridimensional, coeficiente de arrasto induzido e distribuicao da circulagao
sobre a envergadura, que, quando comparados as simulacoes, apresentam erros médios de
respectivamente 0.5%, 2.5% e 5.0%, inferiores a outros modelos reportados na literatura.
Os desenvolvimentos aqui realizados podem ser futuramente aplicados a dados obtidos de

outras ferramentas computacionais, com maior grau de fidelidade.

Palavras-chave: asas finitas, decomposi¢ao em valores singulares, modelos reduzidos,

teoria da linha sustentadora.






ABSTRACT

MENDES, L. A. Reduced model to predict trapezoidal wings aerodynamic
coefficients: an approach using singular value decomposition. 2021. 65p.
Monograph (Conclusion Course Paper) - Escola de Engenharia de Sdo Carlos,
Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2021.

Computational tools are essential in the different stages of development of a new aircraft.
In particular, in initial stages, there is a need to evaluate different configurations in order
to select the one that best meets the desired specificities. Because of the need to carry
out numerous simulations, simplified models are welcome to bring a first approximation
and guidance on which configurations should be analyzed eith more detail. In this context,
this work aims to analyze different configurations of trapezoidal wings and to build a
reduced model using singular value decomposition. The project is divided into three stages:
(i) simulation through the theory of the sustaining line of finite trapezoidal wings with
different two-dimensional geometric and aerodynamic parameters using a computational
code developed in Python, (ii) analysis of part of these simulations using singular value
decomposition to build reduced models, and (iii) an evaluation of the model developed
with the portion of unused simulations. At the end of this project, simplified models for the
three-dimensional lift coefficient, induced drag coefficient and circulation distribution over
the span, which, when compared to the simulations, have average errors of 0.5%, 2.5% and
5.0% respectively, lower than other models reported in the literature. The developments
carried out here can be applied in the future to data obtained from other computational

tools, with a greater degree of fidelity.

Keywords: finite wings, lifting-line theory, reduced models, singular value decomposition.
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1 INTRODUCAO

1.1 Contexto

Um projeto aeronautico é, assim como em muitas outras engenharias, um projeto
multidisciplinar. Requisitos e legislagdo, aerodindmica, automacao e controle, estruturas
e estabilidade sao algumas dessas disciplinas que estao em constante contato umas com
as outras, em inimeras conexoes, dificeis até de serem listadas (RAYMER, 2012). Tanto
projetos mais antigos quanto os mais atuais apresentam esse carater multidisciplinar. A
grande mudanca, no entanto, se da pelo aumento da complexidade das analises, calculos e
simulagoes. Hoje, com a grande facilidade que os computadores trazem aos mais complexos
calculos, eles se transformaram em ferramenta de trabalho de qualquer engenheiro. Todas as
areas de atuagao de um projeto aeronautico sao dependentes de ferramentas computacionais

para propiciar um produto final confidvel e adequado.

Mesmo que os computadores atuais permitam calculos muito mais complexos do
que se via ha algumas décadas, ainda assim, devido ao enorme custo computacional que
a aeronautica como um todo necessita, existem dificuldades relacionadas a isso. Estas
sao agravadas pelo fato de que dentro do projeto, todas as disciplinas necessitam de uso
computacional intenso em principalmente dois momentos: na escolha inicial de parametros
e no refinamento destes. Vé-se um uso intenso em parte consideravel do processo, mas
abre-se a possibilidade de uma ociosidade dessas maquinas complexas e caras em outras
ocasides que nao as citadas (ALYANAK, 2012).

E nesse contexto de melhor aproveitamento dos computadores que este trabalho
estad inserido. Uma boa forma de agir quanto a isso ¢é utilizar essa ociosidade para fazer
analises que poderao ser aproveitadas no futuro. A realizacdo de um grande conjunto
de simulacoes de forma a gerar uma reducao desses dados e o desenvolvimento de uma
ferramenta de baixo custo que forneca resultados aproximados é uma possibilidade. No
caso deste trabalho, simulacoes aerodinamicas, mas outras areas poderiam se utilizar do

método.

Essa ferramenta de baixo custo, que claramente nao apresentaria resultados de-
finitivos, traria a oportunidade de obter parametros inicias da aeronave, essenciais ao
estabelecimento de um conceito, de forma muito mais eficiente e eficaz. Isso se deve ao
fato de que uma maior quantidade de simula¢oes para os mais diversos parametros é mais
importante do que a exatidao destas, ja que aumenta-se a variabilidade das caracteristicas
simuladas e consequentemente a probabilidade de escolha de um conceito mais aprimorado.
A exatidao, por outro lado, fica a cargo dos futuros refinamentos que irdo acontecer ao

longo do projeto.
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Espera-se que com essa solugdo, a empresa aerondutica estabeleca uma aceleragao
processual pela diminuicao de tempo gasto com simulagoes iniciais, além de uma maior
possibilidade de atingir melhores resultados finais, ja que as simula¢oes mais refinadas
partirao de um modelo mais preciso e com um direcionamento melhor de que condigoes

devem ser analisadas realmente nessa etapa.

1.2 Objetivos

O presente trabalho de conclusao de curso visa o desenvolvimento de um modelo
de baixo custo para uma estimativa inicial das caracteristicas aerodinamicas de asas
trapezoidais utilizando a decomposicao em valores singulares. Como objetivos, especificam-

se:

o Familiarizar-se com o uso de Python

o Realizar simula¢des de um conjunto de asas finitas trapezoidais e suas respostas

aerodinamicas comuns
« Estudar as respostas das simulacoes
o Desenvolver um modelo simplificado para a geracao das repostas aerodindmicas

» Realizar uma comparagao entre as simulacoes e o modelo simplificado

1.3 Visao geral do documento

De forma a facilitar o acompanhamento e compreensao deste trabalho, o texto foi

dividido em capitulos, apresentadas a seguir.

Neste primeiro capitulo, as motivacoes e os objetivos do estudo de um modelo de
baixo custo foram abordados, assim como o contexto de sua relevancia para os projetos

aeronauticos atualmente.

No Capitulo 2, a fundamentacao tedrica do trabalho sera apresentada, de forma
a facilitar o entendimento do texto por completo. Informacoes acerca de asas finitas, do
método de céalculo de constantes aerodinamicas, da solucao numeérica escolhida e da teoria

por tras do modelo simplificado utilizado serao expostas.

No Capitulo 3 sera apresentada a metodologia utilizada para a criacao das asas a
serem analisadas, para o calculo das caracteristicas aerodinamicas das asas pelas simulagoes

e para a geragao do modelo de baixo custo final.

No Capitulo 4 os resultados obtidos por todos os algoritimos serao exibidos, desde
as respostas aerodinamicas encontrados para os inimeras configuragoes de asas finitas

trapezoidais até os resultados e a verificagdo do modelo simplificado gerado.
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Finalmente, no Capitulo 5, as conclusoes obtida pelo trabalho e as inferéncias

alcangadas serao apresentadas.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

De forma a possibilitar um bom entendimento da metodologia, das consideracoes
adotadas e dos resultados apresentados nesse trabalho, os principais temas relacionados
a elaboracao deste serdao apresentados nesse capitulo. Inicialmente, apresentar-se-ao os
conceitos da aerodindmica de asas finitas, seguido da Teoria da Linha de Sustentacao e de
sua solug¢ao numérica e, por ultimo, uma breve explicacao do método de Decomposicao

em Valores Singulares e suas aplicagoes na identificagdo de modelos.

2.1 Teoria da linha de sustentacao
2.1.1 Sistema de vortices

A ideia de substituir uma asa por um sistema de vortices foi a principal ideia
de Lanchester. Esse sistema é composto por trés partes: o vortice de partida, o vortice
de esteira e o voértice colado. O vortice de partida esta relacionado a retirada de uma
asa do repouso, ou seja, quando ela passa por mudancas na velocidade ou no angulo de

ataque, por exemplo. Apds esses momentos, ele nao influencia mais na circulagao, que fica
estabilizada (HOUGHTON; CARPENTER, 2016).

A forca de sustentacao (L) em asas ou aerofdlios é gerada pela circulacdo no
entorno dela, que apresenta como resultado uma diferenca de pressao entre o extradorso e
o intradorso. Em situagoes de sustentagao positiva, a pressao no intradorso é maior do
que no extradorso. Com isso, nao vemos somente a geracao da forca de sustentacao, mas
também a tendéncia do escoamento em contornar a ponta da asa, saindo da superficie
inferior para a superior. Dessa forma, uma componente de velocidade surge ao longo da
envergadura, da raiz a ponta no intradorso e da ponta a raiz no extradorso, causando o
surgimento do vortice de esteira, um em cada ponta da asa, como mostrado pela Figura 1.
E o vértice de esteira que explica o downwash, a componente de velocidade vertical que
altera o dngulo de ataque geométrico (ANDERSON, 2016).

Diferentemente do vortice de partida e do vortice de esteira, o vortice colado nao se
trata de uma entidade fisica. Ele é um conjunto de vértices criados hipoteticamente para
possibilitar a substituicdo da asa. Essa é a esséncia da Teoria da Asa Finita, desenvolver
um sistema equivalente de vortices colados que simulem as propriedades e efeitos da asa
sobre o escoamento (HOUGHTON; CARPENTER, 2016).

Um conceito importante para o entendimento dos vortices é Teorema dos Vértices
de Helmholtz, o qual estabelece que: a intensidade do filamento de um vértice é constante
em seu comprimento e o vértice ndo tem inicio ou término em um fluido. Dessa forma, o

sistema apresentado composto pelos trés vortices se verifica no Teorema. Devido a baixa
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Figura 1 — Representacao do vértice de esteira

Fonte: Anderson (2016)

influéncia do vortice de partida, pode-se modelar o sistema de vortices da asa com o vortice

colado e com dois vortices de esteira. Esse sistema de trés lados é chamado de vértice

ferradura, como mostrado pela Figura 2.

Free-trailing vortex
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Free-trailing vortex
Finite wing Horseshoe vortex
Figura 2 — Representagiao do vortice ferradura

Fonte: Anderson (2016)
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2.1.2 Lei de Biot-Savart

A Lei de Biot-Savart inicialmente desenvolvida para relacionar a inducao de um
campo magnético por uma corrente elétrica, teve sua aplicacao expandida para a velocidade
induzida ao fluido pelos vértices. Sendo I' a intensidade do filamento do voértice, s um
segmento desse filamento e r o vetor que liga o filamento a um ponto P, como apresentado

na Figura 3, a velocidade no ponto P é dada por:

ov =

5 sinfds (2.1)
o

Considerando-se um filamento semi-infinito e integrando a Equagao 2.1 com 6 €

[7/2, 7], observa-se que V = ;L. Essa velocidade induzida serd atribuida aos vértices

de esteira (downwash), criando um angulo de ataque induzido, essencial ao estudo do

desempenho aerodinamico da asa.

Figura 3 — Inducao de velocidade pelo voértice

Fonte: Houghton e Carpenter (2016)

2.1.3 Teoria da linha de sustentacao

O estudo da aerodinamica 2D, com o desenvolvimento das equagoes de Laplace,
promoveu amplo conhecimentos acerca da teoria dos aerofdlios finos e das caracteristicas
de aerofélios com espessura. No entanto, o aumento de complexidade criada pela analise ae-
rodinamica 3D impossibilitou a época prever com precisao as caracteristicas aerodinamicas

das asas finitas.

Com isso, Prandtl (1921), em seu estudo que relacionou a hidrodindmica com a
aerodinamica , tomou uma combinacao dos ja abordados voértices ferraduras e propos
um modelo confidvel de substituicao da asa, prevendo as caracteristicas das asas finitas
(ANDERSON, 2016). Inicialmente, considerou-se a substituigdo da asa por um unico
vortice ferradura, de forma que ao longo da envergadura, o downwash w seria dada por:

r b

w(y) = T (027 — 7 (2.2)

No entanto, quando y — +b/2 = w — o0, ou seja, nas pontas existiria uma

velocidade induzida infinita, como representado pela Figura 4. Apds anos de estudo, a
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solucao encontrada foi de ao invés de utilizar um vértice ferradura para substituir a asa,
uma grande quantidades desses vértices deveriam ser usados, com os vortices colados

sobrepostos ao longo de uma linha sobre a envergadura - a linha de sustentacao.

b apa
5 Trailing vortex
1 =

[T e

Trailing vortex

Figura 4 — Velocidade induzida infinita para o caso de vértice tinico

Fonte: Anderson (2016)

Extrapolando essa quantidade para infinitos vortices ferradura, a parcela dw da
velocidade induzida em uma localizagdo arbitraria y, pode ser expressa como:
dw = — /W), (2.3)
Am(yo — y)
onde dy ¢ uma parcela infinitesimal da linha de sustentacdo e a mudanga de circulagao
ao longo de y vale dI' = (dI'/dy)dy. Dessa forma, a intensidade da circulagao do vértice
de esteira deve ser igual a mudanca da circulacao ao longo da linha sustentadora. Tal

situagao estd demonstrada na Figura 5.

Logo, integrando a parcela infinitesimal dw ao longo de toda a envergadura
y = [—b/2,b/2] encontra-se o downwash em um determinado ponto y, da envergadura,
representado pela equacao dada por:

1 %2 dr'/dy
d 2.4
W) =5 /b/2 -y 24

Em posse da informacao da velocidade induzida de downwash é possivel ampliar a

analise, calculando-se o angulo de ataque induzido «;. Sabe-se que:

a; = tan™! (ﬂi(im) (2.5)
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Figura 5 — Representagao dos infinitos vortices

Fonte: Anderson (2016)

Considerando que w(yp) é muito menor que V., o angulo e seu valor de tangente

podem ser considerados iguais, logo:

—w(yo) (2.6)

Substituindo pelo valor encontrado de w(yp), obtém-se a equagdo que representa o

valor do angulo de ataque induzido pelo downwash, dada por:

b/2 dF/dy
47TV —b/2 Yo —

a;(yo) = (2.7)

Sabendo que o angulo de ataque efetivo afy = o — i, 0 coeficiente de sustentagao

C, pode ser descrito como na equagao a seguir:

Cz(yo) = ao[@eff(yf)) - 046:0(90)] (2'8)

sendo que ag equivale a inclina¢ao da curva Cy X o e ayy—g ao angulo de ataque de sustentacgao

nula ao longo da envergadura - abrindo possibilidade para tor¢ao geométrica.

Um conceito que precisa ser adicionado se trata do Teorema de Kutta—Zhukovsky,

que cria a relagdo entre a sustentacao por unidade de envergadura ¢ e a circulagao I

apresentada pela equacao a seguir (HOUGHTON; CARPENTER, 2016):
1
Uyo) = pVasl' (o) = 5/)‘/0200(?/0)01(90) (2.9)

Pode-se definir a partir da Equacao 2.9 a relagao a seguir

Ce(yo) = ‘E:C(ij) (2.10)
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Substituindo a Equacgao 2.10 na Equagao 2.8, tem-se:

F(yo)

m + Oéezo(y(]) (211)

Qers(Yo) =

Substituindo as Equacoes 2.7 e 2.11 em a.ff — o — o, define-se a Equacao Funda-
mental da Teoria da Linha de Sustentacdo de Prandtl da seguinte forma (ANDERSON,
2016):

r 1 b/2 dI'/d
(yO) +Oé£:0(y0)+ / Y d

a(yo) = (2.12)

V(1) AV J=bs2 Yo — y

A Equagao 2.12 tem apenas como incognita a distribuicao da circulagao I'(yo),
ja que os outros termos sao dependentes de caracteristicas geométricas e aerodinamicas
do aerofdlio implementado na asa. Dessa forma, com a determinacao da circulagao, os
coeficientes aerodinamicos da asa podem ser calculados, tornando a Teoria da Linha

Sustentadora um problema que consiste na determinacao daquela.

2.1.4 Coeficientes aerodinamicos de uma asa finita

Agora é possivel determinar também os coeficientes aerodinamicos tridimensionais
da asa. Primeiramente, pode-se integrar a sustentacao por unidade de envergadura pelo

seu comprimento completo, obtendo-se o valor da sustentacao proporcionada pela asa:

b/2
L=pVu / I'(y) dy (2.13)
—b/2

que adimensionalizado gera o coeficiente de sustentacao:

L 2 b/2

O = pu—
BT V28 T VS oy

I'(y) dy (2.14)

Substituindo a Equacao 2.9 na relacao d; =~ la; e integrando ao longo da envergadura,

obtemos o arrasto induzido da asa:

b/2
Di=pVa [ T@)aily) dy (2.15)

que adimensionalizado gera o o coeficiente de arrasto induzido:

b/2

D; 2
C P = i = —
PET V28 T VLS /—b/2

L(y)ai(y) dy (2.16)

2.2 Solucao numérica da linha sustentadora

Existem algumas possibilidades de solugao para as equacoes acima descritas, consi-

derando que a solugao vem com a determinacao da distribuicao da circulacao. Uma das
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técnicas mais utilizadas, por exemplo, é a solugao via séries de Fourier. Neste caso, a

circulacao I' é dada por:

N
[(0) =20V Y A;sinif (2.17)

i=1

onde 6 varia de 0 a 7. A precisao dos resultados se da pelo valor de N.

Abordagens recentes desenvolvidas no Departamento de Engenharia Aeronautica
da Escola de Engenharia de Sao Carlos da Universidade de Sao Paulo propdem o uso do
Método dos Elementos Finitos para determinagao de uma solucao aproximada a partir
do método de Galerkin. Utilizando-se o MEF, a construgao da aproximacao do campo
¢é obtida pela contribuicao dos subdominios. Ainda, nesse contexto, a aproximacao da
circulacao nos subdominios (elementos) é realizada a partir da sobreposi¢ao de fungoes
polinomiais (LIORBANO, 2019).

Essas fungoes sao combinacoes lineares de func¢oes que sao linearmente indepen-
dentes. O resultado para cada discretizacao é exatamente uma combinacao linear dessas
fungoes independentes. A precisao esta diretamente ligada a duas varidveis: o niimero de
fungoes independentes utilizadas para montar as solugoes discretizadas e o proprio niimero
de discretizagoes. Uma boa acuracidade com baixo custo computacional ¢ vista com uma
escolha acertada das fungoes para o problema (DUNCAN, 1937).

Foge do escopo deste trabalho a criagao do equacionamento para solugao do
problema pelo método acima descrito. Como base, tomou-se a implementacao ja feita por
Liorbano (2019).

A proposta de Liorbano (2019) para a solu¢do numérica da equagao da linha
sustentadora é a aplicagao do Método dos Elementos Finitos. Dessa forma, o campo
de circulagoes ao longo da envergadura resulta das contribuicoes de cada elemento de
circulacgao distribuido ao longo desta. Nesse sentido, diferentemente da solugdo classica via
séries de Fourier, vé-se uma aproximagao local no ambito do elemento finito de circulagao.

A distribuicao de circulacao global da asa é aproximada por:

[(y) =) N°(y)Te (2.18)

onde N refere-se ao nimero de elementos utilizados na discretizacao, N® é a matriz com
as fungoes de forma utilizadas para aproximacao no contexto do elemento, e I'® sdo os
valores nodais de circulacao do elemento. As fungoes de forma utilizadas sdo polinomiais e
construidas utilizando a técnica dos elementos finitos. Nos desenvolvimentos que seguem,

serdo utilizadas aproximagoes lineares do campo de circulag¢ao no elemento finito (Figura 6).
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Figura 6 — Exemplo para a aproximacao da circulagdo por Galerkin com fungoes lineares
com 7 estacoes

2.3 Decomposicao em valores singulares

A decomposicao em valores singulares (SVD) se trata de um dos mais importantes
métodos de fatoracao de matrizes, ja que proporciona garantidamente uma decomposicao
de matriz estavel e que pode ser usada para os mais diversos propoésitos. Ele é capaz
de determinar de forma sistematica uma aproximagao em pequenas dimensoes para um
entrada de dados de grande dimensao, como os que serao utilizados neste trabalho. Tal
capacidade é extremamente voltada a dados pois nao necessita de um vasto conhecimento
ou de intuigao, ja que os padroes sao descobertos através dos proprios dados. Além disso,
o SVD também proporciona uma representagao hierarquica dos dados em funcao de um
sistema de coordenadas definido pelas relagdes mais dominantes, ou seja, através de uma
base de vetores singulares dos mais aos menos dominantes, de forma que um de seus

principais usos ¢ a reducao de dimensao, utilizando somente os vetores mais relevantes

(BRUNTON; KUTZ, 2019).

2.3.1 Definigao de SVD

Considere um grande conjunto de dados X € C™*":
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X = xl a’:2 DIIY xm (2.19)
. |

onde z, € C" sao colunas com as medidas de simulagoes, experimentos ou até o estado
fisico de um sistema em determinado momento, que evolui no tempo. O indice k indica de

qual simulagao, medida ou momento do tempo aquela medida faz referéncia.

O SVD é uma decomposicao de matriz tinica da seguinte forma:

X = USV* (2.20)

onde U € C™" e V € C™™ s30 matrizes unitérias! com colunas ortonormais e ¥ € R™**™
¢ uma matriz com nimeros reais nao negativos e decrescentes na diagonal e zeros fora dela.

O simbolo * representa uma transposigdo da matriz complexa conjugada (BRUNTON;

KUTZ, 2019).

As colunas da matriz U sao chamadas de vetores singulares esquerdos e abrangem o
espaco dos perfis de expressao das respostas. As linhas da matriz V* sdo os vetores singulares
direitos e abrangem um espago de respostas em ordem da mais até a menos significante (as
primeiras linhas tem maior presenca nas respostas). Ja os elementos diagonais de ¥ sdo os
valores singulares e remetem a significincia (os primeiros elementos, maiores, multiplicam
as primeiras linhas dos vetores singulares direitos) (WALL; RECHTSTEINER; ROCHA,
2003).

Quando n > m, a matriz X apresenta no maximo m elementos diferentes de zero

na diagonal. Dessa forma, podemos definir a forma econémica do SVD como sendo:

A

NS D> o«
X=UxV'= [0 U] [o VAR NS (2.21)

onde U € C™™ ¢ a matriz U econémica, Ut € C"™*"™ ¢ uma matriz complementar e
ortogonal a U, 3 € C™*™ é uma matriz diagonal com os valores singulares e V* € C™*™.

A Figura 7 ilustra graficamente essas matrizes.

2.3.2 Aproximagao de uma matriz

Neste momento, passa-se a analisar uma das caracteristicas mais importantes do

. a hierarquia de representatividade das linhas de . roximacoes de baixo posto
SVD: ah d tatividade das linhas de V*. A de b t
podem ser facilmente criadas quando selecionam-se os primeiros r valores e vetores direitos

singulares, com descarte do termos restantes. Uma forma generalizada dessa aproximagao

I uma matriz quadrada unitaria, quando multiplicada por sua transposta, resulta na matriz

identidade (HORN; JOHNSON, 2012)
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Figura 7 — Representacdo das matrizes completa e econdémica do SVD

Fonte: Brunton e Kutz (2019)

determinou o chamado SVD Truncado como a aproximagao 6tima de baixo posto para a
matriz X e é comumente referido como o Teorema de Eckart-Young [2.3.1] (ECKART;
YOUNG, 1936).

Teorema 2.3.1 (Teorema de Eckart-Young) A aprozimagio de posto r dtima para
X, no sentido de minimos quadrados, é dada pelo truncamento SVD de posto r de X de

forma que:

IX = Bllr > | X - X||r (2.22)

onde B é qualquer matriz de postor e || - ||r é a norma de Frobenius .

Logo, segundo o teorema, sabe-se que a matriz X dada pelo truncamento das
matrizes do SVD é a matriz de posto r que melhor se aproxima da matriz X. Caso
escolhamos um valor de » menor do que o nimero de valores singulares de X, teremos uma
aproximacdo, ou seja: X ~ UXV*. Mas se escolhermos um truncamento em que todos os
valores singulares nao nulos aparegam (levando em conta de que a decomposi¢ao SVD pode
trazer valores singulares iguais a zero) teremos um resultado exato. Uma representagao

grafica das matrizes truncadas pode ser vista na Figura 8.

2 A norma de Frobenius é definida como || A||r = \/Z?l1 3271 laij|* onde A € C™*™ (STRANG,
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Figura 8 — Representagao das matrizes truncadas

Fonte: Brunton e Kutz (2019)

Dois gréaficos que ajudam a entender a capacidade de simplificagdo de uma matriz
pelo SVD podem ser vistos na Figura 9. Nesse caso arbitrario, é possivel identificar na
Figura 9a que os primeiros valores singulares sao muito mais expressivos do que os outros,
principalmente por se tratar de um grafico logaritmico. Mais interessante é o representado
na Figura 9b, onde temos a razao entre a soma acumulada até determinado valor singular
e a soma total destes. Num universo de 1500 valores singulares, os 100 primeiros deles -
ou pouco menos de 7% - trazem praticamente 80% das caracteristicas da matriz inicial.
Reduziu-se drasticamente as matrizes U, ¥ ¢ V em U, ¥ e V sem perdas equivalentes na

matriz gerada pelas simplificagoes.

2.3.3 Solucao aproximada de um sistema linear qualquer

Muitos dos problemas fisicos existentes podem ser representados como:

Az =b (2.23)

onde a matriz A e o vetor b sdo conhecidos e o vetor x nao, sendo a resposta do sistema.
Quando A é uma matriz quadrada e inversivel, o problema é facilmente resolvido. No
entanto, quando A é uma matriz singular ou retangular, varios possiveis casos aparecem,

onde pode-se ter nenhuma, uma ou infinitas solugoes.

2019)
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Um sistema indeterminado onde A € C™*" e n > m, ou seja, a matriz é mais
larga do que alta, tém-se menos equacoes do que incognitas. Geralmente tais sistemas
apresentam posto completo de coluna por terem mais destas do que o necessario. Por isso
se trata de um sistema indeterminado, j4 que nao existem valores em b suficientes para

determinar uma tnica solugao de x.

Por outro lado, sistema sobredeterminado onde A € C"™*" e n < m, ou seja, a
matriz é mais alta do que larga, tém-se menos equagoes do que incégnitas. Logo tais
sistemas nao podem apresentar posto completo de coluna por terem menos destas do que
o necessario. Por isso se trata de um sistema sobredeterminado, garantindo-se que existem
valores em b que nao tem solugdo em x. A tnica forma, no caso, de existir solucao é se b
estd no espago de colunas de A (BRUNTON; KUTZ, 2019).

Para ambos os casos, existem resultados aproximados considerados ideais. Para os
sistemas indeterminados onde existem infinitas solugoes, espera-se encontrar a matriz x
onde sua norma de Frobenius ||z||r ¢ minima. J& no caso sobredeterminado, com nenhuma
solucdo exata, temos que ||Az — b||r deve ser minima. Solucionando as aproximagoes
acima por SVD, deve-se tomar a matriz truncada equivalente A = UXV*, de forma que ¢

possivel inverté-la e obter a pseudo-inversa de Moore-Penrose 3:

AT=VEU" —= ATA=ILum (2.24)

3 A matriz pseudo-inversa de Moore-Penrose, descrita pela primeira vez por Moore (1920) é a
mais conhecida generalizacdo da inversao de uma matriz e muito utilizada para retratar a
melhor solugdo para sistemas lineares sem solugdo exata (BEN-ISRAEL; GREVILLE, 2003)
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Substituindo na Equacao 2.23, a solucao x nos termos acima indicados vale:

ATAz = ATy — 7 =VE'UD (2.25)

Substituindo de volta a solucdo encontrada na Equacao 2.25 na Equacao 2.23,
tém-se:

Az =U0EVVEUY — Az =UU" (2.26)

Como UU* ndo é necessariamente a matriz identidade, & serd a solucio exata
quando b esta dentro do espaco de colunas de U e portanto no espaco de colunas de A
(BRUNTON; KUTZ, 2019).
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Neste capitulo, serao apresentadas as duas etapas principais deste trabalho: a criagao

e a execugao da ferramenta ligada ao cadlculo da linha sustentadora e dos coeficientes

aerodinamicos tridimensionais e os mesmos passos para a ferramenta relacionada ao modelo

de baixo custo e decomposicao em valores singulares. Na Figura 10 é possivel ver com

mais detalhes essas etapas e suas interacoes.

Ferramenta para Ferramenta para
criagdo dos diversos célculo da linha
casos sustentadora

Base de dados com as Resultados Resultados
atributos geométricos e aerodinamicos aerodindmicos
08 aerodinamioa das asas finitas das asas finitas
bidimensional
teste Teste
do modelo

Divisao dos

Criacéo do
resultados

modelo
de baixo custo

para criacéo
do modelo
Medidas de

Resultados para
criacdo do modelo

modelo

atende
expectativas

Modelo de
baixo custo final

Figura 10 — Fluxograma da metodologia

3.1 Ferramenta para calculo da Linha Sustentadora

3.1.1 Ferramenta inicial e modificagoes

Modelo inicial

confiabilidade do

ndo atende
expectativas

Uma analise dos coeficientes aerodinamicos de intimeras configuracoes de asas

trapezoidais sera feita, utilizando-se a Teoria da Linha de Sustentacao. Tal escolha se

deve ao modesto poder computacional de maquinas domésticas para lidar com métodos
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Tabela 1 — Valores das entradas fixas

Atributo Detalhe Valor
U velocidade do escoamento 1
Cr tamanho da corda na raiz da asa 1

Nojem numero de divisdes para discretizagao da asa 50

Tabela 2 — Variacao das caracteristicas geométricas e aerodinamicas dos casos avaliados

Atributo Detalhe Minimo Maximo  Casos

AR alongamento da asa 6 14 21
A afilamento da asa 0.1 1 19
Q@ angulo de ataque da asa no escoamento =~ —15° 15° 16
ao inclinacao da curva C; X « 1.87 2.27 5
auy, angulo de ataque para sustentacao nula —5° 0° 6
0 tor¢ao geométrica na ponta da asa —3° 3° 7

Total 1340640

mais complexos, como por exemplo, a dindmica dos fluidos computacional (CFD), que

apresentaria resultados muito mais precisos, mas a um custo alto.

Para tanto, uma ferramenta computacional ja disponivel para o célculo dos coefici-
entes aerodindmicos pelo método escolhido foi utilizada. Essa ferramenta implementada
em Python apresenta sua solugao através do método numérico descrito na Se¢ao 2.2.
Uma explicagdo metodoldgica desta implementagao nao foi abordada por nao estar ligado

diretamente ao objetivo do trabalho, mas pode ser encontrada em Liorbano (2019).

Esta ferramenta computacional se mostrava ttil para cdlculos de uma tnica con-
figuragao e sem as caracteristicas de entrada optadas para as analises. Para tanto, uma
modificacdo no codigo foi feita, de forma a adequé-lo a necessidade, sem, no entanto,

alterar a esséncia de calculo deste.

3.1.2 Entradas

Podemos separar as entradas em fixas e variaveis. As entradas fixas se tratam das
caracteristicas que nao se alteram entre os diversos casos analisados. Elas estao listadas
na Tabela 1.

J& as entradas variaveis sao as caracteristicas geométricas ou aerodinamicas bidi-
mensionais que vao variar para cada caso. Decidiu-se por seis desses atributos, de forma
a possibilitar uma anélise ampla de asas trapezoidais. Para cada uma dessas variaveis,
um valor minimo, um maximo e o nimero de casos foi definido. Essas informagoes estao
listadas na Tabela 2.

Para a criacao da base de dados de entradas, com suas 1.3 milhdo de asas trape-
zoidais, seis lagos, um inserido dentro do outro, foram programados, variando dentro das

caracteristicas minimas e maximas.
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Em meio aos testes iniciais, uma preocupagcao surgiu acerca do tempo necessario
para execucao. Mesmo havendo uma maquina que poderia ficar totalmente alocada a esse
processo, a probabilidade de perda de dados no caminho aumentava, devido a possiveis
variagoes na rede elétrica, por exemplo. Para tanto, tendo em mente que o Python por
padrao sé se utiliza do poder computacional de um thread da maquina, buscou-se utilizar

em totalidade o computador, acelerando o processo.

Hodiernamente, mesmo que as maquinas domésticas nao cheguem perto de maquinas
especificas e clusters, é inegavel que elas possuem capacidades muito maiores do que
ha alguns anos. Dessa forma uma paralelizacao do cédigo através do recurso joblib foi

implementada, sendo possivel utilizar por completo a maquina em questao.

3.1.3 Saidas

Os trés resultados obtidos pela ferramenta computacional sdo o coeficiente de
sustentacao tridimensional da asa, o coeficiente de arrasto induzido e a distribuicao da
circulagao ao longo da envergadura. Para cada caso executado, o cédigo, como forma de
minimizar a possibilidade de perda de dados adicionava a um arquivo nao sé os resultados,
mas também as entradas que levaram a eles. Com a paraleliza¢ao, nao necessariamente os
casos eram salvos na ordem em que foram criados, entao escolheu-se agrega-los no mesmo

arquivo.

3.2 Ferramenta para analise preliminar dos resultados

Inicialmente, apos os dados serem gerados, foi necessario uma analise preliminar
deles, tanto com relagao a linha sustentadora e os coeficientes aerodinamicos encontrados

quanto em relacao a matriz SVD que pode ser gerada.

3.2.1 AnAdlise dos coeficientes acrodinamicos

Como informado na Secao 3.1.3, as saidas da ferramenta computacional sdao o
coeficiente de sustentagao tridimensional da asa, o coeficiente de arrasto induzido e a
distribuicao da circulacao ao longo da envergadura. Nesta etapa, faz-se uma analise dos

dois primeiros.

De forma a reduzir a quantidade de graficos encontrados, uma simplificacao inicial
dos dados foi feita. Levando em conta que o valor de C, esta diretamente ligado aos valores
do angulo de ataque e do angulo de ataque para sustentagao nula, criou-se um valor tnico
que englobasse todos essas variaveis, a inclinagdo da curva do coeficiente de sustentacao

da asa pelo angulo de ataque efetivo, como explicitado:

o - G (3.1)

a — Oyp—p
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Com isso, valores de (', em funcao das outras variaveis da Tabela 2 podem ser

descritos como:

CLa = f(AR, )\,aO,Q) (32)

Graficos de C, em funcao de pares de varidveis entre as acima, com os outros
valores fixos foram criados. Quando o # aparece entre essas variaveis, é necessario fixar
também o valor de a e ay—y pois sao valores acoplados e nao é possivel obter um tnico

valor de C'r, quando fixamos #, mas variamos a ou ay—g.

3.2.2  Analise da matriz SVD gerada

Como forma de analisar a eficiéncia de representagao dos resultados de forma
simplificada pelo SVD, algumas operacoes foram feitas. Uma das formas mais simples
de identificar se a matriz de resultados é de baixo posto é plotar os valores singulares
e a razao da soma acumulada pela soma total destes. Com isso, é possivel identificar a

significancia que é obtida com certo nimero pequeno de valores.

Além disso, outra forma utilizada seria calcular o erro e entre a matriz de dados
iniciais X e o dados criados pela multiplicacdo das matrizes truncadas U $V*, pela norma
de Frobenius entre a subtracao de ambas a matrizes, abrindo-se a possibilidade de se plotar

os valores de e para cada incremente de valor singular, calculados pela seguinte equacao:

e=||X —USV*||p (3.3)
3.3 Ferramenta para criacdao dos modelos reduzidos

O objetivo final deste trabalho se encaminha para a criacdo de um modelo reduzido
para os coeficientes aerodinamicos da asa tridimensional que considere todas as variaveis
avaliadas. Esse processo foi iniciado com um entendimento basico acerca das respostas,

como visto nas secoes anteriores.

Um ponto importante e de interesse é especificar uma base de dados para criacao
do modelo, quanto uma para verificacdo posterior. Dessa forma uma afericdo livre de
uma possivel tendéncia é possivel. Para isso, criou-se um arquivo com 30% das linhas
dos resultados para criacao do modelo e o os outros 70% para verificacao utilizando uma
ferramente de escolha randémica disponivel no pacote numpy do Python. Posteriormente

cada uma dessas bases foi utilizada de acordo com seu objetivo inicial.

3.3.1 Coeficiente de sustentacao

A criacao dos modelos foi iniciada pelo modelo do coeficiente de sustentacao. Para

isso, teve-se como ponto de partida um modelo ja estabelecido na literatura. O modelo
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escolhido foi o presente em Anderson (2016) e serda nomeado assim:

a
CLAnde'r'son = 1_70% (Oé - Oéﬁ:O) (34)
TAR

A partir dele, idealizou-se a insercao de uma série de novos termos que introduzissem
mais variaveis, de forma a obter resultados mais precisos. Uma atencao foi dada a relevancia
fisica para acréscimo dos termos, como o fato de se obter coeficientes nulos quando o
angulo de ataque efetivo e o # forem nulos. A ferramenta foi implementada buscando a

seguinte formulacao:

a
CLmodelo = 1_700,0 |:(Oé - &ZZO) : pl + U2 : p2 + . e + U’n : pn (35)
TAR

onde os valores py sdo os coeficientes e v, o calculo das variaveis da parcela, que podem
ser um conjunto delas acopladas. Varios modelos e testes foram criados e feitos ao longo
do trabalho.

3.3.2 Coeficiente de arrasto induzido

De forma analoga ao proposto acima, um modelo ji amplamente aceito, que

chamaremos de Anderson, foi escolhido:

Ct
CDiAnderson = '/TAR

(3.6)

e o modelo intencionado também se trata do acréscimo de novos termos com as variaveis
nao atendidas acima. Da mesma forma atentou-se a relevancia fisica desses termos, de
forma a nao termos resquicios de valor quando o coeficiente de arrasto induzido deve ser
nulo. A seguinte formulacao sera utilizada:

2

_ L |

Chpi =
tmodelo WAR

onde os valores p; sdo os coeficientes e v, o calculo das varidaveis da parcela, como ja

[p1+p2'v2+--‘+pn'vn} (3.7)

descrito.

3.3.3 Distribuicao da circulagao

Tentou-se seguir o mesmo método, de forma que ele se torne um padrao a ser
seguido para o estabelecimento de modelos reduzidos. No caso da circulagao, pequena
adequagoes sao necessarias, ja que para os coeficientes um tnico valor era buscado e agora
espera-se obter uma distribuicdo. Além disso, nao ha na literatura modelo semelhante
aos utilizados acima. Dessa forma, os parametros serao multiplicados por distribuigcoes de

circulagao relevantes para os dados encontrados, retiradas da andlise da decomposicao em
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valores singulares das simulagoes, como representado no modelo a seguir:

I'= UooC[F1(p11U11 + provi2 + - -+ PrVin)+
+ Do (por1var + pagos + -+ + + poptan) + ...
-+ 1—‘m(pmlvml + Pm2Um2 + -+ pmnvmn)} (38)

onde I',, sdo as distribui¢oes de circulacao relevantes, v,,, as parcelas calculadas a partir
dos parametros da asa e p,,, os coeficientes relacionados as parcelas. Os valores de U,
que representa a velocidade do escoamento e de ¢, a corda, foram adicionados de forma
a estabelecer um multiplicativo para a circulagao encontrada, pois os valores de I'; e I’y

foram calculados tendo por base esses parametros unitarios, como mostrado na Tabela 1.

3.3.4 Solucao dos coeficientes

A solucgao dos coeficientes foi baseada na fundamentagao apresentada na Secgao
2.3.3. Com as parcelas de variaveis a serem utilizadas calculadas de acordo com cada caso
e o resultado esperado para os coeficientes aerodinamicos, pode-se solucionar um sistema

de equacoes e encontrar os coeficientes. Os coeficientes podem ser calculados como:

Vi1 ... Uin b1 S
Ar=b = | : .. = (3.9)
Uml -+ Umn Pn Sn

onde m indica o caso a ser avaliado e n a parcela da equacao, de forma que v se trata
do calculo da variaveis atrelados as parcelas e p aos coeficientes. O termo S, faz alusao
ao valor encontrado pelas simulagoes. A ferramenta computacional busca encontrar os

melhores valores dos coeficientes para a redugao do erro em geral.

No caso da circulacao, como nao existe apenas um valor de resultado para a
simulacgao, mas uma distribuicao a abordagem foi levemente diferente, de forma que v,,, e
S, nao contém mais somente um ntmero, mas uma coluna de niimeros relativos a cada
ponto da distribuicao ao longo da envergadura. De forma a facilitar os célculos, somente a

circulagdo de meia envergadura foi selecionada, devido ao carater simétrico existente.

3.4 Analise do modelo

Como forma de constatar a eficiéncia do modelo criado, analises acerca dos erros
quando comparamos os resultados pela Teoria da Linha de Sustentagdao com os modelos,

tanto o de Anderson quanto o criado foram feitas.

O primeiro método de analise se deu utilizando a equagao a seguir:

|M — S| r
41— =7 3.10
erro e ( )
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onde M se trata da matriz de resultados encontrada pelo modelo para os parametros
analisados e S a matriz de resultados da simula¢ao para os mesmos parametros. Atentou-se
a utilizacdo da norma de Frobenius. Isso traz uma visao eficiente do erro proporcional

atrelado aos modelos.

O segundo método se deu com a criagao de graficos com pontos espalhados. Nas
abscissas tém-se o valor do coeficiente de sustentacdo das simulagoes e nas ordenadas o
valor y = M — S. Desse modo, ¢é possivel visualizar o quanto de erro existe para cada
amplitude de S. Esse método traz visoes interessantes acerca da distribuicao dos erros
encontrados pelo modelo, principalmente quando plotados em conjunto com o modelo de

Anderson.

Um aprofundamento também foi feito a fim de entender a distribuicdo desses
erros quando os relacionamos aos parametros das asas. Para isso, calculou-se a norma
de Frobenius como na Equacao 3.10, mas somente para um parametro especifico. Por
exemplo, para a = 10°, tomou-se somente os resultados com essa caracteristica para o

calculo do erro. Com isso foi possivel entender como o modelo reage a cada paradmetro.

Além disso, uma analise estatistica também foi implementada. Nesse caso, calculou-
se o desvio padrao dos erros atrelados aos coeficientes como na Equacao 3.4. Dessa forma,
foi possivel adicionar aos modelos valores aos quais somados ao resultado indicarao os

limites relacionados a incerteza do modelo.
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4 RESULTADOS

Neste capitulo serao apresentados tanto os resultados relativos a linha de sustentagao

e os coeficientes aerodinamicos tridimensionais e suas relagoes com as entradas quanto as

observacgoes acerca do SVD e o percurso para o modelo reduzido encontrado.

4.1

Influéncia dos parametros no coeficiente Cy,

Como apresentado na Secao 3.2, graficos acerca dos resultados do coeficiente de

sustentacao foram criados a fim de identificar a dependéncia dos parametros utilizados para

a construcao do modelo. E possivel observar estes resultados na Figura 11 e as principais

observagoes sao apresentadas abaixo.

4.2

AR x X (Figura 11a): grafico com ordenadas relacionando o alongamento e as
abcissas o afilamento, com 6 = 0° e ag = 2. E perceptivel que o C, cresce com o
aumento do alongamento e quando A =~ 0.3. Tal fato condiz com o fato de que asas

elipsoides e com grande alongamento sao mais eficientes (ANDERSON, 2016).

AR X ag (Figura 11b): com A = 0.5, e # = 0° percebe-se aumento do Cp,, tanto
com o aumento do alongamento, pela melhora da eficiéncia quanto com o aumento

do ag - inclinacao da curva de Cy X « para o aerofélio

AR x 0 (Figura 11c): com A = 0.5, ag = 27 e ay—p = 0° nota-se aumento do C7,,

com o aumento do alongamento, e aumento de 6

A X ag (Figura 11d): com AR = 10 e # = 0° nota-se aumento do C, com o aumento

de ag e maxima eficiéncia com afilamentos proximos de 0.3

A X 0 (Figura 11le): com AR = 10, ag = 27 e ay—o = 0° nota-se aumento do Cp,

com o aumento de ¢ e maxima eficiéncia com afilamentos préoximos de 0.3

ag X 6 (Figura 11f): com AR = 10, A = 0.5 e ay—p = 0° nota-se aumento do Cyp,

com o aumento de 6 e de ag

Criacao dos modelos reduzidos

4.2.1 Coeficiente de sustentacao

Iniciou-se o processo conferindo se um simples multiplicador no modelo de Anderson,

obtendo-se um primeiro modelo no formato explicitado na Secao 3.3.1:
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aolm

. 6.5 . 6.5
- 2.15
6.0 6.0
: 2.10
. 5.5 5.5
2.05
N 5 ]
5.0 3 2.00 5.0 3
1.95
. 45 45
1.90
4.0 4.0
X 1.85
. 35 1.80 35
6 7 8 9 10 11 12 13 14 6 7 8 9 10 11 12 13 14
AR AR

(a) CLo em funcdo de AR e A com ag e 0 cons-  (b) CL, em fungdo de AR e ap com A e 6 cons-
tantes tantes

6.5 2.20 6.5
2.15
6.0 6.0
2.10
5.5 5.5
2.05
5.0 & 2.00 5.0 5
1.95
45 4.5
1.90
4.0 4.0
1.85
35 . 3.5
6 7 8 9 10 11 12 13 14 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
AR A

(¢) Crq em fungao de AR e 6 com A, ap e ay—g  (d) CL, em fungdo de X e ap com AR e 6 cons-

3

aolm

-3

constantes tantes

3 6.5 3 6.5

2 6.0 6.0

1 5.5 5.5

© 0 5.0 3 5.0
-1 4.5 4.5
-2 4.0 4.0
-3 35 35
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.8 1.9 2.0 2.1 2.2
A ao/n

(e) CpLo em fungdo de A e @ com AR, ag, ay—g  (f) CpLo em fungao de ag e § com AR, X e ay—g
constantes constantes

Figura 11 — Analise da sensibilidade de C, em relagdo aos parametros de projeto

Q
CLMendes = 0981_—0&
TAR

(v — =) (4.1)

Uma pequena melhora no erro foi encontrada, mas ainda nao a esperada para um

modelo robusto. E possivel ver a comparacio dos erros na Tabela 3 e na Figura 12.

Continuou-se entao a buscar um modelo mais eficiente. Dessa forma, intencionou-se

adicionar uma nova variavel, no caso 6, de forma a adicionar mais refinamento, obtendo-se
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) e Anderson
0. e Mendes
, 017
Y 0.0
O

_0.1_

_0.2_

-20 -15 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5

Lsimulacses

Figura 12 — Comparacao do erro do coeficiente de sustentagdo para o modelo 1

o segundo modelo:

_aoao [0,981(a — o) + 0.4240} (4.2)
TAR

CLJ\/Iendes =

1

Uma reducao significativa, como demonstrado pela Tabela 3 e pela Figura 13, de
aproximadamente 90%, foi encontrada nesse momento. Tal situacao era esperada devido a
primeira andlise observada na Figura 11, onde o parametro # proporcionava mudangas

expressivas no valor de Cf,.

) e Anderson
0. e Mendes
, 017
Y 0.0
O

_01_

_0.2_

-20 -15 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

Lsimulacses

Figura 13 — Comparacao do erro do coeficiente de sustentagdo para o modelo 2

Ainda objetivando uma maior redugao do erro, optou-se por adicionar termos

relacionados ao afilamento, ja que esse parametro também promovia mudancas importantes
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no valor de C7,, segunda a Figura 11. Dessa forma, duas parcelas foram criadas, de forma

a estarem acopladas aos parametros ja existentes, obtendo-se a equacao:

Chagonae. = 2 {[(0.996 — 0.027A) (@ — )] + [(0.388 +0.0667)6]}  (4.3)

_ _ao_
1 TAR

Com essa ultima adigdo, o erro foi reduzido a metade do segundo modelo, mudanca

ainda expressiva. Tais dados podem ser observados na Tabela 3 e na Figura 14.

) e Anderson
0. e Mendes
, 0.17
< 001
O

_01_

_0.2_

-20 -15 -10 -05 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

Figura 14 — Comparacao do erro do coeficiente de sustentagdo para o modelo final

Tabela 3 — Comparagao de erros do coeficiente de sustentagdo dos modelos

Modelo  Erro na base de teste Erro na base total

Anderson 9.1451% 9.1440%
Mendes 1 8.9289% 8.9266%
Mendes 2 0.9936% 0.9930%
Mendes 0.5077% 0.5078%

E possivel passar agora a analise em relagao aos parametros da asa. A Figura 15

apresenta os graficos acerca disso.

Pode-se perceber que o modelo apresenta erros pequenos para a maioria dos
parametros, menores do que 0.5%, exceto para afilamentos menores do que 0.1 e maiores
do que 0.9 e para angulos de ataque entre —7° e 2°. Dessa forma, conclui-se que mesmo
com as regioes onde os erros sao maiores, esses ainda podem ser considerados baixos para

fins de estabelecimento de um modelo reduzido.
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Figura 15 — Média do erro do modelo de (', para cada parametro

4.2.2 Coeficiente de arrasto induzido

Tendo em vista a boa eficiéncia do modelo para calculo do coeficiente de sustentacao,
iniciou-se a criacdo do modelo para arrasto induzido utilizando-se o formato do modelo de

Anderson, mas com o C, encontrado acima. Dessa forma, obteve-se o seguinte modelo:

2

C
CDiMendes = 1'042 f_‘_]\j/lgges (4.4)

Inicialmente, no primeiro modelo, é possivel ver uma grande melhoria, de forma

a entender que utilizar um coeficiente de sustentacao mais assertivo ja é suficiente para
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e Mendes
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Figura 16 — Comparacao do erro do coeficiente de arrasto induzido para o primeiro modelo

melhorar o resultado, como podemos observar na Tabela 4 e na Figura 16.

Intencionando-se melhorar o resultado e levando em conta o grande ntimero de
modelos que utilizam o coeficiente de Oswald e no equacionamento, tentou-se aplicar
alguma corregdo em funcao do valor do afilamento. Levou-se em conta o carater proximo a
curvas quadraticas quando analises acerca do afilamento sao feitas. Dessa forma, chegou-se

no modelo final ilustrado a seguir.

2

C
Chiyyr . = %ﬁes (1.029 - 0.022) + 0.068)%) (4.5)

A adicao possibilitou uma ligeira melhora na assertividade do modelo, como visto

na Tabela 4 e na Figura 17.

0.031 ¢ Anderson
e Mendes

0.02 4

0.01 4

0.00 -

—0.01 A

Chimoaetc — CDfs:mula;ées

—0.02 A

—0.03 A

0.000 0.025 0.050 0.075 0.100 0.125 0.150 0.175 0.200
Chigimuiacies

Figura 17 — Comparacao do erro do coeficiente de arrasto induzido para o modelo final
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Tabela 4 — Comparacao de erros do coeficiente de arrasto induzido dos modelos

Modelo  Erro na base de teste Erro na base total

Anderson 13.3220% 13.3158%
Mendes 1 2.6047% 2.6045%
Mendes 2.1801% 2.1791%
0.14 1 0.0350 ]

0.12 1 0.0325

0.0300
0.10 4
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0.0250 1
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Figura 18 — Média do erro do modelo de Cp; para cada parametro

Pode-se perceber que o modelo apresenta erros para a maioria dos parametros
como demonstrado pela Figura 18, mas estes sao menores do que 3.5%, exceto para para
angulos de ataque entre —6° e 1°. E possivel concluir, no entanto, que mesmo com erros

no maximo para esses casos, ainda assim podem ser considerados baixos para fins de
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estabelecimento de um modelo reduzido.

4.2.3 Distribuicao da circulacao

Iniciou-se a criacao do modelo da distribuicao de circulagao através de uma avaliacao
da decomposicao em valores singulares da matriz de resposta da circulacao, tendo-se

inicialmente a analise dos préprios valores singulares, representada na Figura 19.

E possivel observar na Figura 19a que os valores singulares inicias, aqueles que
indicam maior significincias das linhas de V', sdo realmente bem maiores do que os outros,
ainda mais considerando que se trata de um grafico em escala logaritmica. Tal situagao
fica mais clara com a Figura 19b, onde o acumulado da soma dos valores singulares chega

a 98.5% da soma de todos estes quando escolhemos somente os 2 primeiros.

4
10 1.00 A

10! 4

o

©

©
s

10-2 4
0.96 1

1075

Valor singular

0.94 4
10-8 4

Razdo da soma acumulada

0.92 1
10-11 4

T T T T T 0.90 1 v v v v v
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Posicao do valor singular Posigao do valor singular

(a) Valores singulares da matriz do SVD criado  (b) Razdo da soma cumulativa sobre a soma
para a circulagao total dos valores singulares do SVD criado
para a circulagao

Figura 19 — Analise grafica dos valores singulares do SVD criado para a circulagao

Representando de forma mais assertiva ainda o erro referente a simplificacao
comparadas a matriz original, continua-se a constatar o resultado acima, como podemos

ver na Figura 20.

Com isso, no caso dos resultados da circulagao temos 6timas aproximagao com o

uso da matriz truncada com dois postos, valor muito menor do que os 51 originais.

Continuando a andlise do SVD, pode-se ainda adentrar nas propriedades da matriz
V. Para tanto, plotou-se na Figura 21 as primeiras linhas da matriz V' de forma a visualizar
os padroes encontrados nas distribuicoes de circulacao. Os valores numéricos relacionados

aos pontos plotados estao disponiveis na Tabela 7 no Apéndice A.

Tendo por bases essas informagoes, tem-se a base de circulagoes relevantes do

modelo apresentado na equacgao 3.8.

Iniciou-se o modelo adicionando um termo relacionado ao coeficiente de sustentagao
encontrado na Secao 4.2.1, que serd importante para indicar a amplitude das distribui¢oes

utilizadas. Com isso, o primeiro modelo é dado por:
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Figura 20 — Erro de Frobenius entre a matriz simplificada e original
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Figura 21 — Principais circulagoes de V

FMendes - UOOCCL,Mendes<1~77]-F1 - OOOBFQ) (46>

Um erro alto foi encontrado como é possivel observar na Tabela 5, fato condizente
com o esperado, ja que nao considera-se parametros importantes a distribuicao da circu-
lacao. Continuando, optou-se por inserir um termo relacionado ao alongamento. Como
implementado no modelo do arrasto induzido, o valor do inverso de AR foi escolhido,

gerando-se o seguinte modelo:

0.178 0.526
Paendes = UsoCOr prendes | (1.729 = =32 )T+ (0.025 — = )T (4.7)

Houve, com essa adi¢ao, pequena alteragao no erro, como visualizado na Tabela 5.

Com isso, um novo parametro foi adicionado, o de afilamento e o alongamento foi retirado,
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devido ao sua baixa influéncia no modelo. Novamente, como estabelecido no modelo de

Cpi, termos semelhantes a uma funcao quadratica foram inseridos.

T ptendes = UsoCCL Mendes [(0.980 + 1431\ — 0.134\%) T+

+ (0324 + 0598\ — 0.085)2) FQ] (4.8)

De fato, com essa tltima adigao foi possivel chegar num modelo muito mais assertivo,

como demonstrado pela Tabela 5.

Tabela 5 — Comparacao de erros da distribui¢do de circulagdo dos modelos

Modelo  Erro na base de teste Erro na base total

Mendes 1 22.0874% 22.0957%
Mendes 2 22.0710% 22.0793%
Mendes 4.9131% 4.9119%

De forma a aprofundar a analise das medidas de erros, como ja implementado
para os outros modelos, uma avaliacao deles em relacao aos parametros foi feita, como
representado pela Figura 22. Nela, pode-se concluir que os erros sao praticamente constantes
e baixos para a maioria dos parametros, com excecao quando « varia entre —8° e 4°. Tal
resultado é condizente com as outras andlises ja feitas e esperado devido a relagao acoplada

do modelo de distribuigao da circulacdo com o modelo de coeficiente de sustentacao.

4.3 Modelos reduzidos finais e suas variacoes estatisticas

Como forma de aperfeicoar os modelos, uma anélise estatistica foi implementada.
A Figura 23 apresenta os histogramas relacionados ao erro de cada modelo. O histograma
tem por objetivo entender a frequéncia em que cada valor de erro esta presente. Pode-se
concluir que os modelos apresentam resultados muito proximos aos das simulagoes, pois os
erros com maior frequéncia sdo os proximos de zero. Além disso, o desvio padrao dos erros

também nao sao elevados.

Em posse dessas informagoes, intenciona-se adicionar um fator aos modelos bus-

cando trazer uma aspecto de confianca nos resultados. A Tabela 6 apresenta tais valores.

Tabela 6 — Valores estatisticos de confian¢a dos modelos

Modelo 1% o AV Aogs, Agg 7%
Cr 0.000156 0.004400 0.004531 0.008779 0.013212
Cp; -0.000113 0.004400 0.000922 0.001708 0.002528

Distribui¢ao da circulacao 0.0001502 0.014961 0.015043 0.029940 0.044349

Com isso, obtém-se os modelos finais com intervalos de confianca:
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Figura 22 — Média do erro do modelo da distribuicao de circulacao para cada parametro
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Figura 23 — Histograma dos erros para os modelos criados

T tendes = UsoCq Cp atendes | (0.980 + 14310 — 0.134)\) I'y +
+ (0324 + 0.598) — 0.085)2) Iy | £A ¢ gire ¢ (4.11)

onde A¢ sdo os valores apresentados na Tabela 6, podendo ser utilizados para 68, 95 ou
99.7% de confianga.
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5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Ao longo do presente trabalho, pdde-se ter uma visao geral acerca da teoria da
linha sustentadora e de métodos computacionais para o seu cédlculo, além da possibilidade

de redugao do modelo através da decomposicao em valores singulares.

A criacao de modelos simplificados possibilitaram, com poucos parametros de
entrada, 6timas aproximacoes quando comparadas aos valores encontrados através das
simulac¢oes com teoria da linha sustentadora para o coeficiente de sustentacao, o coeficiente
de arrasto induzido e a distribuicao da circulacao sobre a envergadura, com erros médios
inferiores a 0.5%, 2.5% e 5.0%. Modelos que foram propostos com atencao aos significados
fisicos. Dessa forma, a possibilidade apresentada na introducao, de eficiéncia num inicio de
projeto se mostrou viavel, ja que simulagoes poderiam ser feitas muito mais velozmente a

um custo computacional inferior.

Além disso, a plausibilidade de expansao dos métodos utilizados para outras areas
nao s6 da Engenharia Aerondutica - ou até mesmo da engenharia em si - pode ser atingida

com a metodologia utilizada, possibilitando a outros alcancarem resultados semelhantes.

Ainda, é inegavel que o presente trabalho somente estabelece um protétipo, que
pode ser futuramente refinado e entao atingir mais adequados e complexos modelos, nao
deixando de lado o objetivo de abreviar projetos e potencializar os resultados destes. Como
perspectivas de continuidade, propoe-se a analise considerando asas com enflechamento
e diedro, expandindo-se assim os modelos para outras configuragoes de asa, ou, ainda,
a aplicacdo de procedimentos andlogos aos aqui propostos utilizando-se ferramentas
computacionais de maior fidelidade. Nesse sentido, propoe-se o desenvolvimento de modelos
reduzidos para previsao dos coeficientes aerodinamicos de aerofélios considerando efeitos

nao lineares, como estol.
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APENDICE A - CIRCULACOES PARA O MODELO DE DISTRIBUICAO DE
CIRCULACAO

Na Tabela 7 é possivel obter os valores numéricos das circulacoes relevantes.

Tabela 7 — Valores da distribuicao de I'; e I'y
% da

. Iy [y
semi-envergadura

0% -0,19824  0,295496
2% 20,194971  0,259162
4% -0,190654 0,214572
6% -0,185853 0,167883
8% -0,180866  0,122275
10% -0,17583  0,07917

12% -0,170813  0,03929

14% -0,165846  0,00297

16% -0,160933 -0,029663
18% -0,156066 -0,058597
20% -0,151222  -0,08388
22% -0,146375 -0,105596
24% -0,14149 -0,123838
26% -0,136526 -0,138701
28% -0,131435 -0,150267
30% -0,126162 -0,158605
32% -0,120641 -0,163759
34% -0,114793 -0,165739
36% -0,108514 -0,164512
38% -0,101671 -0,159984
40% -0,094074 -0,151967
2% -0,085426  -0,140104
44% -0,075339 -0,123858
46% -0,062346 -0,101347
48% -0,048083 -0,074279

50% 0 0




