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Resumo

Esse trabalho apresenta um estudo da evolugao de tempo real de sistemas quanticos in-
teragentes quando um parametro externo é alterado subitamente. Em particular, focamos
no caso em que esse parametro leva o sistema a uma transicao de fase quantica dinamica
do diagrama de fases a temperatura nula. Para investigar a transicdo de fase quantica
dinamica, analisamos a distribuicao dos zeros de Yang-Lee-Fisher do eco de Loschmidt
(um andlogo dindmico da fungao de parti¢ao). Finalmente, concluimos nosso estudo com

a investigacao da corrente de energia apds o quench e dos cones de luz associados.

Palavras-chave: Transicao de fase quantica dinamica. Zeros de Yang-Lee. Sistemas

fortemente correlacionados. Eco de Loschmidt

1. Introducao

Os pontos de transicao de fase de equilibrio sdo os pontos nos quais surgem nao-
analiticidades em observaveis do sistema. No caso de uma transicao causada pela variacao
da temperatura, o inverso da temperatura critica 5*, para a qual observa-se a nao anali-
ticidade, esta relacionado aos pontos no plano complexo de temperaturas onde a fungao

partigdo Z(f3) é zero, ou seja, as solugoes da equagao
Z(8) = Tr(e™#) =0, (1)

onde H ¢é o hamiltoniano do sistema. Esses pontos sao chamados de zeros de Yang-Lee-
Fisher [1, 2]. Essa relagdo se deve ao fato da energia livre por particula f(/3) se tornar
nao-analitica quando a funcao particao é zero:

1

7(8) = =3 W(Z(8)), @

sendo V' o volume do sistema. Os zeros da funcdo particao estdo localizadas no plano
complexo, e tocam o eixo real apenas no limite termodinamico V — oo.

De forma analoga, as transicoes de fase dindmicas ocorrem em instantes de tempo
criticos t* nos quais a evolucdo do sistema apresenta alguma nao-analiticidade [3, 4].

Para essa andlise, adotamos o eco de Loschmidt

L =[] e |yoo) (3)
como um andlogo dindmico a funcao particdo, com o tempo complexo it cumprindo a
funcao do inverso da temperatura 3. O valor do eco representa a probabilidade de re-
torno do sistema ao seu estado inicial. Mantendo a analogia com as transi¢oes de fase
de equilibrio, os pontos criticos estao relacionados aos zeros do eco de Loschmidt, que

causarao nao-analiticidades na funcao taxa:



1

r(t) = =7 In(£(1)), (4)

com L sendo o tamanho do sistema, equacao andloga a energia livre.

Para evolugao do sistema, consideramos uma témpera (quench): ele inicialmente se
encontra no estado fundamental [¢) de um hamiltoniano H; e subitamente passa a ser
regido pelo hamiltoniano H.

Nosso hamiltoniano de estudo é o do modelo de Ising quantico unidimensional com

um campo transverso:

L-1 L
H=H(Jh)=—-J) ojof  +h) o, (5)
s j=1

onde o7, 07 representam as matrizes de Pauli de spin 1 /2 que atuam no j-ésimo sitio. Esse
modelo tem uma transicao de fase quantica de equilibrio a zero absoluto, de modo que o
estado fundamental é ferromagnético se J > h e é paramagnético se J < h. Verificaremos
isso na diagonaliza¢ao do hamiltoniano.

Consideramos ambas condigdes de contorno abertas, equagao (5), e periddicas, adici-
onando o termo —Jo{of. Por fim, dizemos que o quench altera apenas os parametros .J
e h do sistema, isto é, o hamiltoniano pés quench é H = H(j, ;L)

Note que o estado de cada sitio é representado por um vetor de estado bidimensional,
o que leva o estado total do sistema ter dimensao 2%. Portanto, calcular o eco numerica-
mente de forma direta se torna inviavel a medida que aumentamos o tamanho da rede,

logo, torna-se necessaria a diagonalizacao do hamiltoniano.

2. Transformacao de Jordan-Wigner — Mapeamento em férmi-
ons livres
Primeiramente, mapeamos os operadores do nosso hamiltoniano em operadores fermi-
onicos [5]. Esse mapeamento nos permite reduzir a dimensdo do problema de 2 para 2L.
Podemos reinterpretar a base {|1),|})}, de autoestados de ¢*, como estados ocupados ou

desocupados, i.e., [{) = ]0) e |1) = |1). Assim, podemos definir os operadores de criagao

e aniquilacao a' e a, respectivamente, de modo que
at0) = [1)5 alt)=1[0); a'f1) = al0) = 0. (6)
Podemos, entdo, reescrever nossos operadores de spin 1/2 usando a e a:
0" =a+ad'; o°=aad —da. (7)
Porém, eles ndo respeitam uma estatistica unica (comutagdo ou anticomutacao):

lai,a;] = [af,al] =0,  parai+# j

{da} =1 (a)=a}=0.



Para garantir a anticomutatividade entre particulas em diferentes sitios, e assim com-
pletar a transformacao em operadores fermidnicos, introduzimos o operador

C;f- _ H e—iﬂazak CLT-' ¢; = H 6i7ra£ak a;, (9)

]’
k<j k<j

de forma que os operadores ¢! e ¢ respeitam a 4lgebra fermionica:

{ci,eib ={c. =0, {c,c;} =46y, (10)

Assim, obtemos nosso hamiltoniano escrito na linguagem fermioénica:

L-1 L
H=-J Z(c}c}H + c;ch +h.c.) + hZ(c}cj —he) 4+ (=D¥pJ(chel + el ey +hie),
=1 =1

(1)
onde N = 37, c}cj ¢ o operador niumero de particulas no sistema, e p = 1 para condigoes
periddicas e p = 0 para condicoes abertas. Apesar de N flutuar, a paridade de N, e por
consequéncia (—1)¥, é constante ao longo da evolugio temporal devido ao hamiltoniano
ser quadratico em operadores de criacao e aniquilagao. Para tratar a evolucao de um
estado geral, ¢ preciso decompo-lo em dois estados, um com nimero par e outro com
impar de particulas, e fazer a evolugdo de cada um com seu respectivo hamiltoniano. Por

conveniéncia, escolhemos estados iniciais com paridade bem definida.

3. Diagonalizacao do sistema

Agora que nossos operadores respeitam a estatistica fermionica, podemos fazer trans-
formacoes canonicas, isto é, de forma a manter a algebra de anticomutatividade. Para o
caso com condi¢des de contorno abertas, nds aplicamos a transformacao de Bogoliubov
imediatamente, enquanto, para o caso peridédico, fazemos uma transformada de Fourier e

depois uma de Bogoliubov.

3.1 Condicbes periédicas de contorno

Para a cadeia com condicoes periodicas, devido a simetria translacional do sistema, é

conveniente fazer uma transformada de Fourier:
ch=—=) eyl = —=) ey, (12)
TVEL ; v VL ;

com k — (n—1), se N for par

2
L
2T ¢

on, se N for impar

para n = 1,2, ..., L, obtidos pela imposi¢cao da condicao de contorno. Os operadores 7,1
e v sao operadores fermionicos de particulas com momento k£ bem definido, porém com

probabilidade de ser encontrada distribuida homogeneamente em todo o espaco.



Ao aplicar a transformagao, obtemos o hamiltoniano:

H=-JY (*yrty — e ™ mre + (€ = g) vl = (e7* = g) wrd)
k#0, 7 (13)

+O(n+1) mod 2(7070 = 1078) + S n+1) mod 2(=1 — 9) (Vim — 1),

o R Z(p—1)—m, seN+Lépar
onde os modos permitidos sao k =
Q%n -, se N + L é impar,

g=nh/Jen=1,2..L. Note a remogao dos termos referentes a k = 0 e k = 7 da
somatoéria devido a auséncia de contrapartida simétrica para esses modos. Em seguida,

podemos agrupar os termos referentes a k e —k para reescrever o hamiltoniano na forma

H=2 ¥ (%JL 'Y—k) (cos(k:) —g —i sin(k‘)) (% )

o<k<m i Sin<k) g — COS(k) ’Yik

madtricial:

(14)
+60(1 = 9) (370 — 1074) + 0=(—1 — ) (¥irw — ¥7d)-
A matriz diagonalizante do bloco acima é:
v, ‘co.s(ﬁk) i sin(6) | (15)
i sin(f) cos(Oy)

com 6, e A\ definidos por

cos(26y) = J<COS()\]?_9); sin(26;) = JSLIL(M; (16)
Ak = \/J2 = 20 cos(k) + h2, (17)

onde assumimos J,h > 0, por simplicidade. Note, também, que V é unitario, VIV =

VVT = 1, o que garante a canonicidade da transformacdo. O termo k-ésimo do hamilto-

VT—k

niano se torna:

equacgao da qual obtemos nossa exitacao fundamental:

- Yk —i sin(6) vk, + cos(0x)v,

Finalmente, temos o hamiltoniano diagonalizado:

H=2 3 M(nlnk+n-m)
O<k<m (20)

+30(1 — 9) (W0 — Y078) + 0= (=1 — ¢)(Vive — 1)



H =Y N(2nfm — 1), (21)

com a ultima somatoéria incluindo todos os modos permitidos e A\_p = \,. Note que os
modos 0 e m sao os mesmos para qualquer hamiltoniano, isto é, ng = Y9 € Nr = Vx, €
foram incluidos sem necessidade de tratamento especial, visto que seus coeficientes estao
de acordo com a férmula para um modo genérico. O estado fundamental é, portanto, o

vacuo, com energia dada por
k

3.2 Condicdes abertas de contorno

Para a cadeia aberta, a transformada de Fourier perde sua conveniéncia devido a quebra

de simetria translacional da rede. Ao invés disso, reescrevemos nosso hamiltoniano (11)

como:
&1
A B
H = (CHTMC; com M= , C= C? — (€ ,
-B —A c] ct (23)
i
(CT)TE<CJ{ e cn):((cT)T CT,)
hoo—J2 0 ... 0 0 —J/2 0 ... 0
-J/2 h =J2 - : J/2 0 —=J/2
A= 0 -J/2 hn o |, B={o J2 o - 0 [,
: - : —J/2 : e —=J)2
0 0 —J/2 h 0 0 J/2 0
(24)

sendo A e B matrizes tridiagonais L x L.
Portanto, novamente buscamos diagonalizar a matriz M e encontrar as excitacoes

fundamentais do sistema descritas por I' = VI C:

0

H = (CHh™™C = ((cHhTV) (g‘ B ) (V'Cc) = (r")'pr . (25)

Essa forma é anédloga a (18) para o caso anterior. Para ser uma transformagao candnica,

R L
V= (L R), (26)

V precisa ser da forma:



com RRY + LY = 1 ¢ RL” + LRY = 0. Substituindo (26) em (25) e introduzindo a

combinagao linear P =R 4+ 1L e Q = R — L, encontramos a relacao:

PT(A — B)(A + B)P = A%,

QT(A +B)(A —B)Q = A% (21)

ou seja, as colunas de P e Q sdo os autovetores de (A — B)(A + B) e (A — B)(A + B),

respectivamente. Por inspecao, verificamos que eles sdo:

sin(Lk) sin(k)
b _ : O 4 sin(2k) (28)
O im0 T |

sin(k) sin(Lk)

onde A = (ZJL:1 sin? jk)~1/2 é a constante de normalizacio. Aplicando esses em (27)

obtemos duas equacoes:
A =h?+J*—2Jhcosk , (29)

in((L+ 1)k J
sm('( + 1)k) _J (30)

sin(Lk) h
A primeira (29) nos dd autoenergia para um dado k, andloga a (17). Os modos k
permitidos sao dados pela solugao da equagao (30). Esta é uma equagao transcendental

cuja solugao podemos encontrar numericamente, como por exemplo, através do método
1.5 ] \ \ \ \

0.0 0.6 1.2 1.8 2.4 3.0
K

de Newton-Raphson.

f(k)

—1.51

Figura 1 — Em azul, o gréfico de f(k) = sin((L + 1)k)/sin(Lk) no intervalo de 0 a 7 para L=6. As
linhas tracejadas em laranja sdo &=(1+ L~!). Se |J/h| <1+ L1 a equagdo (30) terd L — 1
solugdes reais, caso contrario, terd L.



Note que se |J/h| < 1+ L~ a equacdo (30) tera apenas L — 1 solugoes reais (Figura 1).
Nesse caso, teremos uma solugao imaginaria k£ = v, que representa um modo de borda e

respeita as seguintes equacoes:

sinh((L+1)k) J

Af = h?+ J? — 2Jhcoshv; S 1
i +J Jh coshv; Snh (L) % (31)
sinh(Lwv) sinh(v)
: ~1/2
: sinh(2v L
P, =A, ' Q= A, ( ) : com A, = Z sinh? jk . (32)
sinh(2v) : =
sinh(v) sinh(Lv)

Podemos entender que esse modo surge pela necessidade do sistema se degenerar
quando g — 0 no limite termodinamico. Quando h = 0, o estado fundamental é dupla-
mente degenerado: |—— -+ =), [«—< -+ <). Ao ligar o campo transverso h < J, essa
degenerescéncia ¢ levantada. Em teoria de perturbagao, nota-se que o splitting entre esses

dois niveis é

N
AE ~J () ) (33)
J
Essa energia que vai a zero no limite termodindmico é a energia do modo de borda. O
carater exponencialmente pequeno desse autovalor gera dificuldades ao tratar o problema
numericamente.

Para encontrar os autoestados de H basta fazer a combinacao linear de P e Q. Porém,
como nossa construcao de P e Q s6 nos diz respeito a A2, ao diagonalizar a matriz M
podemos obter o bloco A com autovalores positivos e negativos. Para evitar isso, tomamos
a liberdade de escolha do sinal de cada vetor para fazer a combinacao linear entre as

colunas:
2R; = Pk:j + (_1)L+j(@kj; 2L; = Pk;‘ - (_1)L+j@kj; (34>

de forma que P;; e Qy; sdo as colunas para a j-¢sima maior raiz, exceto o modo de borda
que, se existente, é inserido na coluna L.

Assim, podemos construir a matriz V usando (26), e encontrar a forma diagonal de
H (25):

H =" Ne(nfme — menf) = > Me(2nfme — 1). (35)
k k



—— Real solution mode
0.121 Imaginary solution mode
2
0
C
3
£ 0.06
c
Rl
=
< 0.00 / 1
8 16 24 32 4

0
Site

Figura 2 — A forma dos modos Py + Qy para k = 0.5 e L = 40. Em azul, o modo respectivo a uma
solucado real e, em laranja, o modo correspondente a uma solucao imaginaria.

e as excitacoes fundamentais sao dadas por

T

T RT LT T
A R I R el I i B (36)
~T m cf Rfct +LT¢

3.3 Fechamento do gap e surgimento das fases ferromagnética e paramag-
nética

Podemos ver nos hamiltonianos diagonais (35), (21) que a auséncia de uma autoparticula

de modo k contribui com energia —\; e a presenca dela contribui com energia A\,. Por-

tanto, o gap de energia entre o estado fundamental e o primeiro estado excitado é duas

vezes o menor autovalor de energia \,;,. Para ambas as condi¢oes de contorno, temos a

mesma forma para autoenergias (17), (29). Ele ocorre para k — 0

2Amin = 2Vh2 + J2 —2Jh = 2|J — h|. (37)

Portanto, verificamos que o gap se fecha em g = 1, indicando que esse é o ponto critico

das transicoes de fase quantica de equilibrio.

4. FEco de Loschmidt

Finalmente, podemos partir para o calculo do eco de Loschmidt. Ainda assumindo

que J,h > 0, o estado fundamental é o vacuo dos operadores 7, componentes do vetor
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r =V'C:
0) =@ |0k); 7 |0x) =0 (38)

Portanto, para calcular o eco de Loschmidt, basta reescrever o hamiltoniano pds-

quench na base do hamiltoniano pré-quench:

£ =1{0]e 10} [ = | (0] eXp(—i(Xk: (275 — 1))2) [0) |7 (39)

Para o caso periddico, podemos separar os blocos de matrizes 2 X 2 e encontrar os zeros
analiticamente, enquanto, para o caso aberto, encontramos a expressao analitica do eco e

encontramos as raizes numericamente.

4.1 Condicdes periddicas de contorno

Primeiramente, usamos a forma (20) do hamiltoniano para calcular o eco. Nao precisamos

incluir os modos 0 e 7w, que contribuirdao apenas com uma fase. Logo:

2

II (Ok,O,k|e_QiXk“ﬁZﬁk_ﬁ*kﬁik)’Ok,O,k>

O<k<m

L= (40)

Basta escrever isto usando operadores pré-quench, pois sabemos como eles atuam no
vacuo. A transformacao é simplesmente a rotagao pela diferenca entre angulos Af, =

0}, — 0y, dados por (16):

i - AbBy)ni — i sin(Af)n!
Zk _ VJ]LV]C TZrk _ C?S(‘ k)nk ¢ SlIl( k)n—Tk ) (41)
Ny n', —i sin(Ab0g)ng + cos(Abk)n’
Fazendo estas substituigoes e expandindo a exponencial, chegamos a:

(0g, 0_g| e~ 2Nt @)=kl ) |0k, 0_p) = e~ 2kt gin? A, + 2kt g2 AG,, . (42)

Substituindo esta em (53) e multiplicando cada termo pela fase e‘zij‘kt, obtemos:

2

L= T (e sin? Ay + cos® Aby)

O<k<m

(43)

Esta forma é suficiente para calcular o eco numericamente. Os zeros ocorrem, portanto,

e11:

"M = — tan® AG, (44)

Tl n(tan?A6y) . (45)

t=(2n+1
(2n )4/\k e
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Essa equacao tem uma solugao para cada 0 < k < m, de modo que, no limite termodi-
namico, os zeros se acumulam em curvas continuas, assim como em transicoes de fase de
equilibrio.

Uma transigdo de fase dindmica acontecera toda vez que a curva (45) tocar o eixo
real. Para que isso aconteca, precisamos que tan? Af;, cruze o valor 1. Para isso, cos 2A6;

precisa cruzar o zero, que nos leva a condicao:

cos 2A0), = cos 20, cos 20, + sin 20 sin 26, = 0 (46)
3 o JJ

((g — cosk)(g — cos k) + sin® k) T = 0 (47)
Ak

(9= 1)(G — 1) + g+ §)(1 — cosk) = 0. (48)

O termo (g + g)(1 — cosk) nunca é negativo, mas é zero quando k — 0, portanto para

que a equag¢ao acima tenha solugao precisamos que

(g—1DE—-1) <0. (49)

Portanto, o sistema passard por uma transicao de fase dindmica apenas se o quench
atravessar o ponto de transicao de fase de equilibrio ¢* = 1.
Por fim, podemos ver em (45) que a parte imaginaria de um zero nao depende do n da

curva em que se encontra, portanto toda curva toca o eixo real para o mesmo k*, solugao

¢t (DG
k* = ( Tt 7 +1>. (50)

As transicoes de fase, e consequentemente as nao-analiticidades da func¢ao taxa, aparecem

da equagao (48):

periodicamente em todo
T

I\

t"=(2n+1) (51)

4.2 CondicOes abertas de contorno

Como para condicoes de contorno abertas todos os 2L modos estdo relacionados, e nao
apenas os referentes a k e —k, ndo conseguimos encontrar os zeros analiticamente e achar
uma condi¢ao analitica para que ocorra a transi¢do de fase. Portanto, buscamos uma

expressao para calcular o eco de Loschmidt numericamente. Partimos de:

2
[ — ‘(O] (H eiﬂkt(ﬁlﬁkﬁml)> 10) (52)
k
Expandindo as exponenciais e simplificando a fase no produtoério, obtemos:
2 2
£ = e B[ TT (7 + ) (3 + 7)) [0)| = |e™™" O] [T AeBi [0)] . (53)
k k
onde

Ay = e Mgt By, = i}, + 7k (54)



12

Para avaliar o produtério em (53), usamos o teorema de Wick, tomando o produto
entre todas as contragdes. Para isso, precisamos de Ay e By na linguagem dos férmions

pré-quench, que obtemos usando a transformagao (36):

A= MMyt L5 = (e PMRT 4 LT (Ry! + Ly) + (¢ VLT + RT) (! 4+ Ry);  (55)

B=3"+5=R"+L)R+L)(v" +~). (56)

Aqui, notamos que todas as contragoes relevantes sao do tipo (4,,B,), pois as do tipo

(A A,) estdo sempre multiplicando uma do tipo (B,,B,), que sdo nulas para m # n:

(O, On| Bin By [0, 05) ¢ (Opy, 0| ('7; + 7m)(77]; + ) |0, 0,) = 0. (57)

Por fim, temos:

2
£ = e (0| T] By [0)] = |e=* det (ABT)|] (58)
k
Substituindo A e B e usando que, no vacuo,
(") = =GIEN =0 (v(y N =1, (59)

chegamos, finalmente, a equacao que utilizamos para calcular o eco de Loschmidt nume-

ricamente:
L= |e " det [(e723 — 1)(RTL + LTR)(R” + LT)(R + L) + 1] \2 . (60)

5. Densidade de energia

Por fim, foi feita a andlise da energia por sitio ao longo da evolucao temporal do
sistema. KEscolhemos aprofundar o estudo apenas para o caso de condicdo de contorno

aberta. Os operadores de energia local é

H— ‘] x x ‘] x T z

i = 5051 5959 T hj (61)
J T T z J x x z

Hy = Joyoy +hoy; Hp= S0y ,07 + hoy,. (62)

Verificamos, usando as transformagoes para férmions (36) e que o estado inicial é o

vacuo do hamiltoniano pré-quench (38), que (H;) = (¥(t)| Hj [¢(t)), o valor esperado
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para a energia local em um instante ¢, é dado por

(H;) =1h>_ Qyp (sin(25\kt) sin(2\1) (PTPQT Q) + cos(2\t) cos(2\t) (IP)TIPQT@)M) I@’Zj

k,l

+ < Z Qj 1k (sm(?Akt) sin(20,t) (PTPQT Q) + cos(2X\it) COS(Q:\lt)(PTP@TQ)Z’k) IEBITJ
!

k,
J e -
52@ e (sin(22t) sin(28) (P PQ Q) + cos(2Axt) cos(2,t) (P PQT Q). ) P 1
(63)
onde estendemos as matrizes P e Q de forma que Py; = Pjo = Pry1; = P41 = Qo =

Qjo0 = Qry1; = Q)41 = 0 por praticidade. A deducao destas é apenas uma longa
sequéncia de manipulagoes algébricas com métodos ja utilizados anteriormente e, por
falta de espacgo, optamos por nao inclui-la.

E conveniente subtrair a energia do estado fundamental do sitio e dividir por uma

energia caracteristica do sitio:

_ (H;) — (0] H,10)
Ej \/m R (64)
e para as bordas
) =@ ) (H) — (O HL[0) .

JI2/ A+ R JJ2JA+ R

Essa quantidade é uma medida adimensional da intensidade de excitagoes acima do estado
fundamental. A energia do estado fundamental local pode ser obtida usando P = P ¢

Q = Q nas equagdes gerais da energia local:

(0] H; [0) = R(QPT);; + = (QPT) -1 + = (QP); 551 (66)

1\9\&.

2

6. Resultados numéricos e discussoes

Durante a diagonalizacdo do nosso hamiltoniano, concluimos que o parametro re-
levante para determinacao da fase do estado fundamental do hamiltoniano é a razao
g = h/J, sendo g* = 1 o ponto critico. Entretanto, se aumentarmos J e h proporcio-
nalmente, de forma a manter g constante, aumentamos a escala de energia do sistema,
tornando sua evolucao mais rapida. Com o objetivo de analisar a evolu¢ao independente-

mente da escala de energia, tomamos a evolucao em respeito a um tempo adimensional:

T=VJ?+h?t. (67)

Note que a adimensionalidade dessa expressao se deve a ado¢ao de unidades naturais nas

quais h = 1 e, portanto, energia e frequéncia compartilham da mesma unidade de medida.
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Primeiramente, para verificar o comportamento discutido para o caso peridédico, to-
mamos como exemplo o quench g = co — g = 0.5 (Figura 3). Podemos ver os picos
da funcao taxa se aproximando de cuspides a medida que aumentamos o tamanho do
sistema, de forma que no limite termodindmico esse pico se torna nao analitico. Além
disso, vemos que esses picos surgem nos instantes de tempo em que uma curva de acu-
mulacao atravessa o eixo real, evento esse que ocorre com uma frequéncia bem definida,

como discutido anteriormente.

(a) (b)

Rate Function Yang-Lee Zeros

— L=60 1.6 I_

L=180 )
0.50- /A 0.81 —
E 0.0 —

0.251 0.8 \\
8

3 3 3 3 3
1l
A WN RO

111

Im(T)

—1.61

0.00 -
0

Figura 3 — Para o quench g = oo — ¢ = 0.5 do sistema periédico: (a) fungio taxa para diferentes L;
(b) zeros de Yang-Lee para L = 20 (pontos) e curvas de acumulagdo de zeros que obtemos
a0 levar o sistema para o limite termodindmico (curva continua).

Para o caso aberto, nao temos o privilégio de conseguir uma solucao analitica para os
zeros. Além disso, devido a grande proximidade dos zeros no plano complexo, algoritimos
numéricos tradicionais para encontrar raizes de uma func¢do, como o método de Newton,
sao ineficientes. Por esse motivo, preferimos fazer a visualizacao da funcao taxa no plano
complexo.

Espera-se que as condi¢oes de contorno sejam irrelevantes no limite termodinamico, e
nossos resultados nao contradizem tais expectativas. Para o quench g =00 =+ g =0.05¢
tamanhos L = 200 e L = 80, obtivemos as Figuras 4 e 5, respectivamente. As fungoes taxa
para ambas as condi¢des comegam sobrepostas, porém passam a diferir significativamente
a partir do primeiro pico. Enquanto isso, os zeros no plano complexo aparentam estar de
acordo.

Reduzindo o tamanho do sistema podemos entender esse comportamento e como es-
peramos que os resultados convirjam no limite L — oco. Na Figura 6 vemos uma curva
fechada de zeros no plano de tempo complexo. Essa curva equivale a duas curvas de acu-
mulacio do caso periédico. A medida que aumentamos o tamanho do sistema, os zeros
dessa curva fechada se aproximam das curvas de zeros do caso periddico. A expectativa

é que ao continuar aumentando o tamanho do sistema, a parte superior e inferior dessa
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curva caminhem para Im(7) = %00, se dividindo perfeitamente nas duas curvas do caso
periédico no limite termodindmico. Assim, as fungoes taxa também convergiriam para o

mesmo resultado.

(a)
(b)
Rate Function ,
Rate function

—— Periodic 16
—— Open ’
0
0.8 _
- RN | -
—-0.8
-2
. . -1.6
0 2 4 6 8 0 3 A 6 8

T Re(T)

Im(T)
o

Rate Function

Figura 4 — Para o quench g = oo — § = 0.05 e L=200:(a) funcio taxa para condi¢des periddica (azul)
e aberta (laranja), ambos para L = 200; (b) funcdo taxa no plano de tempo complexo para
condigao aberta de contorno e L = 200 (mapa de calor) e curvas de acumulacio de zeros
para o caso periddico (cinza).

(a)
. (b)
Rate Function ,
1.00+ Rate function
—— Periodic
A open 1.6
0.75+ P
_ \, 0.8 , 0§
£ 0.50] o ‘ \ \ \ E
- g 0.0 . _lLE
0.25 08 E
-2
0.00 . . . -1.6
0 2 4 6 8 0 > 4 5 8
T Re(T)

Figura 5 — Para o quench g = oo — § = 0.05:(a) Fungéo taxa para condigdes periddica com L = 200
(azul) e aberta com L = 80 (laranja); (b) fungdo taxa no plano de tempo complexo para
condigdo aberta de contorno com L = 80 (mapa de calor) e curvas de acumulacdo de zeros
para o caso periddico (cinza).
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Yang-Lee Zeros and rate function

1.00 2.00
0.75 1.75 1.00
0.50 150 0.75
0.25 1.25 0.50 5
= _ 025 &
£ 0.00 1.00 £ E
0.00 %
-0.25 0.75 @
-0.25
-0.50 0.50
-0.50
-0.75 0.25
-0.75
-1.00 0.00

00 05 10 15 20 25 3.0 35 40
Re(T)

Figura 6 — Para o quench g = o0 — g = 0.05 e L = 40. O mapa de calor representa a funcao taxa no
plano de tempo complexo e os pontos em laranja os zeros encontrados usando o método de
Newton (eixo & esquerda). A curva vermelha é a fungdo taxa ao longo da evolugéo do
tempo real (eixo a direita).

Podemos, ainda, visualizar o que acontece quando o quench nao atravessa o ponto
critico do diagrama de fases de equilibrio. Como esperado, obtemos uma funcao taxa
analitica e curvas de acumulacao que nao atravessam o eixo do tempo real. Esse é o caso
para as Figuras 7 e 8, nas quais sao considerados quenches dentro da fase paramagnética.
Note que diferenga entre as fungdes taxa para ambas as condigdes (Figura 8b) se atenua

consideravelmente, devido a distancia da curva de acumulagao dos zeros ao eixo real.

(a) (b)
Rate Function 3.0 Yang-Lee Zeros
— L=60 ' S E—
0.008 - —— L=180 2.4 — n=
—— L=3000 — n=2 )
,}-;. T_? 1.8_ — n=3
= —— p=d
0.004 - £1.2] i "
0.6
. . . ‘ 0.0 . . .
00000 2 4 6 8 0 2 4 6 8
T Re(T)

Figura 7 — Para o quench g = 2 — § = 1.5 no sistema periédico: (a) fungdo taxa para diferentes L; (b)
curvas de acumulacao de zeros que obtemos ao levar o sistema para o limite termodinamico.

Finalmente, podemos concluir nossa andlise com o estudo evolucao da densidade de

energia por sitio. Podemos ver os cones de luz se formando nas bordas da cadeia, o
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()

Rate Function

(b)

Rate function

0.06 1 o
—— Periodic 2
—— Open
0.04 1 <
E — 15
T z 5
0.021 £ o
[1~]
(0]
0.00 1

Figura 8 — Para o quench g = co — ¢ = 2: (a) Fungdo taxa para condigbes periédica com L = 200
(azul) e aberta com L = 200 (laranja); (b) funcdo taxa no plano de tempo complexo para
condigdo aberta de contorno com L = 200 (mapa de calor) e curvas de acumulagio de zeros
para o caso periédico (cinza).

que entendemos como uma consequéncia da quebra da simetria translacional. Antes do
quench o sistema estava no estado fundamental, nao possuindo excitagoes, mas o quench
injeta energia no sistema, criando pares de particulas e antiparticulas se movendo em
dire¢oes opostas. No interior do sistema, as particulas interferem homogeneamente com
antiparticulas caminhando na direcao contraria. Nas bordas, a auséncia de um sitio
vizinho quebra essa homogeneidade e permite que essas excitagoes se propaguem pelo

sistema. E possivel notar, também, que as bordas causam a reflexao das excitagoes.

(a) (b)

80 Energy density per site 80 Energy density per site
0.94
0.89
60 > 60 0.92 >
0.88'x n
w g, 0.90 &
£ 40 N £ 40 °
" 0.87 = n =
2 P
= 0.88 5
0.86 5 A5
20 20+ 0.86
0.85
. e —— 0.84
0 6 12 18 24 30 0 20 40 60 80
T T

Figura 9 — Densidade de energia por sitio para o quench g = co — § = 0.1 e L = 80 e diferentes
intervalos de tempo.

Agora, para entender a estrutura do cone, interpretamos as excita¢des como particulas
semi-clédssicas, que se propagam com uma velocidade bem definida [6]. Assim, o cone de

luz é a regiao do espaco-tempo na qual um sitio pode estabelecer conexao causal com
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a origem da perturbacdo, pois é delimitado pela trajetoria da particula com a maior
velocidade permitida. Isso implica a existéncia de correlacao entre pontos dentro do
cone de luz, pois sofrem influéncias de pares de particulas emaranhadas geradas pela

perturbagao inicial.

7. Conclusao

Para o caso periddico, conseguimos solucionar o problema analiticamente, o que facilita
a compreensao do comportamento do sistema, independentemente de seus parametros e
tamanho de cadeia.

O caso aberto gera diversas complicacoes numéricas. A primeira é que o modo de borda
tem k exponencialmente grande, autoenergia exponencialmente pequena e componentes
de ordem de magnitude extremas, gerando problemas de precisdo. Além disso, o eco de
Loschmidt é calculado usando a determinante e multiplicagao de matrizes L x L. Ambos os
processos tem complexidade de tempo O(L?), o que limita o tamanho do sistema baseado
no poder de processamento numérico. Por fim, a alta proximidade dos zeros no plano
complexo torna ineficiente algoritmos simples de busca de raizes, também dificultando a
analise.

Apesar das complicacoes de instabilidade numérica, conseguimos determinar com alta
precisao os zeros da fungao particdo dindmica (eco de Loschmidt) com condigoes abertas
de contorno para cadeias de tamanho até L = 100.

Notamos que para tamanhos pequenos, os zeros de Yang-Lee-Fisher das cadeias aberta
e periodica sao bastante distintos. Quando o quench cruza a transicao de fase de equilibrio,
os zeros da primeira se distribuem aproximadamente em uma elipse que cruza o eixo do
tempo real. Os zeros do caso periddico, entretanto, se distribuem em curvas abertas que
cruzam o eixo do tempo real. Aumentando L, as curvas abertas do caso peridédico nao
se movem. Emntretanto, a elipse aumenta gradativamente de tamanho e se degenera nas
curvas do caso periddico.

Com esses resultados, é possivel estabelecer que, no modelo de Ising unidimensional
com campo transverso, existe uma relagdo entre a transicdo de fase de equilibrio e a
dindmica: as transicoes de fase quanticas dindmicas s6 ocorrem se o quench atravessar o
ponto critico do diagrama de fases de equilibrio. Isso é algo notavel desse sistema, ja que
a literatura indica que esse nao é necessariamente o caso para outros modelos [4], como
modelos de Ising com interagoes de longo alcance.

Por fim, observamos como a quebra da simetria translacional quebra a homogeneidade
da distribuicao da energia nas bordas, criando uma excitacao que se propaga com uma

velocidade bem definida, formando a estrutura de cone de luz.
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