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RESUMO

-

Lste trabalho € dedicado ao estudo de modelos de otimizagio de carteiras de investimento com
gestdo ativa, sujeitas a restrigdes de alavancagem e de volatilidade do tracking-error, utilizando
como base o critério de média-varidncia desenvolvido inicialmente por Harry Markowitz (1952).
O trabalho de Harry Markowitz (1952), Portfolio Selection, teve como principal contribuicio a
distin¢fo entre a variabilidade do retorno de um ativo financeiro e seu impacto no risco de uma
cartejra de investimento possibilitando que, desde que se disponha de um conjunto de dados
historicos referentes aos ativos financeiros que fazem parte do portfolio. a construcgiio atraves de
um modelo de programagio quadratica de uma carteira que maximize a taxa de retorno para um
determinado nivel de risco aceitavel ou gue se minimize o nivel de risco para uma determinada
taxa de retorno esperada.

Um administrador de carteiras com gestdo ativa tem como um de seus principais objetivos
superar o indice de mercado, de modo a criar valor para o investidor comparativamente a fundos
indexados, ou com gestio passiva. Dessa forma, este trabalho pretende, através da analise de
média-varidncia proposta por Markowitz combinada com modelos de otimizacdo. encontrar
estratégias otimas de investimento para, ao invés de buscar a carteira com menor risco total para
um dado retorno exigido., buscar a carteira com menor fracking-error para um dado retomo
esperado em relacdo ao henchmark adotado, sendo no caso deste trabalho o indice [hovespa.
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ABSTRACT

This research is dedicated on the study of optimization models for investment portfolios with
active management. subject to constraints on leverage and volatility of the tracking-etror, based
on the criteria of mean-variance first developed by Harry Markowitz (1952).

The article published by Harry Markowitz (1952), Portfolio Selection, has made as its main
contribution the difference between the variability of the return of a financial asset and its impact
on the risk of an investment portfolio, enabling, through a set of historical data of the financial
assets that are part of the portfolio, the construction, through a quadratic programming model, of
a portfolio that maximizes the return rate for a given level of risk or that minimize the risk level
for a given expected rate of return.

The manager of an active managed portfolio has as one of its main goals to overcome the market
index in order to add value for investors compared to index funds, or passive management. Thus,
this paper intends, through the analysis of mean-variance proposed by Markowitz combined with
optimization models, to find optimal strategies for investment, instead of seeking the portfolio
with lower overall risk for a given required return, to seek the portfolio with lower tracking-error
for a given expected return over the benchmark adopted, being the Ibovespa index the
benchmark adopted on this paper.
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I INTRODUCAO

1.1 Situac¢iio Problema

A motivacdo para a realizacdo deste trabalho surgiv do desafio enfrentado no dia a dia de um
administrador de fundos de investimento com gestdo ativa. Neste tipo de gestdo, o administrador
tem como principal objetivo ultrapassar a rentabilidade de uma determinada taxa ou de uma
carteira teorica adotada como benchmark do fundo administrado, diferentemente das carteiras
com gestio passiva em que o objetivo maior € o de replicar o retorno gerado pela taxa ou carteira

teorica adotada como hesnchmark.

Os administradores de fundos ativos buscam atingir este objetivo assumindo riscos maiores,
dado que o desempenho adicional de suas carteiras em relacdo ao henchmark é que define a
remuneracdo extra, denominada taxa de performance, oferecida por grande parte dos fundos
ativos aos seus administradores. Dessa forma, observando um dos principios fundamentais de

financ¢as, quanto maior o tisco, maior o potencial de retorno da estratégia ativa.

Neste contexto fica evidente o conflito de interesses entre investidores ¢ administradores de
fundos de investimento no qual os administradores, na tentativa de maximizar o volume a
receber como taxa de performance, podem investir o capital aportado pelos investidores em
ativos de alto risco. levando o portfolio a um nivel de risco muitas vezes além do patamar

aceitdvel pelos investidores, podendo gerar grandes perdas aos cotistas.

Diante deste probletna, sutge a necessidade de um fator atenuante no risco incorrido pelos
administradores, como o conceito de linha d’agua, que determina que a taxa de performance so
podera se cobrada se o fundo apresentar desempenho superior ao henchmark em um periodo pré-
determinado, como 12 meses por exemplo. Outra abordagem para a minimizag¢do deste conflito
seria a inclusdo de uma restricdo quanto ao risco incotrido em relacdo ao benchmark, ou seja,

uma restricio de volatilidade do tracking-error, a qual sera apresentada neste trabalho.
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1.2 Justificativa da escolha do tema

O estudo de algoritmos de otimizacfio aplicados na gestio de carteiras de investimento, tem se
tornado cada vez mais importante em razdo da crescente preocupacdo com os riscos dos ativos
financeiros em um mercado globalizado e sob influéncia de inimeras variaveis de dificil

controle.

A publicagio do modelo de meédia-variancia, proposto por Harry Markowitz em seu artigo
Portfolio Selection no Journal of Finance em 1952, foi um marco fundamental na histéria do
mercado financeiro, tendo introduzido a varidncia como medida de risco de um ativo e a pratica
de diversificacdo de carteira de investimentos, através de um procedimento analitico que envolve
a combinagdo de ativos correlacionados com o objetivo de formar portfdlios eficientes, criando
um embasamento tedrico matematico para um conceito j4 empiricamente aceito de que a

diversificacdo dos ativos diminui o risco total do investimento.

O modelo de Markowitz se tornou o alicerce para a atual Modema Teoria de Carteiras e, desde
entdo, este processo vem apresentando constante evolucio ao longo do tempo com o suporte do
avanco na capacidade de processamento dos computadores. uma vez gue o problema de
otimiza¢do na alocacdio de ativos muitas vezes requer algoritmos numéricos para gerar resultados
de maneira vidvel, fazendo com que atualmente o grande desafio de estudo em otimizagio de
carteiras seja o de adaptar os modelos de otimizagdo ja existentes de forma a se aproximarem

cada vez mais da realidade enfrentada pelos administradores de recursos.

Uma abordagem interessante € a de analisar o desempenho do modelo média-varidncia proposto
por Matkowitz em 1952, adaptado com a inclusfio de restrigdes de alavancagem e de volatilidade
em relacio a um determinado pardmetro de referéncia, conforme proposto por Roll (1992), na
tentativa de minimizar o conflito de interesses existente entre os profissionais de investimento e

os investidores com relagdo ao risco total da carteira de investimentos.
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1.3 Objetivo

Neste trabalho o objetivo ¢ analisar o desempenho de um modelo de otimizacdo, baseado no
modelo média-varidncia proposto inicialmente por Harry Markowitz em 1952, incluindo
restrigdes de alavancagem e de volatilidade do rracking-error, conforme proposto por Roll
(1992), utilizando como benchmark o indice Ibovespa, visando criar carteiras com gestdo ativa

mas com restri¢des que minimizem o risco para o investidor,

1.4 Mectodologia

Para solucionar o problema proposto neste estudo adotamos como modelo de rastreamento o
modelo de minima varidncia do erro de rastreamento proposto por Roll {1992), assumindo como
benchmark o indice Ibovespa. Como restrigdes impostas ao modelo ficou estabelecido que este
deverd apresentar uma rentabilidade diaria esperada superior em 0.03 ponto percentual i
rentabilidade diaria esperada do indice Ibovespa. Além disto, foi também imposto que o modelo

nio devera permitir posicoes a descoberto na carteira.

A selecdio da amostra para subsidiar a elaboracio do modelo compreendeu o histérico de
fechamentos didrios ajustados por proventos, splits e agrupamentos dos 65 ativos que faziam
parte da carteira teérica do indice Tbovespa, valida para o quadrimestre Setembro-Dezembro
2009, para o periodo de 30 de novembro de 2007 a 31 de agosto de 2009 resultando em uma

amostra de 28.145 dados, extraidos do software Economatica.

Com base nesta amostra de dados calculamos o retorno esperado, a volatilidade, ambos diarios. e
a matriz de covaridncias para todos os ativos. Feito isso, selecionamos os cinco ativos,
resultando em uma representatividade de aproximadamente 21.4% do indice, para compor o
portfolio. Dado que a restricdo de posigdes a descoberto na carteira implica na inclusie de uma
restricio de desigualdade ao modelo, e conseqiientemente impossibilidade de se encontrar uma
solucdo analitica, utilizamos a fungdo fmincon.m do software MATLAB para encontrar.

utilizando métodos numéricos, a alocacdo otima dos ativos selecionados para compor o portfdlio
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com o objetivo de minimizar o erro de rastreamento do indice Ibovespa com ganho de

rentabilidade didria esperada de 0,03 ponto percentual.

A partir deste ponto, realizamos o hacktest da carteira para o periodo de 30 de novembro de 2007
a 31 de agosto de 2009, com o objetivo de avaliar como teria sido o desempenho passado do

portfdlio.

Como janela de testes para avaliar o desempenho das carteiras otimas geradas. selecionamos o
periodo de setembro a outubro de 2009, com 42 dias 1teis, calculando a rentabilidade obtida, a

volatilidade, o erro quadritico médic de rastreamento ¢ a varidncia do erro de rastreamernto.

1.5 Descricio dos capitulos

Este trabalho foi organizado em cinco capitulos descritos conforme segue:

No capitulo 1 € apresentada wma introduciio ao trabalho. explicando a situacio problema. a
justificativa que levou ao desenvolvimento do tema escolhido, o objetivo e a metodologia

aplicada no processo, buscando formecer uma visio geral da pesquisa realizada.

O capitulo 2 ¢ dedicado a apresentacio de toda a fundamentagdo tedrica a respeito da
diversificacdo de carteiras proposta por Markowitz, além dos conceitos basicos de média,
varidncia, correlacdo, da caracterizacdo do risco de uma carteira de investimento e da fronteira
eficiente. Também neste capitulo, € apresentada uma revisio bibliografica das principais linhas

de pesquisa desenvolvidas a partir do trabalho de Markowitz.

No capitulo 3 ¢ apresentado o modelo de rastreamento, desenvolvido por Roll (1992, p.15), em
uma extensio da teoria apresentada no capitulo 2 no estudo de um problema enfrentado
diariamente pela maijoria dos administradores de recursos. otimizar a alocagio de ativos em uma

carteira em relacdo a um determinado benchmark.
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No capitulo 4, ¢ demonstrada a aplicagdo do modelo de minima variincia do erro de

rastreamento com o objetivo de otimizar a alocacio de ativos em uma carteira de modo a superar

o desempenho do indice Tbovespa.

Finalmente no capitulo 5 sdo apresentadas as conclusdes finais sobre a viabilidade e a eficiéncia

do modelo estudado.
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2 TEORIA DE CARTEIRAS

Neste capitulo apresentaremos os fundamentos que levaram Markowitz & criagdo do modelo de
média-varidncia além de definir os conceitos de risco, retorno e estudar a relacdo entre eles e

suas caracteristicas na composi¢io de carteiras de investimentos.

2.1 Fundamentos do modelo média-varidncia

A Teoria de Carteiras teve como inicio a publicacio do artigo Portfolio Selection de Harry
Markowitz em 1952. Neste artigo, o autor propde um modelo de programacio quadrdtica para
resolver o problema de alocacdo otima de ativos numa carteira de investimentos, considerando
apenas um Unico periodo de andlise, no qual enfatizava a pratica da diversificagdoc. O trabalho de
Markowitz foi, sem ditvida. um marco na histéria da Moderna Teoria de Financas, tendo como
contribuicio fundamental a distincdo entre a variabilidade do retorno de um ativo financeiro e

seu impacto no risco de uma carteira de investimento.

Segundo Markowitz (1990, p.280, traducio nossa),

Os principios basicos da Teoria de Carteiras vieram a mim um dia em que €u estava
lendo o livro The Theory of Investment Value de John Burr Williams. Williams propos
que o valor de uma acdo deveria conter o valor presente do fluxe de seus dividendos
futuros. Mas claramente os dividendos sfio ineertos, entdo eu usel as recomendacdes de
Williams para avaliar uma acdo como o valor esperado do fluxo descontado de seus
dividendos futuros. Mas se o investidor esta preocupado somente com o valor esperado
dos titulos, o investidor deve também estar interessado somente no valor esperado do
portfolio. Para maximizar o valor esperado de um portfolio, ¢le precisa investir somente
em um titnlo — o titulo com maior retorno esperado (ou qualquer um, se varios
enipalarem em maior retorne). Assim, a agdo baseada somente no retorno esperado
(como a acdo baseada na certeza do futuro) deve ser rejeitada como eomportamento de
um investidor racional.

Fica dbvio que os investidores se preocupam com risco e retorno, e estes devem ser
medidos para o portfélio come um todo. Varidncia {ou, equivalentemente, desvio-
padriio), veio a mente como medida de risco para o portfolie. [...] Desde gue existiam
dois critérios — retorno esperado e risco — 0 pensamento natural de um estudante de
gconomia €ra imaginar o investidor seleeionando um ponto da série de Pareto de retorno
esperado Otimo, varidncia da combinagio de retornos, agora conhecida como fronteira
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eficiente. Estes 5o os elementos bisicos da Teoria de Carteiras os guais aparcceram em
umn dia enguanto lia Williams.

Com a publicagio de seu artigo Portfolio Selection em 1952, Markowitz contrariou a teoria
aceita até entdo de que o investidor se preocupava apenas com o retorno esperado dos titulos.

Markowitz (1952, p.77. traducio nossa) afirma que:
q

Nos primeiramente consideramos a regra de que o investidor deve {ou deveria)

maximizar o retorno descontado, ou retornos antecipados. Esta regra é rejeitada tanto

como hipdtese para explicar, como mdixima para guiar o comportamentc de um

invesiidor. Depois, nos consideramos a regra de que o investidor deve (ou deveria)

considerar o retomo esperado como algo desejado e & varidncia do retorno como algo

indesejavel.

|...]Diversificagdo € tanto observdvel quanto sensato; uma regra que hio impligue na

superioridade da diversificacdo deve ser rejeitada tanto como hipdtese gquanto como

méxima.
Assim, Markowitz partiu da constatacdo de que, ao contrario do que poderia sugerir a teoria de
investimentos até entfio utilizada, a maioria dos investidores ndo colocava toda sua riqueza nos
ativos que possibilitavam maior retorno. mas sim em uma carteira de titulos, onde alguns eram

mais rentiveis que os outros.

Com o intuito de explicar o porqué de os investidores abrirem mio de maiores rentabilidades,
Markowitz construiu um modelo tedrico no qual o investidor racional toma suas decisdes
considerando ndo somente o retorno do investimento, mas também seu risco, aplicando em uma
carteira diversificada devido ao fato de sua satisfacdo maxima nio ser, necessariamente, atingida
com o investimento de maior retorno possivel, mas sim com aquele que maximize sua relacio

aceitavel entre risco e retorno.

As principais hipdteses assumidas para a construgdo do modelo original foram:

- Os investidores avaliariam carteiras apenas com base no valor esperado e na varidncia das taxas

de retomo sobre o horizonte de analise;

- Os investidores nunca estariam satisfeitos. Quando postos a escolher entre duas carteiras de

mesmo risco, sempre escolheriam a de maior retomo;
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- Os investidores seriam avessos ao risco. Quando postos a escolher entre duas carteiras de

mesmo retorno, sempre escolheriam a de menor risco.

Partindo, principalmente, dessas trés hipdteses, Harry Markowitz deu inicio a teoria que hoje ¢

conhecida como Teoria Moderna de Carteiras, revolucionando o mundo das finangas.

22 O conceito e as medidas de retorno

Uma medida importante para analise e selegdo de investimentos € a taxa de retorno, que
representa o ganho monetdrio por unidade de capital investido em determinado periodo de

tempo.

Ross (2002, p.190) menciona que: “0 retorno total de um investimento € a soma do rendimento
em dinheiro com o ganho ou a perda de capital no investimento.” Partindo desta defini¢do, temos

que no caso de investimento em acoes:

Retorno total = Dividendos + Ganho (ou perda) de capital 2.1

2.2.1 Medidas de retorno

As variacdes de prego de um ativo podem ser medidas pela variagdo absoluta ou pela variacio
relativa. conhecida como taxa de retorno, que é a maneira mais usual no mercado. De acordo
cot o RiskMetrics {1996, p.46, traducio nossa) a principal razdo para se usar as taxas de retorno
ao invés das variacdes absolutas de precos € que os retornos possuem propriedades estatisticas
mais interessantes do que os precos. além disto as variacGes absolutas de preco ndo medem as

variagdes em termos de um determinado nivel de preco.
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Conforme as definicdes de retorno apresentadas e considerando que a série de precos de um
determinado ativo i ja esteja incorporando os dividendos pagos no periodo, temos a taxa de
retorno deste ativo, que € uma varidavel aleatéria, para um tnico periodo dada pela variacio de

seu preco entre dois instantes de tempo:

R; -1
N Sit1 St -1
(2.2)
onde R;,¢ oretorno do ativo i no periodo ¢,
e S:. € o prego a vista do ativo 7 no periodo 7.
Para miltiplos pericdos, tem-se que:
Sit
Ripn=——-1
i Sit-n
(2.3)
S S; Siec1 Sieo St toin-
Ri,t;n+1: it — it it 1>< it 2X.....X it-(n—-1}
Sig-n Sit-1 Sit-2 Sit-3 St t-n
Sit
Ri,t;Tl + 1= S - e (1 + Ri,t) X (1 + Ri,t*l) X X (1 + Ri ,tf(nfl))
i t-n
n—1
Rign = [ [[a+ RL-H)} -1
k=0
(2.4)

Uma pratica muito utilizada no mercado e que serd também adotada neste trabalho € o calculo do

retomo geométrico, ou retorno logaritmico, calculado conforme segue:

S.
e = ln(l + Ri,t) =In (S & ) =S, —InS;

it—1
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O uso dos retornos logaritmicos pode ser empregado sem grandes implicacdes para pequenas
vartagdes de preco. como podemos observar pela expansio de Taylor da férmula do retorno

logaritmico demonstrada a seguit:

Formula da expansio de Taylor:

= )
Fo = YLD e

n=_

(2.6}
Para o caso do retorno logaritmico, temos que:

Tit —f(R:t) ln(1+th)

Expandindo a equacio do retorno logaritmico pela formula da expansdo de Taylor até a 37

ordem, segue que:

R R f!l f”f( )
fr) = LED LR gy L) gy L Eu) gy
Assumindo R ;=0 . tem-se que:
In (1 + 0) -1 2 2l 3
f(Rie) = —4— 1.(th 0) + 57 (Rie ~ 0)" + 5 (Rie = 0)
1 1
f(Rit) = Ry _ERi,tz +§Ri,t3
Como:

f(Riy) =in(1+R;;)
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Segue que:

T, 1.
In(1+Ris) =Ri, —ERI-; +§RM-‘ +

Para varia¢Oes pequenas no preco do ativo. os termos a partir da 2° ordem tenderdo a zero

podendo ser desprezados. o que implica em:
(1 +R;;) =Ry

ln( Si,r ) . Si,t - Si,r- 1
Ste-1 Sie-1

() motivo para o uso do retorno logaritmico decorre da facilidade de se compor os retornos dadas

as propriedades matematicas dos logaritmos, principalmente a seguinte:
Int(A.B)y=mnA+IinkB

Através desta propriedade, para o calculo do retorno para multiplos periodos de tempo. o retorno
¢ composto pela soma dos retornos logaritmicos em cada periodo de tempo ao invés de se

calcular o produtdrio dos retornos em cada periodo de tempo conforme a equacio (2.4).

Uma abordagem alternativa para a medida de retorno se da pelo fato de que o retorno pode ser
definido como o valor esperade dos rendimentos, considerando-se capitaliza¢do continua. do
ativo. Dessa maneira, seja r; . o retorno de um ativo 7 durante um determinado periodo de tempo
dividido em & intervalos indexado por 2. Temos a relagdo entre o preco final do intervale 5, ¢ o

preco inicial S, ; dada pela seguinte equagdo:

Se=5,(1 +%’t)“
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No caso de capitalizaciio continua. & tende a infinito, dessa forma segue que:

Tyt .
= 1' -0 = erw.t
Se_q e (1 N k )

Assumindo uma unidade de terpo e considerando o logaritmo neperiano de ambos os lados.

termos novamente que:

T, =1In Sit
i Sit-1

Dado que a taxa de retorno de um ativo de risco é uma varidvel aleatéria, uma vez que no caso
deste tipo de ativo o investimento ocorre sob condigdes de incerteza, de modo que o resultado s6
pode ser conhecido ao fim do periodo de analise, a decisiio de investimento envolve analisar e
comparar valores esperados. De acordo com Ross {2002, p.206). o retorno esperado é:
~.] 0 retomo que um investidor espera de uma acio no préximo periodo.
Cvidentemente, como se trata apenas de uma expectativa, o retoma efetivo poderd ser
mais alto ou mais baixe que o esperado. A expectaliva de um individuo pode
sumplesmente ser o retorno médio por periodo que um titulo tenha obtido no passado.
Altcmativamente, pode basear-se numa andlise detalhada das perspectivas de uma

cmpresa, em algum modelo desenvolvido em computador, ou em informacio especial
(privilegiada).

Existem diversas maneiras para se quantificar a rentabilidade esperada de um determinado ativo
como. por exemplo, projecdo de cendrios econdmicos ou por analise de séries historicas de
pre¢os. No contexto deste trabalho, serd adotado o eritério de andlise de séries histéricas de
precos, uma vez que o modelo de média-varidncia proposto por Markowitz (1952). como o
proprio nome diz. utiliza como pardmetros a média e varidncia das séries de retornos dos ativos

analisados.

Esta taxa de retorno pode ser estimada utilizando a equagéo (2.5) a partir de retornos observados
sobre uma série historica de precos, ajustada pelos dividendos pagos no periodo. para diferentes

periodos de tempo sendo o didrio o mais utilizado. O retorno médio g; de um determinado ativo i
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¢ o valor esperado da taxa de retorno considerando uma amostra com uma certa quantidade de

observacdes conforme segue:

T
1
w; = E(n) = ?Z Tit

(2.7)

sendo: g; = retorno esperado do ativo 7,
1 = periodo de tempo.
T = total de periodos de tempo.

e i, = retorno no periodo de tempo 2.

No contexto deste trabalho. o retorno esperado sera calculado pela média das taxas de retornos

logaritmicos didrios que o ativo apresentou no passado, considerando a série de precos ajustadas.

2.3 O conceito e as medidas de risco

De acordo com Jorion (1997, p. 3). “risco pode ser definido como a volatilidade de resultados

inesperados, normalmente relacionados ao valor de ativos ou passivos de interesse.”

O comportamento dos valores mobilidrios no mercado financeiro depende de inimeros fatores
de incerteza. o que torna a previsibilidade do comportamento futuro destes ativos uma drdua

tarefa de ser realizada. Conforme Markowitz (1959, p.4, traducio nossa).

Tncerteza € uma salicnte caracleristica do mvestimento em valores mobilidrios. As
forgas econdmicas ndo sio suficientemente bem entendidas para que as previsoes
fiquem além da duvida ou erro. Mesmo se as consegiténcias das condigdes econdmicas
fossem entendidas perfeitamente, influéncias nido econdmicas podem mudar a rota da
prosperidade como win todo, o nivel do mercado, ou o sucesso de um valor mobilidrio
e particular.
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2.3.1 Fontes de risco

Por depender de uma série de fatores. o conceito de risco pode ser subdividido em diversos tipos

de acordo com sua origem. Segundo Securato (2005, p. 362),

Os riscos financeiros decorrem exclusivamente de eventos gue afetam diretamente as
posicOes das carteiras dos bancos ¢ sio conseqiéneia de decisdes de natureza
financeira. Os riscos desse tipo sdo classificados como risco de crédito {eventualidade
de as contrapartes de contratos dos quais a empresa ¢ credora nio honrarem suas
obrigactes conforme as clausulas originais), risco de liquidez (dificuldade de obtenciio
de fundos para o financiamento dos ativos iliquidos da instituigiio, acarretando assim o
ndo cumpritmento de suas obrigacdes) e risco de mercado (variacio no resultado da
empresa devido ao efeito de mudancas de precos dos ativos financeiros sobre as
posicdes da empresa).

Para entender e medir possiveis perdas devido as flutnagdes do mercado € importante identificar
€ quantificat o mais corretamente possivel as volatilidades e correlagdes dos fatores que

impactam a dindmica do prego do ativo.

Segundo Securato (2007, p. 48), o risco total a que estd sujeito um ativo pode. basicamente. ser

subdividido em duas partes: risco sistematico ou conjuntural e risco nio-sistematico ou proprio.

2.3.1.1 Risco sistematico ou conjuntural

O risco sistematico, de acordo com Neto (2003, p.287) “[...] é inerente a todos os ativos
negociados no mercado, sendo determinado por eventos de natureza politica, econdémica e
social”. Ross (1995, p.242) descreve o risco sistematico como: *[...] qualquer risco que afeta um
grande numero de ativos, cada um com maior ou menor intensidade”. Dessa forma, o risco
conjuntural esta relacionado as flutuacdes do sistema econdémico como um todo, nio podendo ser
eliminado pelo processo de diversificagdo de ativos. ou seja, mesmo que sejam introduzidos
intimeros ativos ao portfolio, o risco conjuntural ird sempre existir, uma vez que todos os ativos

estdo expostos A este risco, também conhecido como risco de mercado.
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Securato (2007, p.49) ressalta que:

E importante frisat que o risco conjuntural é tanto maior quanto maiores sio as
possibilidades de variacdo da conjuntura, em geral facilitadas pelas regras mal definidas
ou mal aplicadas, pelos desmandos, pelos escindalos, enfim. por todo um processo gue
passa pela credibilidade do sistema como um todo. Assim, o Estado é senmpre um dos
maiores responsdveis pelo risco sistemdtico ou conjuntural a que um ativo esta sujeito.

2.3.1.2 Risco nao-sistematico ou proprio

O risco proprio, também conhecido por risco ndo-sistematico ou risco diversificavel, segundo
Gitman (1997, p.221). “é atribuido a eventos especificos da empresa™ Securato (2007, p.49)
caracteriza este tipo de risco como “[...] o risco infrinseco ao ativo e ao subsistema ao qual
pertence; é gerado por fatos que atingem diretamente o ativo em estudo ou o subsistema a que
estd ligado e ndo atinge os demais ativos e subsistemas.”™ Dessa maneira, o risco nio-sistematico
¢ aquela parcela do risco que nio pode ser associada ao comportamento da economia, isto €,
depende exclusivamente das caracteristicas de cada ativo e é funcéo de uma série de itens que
podem afetar o desempenho da companhia. Dessa forma, como o risco proprio ¢ intrinseco ao
ativo, o processo de diversificaciio entre ativos € o mais indicado para diluir este tipo de risco,
sendo que até mesmo uma diversificaciio simples, com alocagio aleatdria de ativos ao porttolio,

pode ser capaz de reduzir o risco total da carteira de forma significante.

2.3.2 Medidas de Risco

Markowitz revolucionou o mercado financeiro ao quantificar o conceito de risco de investimento
como a variancia em relacio ao retorno esperado de um ativo. Lste indicador mostra o grau de
concentracio dos retornos considerados para o cdleulo da média em torno dela propria. Dessa
forma, quanto menor a varidncia, maior serd a concentragio de probabilidade em torno da média
¢ conseqiientemente menor risco para o investidor. Ja por outro lado, quanto maior a variincia,
maior a dispersdo de probabilidade em torno da média, gerando um maior risco para o
investidor Entretanto, vale destacar que como a varidncia envolve o quadrado da variavel
analisada, a dimensdo da varidncia é o quadrado da variavel em andlise, gerando uma certa

dificuldade na interpretaciio de seu resultado. Portanto, é comum medir a dispersio pelo desvio-
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padrio, que é a raiz quadrada da varidncia, tendo entio a mesma dimensdo da variavel em

analise.

Para o cdlculo da varidncia de um ativo, consideramos a soma dos quadrados das diferencas
entre os retornos da série e o retorno esperado. dividido pelo niimero de elementos da série de
retornos. quando se considera toda a populacdo na analise. ou dividido pelo ntmero de
elementos da série de retornos menos 1. quando analisamos uma amostra da populacdo. em
decorréncia da perda de 1 grau de liberdade. Dessa maneira, a varidncia dos retornos de um

ativo 7 é dada por:
ot = Var(r) = £ ((n — EG0)°)
1
o = ﬁZ(Ti,t - Mz)z
t=1
(2.9)

E seu desvio-padrio:

T
1
i = ﬁ;(ri,t . Mi)z

(2.10)

sendo: £ = periodo de tempo,
T'=total de periodos de tempo,
ri¢ = retorno do ativo i no periodo de tempo ¢,

e 4= retorno esperado do ativo 7.
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2.4 Retorne Esperado de uma Carteira

De acordo com Markowitz (1952, p.81) o retorno de uma carteira como um todo é uma soma
ponderada de varidveis aleatorias {onde o investidor pode escolher os pesos). Conforme a
propriedade estatistica da esperan¢a matematica, onde o valor esperado de uma combinacio

linear de varidveis aleatorias € igual a combinagio linear dos seus valores esperados. segue que:
E(aX + bY) = aFE(X) + bE(Y)
Dessa maneira, temos que a partir dos retornos esperados para cada um dos ativos e da

composi¢do percentual da carteira, o retorno esperado do portfolio serd igual a média ponderada

dos retornos esperados de cada ativo em relacdo a sua participagio no portfolio:

(2.11)

onde: g, = retorno esperado do portfolio p.
n = mimero de ativos no portfolio p.
w; = participacdo em (%) do ativo / no portfolio,

¢ ;= retorno esperado do ativo J.

Sendo que:
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Deste ponto em diante, para facilitar o entendimento e a implementagio de algoritmos,
trabalharemos no espago vetorial. Dessa forma, escrevendo a equagio (2.11) na forma vetorial

temos que:

(2.12)

Em que: u, = valor esperado do retorno do portfélio,

w4
w= [ : ] vetor de pesos dos ativos no portfoélio sendo @° o vetor transposto de o,

a’n
w € R,
E (Tl) {251
e U= : | =] : [ vetor de retornos esperados de cada um dos ativos no portfolio,
E (Tn) n
u € R™L,
2.5 Variincia do Retorno de uma Carteira

Segundo Markowitz (1959, p.19) a variincia (ou desvio-padrio) de uma carteira € determinada:
- pela varidncia (ou desvio-padrio) de cada ativo do portfolio,
- pela correlagéo entre cada par de ativos, €

- pelo montante investido em cada ativo.

De acordo com a féormula da varidncia dada pela equagio (2.8) a varifincia do portfélio é dada

por:

0,2 =Var(n) =E ((rp — E(rp))z)
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Dessa forma, exemplificando para um caso em que temos 2 ativos, segue que:

op? = E((wyny + ware — (@1 E(ry) + 0, E(1)))?)

i# = 5 ((on(ra - E6) + 0 — £

a,

0% = w,2E ((r1 - E(rl))z) + wy%E ((rz - E(‘rz))z) + 2w w,E ((n —Eo))(rp — E(rz)))

Sabendo que £ ((rl —Eo))(rn—E (rz))) & a covaridncia entre os retornos dos ativos 1 e 2,

denotada por g, ; , segue que:

Upz = C()120'12 + 2(!)10)20'1'2 + 0)220'22

(2.13)

A covarifincia visa identificar como determinados valores se inter-relacionam. E basicamente
uma medida que avalia como duas varidveis se movimentam ao mesmo tempo em relagdo aos
seus valores médios. A covarifincia ¢ negativa quando dois ativos apresentam relagdes inversas,
ou seja, o retorno de um titulo tende a assumir o comportamento inverso do outro. Se a
covaridncia calculada for positiva, a expectativa € de apresentar tendéncias de retorno no mesmo
sentido, ou seja, valorizagdes ou desvalorizagGes conjuntas. Evidentemente, nfio se verificando

associagdo alguma entre os dois ativos, a covaridncia € nula (g; ; = 0).

t ) ) 1
Ty § < gy f >0

Figura 2.1: Simulagfio do comportamento de dois ativos hipotéticos com covaridncia negativa e com covariincia
positiva.
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A formula da covaridncia é dada por:

0, = F ((Ti ~E) (1 - E(T’)))

-
1
0 ;= 7-1—__12(?"11 . #i) (7}',:: . .uj)
£=1

onde: 5, = retorno do ativo 7 no periodo ¢,
i = retorno esperado do ativo i,
1., =retomo do ativo f no periodo 2,
L = retorno esperado do ativo j,

3 T = quantidade de periodos de tempo na analise.

Ressalta-se que a divisdo por T - / e ndo por T € devida a perda de um grau de liberdade ao se

trabalhar com uma amostra ¢ ndo com a populacio total dos dados.

Retomando a equacio (2.13) e analisando-a na forma vetorial segue que:

2
2] 0'2'1 (# 2]
O'pz = [(Ul ﬂ)zl |: ] 1:[

2
01, 0% |02

Definindo a matriz de covaridncia 2 X 2 como sendo:
2
0 Tz21
i = 5
012 &2
Assumindo que todos os ativos sdo realmente de risco, temos que oy >0 ¢ g, >0, ¢ a

inexisténcia de correlacdes perfeitas|01,2 / oy 02| < 1, segue que 2 > 0, det[X] > 0 ¢ portanto

a matriz X tem inversa.
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Dessa forma. podemos generalizar a equagio da varidncia do portfélio para o caso em que temos

M ativos:

LSt
Dado r = [ : ] o vetor de retornos de cada um dos ativos do portfélio e E(r) = [
Tn

E(r)
' 0 vetor

E(7,)
de retornos esperados de cada um dos ativos, temos que a matriz de covariincias entre os ativos
¢ dada por:
E[(n = E(@)(ri = E(mD] E[(n—E@)(rm —EC) . E[n—E@)) 0, — EmN]
r= [Ele = E@)n —Em))] El(e —EG))(2 —E()] o El(r = E(2)) (5 — EGa))]
E[(h — BO)(y — EGON B[O — EG)(r2 = ECD] o E[( = EG)) (5 = E(r)]

Generalizando temos que:
£=E ((r — EM)(r — E())')
Sabendo que a variancia de um portfdlio € dada por:
3 2
o, = E((rp —E(r, ) )

Segue que:
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Em que: 0,%= variéncia dos retornos do portflio,

CUI-'
w = | ¢ | vetor de pesos dos ativos no portfélio, sendo w’ o vetor transposto de w,
wn_
w € R™1T,
- 2
0y 0'2.1 A
() 0'22 we Tpo . REg— . .
e r=1"% , “<1 matriz de covaridncias entre os ativos do portfélio,
2
-Jl.n Osn = On
Z € R™7,

Deve ser ressaltado no estudo da covarifincia a dificuldade de interpretagfio de seun resultado
numeérico, ficando sua avaliagio mais centrada nas tendéncias de seus resultados. Como a
covaridncia € o produto de x por y, expressos em termos de desvios com relagio a suas médias,
sua dimensfio é incovenientemente a dimensfo de x multiplicada pela dimensio de y. Esse
problema de dimensio pode fazer com que valores numéricos da covarifncia sejam de dificil
interpretacdo. Nesse caso a medida estatistica mais adequada para andlise de associagfo entre
duas varidveis € a correlagdo, uma medida padronizada que soluciona o problema de dimenséo

da covaridncia. Especificamente, a correlagiio entre x ¢ y & a covarifincia entre x e y dividida por

seus desvios-padréo:

Como as dimensdes do numerador da equagéo sio iguais 4s do denominador, as dimensdes se

cancelam e a correlagéo é um nimero puro situando-se entre -1 e +1.

2.5.1 Diversificacdo

Segundo Securato {2007, p.50): “Entende-se como diversificagéo do risco qualquer processo que

possibilite minimizar os efeitos do risco sobre um ativo ou uma carteira de ativos.”
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Markowitz ficou conhecido com frases do tipo “nfio coloque todos os seus ovos em uma tnica
cesta”, principio relacionado a regra geral de redug@o da variabilidade dos retornos a medida que
se aumenta o nimero de ativos em uma carteira. Por meio do conceito de diversificacdo, é
possivel esperar que ativos com risco possam ser combinados no contexto de uma carteira de
forma que se apure um risco menor que aquele calculado para cada um de seus componentes

individualmente.

A diversificagéo fica evidente quando os ativos oscilam de forma independente. Dessa forma, ha
a possibilidade de que as perdas de um sejam compensadas pelos ganhos de outros. Com isso, o
valor da cartetra como um todo evolui de forma mais suave, ou seja, com menor volatilidade. A
figura a seguir ilustra este efeito a partir da andlise de uma carteira composta por dois ativos
hipotéticos fracamente correlacionados, onde cada um tem uma participa¢do de 50% no valor

total do portfolio:

Figura 2.2: Movimentagio de pregos para uma carteira composta por 2 ativos fracamente correlacionados.

Como pode ser observado, embora o retorno total da carteira fique na média dos dois retornos, a
variabilidade do prego da carteira é muito menor que a de cada um dos ativos individualmente. E

importante ressaltar que, o risco de uma carteira depende ndo somente do risco de cada elemento
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que a compde e de sua participagdo no investimento total, mas também da forma como seus
componentes se relacionam (covariam), assim, relacionando-se ativos com baixa correlagdo {(ou
covaridncia inversa) € possivel reduzir consideravelmente o risco total da carteira. De forma
simples, se o aumento do prego do petréleo pode prejudicar os resultados de uma companhia de
viagens aéreas, um investidor poderia minimizar esse risco refletido no valor das agGes, atraveés
da compra de a¢Ges de uma empresa petrolifera - que teria seus resultados melhorados em
fungdo do aumento no prego do petrdleo e que, teoricamente, teria uma correlagéo fraca com a

companhia de viagens aéreas.

No caso especifico do exemplo mostrado anteriormente na figura 2.2, a redugio do risco obtida
pela carteira é elevada em fungéo da correlagio negativa entre os movimentos dos ativos. Note
que, se um dos ativos se movesse exatamente no sentido oposto do outro (correlagido negativa
perfeita), seria possivel construir uma carteira que produzisse retornos inversamente
proporcionais, isto é, quando o retorno de um deles decrescer, o retorno do outro ativo se elevara
na mesma intensidade, anulando os reflexos negativos produzidos. Nesse comportamento,
supondo uma situagio em que ambos os ativos t€m 0s mesmos valores esperados de retorno e
que possuem participa¢des iguais no portfélio, a combinagio resultaria em uma eliminagéo total
do risco da carteira, sendo os resultados desfavoraveis verificados em um ativo perfeitamente

compensados pelo desempenho do outro.

Por outro lado, no caso de ativos com correlagio positiva perfeita a reducéio do risco é minima.
Nesse comportamento, assumindo que ambos os ativos t€m os mesmos valores esperados de
retorno e que possiiem participagdes iguais no portfolio, o desvio-padréo do portfélio resultante

ficaria limitado entre o desvio-padrfio do ativo de menor risco ¢ o do ativo mais arriscado.
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pi,j negativa perfeita pij positiva perfeita

Figura 2.3: Comportamento de dois ativos hipotéticos com correlages perfeitas negativa e positiva.

Supondo uma carteira composta por dois ativos nas proporgdes m ¢ (1 — @), segue que:

H
tp = w1 1—w] [#ﬂ = wity + (1~ w1y = w0 (@ — pp) + 4z

0,° pcrlaz] wl]

ot =lw 1-w [
p =l 1] pay oy g% Il -y

057 = w2007 4 20, (1 — w1)poy 0y + (1 — wy)?0,2
No caso de os ativos serem correlacionados de maneira positiva e perfeita (p=1), segue que:

0p? = (w101 + (1 — wq)0z)?

0p = w01 + (1 — w1)a3| = |og + wy(0y — 03)]

Considerando que o1# o2:

_Up““az
Wy = ————
0 — G2

Dessa forma segue que:

Hp = 01(y — po) + U
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- (0, — a2) (4 — uz)

(61— a2)

#y +u

Ap6s algumas manipulacdes algébricas chega-se a:

(g — 1) " H201 = 402
(01—03) 7 (01 — 03)

Logo, apresenta-se uma relagéo linear entre o risco o, € o retorno esperado g, . Assim, em uma
carteira com ativos com correlagio positiva perfeita, nio se consegue melhorar a relacio risco-

retorno, ou seja, risco e retorno sempre seriio linearmente proporcionais.

wy =1

Figura 2.4: Combinagdes possiveis de uma carteira com dois ativos hipotéticos correlacionados de forma positiva e
perfeita.
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Supondo o caso oposto em que os ativos so correlacionados de maneira negativa e perfeita

(p = -1), segue que:

0p* = wy201% 4 20, (1 — wy)payog + (1 — wy)%0,°
G"pz = (w101)? — 20, (1 — wy)oy0, + ((1 - w1)02)2
Upz = (ﬁ-‘151)2 — 2w10¢(1 — wy)o; + ((1 . w1)02)2
sz = (w0, — (1 — wy)5,)?
0p = w161 — (1 ~ wy) ;|

Op = | =03 + wy(oy + o))
Fazendo o estudo do sinal da funcio:

—y + 0)1(0'1 + (72) =0
gz

wy = —=—
RCETD)

Que € a situacfio de risco nulo.

gz
< .
Sew; = witon) temos que:
Up =g, — w1(0'1 + 6'2)
_—Opt oy
=L 2
2] + ay
Sew, > —2 segue que:
15 (oy+07) suie que:
op = —0; + w1(0y + a3)
_ Up -+ e

Wy =
0'1‘{“0'2



Dado que:

= LEr
Se wy = {?f— , temos:

0'2—
e
oo toe

T PR
Jp -

Hp =

o
wy = ——
Sewy =2 o

chegamos a:

P
Gy + g,

(-

wy

i, = — iy +

=
o

A My T Ha
Y g +a,
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wpy + (1 — 0y )p,

Y2 T %)
Oy + O J iz

Oa

by T Gy He

0’1 """U«a

p

Oy + G

+ O,

)

crz,u,_ -+ 0’1;1 -
4 Z

A conclusdo a que se chega ¢ de que, ao contrario do caso anterior, uma carteira composta por 2

ativos com correlagio perfeitamente negativa diminui
mesmo uma situacio de risco nulo. Dessa forma, sob

claro o beneficio em se montar a carteira.

o risco relativo ao retorno, permitindo até

o ponto de vista de redugdo do risco, fica
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Figura 2.5: Combinagdes possiveis de uma carteira com dois ativos hipotéticos correlacionados de forma negativa ¢
perfeita.

J’.’

&

o, -G}

Figura 2.6: Combina¢Ges possiveis de uma carteira com dois ativos hipotéticos correlacionados de forma negativa e
perfeita no plano risco da carteira X participagio do Ativo 1.
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No entanto, segundo Neto (2003) “é extremamente dificil a existéncia de investimentos com
perteitas correlagdes positivas ou negativas (...). O risco de uma carteira raramente é anulado
pela presenca de ativos perfeita ¢ opostamente relacionados. devendo a unidade deciséria
preocupar-se, nessas condigoes efetivas, em minimizar seu valor, mediante a selecdo de ativos

cujos retornos apresentam correlacdes mais divergentes possiveis™.

Na pratica, nenhuma das situagdes descritas jpj=1 ocorre. A seguir apresenta-se o caso para uma

carteira composta por dois ativos em que [p|<1:

O'pz = {0,* + 0,* — 2po10,)w,* — 2(0,% — poy0,)wq + 05°

ty = w (g — pp) + 1y
p—p — M2

ey =
' H — i

Assume-se gy Fuar

— N2 -
Jpz — (0,% + 0,2 — 2poy0,) (u) +2(0,* — poy0;) (ii—lu—z) -2 =0

1= M2 1~ Hz

Denotando:
c=a’+0,%2-2po0,
d = 0,* — poyo;
€=l —
Segue que:

2 (Hp T 2N Pp “HaN 2 _
o, —¢ (——————e ) + Zd( p ) g- =0
i 1 2
2 - d. =1
622 - dZ/C JP (0.22 _ dZ/C)(EZ/C) (Jup (#2 + 6/(.‘))
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Note que ¢>0 pois:

0= (Ul - 0-2)2 = 0-12 + 0-22 . 20-10-2 < 0'12 + 0-22 - 2pJ10-2 =C

e 6,2 — d?/c > 0tendo em vista que:

a2c — d* = 0,%(0,% + 6,2 — 2p0,6,) — (0,7 — p016,)? = 6,70, (1= p*) > 0

Denotando:
a=+a,2—d?*/c
b= (02> —d?/c)(e*/c)
Sepue que:
1 1 2
ZIEO_PZ _b_z'(lup . (#2 + de/c)) =1
{2.1%)

Observa-se que esta equacdo ¢ semelhante & equagdo reduzida de uma hipérbole com centro

{xu.yy) dada por:

1 1
— G —x) — (=) = 1

(2.16)



E as retas assintotas dadas por:

Inclinacdo positiva

b
3’=E(x“xo)+l)’o

Inclinagdo negativa

b
y=—5(x—xo)+yo

1 .
—b—z(Y“J’o =1

&
x

Figura 2.7: Forma reduzida de uma hipérbole.

Comparando-se (2.15) com {2.16), conclui-se que (2.15) representa uma hipérbole com centro

(G0, 1) = (0; pa + dc—e)



ou

E assintotas:

ou

,up—+
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(022 — poyoy) ity — #2))

0.2 + &? — 2pa,0,

(G0 1) = (0,;12 L

le] d.e
Hp = _—Cap + (/.zz +——)
lpy = Hal (022 — po103) (g — pi2)
- Up + Ha + ) 2
Vo2 + 0,2 — 2poya, 01° + 02* — 2poy 0,

Analisando a figura (2.7) agora no plano risco x retorno segue que:

My

i, e

A e

ceniro

y d.e
{op itp)=| 0,82~ —C }

1 | 1 1 1 1 L 1

1-p? 7

B =
&," +d.~ — 2po,0-

2 =Omr = G40-
\

Figura 2.8: hipérbole reduzida no plano risco X retorno.
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Podemos observar pela figura que a curva possui um ponto de minimo risco, g,;,. com retomo

dado pelo ponto do eixo das ordenadas do centro da hipérbole:

. + —
Hy Ha c

(022 — po16,) (1) — U2)
0% + 0,2 — 2poy o,

.up=u2+

Dessa torma. sabendo que o ponto de risco minimo 6,,;,; = @, temos que:

a=.0,2—d?*/c

Omin = @ =052 — (0,2 — p013)? /(0,2 + 63% — 2p5,07)

1—p?

i = 010
e St 612 + 0,2 — 2poy0,

De acordo com Markowitz (1959, p.5. traducdo nossa),

Uma segunda caracteristica importante do investimento em ativos financeiros € a
correlagdo entre os retornos destes ativos. Como a maioria das variaveis econdmicas, os
retornos dos ativos financeiros tendem a se mover para cima ou para baixo juntos. | ...}
De uma maneira geral, entretanto, momentos econdmicos bons e ruins tendem a se
distanciar, causando periodos de alta ou baixa generalizada na atividade econdmica.

Se os retornos dos ativos ndo fossem correlacionados, a diversificacdo poderia eliminar
o risco. [...] 8¢ a correlagfio entre os retornos dos ativos fosse “perfeita”™ - s¢ os retornos
de todos os ativos se movessem para cima ou para baixo em perfeita sincronia — a
diversificaciio nada poderia fazer para eliminar o risco. O fato de que os reiornos dos
alivos sfo altamente correlacionados, mas ndo perfeitamente correlacionados, implica
que a diversificacdio pode reduzir o risco, mas nio elimina-lo.

A medida que aumentamos o numero de ativos do portfolio, a tendéncia é haver uma reducio
ainda maior na variabilidade total. Costa e Assungio (2005, p. 59) apresenta o efeito da
diversificacdio numa carteira, no qual o risco ndo-sistemdtico, ou risco especifico de cada acgio, ¢
reduzido a medida que mais agdes sdo adicionadas até o limite do risco sistematico ou risco de

metrcado:
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Riwvo
RAG— 313NV

Risce , T
1otal Risco spsTémic
e 2 3 4 3 8 7 & n

Figura 2.9: Reducio do risco do portfélio com ammnento do ntunero de ativos

O risco de mercado nfio pode ser eliminado totalmente pois representa o risco a que todas as
acdes em negociacdo estio expostas. Supondo # ativos com retornos esperados (u...... &) sejam

variaveis aleatorias descorrelacionadas, tem-se que a varidncia de um portfélio com # acdes:

a2 = w'Zw
ot oy a,
; LR P
. (47 e O :
T N | I A
. = :2 wﬂ.
Oin O2n . Op

Que pode ser escrita da seguinte forma:

n n T
2 — 2.2
G'p —Z(Di ad; +ZZwichri,j
i=1

i=1j=1
=i

Considerando que uma carteira diversificada pode ser obtida simplesmente escolhendo um #

suficientemente grande e dividindo o capital igualmente entre os titulos:
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w; =

Sl
<

Segue gue a variancia desse porfolio é dada por:

Considerando que para #» ativos temos a¢s — /) pares de covariancias. a covariincia média entre

os ativos € dada por:

E?:l 2?=1 O j
JEL
Bo) = oD

E{o; ))-n(n—1) =Zn:i
i=1 j=
j#

De maneira similar, a variancia média pode ser escrita como:

[\

E(Jiz) .

mn
Zi=1 i
n

Substituindo temos:

1 nin — 1)E(a’i J-)
0, = FE(UEZ) + —

-1
E(a; ;)

1 n
O'pz = gg(ﬂ'iz) +

Calculando o limite de » tendendo ao infinito, temos que:

H—r00

lim g,% = hm { ! E{g;?) +—E(Cﬂ ;)} . E("i.j)
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Assim. é possivel observar através do cdlculo do limite de # tendendo ao infinito que, quando #
aumenta. a primeira parcela da varidncia do portfolio, correspondente aos riscos proptios dos
ativos. tende a zero, permanecendo apenas uma segunda parcela que nio pode ser eliminada por
diversificacio {assumindo a inexisténcia de correlagdo negativa perfeita) ¢ depende de toda a
estrutura de covariancias entre os ativos. A existéncia dessa varidncia residual esta relacionada

a0 conceito de risco sistematico que foi apresentado no item 2.3.1 deste capitulo.

2.6 Frontcira Eficiente

A partir das definicdes de retorno e risco propostas por Markowitz, € possivel representar todas
as combinacdes possiveis de investimento em ativos de risco. Matematicamente, cada ponto

deste conjunto deve obedecer as equagdes ja apresentadas:

Uy = WH
0,° = w'lw

Sendo que:

n
ZOJI' =1
i=1

Considerando » ativos, as infinitas combina¢es de carteiras possiveis (nio considerando
posicoes alavancadas) resultariam em um compacto, delimitado por uma hipérbole. conforme
apresentado na segdo 2.5.1 deste capitulo. Dessa forma, tem-se um conjunto de pontos
otimizados na relacdo risco e retorno, denominado fronteira eficiente e sujeito as seguintes

restricdes:

- dado um nivel de risco, ndo existe carteira com maior retotno. €
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- dado um nivel de retorno, nfio existe carteira com menor risco.

A figura a seguir contempla todas as combinagdes possiveis (excluindo posicdes alavancadas) de

risco e retorno esperados para uma carteira formada por dois ativos hipotéticos negativamente

correlacionados (o1 » = -0,5).

Ativo Retorno esperado g (%) Risco o (%)
Afivo 1 2,0 4,0
Ativo 2 10,0 10,0

Tabela 2.1: Ativos hipotéticos.

120% : . : : 1
Carteira B
10.0% + ,
8.0% + i
Mo
b 0% Carteira D ]
0% Cartera C i
1
2 0% —=—=—- Frontena Efciente
o Cartera A “=--— Cartewas nao eficientes | |
] ] 1 1 1
0.0% 20% 40% 5.0% 3.0% 10.0% 12 0%

T

Figura 2.10: Fronteira eficiente.
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Composicio Retorno esperado Risco
Carteira
Ativo 1 (%) Ativo 2 (%) Hy (%) ap (%)
A 100 1} 2,0 4.0
B 0 100 10,0 10,0
C 77 23 38 2.8
D 54 46 5.7 4.0

Tabela 2.2; Carteiras eficientes vs. Carteiras nio eficientes.

Analisando individualmente cada um dos ativos, o Ativo 1 é o que apresenta menor risco, no
entanto, a0 combinarmos o Ativo 1 com o Ativo 2 podemos reduzir ainda mais este risco até o
ponto mais A esquerda da fronteira, representado pela Carteira C, a carteira de minima varidncia
global, evidenciando o beneficio da diversificagéio. J4 o ponto Carteira D mostra mais uma
vantagem da diversificagdo, formado por 54% de Ativol e 46% de Ativo2, a Carteira D
apresenta o mesmo nivel de risco da Carteira A, formada por 100% de Ativol, entretanto a
Carteira D apresenta um retorno esperado de 5,7%, mais do que o dobro do retorno esperado

para a Carteira A.

Observamos que a Carteira A e qualquer outra carteira que esteja incluida na linha vermelha na
figura 2.10 ndo sdo consideradas eficientes, uma vez que ndo cumprem a primeira restri¢éo, onde
para um determinado nivel de risco nfio existe outra carteira com maior retorno. Ja o conjunto
das carteiras denominadas eficientes, estd representado pela linha azul na figura 2.10, iniciando

pela carteira de minima varidncia global, representada pela Carteira C.

Caso fossem permitidas posigdes vendidas, ou equivalentemente posi¢des alavancadas, tipo de
operacdo que se d4 alugando um ativo e depois vendendo-o, envolvendo a captagfio de recursos
que, somados ao patrimdnio, seriam investidos em outro ativo, o que implica em assumirmos um
@ qualquer (desde que a soma de todos os pesos sempre seja igual a 1) e nfio apenas no intervalo
entre 0 e 1, a hipérbole que representa a curva risco-retorno ndo € mais hmitada e pode assumir

valores infinitos.
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2.7 Formula¢io do problema de selegio de ativos

O conjunto de estratégias de investimento que oferecam a maxima expectativa de retorno para
diferentes valores de risco, e que apresentem o minimo risco para diferentes expectativas de
retorno € o que caracteriza uma fronteira eficiente. Tais combinagdes sdo aquelas que obedecem
ao principio da domindncia. o qual por sua vez é formado a partir da aceitacio de duas premissas

sobre o comportamento dos investidores:

- nonsatiation: sendo iguais todas as demais variaveis, os investidores sempre preferem ter maior
retomo. Isso implica que, para diferentes alternativas de mesmo risco, o investidor sempre ira

optar por aquela de maior retomo esperado,

- aversdo ao risco: para um mesmo retorno esperado, o investidor sempre ird preferir a

alternativa de menor variancia.

Partindo destes pressupostos, o modelo de média-varidncia consiste em selecionar uma carteira
que apresente o menor risco para um determinado retorno desejado, ou encontrar uma carteira
que apresente maior retorno esperado para um determinado nivel de risco aceitivel. Dessa
forma, fica evidente que o problema de selegdo de ativos recai sobre um modelo de otimizacio

quadratica com restricdes,

Para encontrar a carteira com minima varifncia dado um determinado retorno desejado, podemos

formalizar o problema de Markowitz da seguinte forma;

mina'Zw
o

Sujeito a:  u= u,

we=1

onde: e € um vetor unitdrio, ou seja, contém 1 em todos os seus elementos, € possui a mesma

dimensio de w, e € R
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Dado que o problema acima sO possui restricdes de igualdade, podemos utilizar o método
conhecido como Multiplicadores de lagrange para a solucdo deste problema de otimizacio.
Através deste método, associamos um multiplicador %; a i-€sima restri¢do ¢ formamos a funcéo

chamada Lagrangeana da seguinte maneira:

max (on min) = = {{x,X2....%,)
gl(xlsxzr i xn) . bl
Sujeito a: G2 (X112, Xn) = by

gm(xlﬁxzr '-'lxn) = bm

A funcio Lagrangeana seria:

m
L(xy, %o, e X Ag, Ay oo Ap) = F{X0, X0, oy X)) + Z Ai[bi — g:(x1, X, oo, X1
i=1

Partindo da funcdo Lagrangeana L, um procedimento pratico para a determinac@o de maximos
ou minimos locais ¢ calcular as derivadas parciais de L em relagdo a x; e A;, ¢ determinar, se

possivel, o ponto (3?1, Xy Xn, A4, A, ...Am) que torna estas derivadas iguais a zero.

oL _oL _ _oL_oL_oL_ _aL _
dx; 9x, 0%y 04 0k  OAm

Note que se as derivadas em relagdo a 4; s@o nulas no ponto (%, Xy, ..., X, Ay, Az, ... Ay, ). entio:

aL - =
0= 5= b = gi(Fy Ty )

gi(-flr 3?2, ...,_’)Z'n) = bi

() que implica que as restricoes estio satisfeitas neste ponto.
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Dessa maneira, aplicando o método dos Multiplicadores de Lagrange para o problema de selecio

de ativos, segue que:
minw'tw
W

Sujeito a: @ u =y,

w'e=1
E a tuncdio Lagrangeana:

L(w, D) = 3w+ A (p, — o'pg) + 1,(1 — ')
L(w, A) = (DfEfU + Alﬂp - llﬂ)ru + A‘Z [ Azw’e

Derivando o Lagrangeano, igualando-o a zero € mantendo as restricdes, obtemos as condi¢des

necessarias de primeira ordem:

a—LgZ—D=22w—A1u—AZe=0
dL(w, ) ,
Ton, Mmoo
aL(w, X) ,
7, =1l—we =0

ZEC.U —,11,[1—126 = 0
'y =,
we=1

Seaue que:

220) ""'llfl —Aze = 0
2Ew = Apu+ e



1
w==X""(Au+ Ae)

2
2.17)
Portanto:
1 rgi—1
SH LM+ Aze) = iy
1
S€E At dpe) = 1
Ou seja;
w1 #'z—le] 11] _ [pr]
e'S™'y e'zlelldy 2
Denotando:
‘ufz—l.u — y
e€r ly =9
et le =«
Segue que:

o elll=217]

=211 9

58
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Yy o

Sabendo que [ W a] > 0, conforme serd demonstrado mais adiante neste capitulo, ¢ aplicando

a seguinte regra para o cilculo de uma matriz inversa, vélida para uma matriz 2x2 simétrica com

determinante diferente de zero:

a b]_l 1

b ¢ _b]

_ac—bz[—cb a

Tem-se que:

al] . [ @ —w] ]

Aol ey =p?l-y v L1
Denotando:

5= detL]L ﬁ] =ay —y?
Segue que:
=50 e

Ou seja,

2
A = g(aup — )

2
/‘LZ = E (_w.up + YJ

Substituindo, tem-se que:
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1
w = "2“2_1(3,1“, + lze)

=2 (ot )

Denotando:

a 4
h=—e31l,_Zy-1
gL H—gLe
. Z 1, _ E -1
g= 52 e 5 T
A solugdio do problema de média-varidncia é dada por:
@ = hy, +g

(2.18)

Aplicando as condigdes de 2* ordem, temos que:

Lioy=Z>0

Dessa forma, a solucdo encontrada realmente cortesponde a um ponto de minimo local. Como a
funcio objetivo ¢ convexa, e 0 conjunto de solugdes factiveis também, o ponto de minimo obtido
¢ global.

Note que:

ph=1,1g=0,e'h=0,e'g=1
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Portanto, conforme esperado:

Wor=u'(hi, +g) = p'hpy +p'g =
ew=e'(hu,+g)=ehy,+e'g=1

Entretanto, vale ressaltar que para que este problema seja resolvido desta maneira, as seguintes

condigdes devem ser respeitadas:

- £ 0 e portanto ¢ inversivel

Esta hipotese apenas garante que todos os ativos sdo realmente de risco, conforme ja foi

demonstrado na secdo 2.5 deste capitulo.

- i nio € miltiplo de e { u +# ae)
Esta hipotese, que necessariamente implica n > 2 garante uma situacdo ndo-degenerada, pois,

caso contrario, com y = ae, as restricdes sO seriam consistentes com w, = a.

- as constantes d. v € d sdo positivas.

Mais precisamente temos que,

n n
S LLmux (2) ”L'ﬂin(zg:|
flel> Nlul®
’]-max (E) ' lmin (2)

linll
Ilp[ b \[ﬁ;"min(z)

Em que Zuin{X) e A (Z) representam os autovalores minimo e maximo da matriz Z. Podemos

demonstrar da seguinte maneira:

Como Z > 0, I pode ser escrita como:
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L =UDpy’

Em que I é uma matriz ortonormal (UL =U’U = I) ¢ D é uma matriz diagonal formada pelos

autovalores (todos reais positivos) de Z. Logo.

0 < ml < l=ypTl< Amm(E)]
de modo que:
" T I < e e S el =
[+
mllullz spitps PG llal]?

Note que a matriz 2X2:

e’ e’ le eI lu a P
[ﬂ] e 4] i le wr 'yl Wy

¢ positiva definida, pois 2'>0 ¢ e e x4 sio vetores linearmente independentes pela segunda

hipétese (¢ ndo ¢ miltiplo de e). Logo, o determinante dessa matriz, que representa o produto

dos 2 autovalores positivos, € malor que Zero, ou seja:

5=ay—1/)2=det[$ ’ﬂ>o
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Conseqiientemente:

__ n el il
ol < V(e e)W'sp) < T ® e ® - T ®

2.8 Covariancia entre Carteiras de minima variancia

A partir da solucio dada pela equagio (2.18) encontramos a carteira de minima variancia para
um determinado retorno esperado. Uma caracteristica importante das carteiras de minima
varidncia ¢ que qualquer carteira formada a partir de carteiras de minima varidncia também sera

de minima variancia. resultado também conhecido como “Teorema dos Dois Fundos™.

Dessa maneira. sejam iy, € /4 08 retornos de duas carteiras de minima varidncia, com retornos

esperados u, e pp:

= I
T, = wet

= CL),;-,T
Supondo uma carteira ¢ composta por estas duas carteiras de minima varidncia. sendo ¢ a

participacdo da carteira o e (1 — ¢ ) a participacdo da carteira b na carteira ¢, segue que o retorno

da carteira ¢ é dado por:

=4+ (1 "f)rb
1, = wir = fwgr + (L—Hepr = (§w, + (1~ Hay )T

Conseqiientemente o retorno esperado da carteira ¢ é dado por:

Pe =8t + (1 — )iy
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Dado gue as carteiras a ¢ b sdo de minima variancia, segue que a composicio de cada uma delas:

wWq = hi, + g
wp = hyp + g

Logo a composicdo da carteira ¢ € dada por:

we = Ewg + (1= &y, = E(hpg + g) + (1= (hy, + g)
W, = h(‘fﬂa + (1 - S{)H’IJ) + g
we =hu.+ g

Desse modo, a carteira ¢ também € de minima varidncia. Calculando a covaridneia entre duas

carteiras de minima varidncia segue gque:

cov(ry, 1) = E((ry — pa )1y — 14p))
cov(ry, 1) = E((wg'r, — W' ) (wy'1y — wp 1)
cov(r, 1) = E(w, (1 = o) (ry — Up) ' @y)

cov(ry, 1) = w, Ty,

cov(ry, 1) = (hu, + g)'E(hp, + ¢)

Apods algumas manipulacées obtemos:

hilg + g = %2‘-‘1 (ua (u —Ee) + (ge —%#))

hpy + g =

S
b~
B
TN
=
o
——
=
|
iSRS
1)
N’
+
P
R=
1
|
Q&
=
N—
~—

Assim,
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24
o= 2 (- 2]+ (e ) 5 (o o)« (e )
cov(rg, 1) = (%)2 (uaub (u —%E)’ z (u —%e) + (g + 1p) (u - %6) ! (Ze - %u)

L)

(2.19)

Simplificando temos que:

2

w)’ﬂ( w)_,_l Yopty Yoy ¥ i,
(,u an uaen—yfua,u,!.'eaex ,u+azeZ e=

Y:oy? P Y2 o ¢ ay-yt 8

S AN G APV T A T A
y Tty PP G a o

Y ’ 1()/ Y 1Y 1110 Py |,L2
= s -l - =y vr 1l v, Lyl — ey 1, =
(u ae)Z‘ ae a,u) wx ae wa cr!'l —eX €+a262 7]

2 R S
“#’E3*%#'2"#—%@2*13+%e’2-1ﬂ=m_y’l_ﬂ+¢__lp e _

o s @2 a2 2
—p(=p> +ya) _ yYs
a? T g2
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via y? y¥? yp? via yy? ylra—y*) _ys
B - a?  a? a? o2 T g?

a? a? a?

Substituindo em (2.19) temas que;
s 2 8 Ydy  vo
cov(r ) = (5) (Hat =+ (e + ) (- 27) + 1)
o oY1 o véa
cov(te, ) = E(ﬂa#b o5 F et i) (—?)g + E’ZE)
a Y Y
cov(ry, 1) = E(Jua#b == a = — i+ 5)
a Y LAY A
corr = 3{ (1= o= 2) +1- 25
a Y Py | va—y?
con) =5 (10 =) (1= 2) « 25

ot =SB o3 - £)
atu =SB 2) o 5
Y

S

De maneira similar, a varidncia da carteira ¢ composta por carteiras de minima vatidncia é dada

por:
0l = w/Za,
o.% = (hye + @) Thpc + 9)
2
o 1
¢) AL

o =5k =) +3

A partir desta equagio obtém-se a curva risco-retorno para um portfolio de maneira geral, dada

por:



sy
-2 ~2=0 Vo
o521
o

(2.20)
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Conforme ja mencionado anteriormente a > 0 e > 0, dessa forma segue que a equagéo (2.20)

representa uma equagdo reduzida de uma hipérbole (conforme equagéo {2.16)) com centro em

(0, /) e as retas assintotas dadas por:
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|
S
1

0 - I
Figura 2.11: Fronteira eficiente — forma geral.

Seja wg a composicdo da carteira de minima varifncia global, 4 seu retorno e agz a sua varincia.

Segue que:
¥
Hg = -
(2.21)
1
()'g2 e E
(2.22)

Assim, a composi¢io da carteira de minima varifincia global é dada por:

o = (5o u=grte) e (Fe— o
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_1/1 -1 ¥ -1 Yoo -1
g 52 1] ME e+62 e Itu
ya —?
= y-i
9 Sa i

bu
w, =—3te
9«
(2.23)
29 Aprimoramentos no modelo original de média-variincia

O modelo de Markowitz revolucionou a drea das finangas ao formalizar matematicamente o
problema de determinar a melhor alocagdo de recursos dado um conjunto de ativos financeiros,
além de quantificar o risco financeiro de um investimento utilizando a varidncia. Entretanto, o
problema de selecdo de ativos € tio vasto que o trabalho original de Markowitz abriu caminho
para o surgimento de inumeros estudos sobre este topico, normalmente com o objetivo de

aprimorar o modelo original, dos quais podemos destacar:

-inclusio de wm ativo livre de risco

Uma abordagem simples, mas ndo considerada no modelo original ¢ a inclusdo de um ativo livre
de risco na carteira, fortalecendo até mesmo a pratica da diversificacdo dos investimentos.
Entende-se por ativo livre de risco aquele que ndo possui fontes de incerteza, ou seja, nio possui
volatilidade. O fato de a volatilidade ser nula e da rentabilidade ser deterministica para o ativo
livre de risco. além de a covaridncia entre o ativo livre de risco e os ativos de risco ser igual a
zero, temos que tanto o retorno como o risco da carteira variam linearmente de acordo com a

participacio do ativo livre de risco no portfolio.

- alternativas na estimativa do risco
Uma das contribui¢des mais importantes do modelo de média-varidncia proposto por Markowitz

foi a introdugio da variéncia, ou o célculo do desvio-padrio simples de uma série de retornos,
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como medida de risco de uma carteira. Entretanto, diversas pesquisas observaram que o uso da
varidncia nido ¢ adequado para carteiras que apresentam retornos assimétricos, ou seja. ela nio
considera de forma apropriada a caracteristica de “caudas gordas™ de algumas distribuicées,
além de penalizar de maneira uniforme os desvios positivos e negativos. Além disto, através do
uso da variancia estamos tentando, com base em dados histéricos, determinar a variabilidade dos
retornos no futuro. Assim, o desenvolvimento de modelos mais elaborados para obtencio desta
estimativa de risco foi e tem sido objeto de inlimeros estudos, entre os quais podemos citar: o uso
da semi-varidncia, o down-side risk, modelos com alisamento exponencial (EWMA)., modelos
autoregressivos com heterocedasticidade condicional (ARCH  GARCH) e modelos de

volatilidade estocastica.

- modelo multi-periodo

O modelo inicialmente proposto por Markowitz (1952) considera apenas um vinico periodo de
andlise, conhecido como modelo uni-periodo. Entretanto, dada a dindmica atwal do mercado
financeiro, a abordagem uni-periodo proposta por Markowitz apresenta algumas deficiéncias.
Dessa torma, diversos estudos vem sendo realizados buscando estender o modelo uni-periodo
estatico para modelos dindmicos multi-periodo discretos ou para modelos dindmicos a tempo

continuo, considerando até mesmo eventuais realocacdes na carteira ao longo do tempo.

- restriciio de perda maxima

Uma abordagem interessante ¢ a de incluir uma restrigio de perda maxima de modo a evitar a
faléncia de portfolios. Nesta formulagio com controle sobre perda maxima. a funcio objetivo é
maximizar a soma ponderada do valor da riqueza ao longo do tempo, tendo como restricio a

probabilidade maxima de o patrimdnio cair abaixo de um determinado valor em cada instante,

- restricdo de participacdes inteiras

No modelo original, Markowitz considera implicitamente que os ativos individuais seriam
infinitamente divisiveis. significando que um investidor podetia comprar uma fragio de acio.
Esta hipdtese ndo € verdadeira dado que no mercado financeiro os ativos sdo negociados em
lotes padrdo de negociagdo ou lotes fraciondrios em alguns casos, no entanto em ambos os lotes

30 ¢ permitido adquirir miltiplos inteiros destes valores (0 nome lote fracionario se refere a
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fracdo do lote e nio a fracdo do ativo), ou seja, ndo & possivel comprar 1.7 acdes de uma
determinada empresa. No entanto, a inclusio de tal restrigio ao modelo implica na solucdo de
um problema de programacio inteira, torando-o muito mais dificil. tanto em termos tebricos.

como no aspecto da implementacdo computacional dos algoritmos para este tipo de problema.

- inclusio de custos de transacio e impostos

Embora a inclusdio destas restrigdes nio seja relevante em modelos uni-periodo, dado que 03
custos sdo proporcionais ao valor de investimento, na pratica, o horizonte de investimentos ¢
mais longo e. portanto, a carteira 6tima deve ser recalculada periodicamente no intuito de
acompanhar a dindmica do mercado financeiro. Dessa forma 2 inclusic de custos de transacdo e
impostos ¢ de grande importincia em modelos multi-periodo, uma vez que quando temos
realocacbes constantes. o impacto dos custos na rentabilidade total da carteira pode ser

significativo.

Uma abordagem alternativa que serd apresentada nos capitulos seguintes deste trabalho, com o
objetivo de aprimorar o modelo inicialmente proposto por Markowitz, ¢ a de otimizar a alocaciio
de ativos em uma carteira de investimentos com a finalidade de minimizar o erro de

rastreamento dado um ganho esperado em relacdio a um henchmark, incluindo restricdes de

alavancagem.
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3 MODELOS DE RASTREAMENTO

Neste capitulo faremos uma extensio da teoria apresentada no capitulo 2 no estudo de um
problema enfrentado diariamente pela maioria dos administradores de recursos, otimizar a
alocacdo de ativos em uma carteira de modo a superar o desempenho de um determinado

henchmark, normalmente um indice diversificado de ativos.

3.1 Fundos Passivos e Atives

As estratégias de investimento, de uma maneira simplificada, podem ser classificadas em dois

tipos:

- passiva: tem como objetivo principal obter retornos muito préximos aos retornos obtidos por
pelo henchmark. Neste caso, o administrador serd avaliado com relacdo a sua capacidade de
montar uma carteira que reproduza ficlmente o comportamento de um benchmark pré-
estabelecido, o que implica em que os riscos envolvidos em uma gestio passiva sio apenas
sistémicos e pertencentes ao indice de referéncia. Normalmente, este tipo de gestio tem um custo

{taxa de administragdo) mais barato para o investidor.

- ativa: neste tipo de estratégia o aplicador de recursos atribui ao gestor a tarefa de obter uma
rentabilidade superior 2 de um benchmark especifico. Neste tipo de estratégia, o investidor
também aceita incorrer riscos ndo-sistémicos, com a finalidade de obter retornos superiores a0s
do benchmark. WNeste caso, o valor do servico de administracio da carteira (taxa de
administracdo). assim como a premiagio (taxa de performance) serdo baseados no valor
adicional que o gestor da carteira consegue agregar acima do benchmark definido. assim como

do risco incorrido para atingir este objetivo.

Entretanto, em ambas as estratégias, a dificuidade principal estd relacionada ao fato de que os

indices de mercado normalmente utilizados como benchmark sio compostos de um niumero
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muito grande de ativos. dos quais muitos sem liquidez aceitivel. Dessa maneira, fica invidvel
para o administrador ter de comprar e vender, além de ter que rebalancear a carteira, toda vez
que haja novas aplicagdes ou saques no fundo. Neste cenario, faz-se necessdria a adocio de
modelos de otimizacfio para que, por meio da escolha de um nimero limitado de ativos, se
obtenha um desempenho bastante proximo ao benchmark, no caso de uma gestio passiva, ou
desempenho superior no caso da gestdo ativa. Assim, diversos estudos no campo de minimizacio
do crro de rastreamento foram ¢ tem sido claborados, dentre os quais podemos citar como

referéncia (Roll, 1992), (Clarke et al., 1994). (Rudolf et al. . 1999} e (Jorion, 2003).

Neste trabaiho, utilizaremos o modelo de minima varidncia do erro de rastreamento, proposto
por Roll {1992, p.15), para gerar como solugio uma composi¢io de carteira com gestdo ativa,
que minimize a volatilidade das diferencas entre os retornos da carteira e os do indice de
referéncia, impondo uma restricio de ganho de rentabilidade em relagio ao indice, de modo a
proporcionar ao gestor a cobranca de taxa de performance, mas ao mesmo tempo limitando o

risco da carteira em relacéo ao henchmark.

3.2 Modelo de minima variancia do erro de rastreamento

0O modelo de minima varidncia do erro de rastreamento foi inicialmente proposto por Roll (1992,
p.15) e tem como objetivo minimizar a varidncia do erro de rastreamento sujeito a uma restricdo

de ganho de desempenho da carteira em relacdo ao henchmark pré-estabelecido.

Assim, sendo N o total de ativos considerado na andlise, englobando todos os ativos que fazem
parte do henchmark além de outros ativos que o gestor desejar incluir, e R a matriz de retornos

destes ativos para uma janela de m observagdes, R € R"™N_ ¢ erro de rastreamento é dado por:

t
I

7 H
w,'R—w,'R

(a’p — @y )’R

V)
il

(3.1)
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onde: &= vetor de etros de rastreamento, £ € R™X1,
, = vetor de pesos dos ativos da carteira. w, € RV¥1,
oy, = vetor de pesos dos ativos do benchmark, w, € RNXL,

e R = matriz de retornos de todos os ativos considerados na analise, R € R™XY,

Observamos que tanto o vetor @, . 0 vetor @, como a matriz R possuem dimensdo N, ou seja,
todo o universo de ativos considerados na anilise. Entretanto, @, e @; possuem valores ndo-nulos

apenas para os ativos que fazem parte de suas respectivas composi¢des.

O valor esperado do erro de rastreamento € dado pot:

He = Hp = Uy
He = wp',u—-a)b’,u

He = (mp - G)b)’j.l
(3.2)

onde: u. = valor esperado do etro de rastreamento,
w, = vetor de pesos dos ativos da carteira, @, € RY*?,
oy = vetor de pesos dos ativos do benchmark, w, € RV,

e u = vetor de retornos esperados de todos os ativos considerados na andlise, u € RVX1.

Dessa forma, chegamos a formuta da varidncia do erro de rastreamento:

0.* = E((¢ — p)?)
ot = E (- 0n)'R = (@, — @) ) )
et = (wp — @, ) E(R — p)* ), ~ wy)
0% = (wp — @) E((R = )R ~ 1))y, — wp)

0.2 = (w, — wp ) E(w, — wp)

(3.3)
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9 - R
onde: o,°= variincia do erro de rastreamento,

w, = vetor de pesos dos ativos da carteira, w, € RY¥!,

@y = vetor de pesos dos ativos do benchmark, w, € RNAL

e T = matriz de covariancia entre todos os ativos considerados na analise, ¥ € RY¥4¥,

O ganho de rentabilidade esperado em relagdo ao benchmark corresponde a diferenca entre o

valor esperado dos retornos da carteira ¢ os do benchmark, dado por:

G = py— Uy
G = (w, — wp) '
(3.4)

No caso de estratégias de gestdo passiva G=10.

Conforme enunciado por Roll (1992, p.15) o objetivo do gestor é o de minimizar a volatilidade
do erro de rastreamento condicionado a um desempenho alvo esperado em relagio a um
benchmark. Assim, o problema de minimizacio da varidncia do erro de rastreamento pode ser

estruturado da seguinte maneira:

rﬁl)ipn(wp — ) E(wy ~ @p)
Sujeito a: (wp - wb)r,u =G

r
(wp - wb) e=10
Denotando (mp — wb) = x , segue que:
minx'Z x
X

Sujeito a: xXu=G

x'e=10
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Utilizando os Multiplicadores de Lagrange, conforme descrito na secio 2.7 deste trabalho. a
solucdo do problema de minima varidncia do erro de rastreamento deverd satisfazer a seguinte

equacio Lagrangeana:

L(x,A) = x'Zx + 1, (6 — x'p) + A,(—x"e)
L, D) =x'Ex+ 1,6 - A x' g~ A, x'e

E as condi¢oes de otimalidade dadas pot:

aL{x, A) ,
Ep =2xLZ—Au—Ae=0
aL(x, 1) ,
a =G~x'u=0
dL{x,A) | -0
ol x'e =

2X'T—u—re =0
G=x'u=90
—x'e=10

Onde % e %, sfio os multiplicadores de Lagrange a serem determinados.

Resolvendo em x, segue que:
ZXJZ - /11.(1 . 128 = {}
2xX'T = A p+ Aze

1
x' =27 (Ap + hge)

{3.5)
Portanto:
1
G _EE_I(/’{I# + /123).“ = 0

1
—52'1(11/1 + Ae)e =0
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1
EHJZ_I(A]_H + /128) =

1
59'2_1(11# +4,e)=0

{#12"1(31# + 128) =2G
e.'}.:_l(ﬂ.lu + .126) ={

Ou seja:

u'E iy ,u,’Z“e] [}{1] _ [ZG]
et ln e'tlel Az 0

Conforme demonstrado anterionmente na se¢do 2.7, segue que:
Yy 11] _ 5]
[1!) o {Az _2[0]
-1
eI
A, Y o« 0
-3
Al &l-¥ v 110

Ou segja.

Substituindo em (3.5), temos que:
1
x'= EE‘l(Alu + A¢e)

’—12‘126 2 &
¥ =3 (3“ 5¥ e)
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N

G
x' = = (™ lap — T hpe)

De maneira equivalente, dividindo por a obtemos:

(3.6)

Conforme demonstrado na secdo 2.8, os seguintes parimetros da equacio (3.6) estdo

relacionados a carteira de minima variincia global:

Wy = 1/052_19 P Hy =¢/o_' ; ng . 1/a

Ainda, temos que para um retorno p, = y/¢ a carteira de minima variincia correspondente ¢

dada por:

1

1
W=y +g= JE_ U
E variancia:

o’ = y/lpz

No plano risco-retorno, esta carteira eficiente esta localizada onde uma linha partindo da origem

passando pela carteira de minima varidncia global atravessa a fronteira eficiente.
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Dessa maneira, denotanto a carteira de minima varidncia global por “0™ e a carteira eficiente por

ke

1", segue que:

Carteira M¢édia Variancia Proporcées
0 M=y « or=1 a wy=22"¢e @
1 m=y oy o=y ¢ o=ty oy

Tabela 3.1: Portfélio de minima varidncia globzal e portflio eficiente,

Utilizando as definicdes dos portfolios “07 e “17 ¢ substituindo em {3.6), obtemos:

G
X = e () — @)
H— Hy : .
(3.7)
Sendo que:
ya—p?
Hy— Ho = b —l,l)a:>0

A equaciio (3.7) descreve a carteira de minima varidncia do tracking-error. As alteracdes em x,
requeridas para minimizar a volatilidade do tracking-error para um dado ganho de performance
G sio proporcionais a diferenca entre as proporgdes de dois portfolios eficientes em particujar, o
de minima varidncia global "0™ e a carteira eficiente com retorno 7 denotada por “17, sendo x

independente do hencitmark, conforme podemos notar abaixo:

- ——( )
. (7] [{1] w
v b i i 1 0

Dessa maneira. podemos concluir que dois investidores com os mesmos pardmetros adotardo as
mesmas estratégias de alteracdes em suas carteiras em relacdo a carteira de referéncia wy,

independentemente de qual seja ela.
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A varidncia do erro, partindo da equagdo (3.3), é dada por:

6:2 = (w, — wp) 2wy — wp)

2 _ G — ’ G =
e = (ﬂl — Ko (e wﬂ)) g (P& — Ha (e wn))

G 2
02=( )(cu — wp) Z{w, —- wy)
& L — iy 1 0 1 0

G 2
g.° = ( ) (' Zw; — @ 'Zwy + we' Zwy — @' Twg)
0

G 2
0-82 = ( ) (w1'2w1 + wo’EwO i 26!)1’20)0)
H— Mg

Tem-se entretanto que:

Entiio
e 1
w'Zwy = w T l1=—= —=g,2
1 &Wo 1 o 0
E dado gue
Y
wiZw, =0, = 77
Segue que:
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Verifica-se que a varidncia do erro nédo depende da carteira de referéncia ey,
A varidneia da carteira p é:

0p% = (t + wp)'T{x + @) = 0,2 + 0.2 + 2x"Tw,
0p° = x'Ix + x'Zwy + 0p'Zx + wy'Tay,

0p° = 0.0 + 2x'Zwy, + 037 = 0,2 + 0,2 + 2x'Tw,

v
(3.8)

Dado que:

XLy = wp'2x = wy'L (w, —wy) = wp Z(w, — wy)
1~ Mo 17 0
x'Twy, = (wp' Lw; — wy,'Tag)
b = gy b A b L0
G H e
xS, = (a) DA LN | o —)
d H1— Ho g Y b o
G U e Gy 1 G (Hp
o) D o)
g Hq — Mg bw " a =M\« My = g \Y i
Dividindo w5/  por « para isolar &y segue que:
G [
YT, = ] B 02(“—"’—1)
=g |/ =i Ao

(3.9)

Substituindo (3.9) em (3.8) temos:

op° = 0yt + 0.7 + 22w,
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(3.10)

(3.11)

Denotando p* como um portfolio eficiente com o mesmo retorno esperado que a carteira
administrada p (ou seja G + y13) e varidncia 0, . Da mesma forma, considera-se b* um portflio
com o mesmo retorno esperado que o benchmark b (isto € u;) e variéncia dp,2 . Dessa maneira,

considerando que a equagdo (3.10} se aplica a qualquer portfélio, incluindo 5* e p*, segue que :

Goy?
0y = 02 + 0% + 2 0 (&— 1)
t1 — Ho Mo

(3.12)

Observamos que os dois ultimos termos das expressdes (3.12) e (3.10) sdo iguais,
independentemente se estamos considerando b e p ou b* e p*. Desta forma, subtraindo as

expressdes (3.10) e (3.12), obtém-se que:

2 2 _ 2 2
Oy — 0p.° = 0p° — Ops

(3.13)

A equagio (3.13) mostra que a diferen¢a entre a varidncia g,” da carteira administrada e a
variincia 0p,> da carteira eficiente se mantém constante e igual 4 diferenca inicial, 0,2 — op.°.
Deste modo, se a carteira de referéncia w; for eficiente, 6,2 = 0,.% e, portanto, 6,%> = 65,2, ou
seja, como seria esperado, a solugiio do problema de minimizagio da varifncia do erro de
rastreamento, dado um ganho esperado de desempenho, leva a uma carteira eficiente, com a
curva no plano risco-retorno coincidindo com a fronteira eficiente. Mas, se a carteira de
referéncia w; ndo for eficiente, a solugdio do problema de minimizagdo sempre levard a uma

carteira nfio-eficiente, ¢ a curva no plano risco-retorno estard sempre situada a uma distdncia
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constante da fronteira eficiente, conforme pudemos observar na equacdo 3.13, ou seja, a

ineficiéncia se mantém constante, conforme podemos observar também na figura a seguir:

o 1 T T 1 T -
- Miima Vanancia
i Minima Vanincia do Eno de Rastreamento . —I
L
Ve L =
¥ & o L E
o ‘ B
h t i i i
ol

Figura 3.1: Fronteira Eficiente de Minima Variancia X Curva de Minima Variancia do Erro de Rastreamento.

3.21 Modelo de minima varidncia com quantidade especifica de ativos

Normalmente, quando se trata do processo de sele¢do de ativos para compor uma carteira de
investimentos, o gestor seleciona um certo numero de ativos especificos, escolhidos com base
em analises fundamentalistas, baseadas nos fundamentos das empresas como projecéo do fluxos
de caixa futuros por exemplo, ou através de andlises técnicas ou graficas. Este tipo de escoiha
ndo ¢ possivel utilizando a solugdo apresentada na se¢io 3.2, dado que a escolha dos ativos que
irdo fazer parte da carteira ¢ feita pelo modelo, assim como a quantidade de ativos que em

numero muito grande pode gerar problemas na gestdo da carteira.



83

Dessa maneira, apresentamos a seguir uma abordagem alternativa em que o gestor especifica os
ativos que irdo compor o portfolio. Analisando a formulagio original do modelo de minima

varidneia do tracking-error segue que:

n(})ipn(a)p —wy) e, — wp)
Sujeito a: (wp — wb)’,u =G

!
(a)p - wb) e=10
Manipulando a fun¢io de minimizagdo temos:

nc‘luipn(wp — wb)'i(wp — wp)
min(ajp'Z - mb’Z)(mp - cub)
“p
rrcluin wp'Zwy = wy'Lwp — wp'Lwy, + wp'Ewy
4

0 I e ! 2
n{})lpn wy' Ly — 2wy, Lwy + 0y

Como queremos especificar os ativos que irdo compor o portfolio, com o objetivo de facilitar a
demonstracdo do calculo da solugdo analitica, devemos organizar a matriz de covaridncias de
forma que nas primeiras linhas da matriz estejam os ativos que itdo compor o portfolio, assim
manipularemos a funcdo de minimizacéo de maneira diferente da apresentada na secdo 3.2. Dado
que # seja a quantidade de ativos que irdo compor a carteira e & a quantidade total de ativos

considerados na andlise, segue que:

), = vetor de pesos dos ativos da carteira, w, € R™*

¢ = matriz de covaridncias entre os ativos que irdo compor a catteira, ¢ € R™"

6 = matriz composta pelas # linhas superiores da matriz geral de covaridncias Z, # € R™¥
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Assim, a fun¢io de minimizacio segue dada por:

B ! . ! 2
rglpn Wy Pwy, — 2wy 8wy, + o,

Sujeito a: (w, — wy) =6

Manipulando as restrigdes, temos que:
!

(wp—wp)u=G

wp U~ wp' =G

wy = iy =G

Dado que a soma dos pesos dos ativos no benchmark é igual a 1. segue que:
wy,'e—1=0

L
mpe—l

Assim. o problema de minima varidncia do erro de rastreamento restringindo os ativos que irdo

participar do portfolio pode ser estruturado da seguinte maneira:

: ' _ / 2
min wy dwy, — 2w,'0wp, + 0,

Sujeito a: Wyl — Yy =G

’ —_—
wpe=1



Sendo: u = vetor de valores esperados dos ativos da carteira, g € R"!

e = vetor unitdrio, e € R"X1
Aplicando os multiplicadores de Lagrange, segue que a funcdo Lagrangeana é dada por:

L{awy, A) = w,’ pay, — 2wy 6wy + ap* + /11((} —wp' it + ub) + .}12(1 — wp’e)

L{wy, 1) = @) Py, — 20" 0wy, + 0,7 + 2,6 — Ly, u + Ay + 1, — Ly,

L as condigdes de otimalidade dadas por:

dL{w,, A
—((up ) = 2wy — 20w, — i — Ae=0
da,
aL(ﬂ)p, 2’) ’ _
_az___G——wp,u + .blb—o
aL(wp,A)

2% =1l-wye=0

2wp — 20wy —Aip—Ae=0
G—wpu + [, =0
wy’'e =1

Onde 7| e 7., sii0 os multiplicadores de Lagrange a serem determinados.
Resolvendo em w,, segue que:

2p¢ = 20wy + A 1+ A6

? 1 —1
wy = Ed) (28w, + 4 u + e)
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Substituindo de modo a encontrar os multiplicadores X € A, temos:

1
§¢‘1(29wb +hpt+e)p=q,+G

1
5(}')‘1(290)1, + L+ Aele=1

1
Eu’qb‘l(ZBcub +Au+Ae)=u,+G

1
Ee’qb'l(Zwa +Ahu+de)=1

1 1,
SH¢T 20wy + o' (p+ e =y + G

1 1
—2—e'qb’128wb +-§e ¢ u+2e)=1

1
#o ow, +§N’¢71(A1# +he)=p+6
1
e'd 10w, +Ee’q§‘1(11,u +Ae)=1

{“’ﬁb WA+ 2Ae) = 2, + 6= 0w,)
e'd A+ ) = 2(1 - e’ 0w,)

[#’2' u u’E‘le] [/11] _ [2(,“19 +6G— u’¢‘18wb)]
e'S 7ty e'Slel 4, 2(1~e'p™'0w,)

Conforme demonstrado anteriormente na secio 2.7, segue que:

H | AR e ey
A=l
ol B VS e
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Deste modo, segue que a composicio otima de uma carteira com o objetivo de minimizar a
volatilidade do erro de rastreamento e estabelecendo os ativos que irio compor o portfolio é dada

por:

1
U){, = Eqb_i (Zﬁwb + A—lﬂ + /128)
(3.14)

Sendo que:

2
A =5 (aln + 6= g¢70w,) — (1~ e'¢70w,))

2
ho = S (=Wt + 6~ 1 d 7 0wy) +y(1 = e'¢ 7 0w,))

Neste contexto, a solugdo dada pela equacéio {3.14) se demonstra mais adequada para o problema
de minimizacio da varidncia do erro de rastreamento, sujeito a restrigio de ganho de
rentabilidade e a soma dos pesos da carteira igual a 1, quando o gestor deseja especificar os
ativos que irdo compor a carteira € a partir dai encontrar a solugéio 6tima gue determine os pesos
destes ativos com o objetivo de minimizar a varidncia do erro de rastreamento de um

determinado indice de referéncia.
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4 APLICACAO DO MODELO E TESTES

Neste capitulo, demonstraremos a aplicacio do modelo de minima varidncia do erro de
rastreamento para a soluclo do problema objetivo deste trabalho apresentado na segio 1.3, a
gestdo ativa de uma carteira de investimentos. Neste tipo de gestdo, o objetivo principal € buscar
a composicio 6tima de uma carteira de modo que esta ofereca rentabilidade superior a um
determinado indice de referéncia, normalmente um indice diversificado de ativos. Entretanto,
com o objetivo de evitar que o gestor incotra em altos riscos na tentativa de maximizar o volume
recebido como taxa de performance, buscamos uma composicdo 6tima que minimize o erro de
rastreamento em relacdo ao benchmark e, ainda, incluimos restricdes de posicdes a descoberto

na carteira, visando minimizar o risco total do portfolio.

4.1 Seleciio do benchmark

Para a realizagio deste estudo, escolhemos como o benchmark da carteira o indice Ibovespa, o
principal indice de referéncia da bolsa brasileira, 2 BM&FBOVESPA. Este indice é um
indicador que tem como objetivo medir o desempenho de uma carteira tedrica de acdes, revista
quadrimestraimente ¢ composta proporcionalmente pelas agdes que tepresentam 80% do volume
financeiro total negociado na BM&FBOVESPA no periodo de 12 meses anterior 4 formagdo da
carteira, sendo os precos de cada uma das acdes ponderados pelos respectivos volumes de
negocios.Dessa maneira, utitizamos como base para este estudo a composicio da carteira tedrica

divulgada para o quadrimestre Setembro Dezembro 2009 dada pela tabela (4.1):

Codigo Acdo Tipo Participacio (%)
PETR4 Petrobras PN 15,012

VALES Vale PNA NI 12,076

ITUB4 TtaulInibanco PN EX NI 5,555

BVMF3 BM&FBOVESPA ON NM 4,448

continnua
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continuagio

Codigo Agdo Tipo Purticipacio (7o)
BBDC+ Bradesco PN NI 3,864
GGBR4 Gerdan PN NI 3,647
VALE3 Vale ON NI 3,468
PETR3 Petrobras ON 3,336
USIMS Usiminas PNA NI 3,100
CSNA3 Comparthia Siderargica Nacional ON 3,023
ITSA4 ITAUSA PN EDJI Ni 2,455
BBAS3 Banco do Brasil ON NM 2,124
CMIGSH CEMIG PN NI 1.705
RDCD3 Redecard ON NM 1,585
ALLLILI ALL Ameérica Latina Logistica UNT N2 1,420
ARCZs Aracruz PNB NI 1,404
CYRE3 Cyrela Realty ON NM 1,385
SDIA4 Sadia PN NI 1,20%
GFSA3 Galisa ON NM 1,163
BRADP4 Bradespar PN NI 1,066
AMDBV4 AMBLV PN 1,027
PRGAR BRT Foods ON NM 0,998
TNLP4 Telemar PN 0.991
ELET3 Eletrobras ON NI 0,972
LAMEA Lojas Americanas PN 0,971
ELETs Eletwrobris PNB NI 0,946
GOAU4 Gerdau Met. PN NI 0,921
LREN3 Lojas Remer ON NM 0,884
TCSL4 TIM Participages PN 0.828
CESPs CESP PNB NI 0812
NETC4 NET PN N2 0,400
NATTI3 Natura ON NM 0.757
VIVO4 Vivo PN 0,757
MMXM3  MMX Mineragio ON NM 0.743
EMBR3 Embraer ON NM 0.725
ELPLs Eletropaulo PNB N2 0,717
USIM3 Usiminas ON NI 0,696
VA3 VCP ONNI 0,691
BTOW3 BIW Varejo ON NM 0.684
CPLES Copel PNB N1 0.673
GOLL4 Gol PN N2 0,673
TAMMY  TaM PN N2 0,653
IBsS3 IBS ON NM 0.637
RSID3 Rosst Residencial ON NM 4,597
CCRO3 CCR Rodovias ON NM 0,590
PCARS Tdo de Acucar-CBD PNA NI 0,574
CRUZ3 Souza Cruz ONED 0.564
CS5AN3 COSAN ON NM 0,553
CPFE3 CPFL Energia ONNM 0.541
UGPA4 Ultrapar PN NI 0.506
BRKM3 Braskem PNA NI 0,451
DURA4 Duratex PN NI 0,430
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conclusio
Cédigo Acio Tipo Participacio (7a)
SBSP3 Sabesp ON NM 0,409
TRPL4 Transissdo Paulista PN N1 0,386
KLBN4 Klabin PNED NI 0,376
BRTO4 Brasil Telecom PN 0,360
BRTP4 Brasil T PAR PN N} 0318
LIGT3 Light ON NM 0312
TNLP3 Telemar ON 0,301
BNCA3 Nossa Caixa ON NM 0,288
TMARS Telemar NL PNA 0,288
TLPP4 Telesp PN 0,211
TCSL3 TIM Participagdes ON 0,156
CL8C6 Celesc PNB N2 0,100
CGASS Comgas PNA 0,093

Fonte: BM&TBOVESPA

Tabela 4.1: Carteira Tedrica Ibovespa — quadrimestre Set Dez 2009,

4.2 Selecao da amesira e coleta de dados

A amostra utilizada para avaliar a eficiéncia do modelo de rastreamento foi composta por 65
ativos. () periodo escolhido para analise foi de 30 de novembro de 2007 a 31 de agosto de 2009,
compreendendo o historico de fechamentos didrios ajustado por proventos, spliis € agrupamentos
dos 65 ativos que faziam parte da carteira teorica do Ibovespa para o quadrimestre
Setembro Dezembro 2009, totalizando 433 observagdes para cada um dos ativos, que

multiplicada pela quantidade total de 65 ativos resultam em uma massa de 28.145 dados.

4.3 Aplicaciio dos modelos

0 modelo escolhido para a solugdo do problema de alocagio otima de ativos em uma carteira de
investimentos de modo a minimizar o erro de rastreamento, com restricdes de ganho em relagdo
3 rentabilidade esperada do indice Ibovespa ¢ de posicdes a descoberto foi 0 modelo de minima

varidncia do erro de rastreamento, descrito na secio 3.3 deste trabalho:
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min{w, — w, ) Z{w, — w,)

@p

Sujeito a: (a)p — wf,)’,u ={
wy'e =1
wy =0

Tendo em vista que a restri¢do de posigdes a descoberto na carteira implica na inclusio de uma
restricdo de desigualdade ao modelo. 0 que conseqiientemente nio permite a obtencdo de uma
solucdo analitica, utilizamos métodos numéricos com o apoio da ferramentz de sofhware
MATLAB, sendo as otimizagdes feitas por meio da funcio fimincon.m para encontrar a solugio

do modelo.

Com base na amostra de dados coletados, foram calculadas as rentabilidades didrias esperadas e
volatilidades para todos os ativos inclusos na analise e para o indice Ibovespa. destacando que
para o cilculo da rentabilidade esperada e volatilidade do Ibovespa fixamos o indice como se
historicamente ele sempre tivesse sido composto conforme divulgado pela carteira tedrica vélida
para o quadrimestre Setembro Dezembro 2009, o que néo € uma afirmacao verdadeira dado que
o indice tem sua composicdo alterada todo quadrimestre, entretanto, este tipo de ajuste aumenta a
precisdio do modelo, uma vez que serd esta cartteira tedrica do quadrimestre Setembro Dezembro

2009 que a carteira de investimentos proposta neste estudo ird rastrear.

4.3.1 Seleciio dos atives

A selecio dos ativos para compor a carteira foi baseada em trés critérios:

- Rentabilidade esperada:

- Participacio no [bovespa de acordo com a carteira tedrica de Setembro Dezembro 2009: @

- Diversificacio entre os setores.
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De acordo com estes critérios. foram selecionados cinco ativos, que somados 0s pesos equivalem

a uma representatividade de aproximadamente 21.4% do indice Ibovespa.

Codigo  Acdo Setor Participacio no
Tbovespa ("o)
e PETR+4 Petrobras Petrdleo, Gés e Biocombustiveis 15,012
CSNA3 Companhia Siderurgica Nacional — Siderurgia e Metalurgia 3,023
BBAS3 Banco do Brasil Intermediarios Financeiros 2,124
CPLEG  Copel Energia Elétrica 0.673
y PCARS Pao de Agicar - CBD Comércio e Distribuicio 0.57i

Tabela 4.2: Ativos selecionados para compor a carteira.

A rentabilidade esperada e a volatilidade, ambas didrias, calculadas para cada um dos cinco
ativos do portfdlio e para o indice Tbovespa ajustado conforme mencionado anteriormente, estio

demonstradas a seguit:

_ALIVOS. Rentabilidade didria esperada u {%o) Volatilidade didna o (o)
3 PLETR4 -0,022 3,499
CSNA3 0,048 4,240
BBAS3 0,004 3,816
CTLLS 0,038 2,900
PCARA 0,107 2,745
Thovespa* -0,043 2,949

“ Indice austado

Tabela 4.3: Rentabilidade espera e volatilidade dos ativos selecionados ¢ do Ibovespa ajustado.

Observamos que tanto para a agdo preferencial PETR4 da Petrobras como para o indice Ibovespa
ajustado a rentabilidade esperada apresentou valor negativo, resultado da crise econdémica
mundial iniciada no segundo semestre de 2008 que provocou uma queda generalizada no prego
das acdes. Entretanto, esta rentabilidade esperada foi acompanhada de um desvio-padrdo
elevado, o ativo PETR4 por exemplo apresentou uma rentabilidade diaria esperada de -0,02%

™ mas com uma volatilidade didria de + 3,5%. demonstrando a possibilidade de ganhos.
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4.3.2 Ganho esperado de rentabilidade

Para a definigio do ganho esperado de performance da carteira, G, em relagdo ao indice
[bovespa. toi estipulado um valor de modo a permitir que, apds deduzidas as despesas de taxa de
administracdo ¢ mmposto de renda, a carteira apresente rentabilidade superior a do indice
Ibovespa. possibilitando ao administrador o recebimento de premiacio como taxa de

performance.

Neste cenario, o ganho esperado diario de rentabilidade foi determinado com base na

performance do indice [bovespa nos ltimos cinco anos ¢ adotando os seguintes parimetros:
- Média da performance anual do indice [bovespa (2004  2008): + 16.2%

- Taxa de administragio (média das taxas para fundos de acdes - ANBIMA: set 09): 2.23%,
- Imposto de renda: 15%

Dessa maneira estimamos o ganho de performance necessério para que, apds deduzidas todas as

despesas, a carteira tenha desempenho igual ao do indice Ibovespa:

P(1+i+G)(l—t)—(P(1+i+G)(1—t)—P)I_

E 1>
Sendo: P = patriménio liquido do fundo;
i = rentabilidade esperada do benchmark;
(G = ganho esperado de rentabilidade;
¢t = taxa de administracio; ¢
I'=aliquota de imposto de renda.
P(1+i+G)0,9777 —0,15P(1 + i+ 6)0,977 + 0,15P 1>
— {

P
(1+i+6).0,9777.0,85—10,85 > |



95

0,168955i + 0,018955
0,831045

@.1)

Observamos pela inequagdo (4.1) que o valor definido como ganho esperado de performance
depende da rentabilidade esperada do benchmark, ou seja, quanto maior a rentabilidade esperada
do benchmark, maior deverd ser o valor definido como ganho esperado de performance. Vale
ressaltar que a formula dada pela inequagio (4.1) acima se trata apenas de uma estimativa, pois a
taxa de administragio, apesar de expressa em base anual, tem sua cobranga feita diariamente

sobre o patriménio liquido do fundo.

Com base nesta estimativa de ganho didrio de performance e considerando como rentabilidade
esperada do indice Ibovespa o valor de 16,2%, referente a rentabilidade média do indice nos
ultimos cinco anos, concluimos que para que a rentabilidade da carteira supere a rentabilidade do
indice, o ganho esperado de performance devera ser maior que 5,6 pontos percentuais em bases
anuais, ou 0,02 ponto percentual em termos didrios. Deste modo, acrescentamos 0,01 ponto
percentual ao valor minimo de & com o objetivo de superar o Ibovespa, e permitir ao gestor a

cobranga de taxa de performance, fazendo com que G = 0,03 ponto percentual.

4.4 Resultados do modelo e backtest

Aplicando 0 modelo de minima varidncia do erro de rastreamento sujeito a um ganho de
rentabilidade diario de 0,03 ponto percenfual em relacdo ao Ibovespa e restringindo posigSes a

descoberto na carteira, chegamos a seguinte composigéo 6tima:



Composi¢do da carteira
Ativo Participagio (%)
PETR4 39,78
CSNA3 17,30
BBAS3 22,32
CPLES6 18,67
PCARS 1,94

Tabela 4.4: Composigdo da carteira.
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Realizando o backtest para o periodo de 30/11/2007 a 31/08/2009, com o objetivo de avaliar o

desempenho passado da carteira em relagdo ao Ibovespa ajustado, os resultados obtidos foram:

Retorno Volatilidade Erro Quadratico Médio

Varincia do erro

acumulado (%) (%) Diario (%) de rastreamento (%)
Carteira 4,190 3.037 0,6098934 0,6085231
Ibovespa ajusiado -18,623 2,949 - -

Tabela 4.5: Resultado do backtest,

120
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Figura 4.1: Grafico do periodo de backzes.
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Analisando os dados obtidos no backtest e o grafico comparativo de desempenho com o
Ibovespa ajustado, observamos que o modelo de minima varidncia do erro de rastreamento
apresentou comportamento bastante aderente ao do indice ajustado, tendo em vista a variancia do

erro de rastreamento apresentada e considerando o ganho esperado de desempenho imposto ao

modelo.

4.5 Testes

O perfodo de testes do modelo compreendeu os meses de setembro e outubro de 2009, com 42

dias tteis, sendo observados os seguintes resultados:

Retorno Variancia do erro
acumulade  Volatilidade Erro Quadratico de rastreamento
(%) (%) Medio Diario (%) (%)
Carteira 9,500 1,740 0,2124083 0,2168417
Ibovespa 8,218 1,806 - -

Tabela 4.6: Resultado do periodo de testes.

No periodo de testes, ndo utilizamos o indice Ibovespa ajustado, ou seja, com a composigdo fixa
baseada na carteira teérica de Setembro/Dezembro 2009, mas sim os indices de fechamento para
cada periodo, com o objetivo de acompanhar o desempenho da carteira em uma situagéio real,
diferentemente da situac@o anterior em que foi utilizado o indice ajustado, com composicio fixa,
de modo a atingir um nivel maior de precisio dado que seria esta a carteira te6rica que o

portfélio deveria rastrear nos meses de setembro e outubro.
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Figura 4.2: Gréfico do periodo de testes.

Analisando o desempenho da carteira em relagdo ao indice Ibovespa no periodo de testes
observamos que o modelo de minima varidncia do erro de rastreamento, conforme proposto,
atingiu rentabilidade superior & do indice, ¢ um erro de rastreamento consideravelmente baixo
dado o ganho esperado de rentabilidade em relagio ao indice. No entanto, vale destacar que
embora a rentabilidade acumulada no periodo de testes tenha sido superior a4 do Ibovespa, com
um ganho de rentabilidade conforme proposto inicialmente pelo modelo (1,282 em 42 dias titeis,
equivalente a aproximadamente 0,03 ponto percentual ao dia), este resultado foi influenciado
pelo desempenho da carteira no més de setembro, uma vez que no més de outubro a carteira
apresentou desempenho inferior ao do Ibovespa, conforme podemos observar na tabela 4.7 a

seguir’
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Diferenca de
Mes Carteira {%o) Toovespa (Vo) rentabilidade {0)
Setembro 09 11,788 8,755 3,013
Cutabro 09 -2,047 -0,513 -1,534
Acumulado (set. 09 aié out 09) 5,500 8,218 1,282

Tabela 4.7: Comparativo de desempenho Carteira X Tbovespa.

Este tipo de situaciio acontece devido a mudangas na composicéo do indice, uma vez que ao final
da primeira metade do periodo de vigéncia da carteira tedrica de Setembro Dezembro 2009, além
da mudanca nas participagdes dos ativos, dois ativos haviam deixado de compor o indice. Além
disto, devido a dinidmica do mercado de a¢des, as rentabilidades esperadas, volatilidades e
covariincias entre os ativos sofrem mudancas constantemente, implicando na perda de eficiéncia
da solucdio proposta pelo modelo ao longo do tempo. Desse modo, a solugiio para este tipo de
problema seria a realizacio de rebalanceamentos periddicos na carteira para horizontes longos de
investimento, ou para periodos de alta volatilidade, além de revisar periodicamente o valor
assumido como ganho esperado de rentabilidade, uma vez que conforme apresentado na secdo

4.3.2 este parimetro & altamente dependente da rentabilidade esperada do benchmark.
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho, apresentamos um modelo de otimizacio baseado em Roll (1992) com o objetivo
de minimizar a variancia do erro de rastreamento de uma carteira em relacio a um benchmark,
com o intuito de limitar a atuacio do gestor no que se refere 2o risco total da carteira, impondo

restricdes com relagdo ao ganho de desempenho relativamente ao henchmark e nio permitindo

posicoes a descoberto.

Lste modelo de otimizagio foi testado para o mercado de agdes na Bolsa de Valores de Sio
Paulo. BM&FBOVESPA. adotando como henchmark o indice Ibovespa. Pela analise tanto do
backtest como do teste do modelo, observamos que o modelo de minima variancia do erro de
rastreamento acompanhou o indice Ibovespa de maneira bastante eficaz, apresentando

comportamento bastante regular e erro de rastreamento pouco volatil.

Dado que o niumero de ativos considerado na otimizacdo, cinco ativos, implicando em baixo
custo de transagdo e minimizando o problema de liquidez enfrentado pelo administrador da
carteira toda vez que haja aplicagdes ou resgates no fundo, ou mudancas na composicdo do
indice adotado como benchmark, e dada a performance apresentada pelo modelo podemos

considera-lo como uma boa opcdo na gestdo de carteiras ativas.

Como alternativas de aprofundamento no que se refere ao estudo de modelos de alocagéo 6tima
de ativos sujeitos a testrigdes de volatilidade do erro de rastreamento. podemos sugerir a
inclusio de uma restri¢fio em que a volatilidade da carteira seja menor ou igual a volatilidade do
indice, ponto abordado por Jorion (2003), a inclusio de abordagens referentes a custos de
transacdo e impostos. custos de liquidez, custos operacionais, restricdes de perda maxima,
modelos alternativos de modo a apresentar uma melhor estimativa para o paridmetro adotado
como ganho de performance, rebalanceamentos periddicos da carteira, estudo do modelo em

tempo continuo entre outras de modo a aproximar os modelos cada vez mais da realidade.
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