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RESUMO

BENTO, M. E. C. (2013). Um Estudo Comparativo entre Dois Algoritmos de
Resolucao de Desigualdades Matriciais Lineares Aplicados ao Projeto de Con-
troladores por Realimentacao de Saida. Trabalho de Conclusao de Curso - Escola de

Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2013.

O presente trabalho de conclusao de curso teve como objetivo a avaliagdo comparativa de
desempenho de diferentes solvers de Desigualdades Matriciais Lineares (LMI’s do inglés
Linear Matriz Inequalities) aplicados ao projeto de controladores por realimentagdo de
salda utilizando uma técnica em particular denominada iteragdo V-K. Bons resultados da
literatura ja foram obtidos utilizando-se o solver mincx, o qual requer licenca de uso. Esta
pesquisa pretendeu avaliar o desempenho de outros dois solvers: SeDuMi e SDPT3, ambos
de distribuigdo gratuita e co6digo aberto. O sistema teste para os trés solvers tratou-se de
um gerador sincrono conectado a um barramento infinito cujo amortecimento minimo era
inferior a 3% para 880 pontos de operacgao, ou seja, havia 880 matrizes distintas em espaco
de estados que definiam a méaquina sincrona. O éxito das implementacdes dos trés solvers
no algoritmo de iteracao V-K proporcionou um tnico controlador por realimentacao de
salda para os 880 pontos de operagdo com amortecimento minimo para o sistema superior
a 5%, respeitando todas as desigualdades matriciais impostas. Ao final, o desempenho
dos solvers SeDuMi e SDPT3 foi comparado com relacdo ao solver mincx em tempo de

processamento, precisdo numeérica requerida e facilidade de uso.

Palavras-chaves: Sistemas Elétricos de Poténcia, Controle Robusto, Estabilidade Angu-
lar, Desigualdades Matriciais Lineares, Compensador de Fase, Sistema com Realimentacao
de Saida.






ABSTRACT

BENTO, M. E. C. (2013). A Comparative Study between Two Algorithms for
Solving Linear Matrix Inequalities Applied to the Design of Controllers for
Output Feedback. Trabalho de Conclusao de Curso - Escola de Engenharia de Sao
Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2013.

This study course completion aimed benchmarking performance of different solvers of Li-
near Matrix Inequalities applied to ao design output feedback controllers using a particular
technique called iteration V-K. Good results have been obtained in the literature using the
solver mincx, which requires license. This study sought to evaluate the performance of
two other solvers: SeDuMi and SDPT3 both free distribution and open source. The test
system for the three solvers treated to a synchronous generator connected to an infinite
bus whose minimum damping was less than 3% to 880 operating points, in other words,
there were 880 different matrices in state space that defined the synchronous machine. The
successful implementations of the three solvers iteration of the algorithm V-K provided a
single output feedback controller for the 880 points of operating with minimum damping
to the system exceeds 5%, respecting all the matrix inequalities imposed. At the end, the
performance of solvers SeDulMi and SDPT3 was compared with respect to the solver mincx

in processing time, numerical accuracy required and ease of use.

Keywords: Flectrical Power Systems, Robust Control, Angle Stability, Linear Matrix
Inequalities, Phase Compensator, System with Output Feedback.
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1 Introducao

Estudos de estabilidade em sistemas elétricos de poténcia (SEP’s) vém recebendo a
atencao dos pesquisadores e engenheiros desde a segunda metade do século passado, quando
os sistemas elétricos que até entdo eram ilhados passaram a se interligar uns aos outros,
trazendo diversos beneficios operacionais e econdmicos (Kundur, 1994).

Um dos principais pontos estudados, na area de estabilidade a pequenas perturba-
¢oes, se refere ds oscilacGes eletromecanicas de baixa frequéncia, intrinsecas a qualquer
sistema, elétrico dotado de geradores sincronos. Estas oscilagoes sdo observaveis em diver-
sas grandezas do sistema como, por exemplo, no angulo do rotor dos geradores. Um baixo
amortecimento de tais oscilagoes pode induzir o aparecimento de oscilacoes em diversas
variaveis do sistema, por um tempo considerédvel, cujos impactos negativos podem ser vis-
tos na forma de desgastes mecénicos das maquinas e problemas de qualidade da poténcia
entregue aos consumidores (Edwards, 2000).

A principal solugdo em termos de custo/beneficio capaz de fornecer amortecimento
adicional as oscilacoes eletromecénicas pouco amortecidas é o uso de Estabilizadores de
Sistemas de Poténcia (ESP’s ou mais conhecidos por PSS’s, sigla em inglés para Power Sys-
tem Stabilizers) conectados aos Reguladores Autométicos de Tensao (ou do inglés, AVR's,
Automatic Voltage Regulators) dos geradores sincronos. Neste ponto, grandes avangos
tém sido realizados ao longo das tltimas décadas no sentido de explicar detalhadamente
o comportamento dindmico de um SEP sujeito a essas perturbagoes de baixa magnitude,
incluindo o desenvolvimento de técnicas para projeto e andlise dos diversos dispositivos de
controle do sistema, no caso, dos AVR’s e dos PSS’s, e das relagoes existentes entre eles
(Kundur, 1994).

Apenas a insercdo de controladores do tipo PSS ndo é suficiente para garantir um
bom amortecimento das oscilagdes do sistema, fazendo-se necessario uma boa sintonia dos
parametros deste controlador. Inicialmente, os projetos de sintonia envolviam métodos de
tentativa e erro, os quais tendem a ser demorados, dispendendo assim um grande tempo por
parte do projetista. Com o avango dos microcomputadores, métodos de sintonia automatica
comecaram a ser propostos, utilizando métodos de otimizacao baseados em desigualdades
matriciais lineares (LMI’s do inglés Linear Matriz Inequalities)(Chilali, 1999). Os métodos
baseados em LMI’s tendem a ser mais rapidos, uma vez que promovem uma busca local
por uma solucao factivel (espago de busca menor). Porém, por se tratarem de métodos de
busca locais, necessitam de uma boa condico inicial para encontrar uma solucao factivel.
Este trabalho de pesquisa propde uma comparacao entre trés solvers de LMI’s aplicados a
um método de busca local conhecido como iteragao V-K para sintonia de PSS’s, partindo
de uma mesma condigdo inicial.

Pesquisas ja foram realizadas utilizando-se o solver mincx através da técnica de iteracao



V-K, para o projeto de controladores de amortecimento como, por exemplo, em (Oliveira,
2009) e em (Kuiava, 2009). O objetivo deste projeto foi testar, também, a eficiéncia
dos solvers SeDuMi e SDPT3, de distribuicao gratuita, no projeto de controladores por
realimentacao de saida. O sistema teste tratou-se de um gerador sincrono conectado ao
barramento infinito com uma carga préxima ao gerador, cujo amortecimento minimo para
880 pontos de operacao era inferior a 3%.

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira: o capitulo 2 fornece informacoes
sobre o sistema em estudo, inclusive sua modelagem. A metodologia empregada para o
projeto de controladores estd descrito no capitulo 3. O codigo implementado para cada
um dos solvers encontra-se no capitulo 4. Os resultados das implementacGes estdo no
capitulo 5, onde discuti-se o cumprimento das desigualdades impostas. A conclusido geral
encontra-se no capitulo 6, onde os trés solvers em anéalise foram avaliados segundo seu
tempo de processamento, precisdo requerida e facilidade de utilizacdo nas implementagoes

de Desigualdades Matriciais Lineares.
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2 Sistema

O sistema que serd objeto de estudo dos solvers é um gerador sincrono distribuido co-
nectado a um barramento infinito com uma carga préxima ao gerador onde as informacoes
foram originalmente propostas em (Abreu, 2005) e cujo controlador por realimentacao de

saida trata-se de um Estabilizador de Sistema de Poténcia.

2.1 Malha Direta

O sistema em estudo, gerador sincrono distribuido conectado a um barramento infinito

com uma carga préxima ao gerador, estd descrito na Figura 1.

7/ - \ | Zanc ﬁ
AVE MMN—B000 4
N /
Gerador g 7

Sincrono - inf

Figura 1: Sistema-teste para o estudo

onde S, representa a carga, Zgp. a impedancia trifasica que liga o gerador ao barramento
infinito e Vj,, s a tensao do barramento infinito.

O sistema em malha direta a qual se aplicara o projeto de controlador por realimentacao
de saida é o gerador sincrono distribuido. A fim de o sistema apresentar baixo amorteci-
mento que justifique a utilizacdo de um controlador de amortecimento por realimentacao
de saida, o mesmo foi submetido a um conjunto de pequenas perturbagoes (Salim, 2011).

O conjunto de perturbacgoes compreendeu:

e Desequilibrio de carga representado por um fator de desequilibrio de carga I. Este
fator [ representa o grau de variacao da poténcia aparente da carga de duas fases,
mantendo-se a terceira fase com carga constante. A variacao em uma das duas fases é
incremental, ao passo que na outra fase ela é decremental, mantendo assim a poténcia
aparente trifiasica constante em todos os casos. O célculo da nova poténcia aparente

das cargas modificadas é realizado da seguinte forma:

Sil = (1 + Z)Smonofasica <1>
Sdl = (1 - Z)Smonofasica (2)
Sul = Smonofasica (3)

11



onde Sponofasica € @ poténcia aparente monofésica da carga no caso equilibrado, e
Sit, Sai e Sy sdo respectivamente as poténcias aparentes da carga incrementada,

decrementada e constante.

Foram 11 variacdes (0, 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90 e 100%);

e Fator de poténcia da carga: 0,90 a 0,98;
Foram 5 variagoes (0,90; 0,92; 0,94; 0,96; 0,98);

e Poténcia aparente da carga: 1 a 8 pu;

Foram 8 variagoes (1, 2, 3,4, 5,6, 7 e 8 pu);

e Poténcia do gerador: 0,3 a 0,6 pu.

Foram 2 variagoes (0,3 e 0,6 pu).

Este conjunto de perturbacoes permitiu obter 11 X 5 x 8 x 2 = 880 pontos de operacao
distintos para o sistema com gerador sincrono distribuido e com amortecimento minimo
inferior a 3%.

Com estes 880 pontos de operagao, o gerador sincrono distribuido foi modelado em

espago de estados. As equacgoOes algébricas diferenciais que descrevem o sistema, sdo:

x = f(z,u,z,M\), (4)
0=g(z,u,zN), (5)
g =h(z,a,zN\) (6)

onde Z € R™ € o vetor de estados, @ € RP é o vetor de entrada de controle, g € R? é a saida
medida, z € R™ & o vetor de varidveis algébricas representando o acoplamento da rede de
transmissao entre as varidveis de estado e A € R! ¢ o vetor de pardmetros representando
os niveis de carga e outras quantidades definindo as condigoes do sistema de operagao.

O sistema de equacdes pode ser linearizado em torno de um ponto de operacao de

interesse, resultando em:

;= Ajxj + Bjuj, (7)
yj = Cjzj + Dju;. (8)

onde z; € R" representa um desvio do ponto de equilibrio . obtido de um valor particular
do vetor de parametros A. Em um modo similar, u; € RP e y; € R? representam o desvio

de Uje € Yje, respectivamente. Detalhes do modelo linearizado, incluindo o equacionamento

12



da parte elétrica e da parte mecénica, tanto as equagoes diferenciais como as algébricas
encontram-se em (Salim, 2011).
Assim, ha 880 pontos de operacdo (A4;, Bj, Cj, D;) para o projeto de um tnico contro-

lador PSS por realimentacdo de saida que atenda todos estes pontos de operacao.

2.2 PSS

O Power System Stabilizer € um controlador com a funcao de melhorar o amortecimento
de um sistema que apresenta oscilacoes eletromecénicas através da insercdo de um sinal
estabilizante na malha do regulador de tensao dos geradores.

O PSS é composto basicamente por trés blocos como pode ser visto na Figura 2: bloco

washout, blocos de avanco-atraso de fase e bloco de ganho K.

y sT 1+sT; Y u
1+sT, 1+sT,

Figura 2: Diagrama Tipico do PSS

e Bloco washout: o bloco washoul é um filtro passa-altas com a constante de tempo
T, alta o suficiente para que somente os sinais associados as oscila¢oes de velocidade

passem sem nenhuma alteracao. Normalmente, T}, assume valores entre 1 a 20s;

¢ Bloco de avango-atraso: compensa o atraso de fase do sistema de forma a produzir
um torque elétrico em fase com os desvios de velocidade do sistema. O indice n indica

o niimero de estagios de avango-atraso necessarios para a compensacao de fase;

e K: corresponde ao ganho puro inserido pelo controlador no sistema

Para o sistema em estudo foi adotado um bloco de avanco e atraso de trés estagios, ou
seja, n = 3 devido ao alto valor de compensacao de fase requerido pelo sistema. Assim, o

PSS a ser determinado esta na Figura 3.

y sT, w0 1+sT 0 , 1+ X 1+s7, | % X u
1+sT, 1+5T, 1+5T, 1+5T,

Figura 3: PSS a ser determinado

Devido o sistema em malha direta estar em espaco de estados, o PSS também sera
modelado em espago de estados. Como pode ser visto pela Figura 3, cada bloco do PSS

estd associado a um estado (x1, x2, 3 e x4). Assim, para o estado x1:

13



sTy,
1+ sT,

I‘l(S) = y(8)7

no) || = st

21(s) [s + :/}w] = sy(s).

Aplicando a transformada de Laplace inversa, tem-se:

. 1 .
1 + TTUM =Y,
e assim o estado x1:

1

R +y
w

Para o estado x5 tem-se:
1 + ST1
22(s) = 5, )

x2(8)[1 + sTo] = z1(s)[1 + sTh].

Aplicando a transformada inversa de Laplace:

Toxg + xo = Tha1 + 21,
) T . L b 1
z — — —To.
2 = T 1 T2 T 2
Substituindo o estado &1 ja obtido anteriormente, tem-se:
. Ty 1 e 1
To=—|— == + =z — —
2 T T, 1Ty T, 1 T

e o estado x9 €é:

, 1 T Y
B = | — Tl — T2+ —
2=\ T |t Tt Y

Para o estado z3:

1+ ST1
z2(s),

1+ ST2

x3(8)[1 + sTo] = za(s)[1 + sT1].

x3(s) =

Aplicando a transformada inversa de Laplace:

14

xZ9.

(10)

(11)

(12)

(13)

(18)



Toxz + x3 = T2 + X2,

Substituindo o estado &5 ja obtido anteriormente, tem-se:

. T 1 T 1 T . 1 1
3= =9 |7 — Tl — T2+ Yo+ ol — s,
Ty | [T TuTo

e o estado x3 é

. T, T2 Ik T Lo \?2.
T3 = |75 — x — =5 |T2— X — .
R G 172 e S e P 4

Para o estado z4:

1+ STl ( )
= x3(s

1+ 5Ty 2
x4(8)[1 + sTo] = z3(s)[1 + sTh].

z4(s)

Aplicando a transformada inversa de Laplace:

Toiy + x4 = Th23 + 3,

. T . n 1
T4 = —XT —xX3 — —X4.
1= st s T

Substituindo o estado &3 ja obtido anteriormente, tem-se:

. T ([T T2 N 1 TN 1 N T2 N 1 1
Ty= 9|79 — x o T o | T2 =T - T3 — T
T\ T n T et T TRt Tt

e o estado x4 €é:

SN N O DO SN DO O 1+T13.
Ty = |—=5 — x — — —|x — — —|x3— —=—=x — .
| T 2 B n ) \n) Y
Fazendo as substituicoes de varidveis:

1

0= —

Ty’

T

B:Ta

2

1

V=7

(22)

(23)

(25)

(26)

(27)



As novas representagoes dos estados ficam:

Além disso, tem-se que a entrada u relaciona-se com um estado do sistema:

T =
Bo = (v — aB)r1 — yz2 + Y

i3 = (By — af®)z1 + (v — By)x2 — yoz + 29

g = (%7 — af®)er + (By — B2y)z2 + (v — By)as — yoa + 8%

—azr1+y

u = Km4.

Portanto, o sistema em espago de estados dos PSS é:

onde

T
i)
T3

T4

—Q 0 1
y—ap - 0 T2
By—aB? ~v-pBy —y 0 3
By —aB® By—=B*y y=By —v ||

o
T
u:[o 00 K] 2,
3
4
[ - 0
_ | v-eB -7
By—aB*  ~v-—pBy -y 0
| By —aB By—pBy =By —
-
Bc: ;2 )
53
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x1
ze=| " . (42)
€3

T4

A representacao simplificada fica:

{ Te=Acxc + B.y (43)

u = Cox,

Embora a saida derivada (y) apareca como uma entrada para a formulacao em espago
de estados do controlador, ndao ha necessidade de uma medicao direta desta derivada. Esta
quantidade é exibida na formulacdo devido & presenca do termo washout sT,, na funcao
de transferéncia do PSS, que sintetiza uma aproximacao para a derivada da saida medida.
No entanto, a implementacao atual do projeto dos controladores serd baseado somente na

saida medida, usando a relacao:

y = Cjijj. (44)
Mais detalhes deste assunto podem ser vistos em (Ramos, 2005).

2.3 Sistema em Malha Fechada

A fim de analisar os sistemas em malha fechada como um todo (gerador sincrono

distribuido mais controlador PSS) define-se:

wj=[x”'], (45)

Le
e
_ A B;C,
Jj = ’ e ) (46)
B.C;A; A
onde 7 = 1,...,880, representando os 880 pontos de operagao e ¢ = 1, representando um

inico controlador PSS que proverd amortecimento adicional para todos os 880 pontos de
operagcao.

O problema em estudo consistiu em encontrar as matrizes do controlador (A, Be, C.)
considerando um critério de desempenho desejado. Um dos critérios mais normalmente
usados é que todos os autovalores da matriz flj apresentem um amortecimento minimo (g

desejado. Esta especificacdo define o lugar de autovalores de f_lj com desempenho aceitavel

17



como um cone no plano complexo. A Figura 4 ilustra isto, onde 6 = arccos((p).

Figura 4: Lugar de autovalores de A,

Foi utilizado a teoria de estabilidade quadratica de Lyapunov. A ideia consiste em

encontrar as matrizes A., B. ¢ C, e uma matriz P que satisfacam:

PT=P>0 (47)
ATP+ PA; <0 (48)
para j =1,...,880, onde as notacoes M > 0 e N < 0 indicam matrizes definidas positiva

e negativa respectivamente. Se existir as matrizes que satisfacam estas condicdes, cada
Zje de equilibrio é estavel localmente. Entretanto, ser estavel localmente nao ¢ um critério
suficiente de desempenho. Além disso, o amortecimento minimo de flj também é um
critério a ser alcangado. Para tanto, deve-se encontrar as matrizes A., B. e C. e uma

matriz P que satisfacam:

sen(@)(ﬁfp + PA4)) 008(9)(;1;”3 — PAj) -0 (49)
cos(@)(AJTP — PA)T sen(&)(f_l?P + PA;)

Y
onde 0 = arccos((p).
O cumprimento desta desigualdade garante estabilidade quadrética para o sistema no

ponto de equilibrio além de proporcionar o amortecimento desejado.
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3 Algoritmo de Iteracao V-K

A fim de encontrar as matrizes A., B. e C. do controlador e uma tunica matriz P
que satisfacam as desigualdades matriciais impostas na se¢do anterior proporcionando o
amortecimento minimo (o desejado e estabilidade quadrética, foi utilizado o algoritmo de
iteracao V-K (Olveira, 2009 e Kuiava, 2009).

3.1 Condicoes Iniciais

Os dados da planta (A;, B; e C}) ja sdo conhecidos. Sao necessarios sete estados para
definirem a mdiquina sincrona, assim A; € R7, BjeR™le(Cj e R,

O algoritmo de iteracao V-K é um método baseado em desigualdades matriciais lineares
que promovem um busca local por uma solucao factivel. Por conta disso, necessitam de
uma boa condi¢ado inicial para encontrar uma solucao factivel. As condi¢Oes iniciais para

o controlador PSS nos trés algoritmos foram:

a=0,10 (50)
| B =17,2079 (51)
| v = 26,3157 (52)
| K =0,000104 (53)

Estas condigbes iniciais proporcionaram um amortecimento minimo (¢) para o sistema
de 4% e foi solicitado no algoritmo de iteragdo V-K um amortecimento minimo de 5%
(Co = 0,05). As tnicas variaveis do controlador PSS foram v e K. O parametro o manteve-
se fixo porque ele estd associado & constante de tempo T, do filtro passa-alta, que deseja
ser fixo para que a selecdo dos sinais associados as oscilacées de velocidade também seja
fixa. O parametro § também manteve-se fixo porque caso nao fosse ele deixaria o sistema
nao linear ja que a matriz B, possui 4% e 83 em sua composicio, e deseja-se trabalhar com

sistemas lineares.

3.2 Algoritmo

Passo 1: Encontrar uma tnica matriz P que satisfaca (51) e (52) com as condiges

iniciais das matrizes A., B, e C. para inicializar o algoritmo;
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PT=P»~0 (54)

ATP+PA; <0 (55)

)
onde 7 =1,...,880.
Passo 2: Fixe os valores da matriz P obtidos anteriormente e minimize o sujeito as

entradas v de A. e K de C¢:

senQ(A?P + PA;) cos@([l?P — PA;)

_ _ - z -0l <0 56
COSG(A?P — PA)T SenH(A?P + PAj) (56)

onde 6 = arccos((y)

Passo 3: Se o < 0, pare; se nao, fixe os valores de A, e C. obtidos anteriormente e
minimize o sujeito as entradas de P, PT = P = 0 e (53).

Passo 4: Se 0 < 0, pare; se nao, retorne ao passo 2.

Para resolver as desigualdades matriciais lineares deste algoritmo foram utilizados trés
solvers para serem comparados: mincx, SeDuMi e SDPT3, um para cada algoritmo V-
K implementado. A implementacdo do algoritmo com o solver mincx foi efetuada na
plataforma LMILAB e os solvers SeDuMi e SDPT3 na plataforma YALMIP.

3.3 Pseudo-coédigos

Em virtude dos solvers mincx, SeDuMi e SDPT3 terem sido implementados em plata-
formas diferentes, serdo apresentados dois pseudo-cédigos nesta se¢do. A implementacao
do cédigo com o solver mincx requeriu alteragoes nas matrizes do controlador a fim isolar
a variavel a se determinar (y e K).

A matriz A. foi definida como:

- . ]
A—| 77 af - (57)
By—ap® y=pfy v
| By —aB® By—pBy v—By —7 |

O c6digo no solver mincx exigiu:
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1 0 0 0 0 0
01 00 —
A= Yo=Y N
0 8 10 0 ~ —v
0 8% B8 1 0 0 v -y
Definindo as matrizes:
(1 0 0 0
01 0 0
ACZ—
0 8 10
0 B% B 1
[0 0 0 ]
-
Ac2—
v = 0
. 0 fy _’Y_
e
[ o 00 0
—af 0 0 0
Ac?)* 9
—af? 0 0 0
—aB* 0 0 0

Logo a matriz A, é definida como:

Ac = A62A01 + AcB

7

onde a matriz A, possui a variavel a se determinar (7).

Entao, a matriz flj é:

] A B,C.
A=
B.CjA; AcnAca + A

Definiu-se também:
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Assim, as setencas matriciais ficam:

XA;j+ A X+
_ _ ZB.C;A; + ATCTBI zT
ATP+PA; = S
YB.CjA; + CIBI X
| A X — XA+
- _ ATCTBIZT — ZB.CjA;
ATP—PA; = a7 I

CTBYX — Y B.C;A;

X 7
Z/

Y

ZACZACI + ZACJ + A?Z+
XB;C.+ ATCI'BlY

ZTA; + ALALZT + ALZT+ YApAa +YAa + ALALY + ALY +

ZTBiC.+CI'B] Z

A?Z — ZAnAq — ZAs+
ATCTBlY — XB;C.

ALALZT + ALZT — ZTAj+ ALALY —YApAa — YA — ALY +

CIBTZ — 727 B;C.

Estas duas setencas matriciais compdem a desigualdade matricial 53.

3.3.1 Pseudo-cddigo do mincx
Inicio
Var i: inteiro

Para i de 1 até 880
Aj(i) < — dadodeentradaf(i)

Fim Para

Bj<—[0 0 0 0 866,6667 0 0]
Ci<—[0 1 0 0 0 0 0]

alfa < — 0,1

beta < — 7,2079

gama < — 26,3157

K < —0,000104

zeta < — 0,05

teta < — arccos(zeta)
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Ac < — |-alfa, 0, 0, 0; gama - alfa x beta, -gama, 0, 0; beta x gama - alfa x beta x
beta, gama - beta x gama, -gama, 0; beta x beta x gama - alfa x beta x beta x beta, beta
X gama - beta x beta x gama, gama - beta x gama, -gama]

Be < — [1; beta; beta x beta; beta x beta x betal

CC < —10,0,0, K]

Para i de 1 até 880
A(i) < — [Aj(i), Bj x Cc; Be x Cj x Aj, Ac]

Fim Para

Var P[11][11]: real
ineql < — P >=0

Para i de 1 até 880
ineql < —ineql + A(i))xP +Px A <=0

Fim Para

Solugdo < — solver(ineql)

Var passo < — 0

Paraide 1l até 10

passo < — passo + 1

Var gama: real

Var K: real

Acl < —10,0,0,0; v, =, 0,0; 0, v, =, 0; 0, 0, v, —7]
Ac2 < —[1,0,0,0;0,1,0,0;0, 8,1, 0; 0, 32, 3, 1]
Ac3 < — [~a, 0,0, 0; —af3, 0, 0, 0; —aB%, 0,0, 0; —aB3, 0, 0, 0]
Be < — [1; beta; beta x beta; beta x beta x betal

CC <—10,0,0, K|

X < — P(1:7,1:7)

Y < — P(8:11,8:11)

Z < — P(1:7,8:11)

Var sigma: real
I1 < — Matriz Identidade (7 x 7)
[2 < — Matriz Identidade (4 x 4)

Para i de 1 até 880
ineq2[1][1] < — sen(teta) x [Aj(i)’ x X + X x Aj(i) + Z x Be x Cj x Aj(i) + Aj(i)’
x CjxBc'x 7 - 0 x 11]
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ineq2|1]|2] < — sen(teta) x [Aj(i)’ x Z + Z x Ac2 x Acl + Z x Ac3 + Aj(i)’ x Cj’
x Be’xY + X x Bj x Cc]

ineq2[2][2] < — sen(teta) x [Acl’ x Ac2’x Y + Y x Ac2 x Acl + Ac3’ x Y + Ac3
xY+CxBjxZ+ZxBjxCc-oxI2

ineq2[1][3] < — cos(teta) x [Aj(i)’ x X - X x Aj(i) + Aj(i) xC)’ x B’ x 2" + Z x
Be x Cj x Aj(i)]

ineq2[1][4] < — cos(teta) x [Aj(i)’ x Z - Z x Ac2 x Acl - Z x Ac3 + Aj(i)’ x Cj’ x
Bc'x Y - X x Bj x C¢l

ineq2|2][3] < — cos(teta) x |2’ x Aj(i) + Acl’x Ac2’xZ" + Ac3’x Z - Y x Be x Cj
x Aj(i) + Cc¢’ x Bj’ x X]

ineq2[2][4] < — cos(teta) x [Acl”’ x Ac2 x Y - Y x Ac2 x Acl + Ac3’ x Y + Y x
Ac3 -7’ x Bj x Cc + Cc¢’ x Bj’ x Z]

ineq2[3][3] < — sen(teta) x [X x Aj(i) + Aj(i)’ x X + Z x Be x Cj x Aj(i) + Aj(i)’
x CjxBc'x7Z -0 x11]

ineq2(3][4] < — sen(teta) x [Aj(i)’ x Z + Z x Ac2 x Acl + Z x Ac3 + Aj(i)’ x Cj’
x Bc’x Y + X x Bj x Cc]

ineq2[4][4] < — sen(teta) x [Acl’ x Ac2’x Y + Y x Ac2x Acl + Ac3’xY + Y x
Ac3 + Cc’xBj’xZ + 7' xBjx Cc -0 x12]

Fim Para
Solugdo < — solver(ineq2)

Se sigma < 0
Parar o Algoritmo
Fim Se

Var P[11][11]: real

Var sigma: real

Para i de 1 até 880
M(i) < — [sen(teta) x (A(i)’ x P + P x A(i)), cos(teta) x (A(1)’ x P - P x A(i));
cos(teta) x (A(i)’ x P - P x A(i))’, sen(teta) x (A(i)’ x P + P x A(i))]

Fim Para

ineg3 < — P >0

Para i de 1 até 880
ineq3 < — ineq3 + (M(i) + sigma x I <= 0)

Fim Para
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Solucdo < — solver(ineq3)

Se sigma < 0
Parar o Algoritmo

Fim Se
Fim Para
Fim Inicio
3.3.2 Pseudo-cdodigo do SeDuMi e SDPT3
Inicio
Var i: inteiro

Para i de 1 até 880
Aj(i) < — dadodeentradaf(i)

Fim Para

Bj<—1[0 0 0 0 866,6667 0 0

Cij<—[0 1 0 0 0 0 0]

alfa < — 0,1

beta < — 7,2079

gama < — 26,3157

K < —0,000104

zeta < — 0,05

teta < — arccos(zeta)

Ac < — [-alfa, 0, 0, 0; gama - alfa x beta, -gama, 0, 0; beta x gama - alfa x beta x
beta, gama - beta x gama, -gama, 0; beta x beta x gama - alfa x beta x beta x beta, beta
X gama - beta x beta x gama, gama - beta x gama, -gama|

Bce < — |15 beta; beta x beta; beta x beta x betal

CC < —10,0,0, K]

Para i de 1 até 880
A(i) < — [Aj(i), Bj x Cc; Be x Cj x Aj, Ac|

Fim Para

Var P[11][11]: real
ineql < — P >=10

Para i de 1 até 880
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ineql < —ineql + A(i))xP +PxA <=0

Fim Para

Solugdo < — solver(ineql)

Var passo < — 0

Para i de 1 até 10
passo < — passo + 1

Var gama: real

Var K: real

Ac < — [-alfa, 0, 0, 0; gama - alfa x beta, -gama, 0, 0; beta x gama - alfa x beta x
beta, gama - beta x gama, -gama, 0; beta x beta x gama - alfa x beta x beta x beta, beta
X gama - beta x beta x gama, gama - beta x gama, -gama]

Be < — [1; beta; beta x beta; beta x beta x betal

CC <—10,0,0, K|

Para i de 1 até 880
A(i) < —|Aj(i), Bj x Cc; Be x Cj x Aj, Ac]

Fim Para

Para i de 1 até 880
M(i) < — [sen(teta) x (A(i)’ x P + P x A(i)), cos(teta) x (A(i)’ x P - P x A(i));
cos(teta) x (A(1)’ x P - P x A(i))’, sen(teta) x (A(i)’ x P + P x A(i))]

Fim Para

Var sigma: real
I < — Matriz Identidade (22x22)
ineq2 < — 0

Para i de 1 até 880
ineq2 < — ineq2 + (M(i) + sigma x I <= 0)

Fim Para
Solugao < — solver(ineq2)

Se sigma < 0
Parar o Algoritmo
Fim Se

Var P[11][11]: real

Var sigma: real
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Para i de 1 até 880
M(i) < — [sen(teta) x (A(i)’ x P + P x A(i)), cos(teta) x (A(1)’ x P - P x A(i));
cos(teta) x (A(i)’ x P - P x A(i))’, sen(teta) x (A(i)’ x P + P x A(i))]

Fim Para

ineq3 < — P >0

Para i de 1 até 880
ineq3 < — ineq3 + (M(i) + sigma x I <= 0)

Fim Para
Solucdo < — solver(ineq3)

Se sigma < 0
Parar o Algoritmo
Fim Se

Fim Para

Fim Inicio
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4 Coédigo Implementado

Neste capitulo serd apresentado cada uma das implementacoes dos trés solvers: mincx
na plataforma LMILAB e SeDuMi e SDPT3 na plataforma YALMIP, para a obtencao do
controlador por realimentacao de saida (PSS) do sistema em estudo (maquina sincrona)
através do algoritmo de iteragao V-K.

Os codigos foram executados no MatLab versdo 7.9.0 (R2009b) num computador de 64
bits, com processador Intel Core i3 de 2,53 GHz, com 2,0 GB de RAM.

Os apéndices F, G e H apresentam as implementacoes para a obtencdo de um tnico
controlador para os 880 pontos de operacao do sistema através dos solvers mincx, SeDuMi
e SDPT3 respectivamente. Detalhes dos principais comando utilizados estao presentes no
Apéndice E.

4.1 Condigoes Iniciais

A fim dos algoritmos convergirem, sao necessarias boas condigbes iniciais para os pa-
rametros das matrizes A., B. e C.. Para os trés algoritmos implementados as condigoes
iniciais foram: o« = 0,1, § = 7,2079, v = 26,3157, K = 0.000104 ¢ ¢ = 0,05. Estas
condicbes iniciais proporcionam um amortecimento minimo do sistema préximo de 0,04 ou
4% para os 880 pontos de operacao e deseja~se que o algoritmo encontre um amortecimento
minimo superior a 5% para os 880 pontos de operacao, variando somente os parametros 7y

da matriz A. e K da matriz C..
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5 Resultados de Cada Cédigo

As implementagoes do solver mincx na plataforma LMILAB e dos solvers SeDuMi e
SDPT3 na plataforma YALMIP alcancaram seu objetivo, permitindo obter os resultados

deste capitulo.

5.1 Resultados

As implementagoes dos trés solvers obteveram éxito. Os programas encontraram um
inico controlador PSS satisfazendo todas as desigualdades matriciais impostas, além de
encontrar uma matriz P e a exigéncia de amortecimento minimo de 5% para os 880 pontos
de operacao.

A Tabela 1 fornece o tempo para cada solver para encontrar um controlador para os
880 pontos de operagao, a sua precisao requerida e o amortecimento minimo alcancado.

Percebe-se pela Tabela 1 que o programa implementado pelo solver SeDuMi apresentou
o menor tempo de processamento para convergir. Quanto & precisdo, percebe-se que o
solver SDPT3 apresentou a maior precisdo entre os demais solvers. Além disso, os trés
solvers cumpriram a exigéncia de amortecimento minimo superior a 5%, com maior valor
do solver mincx.

Os trés algoritmos implementados convergiram na primeira iteragdo e no Passo 3 da

iteracao V-K.

5.2 Cumprimento das Desigualdades Impostas

O cumprimento das desigualdades impostas no algoritmo de interacao V-K fornece
um amortecimento minimo (o desejado, além de garantir estabilidade local do ponto de
equilibrio. No caso das implementagoes realizadas (o = 5%. Este é o beneficio e proposito
do algoritmo: aumentar o amortecimento minimo da planta. No caso a planta é uma
magquina sincrona conectada ao barramento infinito e aumentar seu amortecimento minimo
significa reduzir os danos impostos & maquina devido as oscilagoes de baixa frequéncia
quando submetidos a pequenas perturbagoes. Assim sendo, a fung¢do do PSS é prover um
amortecimento adicional & méquina sincrona.

Como pode ser visto na Figura 5, a malha direta do sistema em estudo, ou seja, somente
a maquina sincrona apresenta um amortecimento minimo para os 880 pontos de operacao
inferior a 5% (reta), no caso menor ainda que 2,93%.

As implementacoes dos trés solvers cumpriram as desigualdades impostas no algoritmo
de interacao V-K fornecendo um amortecimento minimo maior ou igual a 5% para cada

ponto de operagao, além de garantir estabilidade local do ponto de equilibrio.
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Tabela 1: Resultado das Implementagoes

Solver | Tempo (h:min:s) | Precisdo | Amortecimento minimo (%)
mincex 00:46:09 1x1073 17,3
SeDuMi 00:18:32 1x10~% 12,8
SDPT3 00:27:00 1x107° 6,3
Amortecimento minimo de cada ponto de operacéo
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Figura 5: Amortecimento versus Ponto de Operacao

5.2.1 Resultados mincx

A convergéncia do solver mincx forneceu K = 1,042 e v = 167, 886, as Gnicas varidveis
do controlador. Assim sendo, o controlador PSS apresenta todos os seus parametros defi-
nidos. A Figura 6 fornece o amortecimento minimo de cada ponto de operacao com estes
valores dos parametros convergidos do controlador PSS, onde se observa que o amorteci-

mento minimo de 5% foi alcangado.

5.2.2 Resultados SeDuMi

A convergéncia do solver SeDuMi forneceu K = 0,0006 e v = 23,7490, as tunicas
varidveis do controlador. Assim sendo, o controlador PSS apresenta todos os seus para-
metros definidos. A Figura 7 fornece o amortecimento minimo de cada ponto de operacao
com estes valores dos parametros convergidos do controlador PSS, onde se observa que o

amortecimento minimo de 5% foi alcancado.

5.2.3 Resultados SDPT3

A convergéncia do solver SDPT3 forneceu K = 0,00026 e v = 26,26750, as tinicas
varidveis do controlador. Assim sendo, o controlador PSS apresenta todos os seus para-

metros definidos. A Figura 8 fornece o amortecimento minimo de cada ponto de operagao
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Amortecimanto Minimo de Cada Ponto de Operagde
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Figura 6: Amortecimento Minimo de Cada Ponto de Operacao segundo o mincx

Amortecimento Minimo de Cada Ponto de Operaco
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Figura 7: Amortecimento Minimo de Cada Ponto de Operacao segundo o SeDuMi
com estes valores dos parametros convergidos do controlador PSS, onde se observa que o
amortecimento minimo de 5% foi alcancgado.

5.3 Resposta ao Degrau

A fim de analisar os efeitos do controlador PSS encontrado para cada solver, foram
escolhidos trés pontos de operacao. Para cada um destes pontos de operacao, a entrada

recebeu um degrau unitério e foi analisada a saida do sistema.
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Figura 8: Amortecimento Minimo de Cada Ponto de Operacao segundo o SDPT3

5.3.1 Ponto de Operagao 150

Para este primeiro exemplo foi escolhido o ponto de operacao de namero 150 no conjunto
de 880 pontos. Este ponto de operagéo proporcionou um amortecimento minimo de 27,3%
pelo solver mincx, 13,1% pelo solver SeDuMi e 6,5% pelo solver SDPT3.

A Figura 9 ilustra a resposta ao degrau para o sistema para um tempos de 10 s.
Observa-se que os solvers apresentaram um sinal de saida com tempo menor para chegar
ao regime permanente que o sinal de saida da planta, que é caracteristico de sistemas
mais amortecidos. Percebe-se pela A Figura 9 que a ordem crescente de respostas que
chegaram ao regime permanante (mincx, SeDuMi, SDPT3 e Planta) é justamente a ordem
decrescente de amortecimento minimo encontrado para o ponto de operagao 150 (mincx,

SeDuMi, SDPT3 e Planta).

5.3.2 Ponto de Operagao 450

Para este exemplo foi escolhido o ponto de operacao de niimero 450 no conjunto de 880
pontos. Este ponto de operacio proporcionou um amortecimento minimo de 17,9% pelo
solver mincx, 16,2% pelo solver SeDuMi e 7,7% pelo solver SDPT3.

A Figura 10 ilustra a resposta ao degrau para o sistema para um tempos de 10 s.
Observa-se que os solvers apresentaram um sinal de saida com tempo menor para chegar
ao regime permanente que o sinal de saida da planta, que é caracteristico de sistemas
mais amortecidos. Percebe-se pela A Figura 10 que a ordem crescente de respostas que
chegaram ao regime permanante (mincx, SeDuMi, SDPT3 e Planta) é justamente a ordem
decrescente de amortecimento minimo encontrado para o ponto de operagao 450 (mincx,

SeDuMi, SDPT3 e Planta).
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Figura 9: Resposta ao Degrau para o Ponto de Operacao 150
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Figura 10: Resposta ao Degrau para o Ponto de Operacao 450

5.3.3 Ponto de Operagao 750

Para este exemplo foi escolhido o ponto de operacao de nimero 750 no conjunto de 880

pontos. Este ponto de operacio proporcionou um amortecimento minimo de 19,6% pelo

solver mincx, 14,5% pelo solver SeDuMi e 7,3% pelo solver SDPT3.

A Figura 11 ilustra a resposta ao degrau para o sistema para um tempos de 10 s.
Observa-se que os solvers apresentaram um sinal de saida com tempo menor para chegar

ao regime permanente que o sinal de saida da planta, que é caracteristico de sistemas
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mais amortecidos. Percebe-se pela A Figura 11 que a ordem crescente de respostas que
chegaram ao regime permanante (mincx, SeDuMi, SDPT3 e Planta) é justamente a ordem
decrescente de amortecimento minimo encontrado para o ponto de operagao 750 (mincx,
SeDuMi, SDPT3 e Planta).

Step Response

Plantz
mine:
SeDundi | |
SDPT3

Am plituche:

| | | | |
5 3 7 a a 10

Time (sex)

Figura 11: Resposta ao Degrau para o Ponto de Operagao 750
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6 Conclusoes

Todas as etapas deste projeto de pesquisa foram cumpridas, permitindo tirar as con-
clusbes a seguir.

Os trés solvers em andlise: mincx, SeDuMi e SDPT3 cumpriram com seu objetivo:
fornecer um tunico controlador com realimentacao de saida (PSS) para todos os 880 pontos
de operacao do gerador sincrono distribuido respeitando todas as desigualdades impostas
da técnica de iteracdo V-K. Como resultado, o sistema como um todo apresentou um
amortecimento minimo superior a 5% (vide Figuras 6, 7 e 8) para todos os pontos de
operagao do gerador sincrono distribuido, além de garantir estabilidade quadratica para
todos os pontos de equilibrio do sistema.

Os trés solvers conseguiram cumprir seu objetivo para diferentes niveis de precisao
requeridos e tempos de processamento. Como pode ser observado na Tabela 1, o algoritmo
solver SeDuMi convergiu em menor tempo. No entanto, o que apresentou maior precisao
durante o processo de convergéncia foi o solver SDPT3. Assim, os solvers SeDuMi e
SDPTS3, de licenca gratuita, apresentaram desempenho semelhante ou melhor em relagao ao
solver mincx, que requer licenca paga de uso, no projeto de controladores por realimentacao
de saida.

Outra medida de comparacao que pode ser analisada ¢é a facilidade no uso dos solvers
segundo sua plataforma. O solver mincx requer sua implementacado na plataforma LMI-
LAB enquanto os solvers SeDuMi e SDPT3, na plataforma YALMIP. A implementacio
dos solvers na plataforma YALMIP apresentou maior facilidade, pois as definicbes das
desigualdades nao exigiam que fossem em funcao das varidveis ou matrizes a se determinar
como foi o caso na plataforma LMILAB. A implementacao na plataforma LMILAB exigiu
mais linhas de cédigo que na implementacgao na plataforma YALMIP.

Assim sendo, o solver que apresentou melhor desempenho segundo o tempo de pro-
cessamento necessario foi o SeDuMi. No entanto, os solvers SDPT3 e mincx também
cumpriram com o seu objetivo de projeto: fornecer um controlador por realimentacdo de

saida para todos os 880 pontos de operacao.
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A Algebra Linear

Este capitulo fornece uma revisdo dos conceitos fundamentais de &lgebra linear que

embasam o problema em estudo.

A.1 Autovalores e Autovetores de uma Matriz

Defini¢ao A.1.1: Seja A uma matriz quadrada de ordem n, x # 0 é um vetor em C",

e A & um escalar em C. Entdo x é um autovetor de A com autovalor A se

Ax = \x.

Exemplo A.1.1: Considere a matriz:

204 98 26
—280 —134 36

A_ =
716 348 —90
—472 =232 60
e 08 vetores
_ , _
—1
X =
2
5
-3
4
y =
—10
4
-3
7 =
8
1
-1
W =
4
0
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—10
14
—36
28

(67)

(69)

(70)

(71)
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Entao

Y

204
—280
716
—472

98
—134
348
—232

—26
36
-90
60

—10
14
—36
28

e dessa forma x é um autovetor de A com autovalor A = 4. Tem-se também

204
—280
716
—472

98
—134
348
—232

—26
36
-90
60

—10
14
—36
28

0
0
1o
0

e dessa forma y é um autovetor de A com autovalor A = 0. Tem-se também

e dessa forma

204
—280
716
—472

98
—134
348
—232

—26
36
-90
60

—10
14
—36
28

16

z & um autovetor de A com autovalor A\ = 2.

204
—280
716
—472

98
—134
348
—232

—26
36
-90
60

—10
14
—36
28

Tem-se também

e dessa forma w é um autovetor de A com autovalor A = 2.

—4x  (73)
=0y  (74)
=92, (75)
—ow  (76)

Neste exemplo, foram mostrados quatro autovalores de A. Entretanto, qualquer escalar

nao-nulo multiplo de um autovetor é também um autovetor. No exemplo acima, definindo

u = 30x, tem-se
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Au = A(30x) = 30Ax = 30(4x) = 4(30x) = 4u,

(77)



e assim, u também é um autovetor de A para o mesmo autovalor, A = 4.
Os vetores z e w sao ambos autovetores de A para o mesmo autovalor A = 2, no entanto
z ¢ w nao sdo multiplos escalares um do outro. Quando sao somados para formar v = z

+ w, e multiplicados por A, tem-se

Av=A(z+w)=Az+Aw =2z + 2w = 2(z+ W) = 2v, (78)

e v também é um autovetor de A para o autovalor A = 2.
O vetor y é um autovetor de A para o autovalor A = 0, assim Ay = Oy = 0. Mas isso

também significa que y pertence ao nicleo de A (y € N(A)).

A.2 Polinbmios e Matrizes

Se uma matriz é quadrada, todas as operagoes de um polindmio preservam a ordem da
matriz. Entao, é natural relacionar um polinémio com uma matriz, substituindo a variavel
do polindémio por uma matriz.

Exemplo A.2.1: Seja

p(x) = 14 — 192 — 322 — 723 4 2%, (79)
-1 3 2

D=| 1 0 -2 (80)
-3 1 1

Entao sera calculado p(D). Primeiro, calcula-se as poténcias necessarias de D. Note

que D é definido como a matriz identidade I3.

1 00
D'’=|0 10 (81)
00 1
-1 3 2
D'=D=| 1 0 -2 (82)
-3 1 1
-1 3 2 -1 3 2 -2 -1 —6
D’=DD!=| 1 0 -2 1 0 -2|=|5 1 0 (83)
-3 1 1 -3 1 1 1 -8 -7
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-1 3 2 -2 -1 —6 19 -12 -8

D}=DD?’=| 1 0 -2 5 1 0 |=|-4 15 8 (84)
-3 1 1 1 -8 -7 12 -4 11
-1 3 2 19 —12 -8 —7 49 54
D=DD*=| 1 0 -2 -4 15 8 | =] -5 -4 =30 (85)
-3 1 1 12 —4 11 —49 47 43
Entao,
p(D) = 14 + 19D — 3D? — 7D? + D, (86)
0 0 -1 3 2 -2 -1 -6
pD)=14{0 1 0|+19| 1 0 —2|-3| 5 1 0 |- (87)
0 1 -3 1 1 1 -8 -7
19 —12 -8 —7 49 54
7| -4 15 8 |+]| =5 —4 —30 (88)
12 —4 11 —49 47 43
—139 193 166
p(D)=| 27 -—98 —124 (89)
~193 118 20

Note que p(x) pode ser fatorado da seguinte forma

p(x) =14 +19z — 322 — T2 + 2t = (2 — 2)(z — 7)(x + 1)? (90)

Como D comuta-se consigo mesmo, pode-se utilizar a distributividade da multiplicacao

de matrizes e adi¢do de matrizes, assim calcula-se p(D) usando a forma de p(x),

p(D) =14+ 19D — 3D? — 7D + D* = (D — 213)(D — 7I3)(D + I3)? (91)
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-3 3 2 -8 3 2 0 3 21 [-139 193 166

=l 1 -2 -2 1 -7 -2 1 1 -2 | =| 27 -98 —124

-3 1 1 -3 1 —6|| -3 1 2 ~193 118 20
(92)

Este exemplo mostrou que ¢ comum calcular um polindmio com uma matriz e que a

forma fatorada do polinémio é tdo boa quanto a forma expandida.

A.3 Existéncia de Autovetores e Autovalores

Neste topico serd demostrado que toda matriz tem pelo menos um autovalor (e um
autovetor relacionado a este autovalor).

Teorema 2.3.1: Toda matriz tem um autovalor

Seja A uma matriz quadrada. Entdo A tem pelo menos um autovalor.

Prova: Suponha que A tenha ordem n, tome x como qualquer vetor ndo-nulo de C™.

Considere o conjunto

S = {x,Ax, A’x, A3x,...,A"x} (93)

Este ¢ um conjunto de n+ 1 vetores de C™, e dessa forma S é um conjunto linearmente
dependente. Seja ag,ai,as,...,a, um conjunto de n + 1 elementos de C', nao todos nulos,

que fornece uma relacdo de dependéncia linear em S. Assim sendo,

aoX + a1 Ax + asA’x + asA3x + -+ a,A"x =0 (94)

Um dentre os escalares a; deve ser ndo-nulo. Assim, suponha que ag # 0, e a1 = as =
az = -+ =ay = 0. Entdo apx = 0, e assim ap = 0 ou x = 0, 0o que é uma contradicao.
Desta forma, a; # 0 para algum 7 > 1. Seja m o maior inteiro tal que a,, # 0. Como visto
anteriormente, m > 1. Pode-se assumir que a,, = 1, caso nao seja, basta substituir cada
a; por a;/a,, para obter os escalares que fornecem uma relacao de dependéncia linear em

S.

Definindo o polinémio

p(x) = ag + a1x + aox® + azx>® + - + a;px™, (95)

sabe-se que p(x) pode ser fatorado em fatores da forma (x — b;), em que b; € C. Assim,
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existem escalares by, bo, bs, ..., by, tais que

p(x) = (x = b)) (x = bp—1) -~ (x = bg)(x — b2)(x — b1) (96)
Assim sendo,
0= apx + a1 Ax + a2 A’x + asA3x + - - - + a, A"x (97)
= aoX + a1 AX + agA’x + a3A3x + - - + 4 Ax (98)
= (aolp + a1A + a2A® + a3A® + - + a4, A™)x = p(A)x (99)
= (A = b L) (A — b_11,) -+ (A — b3 ) (A — boI,) (A — b1 I,)x (100)

Seja k o menor inteiro tal que

(A = b)) (A — be_1L,) - (A — bsIn) (A — bol,) (A — b11,)x = 0 (101)

Da equacao anterior, sabe-se que k < m. Definindo o vetor z como

zZ — (A — bk—IIn) L (A - bsIn)(A - bQIn)(A - blfn)X (102)

)

note que por definicao de k, o vetor z deve ser ndo-nulo. No caso em que k = 1, z ¢é definido

por z = x, sendo z ainda nao-nulo. Agora tem-se

(A —bpL)z = (A — b)) (A — be_11,) - (A — bsL,) (A — bo,))(A — by I,)x =0 (103)

Y

0 que permite escrever

Az = (A+0)z = (A—bpl,+biI,)z = (A—bl,)z+bi Iz = 0+bp Iz = b Iz = bz (104)
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Como z # 0, esta equagdo diz que z é um autovetor de A para o autovalor A = by

Dessa forma, demonstrou-se que toda matriz quadrada A tem pelo menos um autovalor.

A.4 Polindbmio Caracteristico

Definicao A.4.1: Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Entdo, o polinémio
caracteristico de A & o polinémio p4(z) definido por

pa(x) = det(A — x1,).

(105)
Exemplo A.4.1: Polinémio caracteristico de uma matriz de ordem 3. Considere a matriz
-13 -8 —4
F = 12 7 4 (106)
24 16 7
Entao
—-13—-x -8 —4
pr(x) = det(F — xI3) = 12 T-x 4 (107)
24 16 7-—x
7T—x 4 12 4 12 7T—x
=(—-13—x) + (—8)(—1) —4) (108)
16 7—x 24 7T—x 24 16

= (—13 — x)((7 — x)(7 — x) — 64) + 8(12(7 — x) — 96) + (—4)(12(16) — 24(7 — x)) (109)

=34+5x+x>—x>=—(x—3)(x+1)> (110)

Teorema A.4.1: Autovalores de uma matriz sdo raizes do polindmio caracteristico.

Seja A uma matriz quadrada. Entao A é um autovalor de A se, e somente se, p(A —
A,) = 0.

Prova: Suponha que A tenha ordem n.

A é autovalor de A <= existe x # 0 tal que Ax
Ax — Mx = 0 <= existe x # 0 tal que Ax — A\[;x = 0 <=

existe x # 0 tal que
(A—=X)x=0 < (A —)\I,) ésingular <= det(A —\,,) =0 <= pa(x)=0

Ax <= existe x # 0 tal que
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Exemplo A.4.2: Autovalores de uma matriz de ordem 3.

Como visto no exemplo A.4.1, o polinémio caracteristico da matriz

-13 -8 —4
F= 12 7 4 (111)
24 16 7
¢ dado por pr(x) = —(x — 3)(x + 1)2. Do teorema 2.4.1, pode-se encontrar os autovalores
da matriz F facilmente, sendo eles as raizes do polinémio caracteristico, x =3 ex = —1

A.5 Propriedades de Autovalores e Autovetores

Teorema A.5.1: Autovetores de autovalores distintos sdo linearmente independentes.

Seja A uma matriz quadrada de ordem n e S = {z1,22,23,...,2,} um conjunto de
autovetores associados aos autovalores Ai, A2, A3, ..., A, tal que A\; # \j para i # j. Entdo
S é um conjunto linearmente independente.

Teorema A.5.2: Matrizes singulares possuem autovalores nulos.

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Entao A é singular se, e somente se, A =0
é um autovalor de A.

Equivaléncia da matriz ndo singular

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. As seguintes afirmacoes sdo equivalentes:

1. A é nao singular
2. O espaco nulo de A contém apenas o vetor nulo, N(A) = 0;

3. O sistema linear Ax = b tem solucdo Gnica para qualquer escolha possivel do vetor
b;

4. As colunas de A formam um conjunto linear independente;
5. A é invertivel;

6. As colunas de A formam uma base de C™;

7. O posto de A é n, rank(A) = n;

8. O determinante de A é nao-nulo, det(A) # 0;

9. A =0 nao é um autovalor de A.

Teorema A.5.3: Seja A uma matriz quadrada e A um autovalor de A. Entao a\ é

um autovalor de a/A.
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Prova: Seja x # 0 um autovalor de A para A. Entao

(aA)x = a(Ax) = a(Ax) = (a\)x (112)

E dessa forma, x # 0 &€ um autovetor de aA para o autovalor a\.

Teorema A.5.4: Autovalores de Poténcias de Matrizes.

Seja A uma matriz quadrada, A um autovalor de A e s > 0 um inteiro. Entao A* é um
autovalor de A°.

Teorema A.5.5: Autovalores de uma Matriz Inversa.

Seja A uma matriz quadrada ndo singular e A um autovalor de A. Entao 1/A é um
autovalor da matriz A~1.

Teorema A.5.6: Autovalores de uma Matriz Transposta.

Seja A uma matriz quadrada e A um autovalor de A. Entao A\ é um autovalor da matriz
Al

Teorema A.5.7: Autovalores de matrizes reais vém em pares conjugados.

Seja A uma matriz quadrada em valores reais e x um autovetor de A para o autovalor
A. Entdo x é um autovetor de A para o autovalor \.

Prova:

Ax = Ax = Ax = \x = X (113)

Assim, X é um autovetor de A para o autovalor .
Teorema A.5.8: Numero maximo de autovalores de uma matriz.
Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Entao A nao pode ter mais do que n

autovalores distintos.
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B Equacoes Diferenciais

Este capitulo fornecera conceitos fundamentais de equagoes diferenciais que serdo uteis

para o problema em estudo.

B.1 Equacgoes Diferenciais

Uma equacao diferencial é uma relagdo entre uma ’fungdo incégnita’ e suas derivadas
ou diferenciais.

Exemplo B.1.1:
1. g(t) = f(t), em que ¥ denota %;
2. 9(t) — 2y(t) = 0;

3.y (t) + (cos(t))ii(t) — ty(t) = 0;

Bv(t,av)2 8v(t,x)2 .
4. ot? + oz 0;

5. M(z,y)dx + N(z,y)dy =0

Defini¢cao B.1.1: Uma equagao diferencial ordinaria (E. D. O.) é uma equagao dife-
rencial na qual a funcdo incégnita depende apenas de uma variavel.

Os itens 1, 2, 3 e 5 do Exemplo B.1.1 sdo exemplos de E.D.O.s.

Definigao B.1.2: Uma equacao diferencial parcial (E. D. P.) é uma equagao diferencial
na qual a funcao incégnita depende de mais de uma varidvel.

O item 4 do Exemplo B.1.1 é um exemplo de E.D.P.

Definicao B.1.3: A ordem de uma equacio diferencial é a ordem da mais alta derivada
da fungado incégnita.

Assim, a equagdo do item 1 do Exemplo B.1.1 é de primeira ordem, o item 2 é de
segunda ordem e o item 3 é de terceira ordem.

Defini¢ao B.1.4: Seja f : [a,b] — R uma funcao continua. O Teorema Fundamental

do Célculo implica que a funcao

F(t):/tf(s)ds,agtgb (114)

7

e ainda F'(a) = 0. Neste caso, F(t) é uma solugdo do problema de valor inicial (P.V.1.)

(115)

Exemplo B.1.2:

o1



1_{y=y
y(0)=1

Prova:

2.{y=%@+w

y(0)=0
Prova:

3 { y=-y

y(0) =0
Prova:

¢ um P.V.L cuja solugdo é y(t) = €.

§=2t(y+1)

dy

= =2y +1

7 (y+1)
d(e” — 1)

—2[(e” — 1) +1
pr [(e ) +1]
2tet2 = 2tet2

y0)=e” —1=1-1=0

¢ um P.V.I. cuja solucao é y(t) = sen(t).

y=-y
d%y B
="
d*(sen(t))
— g = —sen(t)
d(cos(t))
— = —sen(t)
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¢ um P.V.L cuja solucdo é y(t) = e!” — 1.

(116)

(117)

(118)
(119)

(120)

(121)

(122)

(123)
(124)

(125)

(126)

(127)

(128)

(129)



—sen(t) = —sen(t) (130)

y(0) = sen(0) =0 (131)

B.2 Equacgao Diferencial de Primeira Ordem

Definicao B.2.1: Uma equagio diferencial linear de primeira ordem é uma equacao

da forma:

J+alt)y = b(t) (132)

em que a(t) e b(t) sdo fungdes continuas num intervalo I.
Exemplo B.2.1:

1. y = 3y é uma equagao diferencial de primeira ordem pois g(¢,y) = 3y ¢ linear em y;

2. 9 = t?y + cos(t) ¢ uma E.D.O. linear de primeira ordem, pois g(t,y) = t?y ¢ linear

e y;

3. 9 = ty?+cos(t) ndo ¢ E.D.O. linear de primeira ordem, pois g(t,y) = ty? nao ¢ linear

em y;

4. § = tecos(y) + t ndo é E.D.O. linear de primeira ordem, pois g(t,y) = tcos(y) nao é

linear em y.

Definicao B.2.2: Uma equagao diferencial linear ¢ homogénea quando b(t) = 0. As-

sim, uma equagao diferencial linear homogénea é definida por:

y+a(t)y=0 (133)

)

em que a(t) ¢ uma fun¢do continua num intervalo 1.
A equacao pode ser resolvida facilmente. Dividindo ambos os membros da equagao por

y, obtém-se

Vo 4
y (t) (134)

Y

lembrando-se que ¥ = d(ln |y(t)[)

v it tem-se que a equacao pode ser reescrita como:
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d

o[y (®))) = —a(®) (135)

7

integrando-se ambos os membros, obtém-se:

In|y(t)] = —/a(t)dt + Ky (136)

7

em que k1 é uma constante de integracdo. Resolvendo encontra-se

WGHZawG:/Mﬂﬁ+kﬁ (137)

Logo,

y(t) = k:exp(/a(t)dt). (138)

Exemplo B.2.2: Determinar a solucao geral da equagao:

§+2ty =0 (139)

Solugao: Neste caso a(t) = 2t. Assim,

y(t) = ke~ J ot — = J2tdt ke "’ (140)

Portanto,

y(t) = ke ¥, (141)

é a solugao geral.
Defini¢cao B.2.3: Uma equagao diferencial linear é ndo homogénea quando b(t) # 0.

Assim, uma equacao diferencial linear nao homogénea é definida por:

J+alt)y = b(t) (142)

7

em que a(t) e b(t) sdo fungoes continuas num intervalo L.
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B.3 Equacao Diferencial Linear de Segunda Ordem

Definicao B.3.1: Uma equacao diferencial linear de segunda ordem é uma equacao

da forma

9

em que a(t), b(t) e g(t) sdo fungdes continuas num intervalo I.

Quando ¢(t) # 0 a equagdo é chamada linear ndo homogénea.

§+a(t)y+bt)y = g(t)

(143)

Exemplo B.3.1: Sao exemplos de equagoes diferenciais lineares de segunda ordem:

1. §j— 2 +y = 0;

2. 2t%j 4+ 3ty —y = 0;

3. i+ 9 — 6y = sen(t) + te.

Teorema B.3.1: Se as funcoes a(t), b(t) e g(t) forem continuas num intervalo I, entao

dados tg € I e yo,20 € R, o P.V.IL.

possui uma tnica solugao y = y(t), a qual esta definida para todo t € I.

Exemplo B.3.2: A fungdo y(t) = 1 — et ¢ a solugao tinica do P.V.I.

Prova:

§+a(t)y+b(t)y =g(t)
y(to) = vo
y(to) = 20

j+i=0,

j+3=0

Py dy
a2 dt

() + () =0

—eT+e =0
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(144)

(145)

(146)
(147)
(148)

(149)

(150)



y0)=1-e%=1-1=0 (151)

y(0)=eV=1 (152)

Teorema B.3.2: Suponha-se que a(t) e b(t) sejam fungdes continuas num intervalo I.

Entao existem duas solucoes y1(t) e ya2(t) da equagao

i+ a(t)y + b(t)y = 0 (153)

7

para todo t € I. Além disso, a solucdo geral desta equacdo é dada por kyy;(t) + kaya(t),
em que kq e kg sd0 constantes arbitrarias.

Equacoes diferenciais lineares de segunda ordem apresentam diversos métodos de reso-
lucdo. Serd apresentado um dos métodos, sendo que os demais podem ser encontrados em,
por exemplo, (Guidorizzi, 2002). Em seguida é apresentado o Teorema de Laplace, muito
util na resolucao de equagoes diferenciais de qualquer ordem.

Equacoes Homogéneas com Coeficientes Constantes

Equacoes homogéneas com coeficientes constantes sdo da forma:

aj +by+cy=0 (154)

Y

em que a, b e ¢ s30 constantes reais com a # 0.
Pelo Teorema B.3.2 ha duas solucdes yi(t) e y2(t) linearmente independentes e todas
as demais serao combinacoes lineares destas.

Se y = ¢(t) é uma solugao da equacdo acima, entdo a soma dos termos a@(t), bp(t) e

At

cp(t) devera ser nula para todo t. Assim sendo, a fungao y(t) = e, onde A é constante,

apresenta a propriedade de que tanto ¢(t) como §j(t) sdo multiplos de y(t). Portanto,

eAt

substituindo y(t) = na equacao acima obtém-se

a(e) 4+ b(e*) + c(e*) =0 (155)
(a2 + b\ +¢) =0 (156)

Implicando em
aXl+bA+c=0 (157)

56



Portanto, y(t) = e

equacao acima é chamada Equagio Caracteristica possuindo as raizes

—b+ Vb? — dac

A= 2a
3 —b—+b? —4ac
2 p—

2a

Agora serdo analisadas as trés possibilidades do discriminate b> — 4ac.

1. b2 — 4ac > 0: Raizes reais distintas

At Aot

Assim, e’ e e

y(t) = k1eMt 4 koettt

2. b? — 4ac = 0: Raizes reais iguais

b ¢

Nesta situacao, Ay = Ay = —% e assim uma solucao é y; = e~ 2a".

2

sdo solugoes para todo t € R e qualquer solucao é da forma

¢ uma solucdo se, e somente se, A é a raiz da equacdo acima. A

(158)

(159)

(160)

Agora deve-se

encontrar uma outra solucao ndo multipla desta dltima. Para tanto serd procurado

uma v(t) ndo constante tal que ya(t) = v(t)e_%t seja solugao. Substituindo ys na

equacao original tem-se

ayj+by +cy=20

d? d
a s (0(t)e ") + b2 (v(t)e %) 4 c(v(t)e5") = 0
. b 0b Wb b, . vb, _ b, by
A = 5y 5 T g )¢ T FHE T g e eveat =0
ot ﬁ _ j —
e 2 [cw—i—(4a 2a—|—c)v] =0

Y

como e~ 2st #£ 0 para todo t e b?> — 4ac = 0, tem-se que

t=0=v(t)=at+ 6,0, ER

o7

(161)

(162)

(163)

(164)

(165)



Pode-se tomar a = 1 e § = 0, pois deseja-se apenas uma solu¢ao. Assim, v(t) = t.

Portanto outra solucio é

b

yo = te 2a’ (166)

Exemplo B.3.3: Encontrar a resposta do P.V.IL.

y+4y +4y =0,
y(0) =1, (167)
5(0) = 2.
Solugao:
y=eM =N AN +4=0=> ) =Ny = 2. (168)
Portanto, a solugao geral é
y(t) = (kp + kot)e 2. (169)

Como y(0) = 1, tem-se que k1 = 1 e 9(t) = (ko — 2kot — 2k;1)e™ 2" e §(0) = 2. Assim,
ko = 4. Portanto a solucao geral do P.V.I. é

y(t) = e 2" 4 dte (170)

. b®> — 4ac < 0: Raizes Complexas

Neste caso,

—b  iv4dac — b?

MNM=—F—— 171

! 2a + 2a ( )
_ ; — 72

Ny = b _ iWdac —b (172)

2a 2a

?

A1

Para se encontrar as solucdes e*? e e*2t deve-se definir e para A complexo e encon-

trar solucoes reais.
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Definicio 3.3.2: Se F(t) = u(t) + iv(t), define-se F'(t) = u(t) + id(t).
Proposicao 3.3.1: Se y(t) = wu(t) + iv(t) é uma solugdo a valores complexos, entao
u(t) e v(t) sao solugdes reais.
Demonstracao: Note que
aj(t) +by(t) + cy(t) =0 (173)

[aii(t) + but) + cu(t)] + ifad(t) + bo(t) + cv(t)] = 0 (174)

Assim, u e v sdo solugoes.

A partir disso, ¢ possivel definir e’ para A complexo. Se A = a + i3, tem-se
e)\t — eat+iﬂt — 6oct‘ . eiﬂt‘ (175>

Entdo basta apenas definir e?*. De (Guidorizzi, 2002), tem-se para todo x real:

=14 a b (176)

n 1,2 3
! 2! 3l

)
% :
n
n=0

A equagdo acima tem sentido mesmo para x complexo. Assim, pode-se empregar:

o _ 1, oo (197 (i0)°
e’ =1+10+ 51 + a1 + (177)
b 6% i 6 i6°
BT TR T
62 o , 6 6
Como
62 04
005(0):175+57-~ (178)
03 6
sen(@)z@—a—i—ﬁ—--- (179)
Entao, é possivel definir
e = cosf + isend (180)
e portanto,
M = @Bt — Ot (cos(Bt) + isen(Bt)) (181)
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Exemplo B.3.4: Resolver o P.V.I.

S0 = 1, (12)
§(0) =3
Solucao:
A 42X4+5=0 (183)
AL =—1+2i (184)
A =-1-—2 (185)
Assim,
Mt = (12 — o~teog(2t) + e tsen(2t) (186)

é uma solucao com valores complexos de 3+ 2y + 5y = 0. Pela Preposicao 3.3.1, tem-se

y1(t) = R(eM?) = e teos(2t) (187)

ya(t) = (M) = e tsen(2t) (188)

sdo solugoes reais da equagdo. Logo, a solugdo geral é:

y(t) = et (k1cos(2t) + kasen(2t)) (189)

Onde k; e kg sao constantes reais. Como y(0) = 1, tem-se que k; = 1. Assim,

y(t) = e (cos(2t) + kasen(2t)) (190)
y(t) = —e (cos(2t) + kasen(2t)) + e~ (—2sen(2t) + 2kacos(2t)) (191)
y(0) =3 (192)
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ky = 2 (193)

Portanto a solucao geral do P.V.1. é

y(t) = e (cos(2t) + 2sen(2t)) (194)

Equacoes Nao Homogéneas

Equacao ndo homogénea é da forma

g+ at)y +b(t)y = g(t) (195)

onde a(t), b(t), c(t) e g(t) sao fungbes continuas num intervalo I e g(t) # 0.

A resolugao deste tipo de equagido envolve dois processos: a solucdo geral desta equacao
para g(t) = 0 (equacao homogénea) e uma solugao particular da equagdo nao homogénea.
Uma vez que a solugdo geral da equagdo homogénea ja foi discutida, seréd tratada agora a
solugao da equacao nao homogénea.

O meétodo utilizado para a resolucdo denomina-se Método dos Coeficientes a Determi-

nar. As possiveis formas de g(t) sao:

1. Py(t) = ant™ + an_1t" ' + - + art + ag;
2. e P,(t);
3. e P, (t)sen(Bt) ou e P, (t)cos(ft);

4. Combinacoes lineares das anteriores.

Caso 1: Se g(t) = P,(t), e a, # 0, entdo a equagao torna-se:

aij + by + ¢y = ant™ + an_1t" " + - 4 art + ag (196)

Deve-se procurar y,(t) de maneira que a combinacao afj, + by, + cyp seja um polinémio

de grau n. A escolha natural é:

Yp(t) = Apt™ + Ay g t" 4 At + A (197)
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com os coeficientes Ag, A1,..., A, a serem determinados.

Exemplo B.3.5: Determinar a solugdo geral da equagdo §j +y =1

Solucao: Determina-se primeiro a solucao da equacao homogénea: §j+y = 0. A equacao
caracteristica A2 + 1 = 0 possui raizes A\; = i e Ay = —i. Assim sendo, ¢(t) = e =
cos(t) + isen(t) é uma solucao a valores complexos. Entdo yi(t) = cos(t) e ya2(t) = sen(t)
sao solucdes linearmente independentes de §+y = 0. Agora para se encontrar uma solucao

particular basta fazer y,(t) = At + Ap e substituir na equacao original.

Up+y=1 (198)

d2
@(Alt-i-Ao) + (A1t + Ap) =t (199)
A+ Ay =1t (200)

Pela tltima equacdo conclui-se que A1 = 1 e Ag = 0. Portanto, a solugao geral da

equacao é:

y(t) = kicos(t) + kasen(t) +t (201)

Caso 2: Para g(t) = e P,(t) a equagao diferencial torna-se:
ajj + by + cy = e P, (1) (202)

t

Tomando-se y,(t) = e*'v e substituindo-se na equagao acima obtém-se:

aijp + bip + cyp = e Py (t) (203)

ad—z(eatv) + bi(eatv) + c(ev) = e P, (1) (204)
dt? dt "

e at 4 (2ac + b)0 + (ac® + ba + c)v] = e P, (1) (205)

ai + (2ac + b)Y + (aa® + ba + ¢)v = P,(t) (206)

Portanto, a ultima equacao pode ser resolvida pelo Caso 1 e determina-se assim a
solucdo geral da equacgao do Caso 2.

Caso 3: Para g(t) = e P, (t)sen(Bt) a equagao diferencial torna-se:

ajj + by + cy = e P, (t)sen(St) (207)
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Esta equacado pode ser resolvida notando-se que
o Pt = cos(Bt) + isen(fBt)

e se y(t) = u(t) + iv(t) é uma solugao com valores complexos da equagao:

afj + by + cy = g1(t) +iga(t) (208)
em que a,b e ¢ sdo constantes reais, entao

{ aii 4 bit + cu = g1 (t) (200)

at + bo + cv = go(t)

Caso 4: Para g(t) uma combinagao linear de func¢oes dos Casos 1, 2 e 3, o problema
pode ser resolvido aplicando-se o Principio da Superposicao de Solugoes (Guidorizzi, 2002),

que diz se @1 € solucdo da equagdo:

afj + by + cy = g1(t) (210)

e @y € solucdo da equacao

afj + by + cy = ga(t) (211)

e ay e ag sao constantes, entdao a funcao ¢ = a1 (t) + aspa(t) é solugao da equagao

afj + by + cy = a191(t) + a2g92(t) (212)

B.4 Transformada de Laplace

Esta teoria é de grande utilidade na resolugao de equagdes diferenciais ordinarias de
qualquer ordem.

Defini¢cao B.4.1: Seja f(t) uma funcdo definida para todo t > 0. A funcao:

F(s) = /OOO Ft)dt (213)
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¢ chamada Transformada de Laplace de f(t), e denotada por L[f(t)].

Exemplo B.4.1: Transformada de Laplace de algumas fungoes especiais:

1. f(t) =1 paras>0.

o0
L[] :/ e stdt = — (214)
0 S
2. f(t) = ek para s > k.
b (k—s)t 1
kt . —st kt N b
Al=ln fy ===y 219
3. f(t) = cos(wt) para s > 0.
b —st —st
t) — t
Llcos(wt)] = lim e Stdt = lim [we sen(wQ) S; cos(w )]8 = — 5
b—oo Jo b—ro0 s2 4+ w §2 4+ w?
(216)
4. f(t) = sen(wt) para s > 0.
b —st —st
t) — t
L[sen(wt)] = lim [ e *'dt = lim [we cos(w2) 82 sen(w )]8 = v
b—oo Jo b—o0 s2+w 52 4+ w?
(217)
5. f(t) = t™ para n inteiro s > 0.
b {hre—st n b
L[t"] = lim [ e *#"dt = lim [(— )®+ / e st lat) = (218)
b—oo J b—ro0 S S Jo
o0
= n/ et 1gt = [ (219)
S Jo S
Entao, se n =1, tem-se
1 1
Llt]=-L[1] == 220
1 ="ten = (220)
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Para n > 2, tem-se:

L[] = gﬁ[t”_l] =M e = = (221)

Propriedade B.4.1: Linearidade, se L[f(t)] = F(s), L[g(t)] = G(s) e a e b sdo

constantes, entao:

Llaf(t) +bg(t)] = aF(s) +bG(s) = aLlf(t)] + bLg(D)] (222)

Propriedade B.4.2: Se L[f(t)] = F(s), para s > sg, entao

Llef(t)] = F(s—a),s>sy+a (223)

Propriedade B.4.3: Se L[f(t)] = F(s), entdo:

ndn

L] = (-1)" 5 F(s) (224)

Propriedade B.4.4: Suponha que f e f’ sejam integraveis em [0, b], para todo b > 0.

Se f for de ordem exponencial, entao existe L[f'(t)] e

LI ()] = sLIf ()] = £(0) (225)

Se for integrado por partes tem-se:

b b
/ eStF ()t = e~ £(b) — F(0) + 5 / ¢St (£)dt (226)
0 0
b b
Jim | /O e~ f/(t)dt] = Jim [e™£(b) — f(0) + s /0 e~ f(t)dt] (227)
LIf' ()] =0 — f(0) + L[f(t)] (228)
L[f(1)] = sL[f(t)] — £(0) (229)

Esta propriedade aplica-se as derivadas de ordem superior. Para uma derivada de

segunda ordem tem-se:
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LI @) = sLIf' ()] = £1(0) (230)

LIf"(#)] = s{sLLf()] = f(0)} — f(0) (231)

LI ()] = s2LIF(1)] = sf(0) = f'(0) (232)
Portanto,

LI ()] = s2LIF(1)] = s£(0) — f'(0) (233)

Esta equacao é de grande utilidade na resolucao de equagoes diferenciais de segunda

ordem.

B.5 Transformada Inversa de Laplace

Defini¢ao B.5.1: Seja a fungdo F'(s) definida em um intervalo (a,c0), o problema
agora é encontrar uma fun¢ao f(¢) tal que L[f(t)] = F(s). Esta tal f é chamada Trans-
formada Inversa de F' e serd indicada por £~ 1[F(s)]

Exemplo B.5.1: As transformadas inversas da func¢des especiais sdo:

3. £ ] = 8

— nb

ior) = cos(wt),

] = sen(wt).

Exemplo B.5.2: Resolver Eil[m}.
Solugdo: Reescrevendo s? —4s+5 = (s — 2)? + 1, tem-se:

1 1 .y
T 1555 (so2ps1 Llesentt)] (234)

Portanto,

o L (235)
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Exemplo B.5.3: Resolver /J_l[%].

Solugdo: Reescrevendo s? + 2s 4+ 10 = (s + 1)2 + 9, tem-se

s+2  _ s4l-1 s+l ] 3 (236)
s24+25+10 (s+1)24+9 (s+1)2+9 3(s+1)2+32

Note-se que

_ s+1 _
1[m] =e€ tCOS(3t> (237)
_ 3 _
L 1[m] =e tsen(3t) (238)
Portanto,
-1 5+2 ot 1
L [82 Ry 10} =e 'cos(3t) + 3¢ sen(3t) (239)

- 2_
Exemplo B.5.5: Resolver £ 21[%].
38275412 _ A B c
Ea] tigt

Solucao: Reescrevendo 0 — e determinando-se A, B e C,

o2 (-3)(5F2) — 5.2 P
tem-se:
(3—3;(;?34;(;12) :_gsi2+158313+13si2 (240)
Portanto,
£ —3;(; isz’;(i %) = 5 e e (241)

B.6 Sistema de Equacoes Diferenciais Lineares de Primeira Ordem

Definicao B.6.1: Um sistema de equagbes diferenciais lineares de primeira ordem

pode ser representado por:

) = anz + aex2 + - - + a1py

xh = ag1x1 + agera + - - + agp Ty
(242)

/
Ty = Ap1T1 + Gp2T2 + -+ - + AnpTn
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onde as incognitas sdo as fungdes derivaveis x1 = z1(t), o2 = z2(t), ..., T, = zy(t) €

/ __ dxi !/ __ dxo ! _ dzx
$1—W,$2—W,...,l‘n—#.

Assim o sistema pode ser reescrito como:

[ x | [ 1 ]
, ailr - Qln
Ty L2
= . (243)
, anl - Onpn .
- xn - - xn -
Definindo x = x(t) = (x1(t), z2(t),...,2,(t)), e A = (as;), pode-se escrever este sistema
de maneira mais sucinta como:
x' = Ax (244)

A solugao desta equagao é qualquer fungdo vetorial x = x(¢) que a torne verdadeira.
Em geral essa equagao possui uma infinidade de solu¢es, mas o Problema de Valor Inicial
(P.V.L):

{ X = Ax (245)

possui uma tnica solugao.
Teorema B.6.1: Seja A uma matriz n x n. Entao o sistema de equagoes diferenciais

x’ = Ax possui um conjunto de n solugoes linearmente independentes

x1(£), x2(1), - . ., X (1)] (246)

e toda solugdo x = x(t) se expressa unicamente como combinacao linear dessas soluges

fundamentais, ou seja,

x(t) = e1x1(t) + caxa(t) + - - - + cnxp(t) (247)

Teorema 3.6.2: Se A é um autovalor de A e v é um autovetor associado ao autovalor

My ¢ uma solucdo do sistema x’ = Ax.

At

A, entdo x =€

Demonstracao: Seja x = e*v como no enunciado do teorema. Entao pelo lado direito

da equacdo tem-se:
Ax = A(eMv) (248)
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Ax = eMAv (249)

Ax =AMy (250)

e pelo lado esquerdo:

x(t+ h) —x(t)

/ T
X (t) = }llgr(l) " (251)
A(t+h)y, _ A
X'(t) = lim &2 ¢ ¥ (252)
h—0 t
/ AR ox
X (t) = ilzli}%) — (253)
X' (t) = (eMv) = XeMv (254)

At

Portanto, tem-se que x’ = Ax e conclui-se que x = e*v ¢é solugdo da equacao diferen-

cial.
Teorema B.6.3: Seja A uma matriz quadrada n x n, e sejam A1, Ao, ..., \p autova-
lores (ndo necessariamente distintos) de A. Se vi,va,..., Vg sd0o autovetores linearmente

independentes de A associados a cada um desses respecitivos autovalores, entdo

Xo = €7?"vy

Xk = eAkth

sao solucoes linearmente independentes do sistema x’ = Ax.
Demonstracao: em virtude do Teorema 3.6.2 sabe-se que X1, Xo, ..., X} sao solucdes do

sistema x’ = Ax. Considerando a equagio:

c1X1 +coxg+ -+ cpxe =0 (255)

Substituindo as solu¢des nessa equacao, tem-se:

c1eMvy + cpe? vy 4o ey =0 (256)
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Esta equacao deve ser valida para todo ¢ € R, entdo em particular deve ser valida para

t = 0. Assim, fazendo-se t = 0, tem-se:

v+ cove+ v =0 (257)
Porém, por hipotese, os autovetores vi,va,..., vy sdo linearmente independentes. As-
sim, a tnica solu¢do possivel para essa equacao é a solugdo trivial ¢; = cg = -+ = ¢ = 0.

Isso mostra que a tinica solucao para a equacao

C1X1 + X + - + X = 0 (258)

¢ a solugdo trivial, logo as solugdes x1,Xa,...,x;, de X' = Ax também sao linearmente
independentes.
Teorema B.6.4: Se a matriz A é diagonalizavel, entdo a solugdo geral do sistema de

equacoes diferenciais lineares de primeira ordem x’ = Ax é

x(t) = c1eMtvy + coe’Mtvy 4 - 4 cpetityy, (259)
onde vi,Vva,..., Vi 880 0s autovetores linearmente independentes de A associados aos res-
pectivos autovalores A, g, ..., A\ (ndo necessariamente distintos) de A.

Demonstracao: Se A é diagonalizavel, entdo existe uma base {vi,va,...,v,} de R" for-

mada por autovetores de A. Em particular, tem-se exatamente n autovetores linearmente
independentes de A. O resultado segue dos Teoremas 3.6.1 e 3.6.3.

Exemplo B.6.1: Encontrar a solugao geral do sistema:

{ Xll = —7X1 + 5X27 (260)

x5 = —10x1 + 8x2.

Solugao: O sistema pode ser reescrito como
/ -7 5
* * (261)
XY —-10 8 X2

-7 5
10 8] (262)

onde A é:

S
|
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O polindmio caracteristico dessa matriz é

-7 5
pa(N) = det(A — ) = | 0 sl M _A—6=(—2-MB-)) (263)
Portanto, os autovalores sao A1 = —2 e Ao = 3. O vetor vi = (1,1) é o autovetor

associado ao autovalor A\; e que vy = (1,2) é o autovalor associado ao autovalor As.
Conclui-se que z1 = e~ 2¢(1,1) e x5 = €%(1,2) sdo as duas solugdes para x’ = Ax. Pelo
Teorema 3.6.1, essas sdo as solucoes fundamentais e toda solugo serd combinacao linear

dessas duas. Assim,

z(t) = cre 2 (1,1) + c2e%(1,2) (264)

ni(t) =c ! e ye
[xzw]”[l] e

onde ¢ e co sd0 constantes arbitrarias que podem ser obtidas a partir de uma condicdo

ou

1 3t
, ] e (265)

inicial.
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C Sistemas de Controle

Este capitulo informaréd conceitos bésicos referentes aos sistemas de controle que sao

de fundamental importéncia para esta pesquisa.

C.1 Sistemas de Controle

Ha uma grande variedade de sistemas em que teorias de controle sao aplicaveis tais
como sistemas de controle de velocidade, sistemas de controle de temperatura, sistemas
de controle robusto, sistemas empresariais, dentre outros. Defini¢oes bésicas (Nise, 2002 e
Ogata, 2010) serao descritas a seguir.

Definicao C.1.1: Varidvel controlada é a grandeza que serd medida e controlada.
Geralmente, a variavel controlada é a saida do sistema.

Definigao C.1.2: Varidvel manipulada € a grandeza modificada pelo controlador, de
modo que afete o valor da varidvel controlada.

Definicao C.1.3: Planta é qualquer equipamento fisico a ser controlado com o pro-
posito de realizar determinada operacdo. Exemplos sdo: componente mecanico, reator
quimico, forno, dentre outros.

Definicao C.1.4: Processo é toda operacao a ser controlada.

Definigcao C.1.5: Sistema é uma combinacdo de componentes que agem em conjunto
para atingir determinado objetivo. Tais sistemas podem ser fisicos, quimicos, biolégicos,
econdmicos, dentre outros.

Definicao C.1.6: Distirbio é um sinal que afeta de maneira indesejavel a varidvel
de saida do sistema. Se gerado dentro de um sistema é denominado distirbio interno,
enquanto distarbio externo é aquele que é gerado fora do sistema e comporta-se como um
sinal de entrada do sistema.

Definicao C.1.7: Controle com realimentacdo € uma operagao que na presenca de
distirbios tende a diminuir a diferenca entre a saida de um sistema e alguma entrada de
referéncia e atua com base nesta diferenca.

Sistema de controle de malha fechada ¢é um sistema de controle com realimentacao
de saida a qual o sinal de erro atuante, diferenca dos sinais de entrada e saida, realimenta
o controlador, minimizando o erro e acertando a saida do sistema ao valor desejado. A
Figura 12 ilustra um sistema com realimentacao de sida comentrada u(t) e saida y(t). Os
blocos C, G e H referem-se & modelagem matematcica do sistema.

Ha outro tipo de sistema de realimentacao na literatura denominado sistema com rea-
limentagao de estados. Tal sistema esta descrito na Figura 13. Tal sistema é representado
em espago de estados cujo vetor de entrada u(t) é uma combinacao linear (—K) do vetor

de estados z(t).
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Figura 12: Modelo de um Sistema com Realimentacao de Saida

» D=0

=0 <A u | B % x ( X c X y

/4
+

Figura 13: Modelo de um Sistema com Realimenta¢do de Estados

Tal sistema, é diferente do sistema com realimentacdo de saida. Neste tltimo o vetor

de entrada u(t) ¢ uma combinacdo linear (L) da saida y(¢), Figura 14.

|
|
i

N =

Y

v
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Figura 14: Modelo de um Sistema em Espaco de Estados com Realimentacao de Saida

Sistemas de controle de malha aberta sao aqueles em que o sinal de saida nao
exerce nenhuma, acao de controle no sistema. Assim sendo, o sinal de saida nao é realimen-
tado nem comparado com o sinal de entrada. A Figura 15 ilustra um modelo de sistema
em malha aberta, onde u(t) é o sinal de entrada e y(¢) é o sinal de saida. Os blocos C' e G
referem-se & modelagem matemaética do sistema.

Sistemas de controle de malha fechada versus de malha aberta

O uso da realimentacao no sistema de malha fechada permite que a resposta do sistema
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u(t) v

Figura 15: Modelo de um Sistema em Malha Aberta

seja praticamente insensivel a disttrbios externos e a variagdo internas nos parametros do
sistema. Desta maneira, é possivel a utilizacao de componentes imprecisos para se montar
o projeto o obter o controle preciso do sistema.

Do ponto de vista da estabilidade, o sistema de malha aberta é mais facil de ser montado
uma vez que os problemas de estabilidade sdo menos significativos. Entretanto, estudos
de estabilidade sdo importantes em sistemas de controle de malha fechada, pois permite a
correcao do erro entre entrada e saida.

E conveniente a utilizacdo dos sistemas de malha aberta quando o sinal de entrada é
conhecido e o sistema estd imune a distarbios. No entanto, quando o sinal é desconhecido
e o sistema estd subemetido a disturbios, o sistema em malha fechada é a melhor solucao.
Quanto ao custo e poténcia, o sistema em malha fechada apresenta valores maiores por
utilizar maior nimero de equipamentos.

O sistema adotado neste projeto de pesquisa é o de malha fechada pois serd necessério

fazer estudos de estabilidade.

C.2 Modelagem Matematica de Sistemas de Controle

A fim de se estudar sistemas de controle serd necessario modelar os sistemas dindmicos
em termos matemaéticos e analisar suas caracteristicas dindmicas. Modelar matematica-
mente um sistema é definir um conjunto de equa¢des que represente a dindmica do sistema
com precisao. Tal modelagem nao é Gnica, diversos modelos matemaéaticos podem descrever
um sistema.

A dinamica de sistemas mecénicos, elétricos, bioldgicos, quimicos, econémicos, dentre
outros sistemas pode ser descrito em termos de equacoes diferenciais. Equagoes diferenciais
sao obtidas pelas leis fisicas que regem o sistema - as leis de Kirchhoff para os sistemas
elétricos por exemplo.

Quando se modela um sistema dinfmico, certas simplificacdes sdo tomadas e afetam
consequentemente a precisao dos resultados da anélise. Na maioria das vezes desprezam-
se as nao linearidades do sistema pelo fato do modelo linear ser mais simples e facil de
trabalhar. No entanto, se estas ndo linearidades sdo importantes utiliza-se a representacao
em espaco de estados e aplica-se a andlise.

Definicao C.2.1: Sistemnas lineares sdo todos os sistemas em que pode-se aplicar o
principio da superposicao, que afirma que se a resposta produzida pela aplica¢ao simultinea

de duas funcoes é a soma das duas respostas individuais.
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Definigao C.2.2: Sistemas lineares invariantes ao tempo sao sistemas dinamicos com-
postos por componentes lineares de pardmetros concentrados invariantes no tempo que po-
dem ser descritos por equacGes diferenciais lineares invariantes no tempo, isto é, coeficientes
constantes.

Definicao C.2.3: Sistemas lineares variantes no tempo sao sistemas cujos coeficientes
das equagoes diferenciais sao fungoes do tempo.

Definicao C.2.4: Funcado de transferéncia é a relacdo entre a transformada de Laplace
da saida e a transformada de Laplace da entrada, admitindo-se todas as condi¢des iniciais
nulas. Ela s6 pode ser empregada em sistemas lineares invariantes no tempo.

Seja um sistema linear invariante no tempo descrito pela seguinte equagao diferencial:

aoy(”) + aly("_l) + ot a1yt apy = boz™ + bz Y 4+ 4 by 1d + by (266)

onde x é a entrada do sistema e y é a saida do sistema. A func¢io de transferéncia
G(s) ¢ a relagdo entre a transformada de Laplace da saida e a transformada de Laplace da
entrada com todas as condicoes iniciais nulas. Assim sendo,
L[saidal Y (s) bos™ + bis™ 4 F byp15+ by

G(s) = = = 267
(5) Llentrada] — X(s)  aps™+a1s™ 1+ +ap_15+an (267)

Se a maior poténcia de s no denominador for n, entdo o sistema é denominado sistema
de ordem n.
Assim sendo, a partir da fungao de transferéncia G(s) é possivel obter a saida Y '(s) em

funcao da entrada X (s):

Y(s) =G(s)X(s) (268)

No entanto, esta multiplicacdo sé é possivel no dominio da frequéncia. No dominio do
tempo a saida é obtida através da integral de covolucao.
Definigao C.2.5: Integral de covolugio é a relacdo entre o sinal de entrada z(t) e o

sinal de saida y(¢) no dominio do tempo e ¢ definido por:

y(t) = /0 x(1)gt — TdT (269)

onde z(t) e g(t) sao 0 para t < 0.
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C.3 Diagrama de Blocos

Definicao C.3.1: Diagrama de blocos é uma representacao grafica das fungbes desem-
penhadas por cada componente de um sistema e descreve o fluxo de sinais entre eles. Esses
diagramas mostram o inter-realcionamento entre os diversos componentes do sistema.

Num diagrama de blocos, as fun¢des modeladas sdo representadas por blocos funcionais
que contém as funcdes matematicas que descrevem o sistema por completo. A utilidade
desta representacao ¢ a facilidade na compreensao do funcionamento do sistema do ponto
de vista matematico e no estudo do mesmo através das equagoes de cada bloco.

Na maioria dos estudos em diagramas de blocos, o0 modelo matematico representado
estd como uma funcdo de transferéncia. Portanto, ¢ comum o estudo no dominio da
frequéncia e ndo na do tempo. Determinados blocos recebem uma determinada nomeacao
em funcao de seus objetivos tais como: controlador, amplificador, atuador, sensor, planta,
dentre outros. Em fun¢ao de seu uso na pesquisa de projeto serd estudado os tipos de cada

controlador existentes.

C.4 Controladores Automaticos

Controladores autométicos comparam o sinal de saida do sistema com o sinal de en-
trada. Esta comparacdo fornecerd o erro deste sinais e agoes de controle serdo tomadas a
fim de reduzir este erro a zero. Com isso, diversas acoes de controle foram criadas a fim de
reduzir o erro entre os sinais, cada um diferenciando-se na complexidade de construcao e
operacao dos controladores. A maioria dos controladores industriais pode ser classificada

em:

1. Controladores de duas posi¢des ou on-off;
2. Controladores proporcionais;

3. Controladores integrais;

4. Controladores proporcional-integrais;

5. Controladores proporcional-derivativos;

6. Controladores proporcional-integral-derivativos.

C.4.1 Controladores de duas posicoes ou on-off

Neste tipo de controlador, a agdo de controle s6 pode assumir duas posi¢oes: on (ativo)
ou of f (inativo). Este tipo de agao de controle ¢ muito utilizado devido a simplicidade e

ao baixo custo de construcao.
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Assim, considere o sinal de erro na entrada do controlador de e(t) e o sinal de saida
do mesmo de u(t). Na acdo de controle on — of f o sinal u(t) pode assumir somente dois

valores, um méximo ou um minimo. Portanto,
u(t) = Uy, e(t) >0 (270)

u(t) = Us,e(t) <0 (271)
onde Uy e Us sao constantes. Geralmente, controladores de duas posi¢oes sao dispositivos
elétricos.

C.4.2 Controladores proporcionais

Neste controlador, a relac@o entre o sinal de saida do controlador u(t) e o sinal de erro

atuante e(t) é:

u(t) = Kpe(t) (272)
ou pela transformada de Laplace:
Ul(s)
=K 273
E(S) p ( )

Assim, como pode ser visto, este controlador é um amplificador com ganho ajustéavel.

C.4.3 Controladores integrais

Neste controlador, o sinal de saida do controlador u(t) varia a uma taxa proporcional

ao sinal de erro atuante e(t). Assim a relacdo é:

du(t)
dt

= Kie(t) (274)

ou

u(t) = K; /Ot e(t)dt (275)

onde K; é uma constante ajustavel. Pela transformada de Laplace tem-se:

== (276)
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C.4.4 Controladores proporcional-integrais

Neste controlador, a relacdo entre o sinal de saida do controlador u(t) e o sinal de erro

atuante e(t) é:

u(t) = Kpe(t) + 2 /0 ety (277)

9

=K,(1+—) (278)

Y

onde T; é chamado tempo integrativo.

C.4.5 Controladores proporcional-derivativos

Neste controlador, a relacdo entre o sinal de saida do controlador u(t) e o sinal de erro

atuante e(t) é:

de(t
u(t) = Kpe(t) + K, Ty il(t) (279)
ou pela transformada de Laplace tem-se:
U(s)
=K,(1+T, 280
E(S) p( + ds) ( )

9

onde Ty é denominado tempo derivativo.

C.4.6 Controladores proporcional-integral-derivativos

Neste controlador, a relac@o entre o sinal de saida do controlador u(t) e o sinal de erro

atuante e(t) é:

K, [ de(t
u(t) = Kpe(t) + ”/ e(t)dt + K,Ty e(t) (281)
T; Jo dt
e pela transformada de Laplace tem-se:
U(s) 1
=K,(1+ —+T, 282
E(S) P( +E5+ ds) ( 8 )
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onde K, ¢ o ganho proporcional, T; é o tempo integrativo e Ty ¢ o tempo derivativo.

C.5 Modelagem em Espaco de Estados

Antes de falar sobre a modelagem é fundamental conhecer os conceitos relacionados
analise de sistemas de controle em espaco de estados.

Definicao C.5.1: Teoria de controle moderno tem como base o conceito de estado e foi
desenvolvida a fim de realizar tarefas de alta precisdo na anélise de sistemas de engenharia.

Definicao C.5.2: FEstado de um sistema dindmico é o menor conjunto de variaveis,
denominadas varidveis de estado, tais que o conhecimento dessas varidveis em t = tg
determina completamente o comportamento do sistema para qualquer instante ¢ > .

Definigao C.5.3: Varidveis de estado de um sistema dindmico sdo aquelas que cons-
tituem o menor conjunto de varidveis capaz de determinar o estado desse sistema. Se
n variaveis de estado x1,xs,x3,...,T, Sa0 necessarias para descrever completamente o
sistema dindmico entdo n varidveis formam um conjunto de varidveis de estado.

Definicao C.5.4: Vetor de estados é um vetor x com n variaveis de estado. Portanto,
um vetor de estado é aquele que determina univocamente o estado do sistema xz(t) para
qualquer instante ¢ > to, uma vez que é dado o estado em ¢ = typ e a entrada u(t) para
t > to é especificada.

Definicao C.5.5: Espaco de estados é o espaco n-dimensional, cujos eixos coordenados
sao formados pelos eixos 1, T9,...,T,, as varidveis de estado.

Equacoes no espaco de estados

A modelagem em espago de estados envolve trés tipos de variaveis: variaveis de entrada,
variaveis de saida e varidveis de estado. A modelagem de sistemas dindmicos ndo é Unica,
mas o ndamero de varidveis de estado é o mesmo para qualquer representacdo em espaco de
estados.

Seja um sistema dindmico com multiplas entradas e multiplas saidas e que envolva n

variaveis de estado. Considere que existam r entradas u(t),u2(t),...,u,(t) e m saidas
y1(t),y2(t), ..., ym(t). Entao o sistema pode ser descrito como:
i‘l(t) = fl(l‘l,.%‘g, ey T UL, U, ey Uy t)
To(t) = fa(w1, 22, ... Tps UL, U2, - ., Ups t)
" " (283)
En(t) = fa(@1,22,. .. Tnjur, U, . .. upi t).

As saidas do sistema podem ser descritas por:
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yl(t) = gl($17x27 )
yg(t) = gg(xl,xg, ey

Ym (1)

Tpj UL, U2, ..., Up;t)

Tpj UL, U2, - - - Ups t)

= gm(x1, T2, ..., Tps UL, U2, . .., Up; L),

Portanto, se for definido que:

f(x,u,t) =

g(x,u,t) =

entao

| gm (21,22, .

x(t) = f(
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$1(t)
za(t)

ey T UL, U, ey U )

..,l‘n;ul,UQ,...,’LLT;t)

TR UL U, - UpsT) |

")xn;u17u27"°7u7“;t)

e T UL, U, ey U )

T UL U, - -, Urit) |

X, u,t)

(284)

(285)

(286)

(287)

(288)

(289)

(290)



Y(t) = g(x,u,t) (291)

onde estas equacoes sao definidas como equacao de estado e equacao de saida respectiva-
mente. Se as funcgoes f e g forem dependentes do tempo, o sistema é chamado sistema
variante no tempo.

Se estas equacdes forem linearizadas em torno de um ponto de operagao, entao tem-se

as seguintes equagoes de estado e saida linearizadas:

x(t) = A(L)x(t) + B(t)u(t) (292)

y(t) = C(t)x(t) + D(t)u(t) (203)

onde A(t) é denominada matriz de estado, B(t), matriz de entrada, C(t), matriz de saida,
e D(t), matriz de transmissao direta.
Correlacao entre fungoes de transferéncia e equacoes no espaco de estados

Considere o sistema cuja fungao de transferéncia é dada por:

=G(s) (294)

Esse sistema pode ser representado no espacgo de estados pelas seguintes equacdes:

% = Ax + Bu (295)

y=Cx+ Du (296)

7

onde x € o vetor de estado, u é a entrada e y é a saida. A transformada de Laplace destas

equacoes é dada por:

sX(s) — (2)(0) = AX(s) + BU(s) (207)

Y (s) = CX(s) + DU(s) (208)

Estabelecendo x(0) = 0, ou seja, quando as condigdes iniciais sdo nulas, tem-se:
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sX(s) + AX(s) = BU(s) (299)

(sT— A)X(s) = BU(s) (300)

Multiplicando ambos os lados esquerdos por (sI — A)~! tem-se:

X(s) = (sI — A)"'BU(s) (301)
Assim,
Y (s) = CX(s) + DU(s) (302)
Y (s) = [C(sI — A)"'B + D]U(s) (303)
58 =C(I-A)'+D (304)

Portanto, a funcao de transferéncia em termos de A\ B,C e D é:

G(s)=C(sI—A)"'+D (305)

O conhecimento do modelo matematico do sistema é o primeiro passo para a andlise
de um sistema de controle. A partir deste modelo, é possivel analisar o desempenho do
sistema através de diversos modelos disponiveis.

Resposta Transitoria e resposta estacionaria

Em um sistema de controle a resposta temporal é composta por duas partes: a resposta
transitoria e a resposta estacionaria. Resposta transitoria é aquela que vai do estado inicial
ao estado final. Resposta estacioniria é o comportamento do sistema quando o tempo ¢

tende ao infinito. Assim, a resposta temporal do sistema c(t) pode ser definida como:

c(t) = e (t) + css(t) (306)

)
onde ¢, (t) é a resposta transitoria e cg5(t) € a resposta estacionaria.
Estabilidade absoluta, estabilidade relativa e erro estacionario
A caracteristica mais importante no comportamento dindmico de um sistema dindmico

é sua estabilidade absoluta, ou seja, se ele é estavel ou instavel. Um sistema de controle esta

83



em equilibrio se a saida permanece no mesmo estado na auséncia de qualquer disttrbio ou
sinal de entrada. Um sistema de controle linear e invariante no tempo ¢é estavel se a saida
retorna para o estado de equilibrio quando o mesmo é submetido a uma condi¢ao inicial.
O mesmo sistema é criticamente estavel se as oscilagoes do sinal de saida se repetirem de
maneira continua.

Em um sistema fisico de controle ha energia armazenada de maneira que quando é
aplicado um sinal na entrada do sistema a saida ndo acompanha a entrada imediatamente,
ela apresenta uma resposta transitoria antes que o regime permanente seja alcancado. A
resposta transitoéria de um sistema de controle apresenta oscilacbes amortecidas antes de
atingir o estado permanente. Se a saida do sistema em regime permanente nao coincidir
com a entrada, diz-se que o sistema apresenta um erro estacionario.

Sistema de primeira ordem

Um sistema de primeira ordem pode ser descrito pela seguinte relacdo matemética

entrada-saida:

;EZ; - Tsl—i- 1 (307)
Aplicando um degrau unitario na entrada do sistema, ou seja, R(s) = %, tem-se:
CXS)::73{+12 (308)
Expandindo o segundo membro em fraces parciais tem-se:
C@%:i_lelzi_s;bg (309)

Assim sendo, aplicando a transformada inversa de Laplace obtém-se a resposta do

sistemas:

c(t)=1—eT,t>0 (310)

A partir desta resposta é possivel verificar que a saida ndo alcanca o valor 1 imedi-
atamente, hd um termo exponencial que atrasa este objetivo, correspondendo a resposta
transitoria.

Sistema de segunda ordem

A funcao de transferéncia de malha fechada de um sistema de segunda ordem é descrito
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por:

C(s) K
= 11
R(s) Js?2+Bs+ K (311)
podendo ser reescrita como:
Ols) _ ki (312)
B s+ B+ By - Klls+ & - (B - 5]

Os polos de malha fechada sdo complexos conjugados se B2 —4JK < 0 e sdo reais se

B? — 4JK > 0. Para a analise da resposta transitoria é conveniente escrever:

K
5= w? (313)
g = 2Cw, =20 (314)

)
onde ¢ é chamado atenuacao, wy, € a frequéncia angular ndo amortecida e ¢ € o coeficiente de
amortecimento do sistema. O coeficiente de amortecimento é a relagdo entre amortecimento

real B e o amortecimento critico B, = 2v JK:

(=5 =
- B. 2/JK

(315)

Assim sendo, a fungao de transferéncia do sistema de malha fechada de segunda ordem
pode ser reescrita como:
C(s) w?

= n 316
R(s)  s2+ 2Cw,s + w? (316)

A partir desta funcio de transferéncia é possivel analisar o comportamento dinamico
do sistema através dos parametros ¢ e wy,. Se 0 < { < 1, os polos de malha fechada sao
complexos conjugados e estdo no semiplano esquerdo do plano complexo s. Nesta situagao,
o sistema é denominado subamortecido e a resposta é oscilatoria. Se { = 0, a resposta
transitéria nao decai, ela é puramente oscilatéria. Se ¢ = 1, o sistema é definido como
criticamente amortecido. Os sistemas superamortecidos apresentam ¢ > 1.

Sera analisada a resposta do sistema quando é aplicado o degrau unitario na entrada:

1. Sistema subamortecido (0 < ¢ < 1):
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A funcao de transferéncia pode ser reescrita como:

C(s) _ w%
R(5)  (5+ Cwn + jwa)(s + Cwn — jwa) (317)

Y

onde wg = wp+/1 — (2. A frequéncia wy ¢ denominada frequéncia natural amortecida

do sistema. A resposta ao degrau unitario é:

wp
Cls) = (82 + 2¢wps + w2)s (318)
O(s) = 1 s + Cwn B Cwn, (319)

s (s+Cwn)?+w?  (s+C(wn)?+w?

Aplicando a transformada inversa de Laplace obtém a resposta do sistema:

e_Cwnt 1 _ <'2

——=sen(wgt + tgi1
V1-¢2 ( ¢

c(t)=1- ) (320)

7

para t > 0.
. Sistema criticamente amortecido (¢ = 1):
Neste sistema a funcao de transferéncia que descreve o sistema apresenta dois polos

iguais. A resposta ao degrau unitario é:

w2

C(s) = Grw)s o’;n)QS (321)

Aplicando a transformada inversa de Laplace obtém-se a resposta do sistema:

c(t) =1 — e “n(1 + wyt) (322)

para t > 0.

. Sistema superamortecido (¢ > 1):

Neste sistema a funcdo de transferéncia que descreve o sistema apresenta dois polos

reais, negativos e desiguais. A resposta ao degrau unitario é:

w2

O(s) = n (323)

(s + Cwn + wn/C% — 1)(s + Cwp — wn/C% — 1)s
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Aplicando a transformada de Laplace obtém-se a resposta do sistema:

() = 14 —n (e (324)

2\/(2—-1 51 52
para s1 = ((+ /(%2 — Dwp, s2 = (( =/ —Dw, et >0.
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D Desigualdade Matricial Linear

Este capitulo fara uma breve descri¢ao da teoria basica de Desigualdades (Inequagoes)
Matriciais Lineares ou LMI, do inglés Linear Matriz Inequalities utilizadas neste projeto

de pesquisa.

D.1 Definicao

Desigualdades (Inequacoes) Matriciais Lineares sao definidas como:

F(&)=Fy+ Fi&1 + Fabo + -+ Fn = 0 (325)
onde F;, i = 1,2,...,n, sdo matrizes constantes, reais e simétricas (F(§) = F'(£),F(§) €
R™™) e & = [£1,&2,...,&] € um vetor de varidveis a determinar tais que a desigualdade

acima seja satisfeita.
Se a desigualdade é satisfeita, para um determinado &, entao F(£) é definida positiva.

Assim, as seguintes relagdes sdo equivalentes:
e O polinomio p'F(§)p é positivo, para qualquer p € R, p # 0;
e Todos os autovalores de F'(£) sdo positivos, ou seja, A(F'(§)) > 0;
e O menor autovalor de F(§) é positivo, ou seja, min{A(F(£))} > 0

Em aplicac¢bes de controle, as desigualdades tém matrizes como varidveis de decisdao. No
entanto, sempre é possivel reescrever uma LMI na forma 312. Seja a seguinte desigualdade

conhecida como desigualdade de Lyapunov:

A’P+PA+Q<O (326)
com
p— b1 P2 ] (327)
b2 Pp3
A— ailp a2 (328)
as1 a22

onde P é uma matriz a ser determinada, Q = @’ ¢ A sdo matrizes dadas. Assim sendo a

desigualdade pode ser reescrita na forma 312 como:

—(Fo +p1 1y + paFo 4+ p3Fs) = 0 (329)
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onde

2a11 a2 2a11 ail + a2

F0:Q7F1:

I = , b3 =

a1 a1l + a 2a12 az1 2a2

0 2a21 ]

(330)
Exemplo D.1.1: Dado um sistema dindmico linear na forma & = Ax, encontrar uma

matriz P que satisfaca as desigualdades matriciais:

P=0 (331)
AP+ PA<0 (332)
onde a matriz A é:
-1 2 0
A= -3 -4 1 (333)
0 0 -2

Uma possivel solucao para a matriz P que respeite as duas desigualdades matriciais

impostas é:

0,5603 0,0452 —0,0070
P=| 0,0452 0,2490 0,0348 (334)
—0,0070 0,0348 0,4116

Observa-se que P = P’. Os autovalores de P sao:

0,2354
A(P) = | 0,4187 (335)
0, 5667

Como todos os autovalores da matriz P sdo positivos entdo a desigualdade em que P
seja simétrica e definida positiva foi alcancada.

Para a segunda inequagao:

~1 -3 0 0,5603 0,0452 —0,0070
AP+PA=| -2 —4 0 0,0452 0,2490 0,0348 | + (336)
0 1 -2 —0,0070 0,0348 0,4116
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0,5603 0,0452 —0,0070 -1 -2 0
+| 0,0452 0,2490 0,0348 3 -4 1 (337)
—0,0070 0,348 0,4116 0 0 -2

~1,3918 0,1475 —0,0384
AP+PA=| 01475 —1,8108 0,0260 (338)
—0,0384 0,0260 —1,5766

Obtendo-se os autovalores:

—1,8622
MA'P+PA)= | —1,5755 (339)
—1,3415

como todos os autovalores de A’ P+ P A sao negativos, entao a inequacao esta validada.

D.2 Propriedades

Definigao D.2.1: O conjunto das possiveis solugoes da LMI (312), S := ¢ e R" : F(§) > 0,

é convexo, ou seja,

€, &p € S, Fa € [0,1] : aF (&) + (1 —a)F(&) <0 (340)

Definicao D.2.2: O sistema de LMI’s também ¢é uma LMI:
F1(§7 51) > 07 see 7Fk’(£7 5]6) =-0= F(£7 5) = dla’gFl(gv 51)7 o 7F/€(£7 616) =0 (341)

Definicao D.2.3: Uma LMI sujeita a uma restricao de igualdade pode ser reescrita

como uma LMI somente:

F©»=0 -
{Gg—azo — F() >0 (342)

Definicao D.2.4: O Complemento de Schur é definido como:
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F, F, F >0
O RO | { (-0 (343)
Fy (&) Fe(§) Fo(§) — By () Fe(§) ™ Fp(§) = 0
F >0
= cfg) . (344)
Fo(§) — Fo(§)' Fa(§) ™ Fp(§) = 0
Definigao D.2.5: Restricoes de Desigualdade (Procedimento S):
Sejam Fy, F1, ..., F, formas quadraticas na varidvel z € R"# com a seguinte estrutura:
Fi(2) = 2Tz + 2uz +v; (345)
1=0,1,...,¢q (346)
onde T; = T] € R™""= y; € R": e v; € R,
A seguinte condigao é satisfeita:
Fy(z) > 0,Vz|Fi(z) > 0,i=1,...,q (347)
se existirem escalares positivos 7; tais que
q
Fy(z) = Y _miFi(z) > 0,Vz (348)

=1

Definigao D.2.6: Restricao de Igualdade (Lema de Finsler):
Seja o € R S =5 € R"e ¢ 7 € R m, < n,. Entao as seguintes sentencas

sao verdadeiras:

e ¢/So > 0 para todo o tal que Zo = 0;
° (ZJ-)’SZL > 0, onde Z+ & uma base para o espaco nulo de Z;
e Jdu tal que S+ puZ2'Z > 0;

e JL € R tal que S+ LZ + Z'L' > 0.

D.3 Otimizacao

Em aplicacoes praticas de controle, nao ha interesse apenas na estabilidade de um
sistema (autovalores de F'(§) negativos), deseja-se também outros requisitos de controle,

tais como:
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e A energia dos estados e do sinal de controle é minima;

e Sinais externos indesejados influenciam o minimo possivel o sinal de saida de um

sistema;

e Convergéncia rapida para o ponto de equilibrio.

Assim sendo, ndo é suficiente encontrar uma solugdo para o conjunto de LMI’s, esta
solucao deve otimizar alguma caracteristica.
Definicao D.3.1: Seja S o conjunto de solucdoes de uma LMI, uma das possiveis

solu¢bes minimiza uma determinada funcao escalar f(&):

Jotima = infees f(§) = inf{f(§): & €S} (349)

Definicao D.3.2: A funcao custo f: .S — R é dita ser convexa se S é convexo e para

£1,& € S a seguinte relacao é satisfeita:

fla&i +(1—a)§) <af (350)

Definicao D.3.2: A funcao custo f: .5 — R é dita ser convexa se S é convexo e para

£1,& € S a seguinte relacao é satisfeita:

fla&r+ (1 —a)§2) < af(é) + (1 —a)f(é) (351)

onde a € (0,1), & # &o.
Definicao D.3.3: A funcao f(&) é dita ser concava se —f(§) é convexa.

Definicao D.3.4: Um problema de otimizagao convexa é da seguinte forma:

mingesf(§) : F(§) <0 (352)

Defini¢ao D.3.5: Seja v € R, o objetivo é procurar o valor minimo da fungao f(§)

sujeita a um limitante superior:

fe) <, vEes (353)

Definicao D.3.6: Conjunto de nivel de S:
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Figura 16: Funcao convexa f(§)

S, ={EeS: f(&) <} (354)

Definicao D.3.7: Se f : S — R ¢ convexa entao S, é convexo para todo v € R.

D.4 Resolugao Numérica de LMI’s

A resolucdo de problemas de LMI’s é obtida de forma numeérica utilizando pacotes
computacionais especificos.

A solucdo alcancada pode ser caracterizada de duas maneiras:

e Problema de factibilidade de LMI: busca por uma solucdo qualquer que satisfaca um

conjunto de restri¢bes na forma de LMI;

e Problema de otimizacdo: determinar a solucao 6tima de uma funcdo custo linear

sujeita a um conjunto de restricoes na forma de LMI.

Este projeto de pesquisa tratou-se de um problema de factibilidade de LMI: buscou-se

as varidveis de decisdo que defininham o controlador PSS numa regidao factivel.

94



E Solvers em Estudo

Este apéndice descreverd as funcdes basicas dos trés solvers de LMI’s utilizados neste
projeto de pesquisa: mincx, SeDuMie SDPT3. Antes disso, serd informado os comandos
basicos do toolboxr LMILAB e da plataforma YALMIP (Lo6fberg, 2004) utilizadas para os
trés solvers utilizados.

E.1 LMILAB

LMILAB é um toolbox do MatLab que requer licenca de uso e € aplicado na resolucao
de Desigualdades Matriciais Lineares (LMT’s). Os solvers mais populares que utilizam o
LMILAB séo o mincx, feasp e gevp, diferenciando apenas em suas sintaxes. A seguir

serao descritos seus comandos bésicos.

E.1.1 Setlmis

Funcdo utilizada para inicializar a criagdo de um novo sistema de LMI’s. Ela elimina
todas as LMUI’s definidas anteriormente. Fla sempre é utilizada para inicializar uma imple-

mentacao de LMI’s.

E.1.2 Lmivar

Comando responsavel por definir uma variavel matriz no sistema de LMI’s a qual devera
ser determinada respeitando as desigualdades impostas. Sua sintaxe é:
[z, ndec, xdec] = Imivar(tipo, struct) (355)

7

onde

tipo: estrutura de x:
e 1: bloco diagonal simétrico;
e 2: matriz retangular completa;

e 3: outra.
struct: dados adicionais da estrutura de z:

e tipo = 1: a linha de posigdo i da struct define o bloco diagonal de posigdo i de z.
struct(i,1): tamanho do bloco;

struct(i,2): tipo do bloco (0: bloco escalar, 1: bloco completo e -1: bloco de zeros).
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e tipo = 2: struct = [M,N] se x é uma matriz MxN

e tipo = 3: struct é uma matriz de mesma dimensao de x onde
struct(i,j)=0 se (i, j) = 0;
struct(i,j)=+n se z(i, j) = variavel de decisdo de ordem n;

struct(i,j)=—n se z(i, j) = variavel de decisao é (-1) vezes a ordem n.

x: identificador para a nova varidvel matriz;

ndec: namero total de variaveis de decisao;

xdec: entradas dependentes de x nas varidveis de decisao.
Exemplo E.2.1:

a) Criar uma uma varidvel matriz simétrica completa de dimensao 2x2:

x = Imivar(1,[2 1]) (356)

b) Criar uma variavel matriz 2x3:

x = Imivar(2,[2 3]) (357)

¢) Criar uma variavel matriz diagonal 3x3:

x = Imivar(1,[3 0]) (358)

E.1.3 Lmiterm

Comando responsavel por definir as desigualdades lineares do sistema de LMI’s. Sua

sintaxe é:

Imiterm(termid, A, B, flag) (359)

termid: vetor com quatro entradas especificando a natureza e a localizacdo da varidvel

e termid(1) = +n: lado esquerdo da n-ésima LMI é menor que o direito.
e termid(1l) = —n: lado esquerdo da n-ésima LMI é maior que o direito.

e termid(2:3): informa a posi¢ao (linha e coluna) na LMI no sistema de LMTI’s.
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o termid(4) = 0: varidvel é um termo constate.
e termid(4) = X: variavel (X) é da forma A x X x B.

e termid(4) = —X: varidvel (X) é da forma A x X' x B.

A matriz com valores constantes que pré-multiplica a varidvel a se determinar.

B: matriz com valores constantes que pés-multiplica a varidvel a se determinar.

flag: especifica se Ax X * B + Ax X' B ¢ um bloco diagonal, se sim, flag — 's’.
Exemplo E.3.1: Especificar a desigualdade: A’ P+ Px A < 0 com P sendo a variavel.
setlmis([])

P = Imivar(1,[2 1])

lmiterm([1 1 1 P|,A’/1,’s")

E.1.4 Getlmis

Comando responsavel por obter todas as desigualdades matriciais definidas pelo Imi-
term().

Exemplo 6.4.1: Especificar a desigualdade: A’* X + X * A < 0 com P sendo a variavel
a se determinar.

setlmis([])

P = lmivar(1,]2 1])

lmiterm([1 1 1 P|,A’/1,’s")

Imisys = getlmis

E.1.5 Decnbr

Comando responsével por determinar o numero de varidveis de decisdo do sistema de
LMT’s.

E.1.6 Defcx

Comando que especifica a fungdo objetivo do solver mincx. Sua sintaxe é

[vl,...,vk] = defecx(Imisys, j,z1,..., zk) (360)
Ha o retorno dos valores vl,...,vk da matriz de varidveis com os identificadores
zl,...,xk quando as variaveis de decisdo valem 1 e as outras 0.
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E.1.7 Dec2mat

Comando que extrai o valor da varidvel de decisdo apds a resolucdo da desigualdade

matricial. Sua sintaxe é:

X = dec2mat(lmisys, decvars, xid) (361)

O comando retorna o valor da matriz de variaveis de decisdo com identificador xid e

vetor de varidveis de decisao decvars.

E.2 YALMIP

YALMIP é um toolboz de distribui¢ao gratuita para uso no MatLab na solugdo e mo-
delagem de problemas avangados de otimizagdo. Uma das caracteristicas que o tornam
vantajoso é a capacidade de usa-lo em conjunto com solvers externos. Atualmente o YAL-

MIP trabalha com 20 solvers para diversos tipos de problema. Seus comados bésicos sao:

E.2.1 SDPVAR

E utilizado para definir variaveis de decisdo simboélicas do YALMIP.
e x = sdpvar(n,m,’tipo’,’campo’)

e x = sdpvar(dim1,dim2,dim3,...,dimn,’tipo’,’campo’)
Matriz quadrada: P = sdpvar(n,n);
Matriz simétrica: P = sdpvar(n,n,’symetric’);
Matriz completa: P = sdpvar(n,m, full’);
Matriz com valores complexos: P = sdpvar(n,m,’full’,’complex’);
Matriz diagonal: X = diag(sdpvar(n,m));
Hankel: P = hankel(sdpvar(nn));

Toepliz: P = toeplitz(sdpvar(n,n))

E.2.2 SET

E utilizado para definir as equacoes, inequacdes e restricdes contidas no problema
F — set([])

F = set(X)

F = set(X, tag’)

Exemplo E.2.1:
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P = sdpvar(n,n);
F = set(P>0) + set(P(:)>0);

E.2.3 SDPSETTINGS

E utilizado para configurar parametros dos solvers.
options = sdpsettings(’campo’,valor,’campo’,valor,...);
Exemplo E.2.2:

options = sdpsettings(’solver’ ’sedumi’,’sedumi.eps’;1e-12);

E.2.4 SOLVESDP

E a funcdo mais comum para solucionar problemas de otimizacao.

diagnostics = solvesdp(F, h, options) (362)

Y

onde F sdo as equacoes, inequagoes e restricoes do problema, h é a varidvel que deseja-se
minimizar e options sdo os parametros do solver que deseja-se alterar.

Exemplo E.2.3:

x = sdpvar(n,1);

F = set(A*x<b);

h = ¢’*x;

solvesdp(F h);

Exemplo E.2.4: Dado um sistema dinamico linear na forma 2’ = Ax, onde o objetivo
é provar a estabilidade encontrando uma matriz simétrica P que satisfaca as seguintes

inequacoes:

P>0 (363)

A'P+PA<O (364)

Y

onde a matriz A é dada. O seguinte co6digo do MatLab foi implementado:
A=1[120-3-41;00-2[;
P = sdpvar(3,3);
F = set(P>0) + set(A*P+P*A<0);
solvesdp(F)

Executado o cédigo implementado obtém-se a seguinte matriz P:
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0,5603 0,0452 —0,0070
P=1 0,0452 0,2490 0,0348 (365)
—0,0070 0,348 0,4116

A fim de verificar os resultados, serdao obtidos os autovalores da matriz P:

0, 2354
MP) = | 0,4187 (366)
0, 5667

como todos autovalores de P sdo positivos, entao a inequacao (341) esta validada. Para

a inequacdo (342) deve-se obter o primeiro membro:

-1 -3 0 0,5603 0,0452 —0,0070
AP+PA=| -2 —4 0 0,0452 0,2490 10,0348 | + (367)
0 1 -2 —0,0070 0,0348 0,4116
0,5603 0,0452 —0,0070 -1 -2 0
+| 0,0452 0,2490 0,0348 -3 -4 1 (368)
—0,0070 0,348 0,4116 0 0 -2

—1,3918 0,1475 —0,0384
A'P+PA=| 0,1475 —1,8108 0,0260 (369)
—0,0384 0,0260 —1,5766

Obtendo-se os autovalores:

—1,8622
AMA'P+ PA)= | —1,5755 (370)
—1,3415

como todos os autovalores de A’P + PA sdo negativos, entdo a inequacgao (342) esta

validada.

E.3 Mincx

Mincx é um solver de Desigualdades Matriciais Lineares cujo propésito é minimizar
uma funcao objetivo linear. Este solver faz parte do pacote LMILAB.

Sintaxe
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A sintaxe deste solver é:

[COPT, XOPT] = mincx(LMISY S,C,OPTIONS,XINIT,TARGET).

Este solver resolve o seguinte problema de otimizagao:

Minimizar ¢ *x
Sujeito a L(z) < R(x)

onde z é o vetor de variaveis de decisao.

Entradas:

LMISY S: descreve as restri¢cdes do sistema de LMI;

e (: vetor com o mesmo tamanho de x e utilizado na funcao objetivo;

OPTIONS: entrada opcional que define a relacdo de exatiddo requerida para a

funcdo objetivo, o ntmero maximo de iteracoes, dentre outras funcoes;

XINIT: entrada opcional que define os valores iniciais para x;

TARGET: entrada opcional que define o valor objetivo (¢ x x < TARGET).

Saidas:
e COPT: minimo global da fung¢éo objetivo ¢ x x;

e XOPT: valor de minimizagdo do vetor x das varidveis de decisdo.

E.4 SeDuMi

SeDuMi é um solver de Desigualdades Matriciais Lineares disponibilizado pela plata-
forma YALMIP. E um solver de minimizacio/otimizagdo de uma regido definida por um
cone homogéneo.

Sintaxe

A sintaxe deste solver é:

[X,Y,INFO| = sedumi(A,b,c, K, pars).
onde

e [X,Y,INFO] = sedumi(A,b,0) ou sedumi(A,b) o objetivo do problema ¢ encontrar
x > 0 tal que Axx = b;

101



E.5

[X,Y, INFO] = sedumi(A,0, ¢) ou sedumi(A, c) o objetivo do problema ¢é encontrar
y tal que A’ xy < ¢;

K: define o valor minimo para x, caso K =0, z > 0;

pars: define um conjunto de pardmetros para resolucdo do problema de minimizacao
como a regiao de operacao, a exatidao requerida, ntimero méximo de interagoes,

dentre outros.

SDPT3

SDPT3 é um solver de Desigualdades Matriciais Lineares disponibilizado pela plata-

forma YALMIP. E um solver de otimizacio de uma regido linear quadratica (SQL do inglés,

Semidefinite-quadratic-linear).

Sintaxe

A sintaxe deste solver é:

[0bj, x,y, z,info, runhist] = sdpt3(blk, At,C,b, OPTION S, 20, 30, 20).

onde

blk: vetor que descreve a estrutura do bloco diagonal dos dados do SQL;
At: vetor com Atp = [svec(Apl)...svec(Apm)];

b,C: dados da instancia SQL;

20, 90, 20: comando opcional para a inicializacao dos vetores;

OPTIONS': comando opcional para especificagdo de paradmetros de operacao do

solver;

obj : [< Cyxz >, < by >];

x,y, z: solugao 6tima aproximada ou primal ou dual;

info: fornece informacdes técnicas da solucao do problema;

runhust: fornece um histérico do problema.

Exemplo E.1: O exemplo a seguir envolve a resolucao de sistema dindmico linear na

forma 2’ = Az, onde o objetivo é provar a estabilidade encontrando uma matriz simétrica

P (similar ao exemplo 6.2.4), mas fazendo uso dos trés solvers individualmente. Primei-

ramente serd mostrado o cédigo fazendo uso do solver mincx na plataforma LMILAB e

posteriormente os solvers SeDuMi e SDPT3 na plataforma YALMIP.
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mincx na plataforma LMILAB

N =—=—=——=——=———————————————————— === ——— —
% Avaliando a estabilidade de Lyapunov do sistema de inequagdes.

%

% Encontrando X>0 tal que X*A+A*X<0

%

% Sistema apresenta solugao desde que seja estével
A —
% Sistema e sua dimenséao

A =1]15;0-2]

n = size(A,1);

% Criando um novo sistema de desigualdades matriciais setlmis([]);
% Criando uma matriz simétrica e simbdlica X = lmivar(1,[2 1]);
% Definindo as inequagbes de Lyapunov lmiterm([-1 1 1 X],1,1);
lmiterm([1 2 2 X],A’,1,’s");

% Obtendo as desigualdades definidas Imisys — getlmis;

h = decnbr(lmisys);

¢ = zeros(h,1);

for j=1:h

[7j] = defex(Imisys,j,X);

c(j) = trace(z]);

end

% Resolvendo as LMI'’s

tstart = cputime;

[copt,xopt] = mincx(lmisys,c,[]);

tfinal = cputime;

deltat = tfinal-tstart;

% Extraindo o resultado da variavel de decisao

X = dec2mat(Imisys,xopt,X);

A solucao apresentada pelo solver mincx foi:

deltat = 0,1716s (371)
X — 0,0700 0,0056  10-11 (372)
0,0056 0,3088
os autovalores sao:
0,0699
MX) = [ 0’3090 1 x 1071 (373)

103



AA'X + XA) =
—0,0042

-0, 1277
’ ] x 10710 (374)

percebe-se que a teoria de Lyapunov foi cumprida: X >0e A’X + XA < 0.

SeDuMi na plataforma YALMIP

yalmip(’clear’)

clear all

close all

cle

e
% Avaliando a estabilidade de Lyapunov do sistema de inequagdes.

%

% Encontrando X>0 tal que X*A+A*X<0

%

% Sistema apresenta solucao desde que seja estével
S —
% Sistema e sua dimensio

A =1]15;0-2]

n = size(A,1);

% Criando uma matriz simétrica e simbolica
X = sdpvar(n);

% Definindo as inequacgoes de Lyapunov
ineqs = set(X*A+A*X<0) + set(X>0);

% Escolhendo o solver e seus parametros de operacdo
disp("— solver SeDuMi do YALMIP —’)
opts=sdpsettings;

opts.solver="sedumi’;

opts.sedumi.eps=1e-5;
opts.sedumi.bigeps—1e-5;

opts.verbose=0;

tstart = cputime;

% Encontrando a matriz X
solvesdp(inegs,[],opts);

tfinal = cputime;

deltat = tfinal-tstart

% Avaliando a solucao de X

Xsol = double(X)

Xsol eig = eig(Xsol)

XAsol eig = eig(double(X*A+A’*X))

A solugdo apresentada pelo solver SeDuMi foi:
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deltat = 2,2776s

o | 03883 0.5267
0,5267 1,6203

os autovalores sdo:

AX) = 0,1939
| 1,8148

AA'X 4+ XA) =

—1,4185
—0,5729

percebe-se que a teoria de Lyapunov foi cumprida: X >0e A’X + XA < 0.

SDPT3 na plataforma YALMIP

yalmip(’clear’)
clear all
close all

cle

% Avaliando a estabilidade de Lyapunov do sistema de inequagdes.
%

% Encontrando X>0 tal que X*A+A*X<0

%

% Sistema apresenta solucdo desde que seja estével

R —————,.
% Sistema e sua dimensdo

A =1]15;0-2]

n = size(A,1);

% Criando uma matriz simétrica e simbolica
X = sdpvar(n);

% Definindo as inequagoes de Lyapunov
ineqs = set(X*A+A*X<0) + set(X>0);

% Escolhendo o solver e seus parametros de operacdo
%disp("— solver SDPT3 do YALMIP —’)
Y%opts=sdpsettings;

%opts.solver="sdpt3’;
%opts.sdpt3.eps=1e-5;
%opts.sdpt3.bigeps=1e-5;

%opts.verbose=0;

tstart = cputime;
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% Encontrando a matriz X
solvesdp(inegs,[],opts);

tfinal = cputime;

deltat = tfinal-tstart

% Avaliando a soluc¢ao de X

Xsol = double(X)

Xsol eig = eig(Xsol)

XAsol eig = eig(double(X*A+A’*X))

A solugao apresentada pelo solver SDPT3 foi:

deltat = 2,5428s (379)
3,2346  4,5811
= (380)
4,5811 14,5162
os autovalores sao:
1,6087
AMX) = ’ 381
0 [ 16,1421 ] (381)
—13,1384
MA'X + XA) = (382)
—5,5841

percebe-se que a teoria de Lyapunov foi cumprida: X >0e A’X + XA < 0.
Conclui-se pelo exemplo que os trés solvers sao capazes de resolver um sistema de inequagoes
lineares (LMI’s) diferenciando-se apenas nos parametros de operagdo o que afeta diretamente em

seu desempenho.
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F Coédigo Implementado com o mincx

%% % %% % % % % % % % %0 % % % %0 %0 % %0 %0 % %0 %0 %0 %0 %0 %0 %o %o %o %o Yo
% Codigo mincx

% %% %% % % % %% % %0 % % %0 % % %0 %6 % %0 %0 % %0 %0 % %o %0 %6 %o %0 %0 Yo
clear all

close all

format long

setlmis([])

cle

tstart = fix(clock);

npo = 11*5*8%2; % Numero de pontos de operacao
dados = open(’'modelos mbinf.mat’);

alfa = 0.1;

beta = 7.2079;
gama = 26.3157;
K = 0.000104;
zeta = 0.05;

teta = acos(zeta);

for k=1:1:npo
Aj(1,k).aj = dados.matrizes ss.A{1,k};
end

Bj = [0 000 866.6667 0 0]’;
Ci=[0100000];

Ac = [-alfa 0 0 0; gama-alfa*beta, -gama, 0, 0; beta*gama-alfa*beta*beta, gama-beta*gama,

-gama, 0; beta*beta*gama-alfa*beta*beta*beta, beta*gama-beta*beta*gama, gama-beta*gama,

-gamal;
Bc = [1; beta; beta*beta; beta*beta*betal;
Ce=[000K];
for k = 1:1:npo
A(1,k).a = [Aj(1,k).aj, Bj*Cc; Bc*Cj*Aj(1,k).aj, Ac];
end

107



P = lmivar(1,[11 1]);

lmiterm([-1 1 1 P],1,1);
for k=1:1:npo
lmiterm([k+1 1 1 P],A(1,k).a’,1,’s’);

end

lmisys = getlmis;

h = decnbr(lmisys);

¢ = zeros(h,1);
options=[le-2 500 1lel 20 1J;

for j=1:h

[7j] = defcx(Imisys,j,P);

c(j) = trace(z]);

end

[copt,xopt] = mincx(lmisys,c,options,[],1e-4);
P = dec2mat (Imisys,xopt,P);

iter = 0;

while (iter < 1)

iter = iter + 1

setlmis([]);

X = P(1:7,1:7);

Y = P(8:11,8:11);

Z = P(1:7,8:11);

sigma = lmivar(1,[1 1]);

I1 = eye(7);

12 = eye(4);

[g1,n,5g1] = lmivar(2,[1 1]); % Variavel gama

Ax1 = [0,0,0,0; sgl,-sg1,0,0; 0,sg1,-sg1,0; 0,0,sg1,-sgl];

[Acl,n,sAcl] = lmivar(3,[Ax1]);
Ac2 = [1,0,0,0; 0,1,0,0; 0,beta,1,0; 0,beta*beta,beta,1];
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Ac3 = [-alfa,0,0,0; -alfa*beta,0,0,0; -alfa*beta*beta,0,0,0; -alfa*beta*beta*beta,0,0,0];

[c1,n,5c1] = lmivar(2,[1 1]);
[Cc,n,sCc] = lmivar(3,[0,0,0,sc1]);

for k=1:1:npo

Imiterm([k 1 1 0],sin(teta)*(X*Aj(1,k).aj+Aj(1,k).aj*X));
Imiterm([k 1 1 0],sin(teta)*(Z*Bc*Cj*Aj(1,k).aj+Aj(1,k).aj’*Cj’*Bc*Z’));
lmiterm([k 1 1 sigma],1,-11);

Imiterm([k 1 2 0],sin(teta)*(Aj(1,k).aj’*Z));

Imiterm([k 1 2 Acl],sin(teta)*Z*Ac2,1);

Imiterm([k 1 2 0],sin(teta)*(Z*Ac3));

Imiterm([k 1 2 0],sin(teta)*(Aj(1,k).aj’*Cj*Bc™*Y));
Imiterm([k 1 2 Cc],sin(teta)*X*Bj,1);

Imiterm([k 2 2 -Acl],sin(teta),Ac2’*Y,’s’);

Imiterm([k 2 2 0],sin(teta)*(Ac3’*Y+Y*Ac3));

Imiterm([k 2 2 -Cc],sin(teta),Bj’*Z,’s’);

Imiterm([k 2 2 sigma],1,-12);

Imiterm([k 1 3 0],cos(teta)*(Aj(1.k).aj’*X-X*Aj(1,k).aj));
Imiterm([k 1 3 0],cos(teta)*(Aj(1,k).aj’*Cj*Bc’*Z’-Z*Bc*Cj*Aj(1,k).aj));
Imiterm([k 1 4 0],cos(teta)*(Aj(1.k).aj’*Z));
Imiterm([k 1 4 Acl],(-1)*cos(teta)*Z*Ac2,1);
Imiterm([k 1 4 0],(-1)*cos(teta)*(Z*Ac3));
Imiterm([k 1 4 0],cos(teta)*(Aj(1,k).aj’*Cj*Bc’*Y));
Imiterm([k 1 4 Cc],(-1)*cos(teta)*X*Bj,1);
Imiterm([k 2 3 0],(-1)*cos(teta)*(Z"*Aj(1,k).aj));
Imiterm([k 2 3 -Acl],cos(teta),Ac2’*7Z’);
Imiterm([k 2 3 0],cos(teta)*(Ac3’*Z’));
Imiterm([k 2 3 0],(-1)*cos(teta)*(Y*Bc*Cj*Aj(1,k).aj));
Imiterm([k 2 3 -Cc|,cos(teta),Bj"*X);

lmiterm([k 2 4 -Acl],cos(teta),Ac2’*Y);

Imiterm([k 2 4 Acl],(-1)*cos(teta)*Y*Ac2,1);
Imiterm([k 2 4 0],cos(teta)*(Ac3’*Y-Y*Ac3));
Imiterm([k 2 4 Cc],(-1)*cos(teta)*Z’*Bj,1);

Imiterm([k 2 4 -Cc],cos(teta),Bj’*Z);

Imiterm([k 3 3 0],sin(teta)*(X*Aj(1,k).aj+Aj(1,k).aj*X));

Imiterm([k 3 3 0],sin(teta)*(Z*Bc*Cj*Aj(1,k).aj+Aj(1,k).aj’*Cj’*Bc'*Z’));
Imiterm([k 3 3 sigma],1,-11);

Imiterm([k 3 4 0],sin(teta)*(Aj(1.k).aj’*Z));

Imiterm([k 3 4 Acl],sin(teta)*Z*Ac2,1);
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Imiterm([k 3 4 0],sin(teta)*(Z*Ac3));

Imiterm([k 3 4 0],sin(teta)*(Aj(1,k).aj’*Cj’*Bc’*Y));
Imiterm([k 3 4 Cc],sin(teta)*X*Bj,1);

lmiterm([k 4 4 -Acl],sin(teta),Ac2’*Y,’s’);
Imiterm([k 4 4 0],sin(teta)*(Ac3’*Y+Y*Ac3));
Imiterm([k 4 4 -Cc],sin(teta),Bj’*Z,’s’);
Imiterm([k 4 4 sigma],1,-12);

end
lmisys2 = getlmis;

h = decnbr(lmisys2);
¢ = zeros(h,1);
x0 = zeros(h,1);

x0(1) = -2e-4;
options=[le-3 500 1e3 10 1J;
[copt,xopt] = mincx(lmisys2,c,options,x0,-1e-4);

sigma = dec2mat(lmisys2,xopt,sigma);
Acl = dec2mat(lmisys2,xopt,Acl);

Cc = dec2mat(lmisys2,xopt,Cc);

Ac = Ac2*Acl + Ac3;

gama = Acl(2,1);

K = Cc(4);

menor _damp = 10;

for k=1:1:npo

k;

A(1,k).a = [Aj(1,k).aj, Bj*Cc; Bc*Cj*Aj(1,k).aj, Acl;
[ww,zz,pp| = damp(A(1,k).a);

77;

menorz = min(zz);

if menor damp > menorz

menor damp = menorz;

end

110



end
[sigma,menor_damp]

if sigma < 0

tfinal = fix(clock);

t1 = tstart(3)*24*3600 + tstart(4)*3600 + tstart(5)*60 + tstart(6);
t2 = tfinal(3)*24*3600 + tfinal(4)*3600 + tfinal(5)*60 + tfinal(6);
deltaT = t2 - t1;

break;

end

setlmis([]);

sigma = Imivar(1,[1 1]);
P = Imivar(1,[11 1]);
I = eye(11);

lmiterm([-1 1 1 P],1,1);

for k=1:1:npo

Imiterm([k+1 1 1 P],sin(teta)*A(1,k).a’,1,’s”);
Imiterm([k+1 1 1 sigma],1,-I);

Imiterm([k+1 1 2 P],cos(teta)*A(1,k).a’,1);
lmiterm([k+1 1 2 P],(-1)*cos(teta),A(1,k).a);
Imiterm([k+1 2 2 P],sin(teta)*A(1,k).a’,1,’s”);
Imiterm([k+1 2 2 sigma],1,-I);

end

Imisys3 = getlmis;

h = decnbr(lmisys3);

¢ = zeros(h,1);

x0 = zeros(h,1);

c(l) =1;

x0(1) = -de-4;
options=[le-3 500 1e3 10 1J;

[copt,xopt] = mincx(lmisys3,c,options,x0,-1e-4);

sigma = dec2mat(lmisys3,xopt,sigma);
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P = dec2mat(lmisys3,xopt,P);

menor damp = 10;

for k=1:1:npo

[ww,zz,pp] = damp(A(1,k).a);
menorz = min(zz);

if menor damp > menorz
menor_damp = menorz;

end

end

[sigma,menor _damp]

if sigma < 0

tfinal = fix(clock);

t1 = tstart(3)*24*3600 + tstart(4)*3600 + tstart(5)*60 + tstart(6);
t2 = tfinal(3)*24*3600 + tfinal(4)*3600 + tfinal(5)*60 + tfinal(6);
deltaT = t2 - t1;

break;

end

end

deltaT
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G Cobdigo Implementado com o SeDuMi

%% % %% % % % % % % % %0 % % % %0 %0 % %0 %0 % %0 %0 %0 %0 %0 %0 %o %o %o %o Yo
% Codigo SeDuMi

% %% %% % % % %% % %0 % % %0 % % %0 %6 % %0 %0 % %0 %0 % %o %0 %6 %o %0 %0 Yo
clear all

close all

format long

cle

tstart = fix(clock);
npo = 11*5*8%*2;

dados = open(’'modelos mbinf.mat’);

alfa = 0.1;

beta = 7.2079;
gama = 26.3157;
K = 0.000104;
zeta = 0.05;

teta = acos(zeta);

for k=1:1:npo
Aj(1,k).aj = dados.matrizes ss.A{1k};
end

Bj = [0 0 0 0 866.6667 0 0]’;
Cj=[0100000];

Ac = [-alfa 0 0 0; gama-alfa*beta, -gama, 0, 0; beta*gama-alfa*beta*beta, gama-beta*gama,

-gama, 0; beta*beta*gama-alfa*beta*beta*beta, beta*gama-beta*beta*gama, gama-beta*gama,

-gamal;
Bc = [1; beta; beta*beta; beta*beta*betal;
Cc=1000K];

for k = 1:1:npo
A(1,k).a = [Aj(1,k).aj, Bj*Cc; Bc*Cj*Aj(1,k).aj, Acl;
end

P = sdpvar(11,11);

ineql = set(P >= 0);

113



for k=1:1:npo
ineql = ineql + set(A(1,k).a’*P + P*A(1k).a <= 0);

end

opts=sdpsettings;
opts.solver="sedumi’;
opts.sedumi.eps=1e-4;
opts.sedumi.maxiter=>500;
opts.radius=1el;
opts.maxiter=>500;

opts.verbose=0;

diagl=solvesdp(ineql,[],opts);
P = double(P);

iter = 0;

while (iter < 1)
iter = iter + 1

P = double(P);
yalmip(’clear’)
gama = sdpvar(1);
K = sdpvar(1);

Ac = [-alfa 0 0 0; gama-alfa*beta, -gama, 0, 0; beta*gama-alfa*beta*beta, gama-beta*gama,

-gama, 0; beta*beta*gama-alfa*beta*beta*beta, beta*gama-beta*beta*gama, gama-beta*gama,

-gamal;
Bc = [1; beta; beta*beta; beta*beta*betal;
Ce=1[000K];

for k = 1:1:npo
A(1,k).a = [Aj(1,k).aj, Bj*Cc; Be*Cj*Aj(1,k).aj, Ac];

end

for k = 1:1:npo

M(1,k).m = [sin(teta)*(A(1,k).a”*P + P*A(1,k).a), cos(teta)*(A(1,k).a”*P - P*A(1,k).a);...
cos(teta)*((A(1,k).a’*P - P*A(L,k).a))’, sin(teta)*(A(1,k).a”*P + P*A(Lk).a)];

end

sigma = sdpvar(1);
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I = eye(22);

ineq2 = set(M(1,1).m - sigma*I <= 0);
for k=2:1:npo
ineq2 = ineq2 + set(M(1,k).m - sigma*I <= 0);

end

opts=sdpsettings;
opts.solver="sedumi’;
opts.sedumi.eps=1e-4;
opts.sedumi.maxiter=>500;
opts.radius=1e3;
opts.maxiter=>500;

opts.verbose=0;

diag2=solvesdp(ineq2,sigma,opts);
sigma = double(sigma);

sol(iter,1) = sigma;

menor _damp = 10;

for k=1:1:npo

A(1,k).a = double(A(1,k).a);
[ww,zz,pp| = damp(A(1,k).a);
menorz — min(zz);

if menor _damp > menorz
menor _damp = menorz;

end

end

[sigma,menor_damp]

if sigma < 0

tfinal = fix(clock);

t1 = tstart(3)*24*3600 + tstart(4)*3600 + tstart(5)*60 + tstart(6);
£2 = tfinal(3)*24*3600 + tfinal(4)*3600 + tfinal(5)*60 + tfinal(6);
deltaT = t2 - t1;

break;

end

% Passo 2

gama = double(gama);
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K = double(K);

yalmip(’clear’)
P = sdpvar(11,11);
sigma = sdpvar(1);

for k = 1:1:npo
M(1,k).m = [sin(teta)*(A(1,k).a”*P + P*A(1,k).a), cos(teta)*(A(1,k).a”*P - P*A(1,k).a);...
cos(teta)*((A(1,k).a’*P - P*A(L,k).a))’, sin(teta)*(A(1,k).a”*P + P*A(Lk).a)];

end

ineq3 = set(P >= 0);
for k=1:1:npo
ineqd = ineq3 + set(M(1,k).m - sigma*I <= 0);

end

opts=sdpsettings;
opts.solver="sedumi’;
opts.sedumi.eps=1e-4;
opts.sedumi.maxiter=>500;
opts.radius=1e3;
opts.maxiter=>500;

opts.verbose=0;

diag3=solvesdp(ineq3,sigma,opts);
P = double(P);
sigma = double(sigma);

sol(iter,2) — sigma;

menor__damp = 10;

for k=1:1:npo

[ww,zz,pp] = damp(A(1,k).a);
menorz = min(zz);

if menor damp > menorz
menor _damp = menorz;

end

end

[sigma,menor_damp]

if sigma < 0
tfinal = fix(clock);
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t1 = tstart(3)*24*3600 + tstart(4)*3600 + tstart(5)*60 + tstart(6);
£2 = tfinal(3)*24*3600 + tfinal(4)*3600 + tfinal(5)*60 + tfinal(6);
deltaT = t2 - t1;

break;

end

end

deltaT
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H Coédigo Implementado com o SDPT3

%% % %% % % % % % % % %0 % % % %0 %0 % %0 %0 % %0 %0 %0 %0 %0 %0 %o %o %o %o Yo
% Codigo SDPT3

% %% %% % % % %% % %0 % % %0 % % %0 %6 % %0 %0 % %0 %0 % %o %0 %6 %o %0 %0 Yo
clear all

close all

format long

cle

tstart = fix(clock);
npo = 11*8*5%2;

dados = open(’'modelos mbinf.mat’);

alfa = 0.1;

beta = 7.2079;
gama = 26.3157;
K = 0.000104;
zeta = 0.05;

teta = acos(zeta);

for k=1:1:npo
Aj(1,k).aj = dados.matrizes ss.A{1k};
end

Bj = [0 0 0 0 866.6667 0 0]’;
Cj=[0100000];

Ac = [-alfa 0 0 0; gama-alfa*beta, -gama, 0, 0; beta*gama-alfa*beta*beta, gama-beta*gama,

-gama, 0; beta*beta*gama-alfa*beta*beta*beta, beta*gama-beta*beta*gama, gama-beta*gama,

-gamal;
Bc = [1; beta; beta*beta; beta*beta*betal;
Cc=1000K];

for k = 1:1:npo
A(1,k).a = [Aj(1,k).aj, Bj*Cc; Bc*Cj*Aj(1,k).aj, Acl;
end

P = sdpvar(11,11);

ineql = set(P >= 0);
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for k=1:1:npo
ineql = ineql + set(A(1,k).a’*P + P*A(1k).a <= 0);

end

opts=sdpsettings;
opts.solver="sdpt3’;
opts.sdpt3.gaptol = le-7;
opts.sdpt3.maxit = 100;
opts.radius=1el;
opts.maxiter=100;

opts.verbose=0;

diagl=solvesdp(ineql,[],opts);
P = double(P);

iter = 0;

while (iter < 1)
iter = iter + 1

P = double(P);
yalmip(’clear’)
gama = sdpvar(1);
K = sdpvar(1);

Ac = [-alfa 0 0 0; gama-alfa*beta, -gama, 0, 0; beta*gama-alfa*beta*beta, gama-beta*gama,

-gama, 0; beta*beta*gama-alfa*beta*beta*beta, beta*gama-beta*beta*gama, gama-beta*gama,

-gamal;
Bc = [1; beta; beta*beta; beta*beta*betal;
Ce=1[000K];

for k = 1:1:npo
A(1,k).a = [Aj(1,k).aj, Bj*Cc; Be*Cj*Aj(1,k).aj, Ac];

end

for k = 1:1:npo

M(1,k).m = [sin(teta)*(A(1,k).a”*P + P*A(1,k).a), cos(teta)*(A(1,k).a”*P - P*A(1,k).a);...
cos(teta)*((A(1,k).a’*P - P*A(L,k).a))’, sin(teta)*(A(1,k).a”*P + P*A(Lk).a)];

end

sigma = sdpvar(1);
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I = eye(22);

ineq2 = set(M(1,1).m - sigma*I <= 0);
for k=2:1:npo
ineq2 = ineq2 + set(M(1,k).m - sigma*I <= 0);

end

opts=sdpsettings;
opts.solver="sdpt3’;
opts.usex( = 1;
opts.sdpt3.gaptol = le-5;
opts.sdpt3.maxit = 100;
opts.radius=1e3;
opts.maxiter=100;

opts.verbose=0;

assign(sigma,-le-8);

diag2=solvesdp(ineq2,sigma,opts);
sigma = double(sigma);

sol(iter,1) = sigma;

menor _damp = 10;

for k=1:1:npo

A(1,k).a = double(A(1,k).a);
[ww,zz,pp| = damp(A(1,k).a);
menorz = min(zz);

if menor _damp > menorz
menor _damp = menorz;

end

end

[sigma,menor damp]

if sigma < 0

tfinal = fix(clock);

t1 = tstart(3)*24*3600 + tstart(4)*3600 + tstart(5)*60 + tstart(6);
t2 = tfinal(3)*24*3600 + tfinal(4)*3600 + tfinal(5)*60 + tfinal(6);
deltaT = t2 - t1;

break;

end
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% Passo 2

gama = double(gama);
K = double(K);

yalmip(’clear’)
P = sdpvar(11,11);
sigma = sdpvar(1);

for k = 1:1:npo
M(1,k).m = [sin(teta)*(A(1,k).a™*P + P*A(1k).a), cos(teta)*(A(1,k).a*P - P*A(1,k).a);...
cos(teta)*((A(1,k).a’*P - P*A(1,k).a))’, sin(teta)*(A(1,k).a*P + P*A(1.k).a)];

end

ineq3 = set(P >= 0);
for k=1:1:npo
ineq3 = ineq3 + set(M(1,k).m - sigma*I <= 0);

end

opts=sdpsettings;
opts.solver="sdpt3’;
opts.usex( = 1;
opts.sdpt3.gaptol = le-5;
opts.sdpt3.maxit = 100;
opts.radius=1e3;
opts.maxiter=100;

opts.verbose=0;

assign(sigma,-le-8);

diag3=solvesdp(ineq3,sigma,opts);
P = double(P);
sigma = double(sigma);

sol(iter,2) = sigma;

menor damp = 10;

for k=1:1:npo

[ww,zz,pp] = damp(A(1,k).a);
menorz = min(zz);

if menor damp > menorz
menor_damp = menorz;

end

122



end

[sigma,menor_damp]

if sigma < 0

tfinal = fix(clock);

t1 = tstart(3)*24*3600 + tstart(4)*3600 + tstart(5)*60 + tstart(6);
t2 = tfinal(3)*24*3600 + tfinal(4)*3600 + tfinal(5)*60 + tfinal(6);
deltaT = t2 - t1;

break;

end

end

deltaT
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