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RESUMO

Este Trabalho de Conclusao de Curso disserta sobre as técnicas que englobam a Engenharia de Floquet,
permitindo a resolucdo de problemas quanticos perturbados por potenciais periddicos. Tais potenciais alteram as
caracteristicas do sistema, modificando suas simetrias e introduzindo novos pardmetros, que impactam as energias
e sdo, caracteristicamente, mais controléveis experimentalmente. A maioria dos problemas analisados envolve o
acoplamento entre spin e um campo magnético externo. Diversas foram as técnicas de resolucdo empregadas: solucao
analitica exata, expansdo para altas frequéncias e simulagoes numéricas, por exemplo. Nos regimes adequados, todos
os resultados foram concordantes. Ademais, o trabalho adentrou o tépico da evolugdo temporal sobre a Otica de
Floquet, que introduz o conceito de operadores estroboscopicos, Hp[tg], que descrevem como o sistema sai do ponto
t =ty e como ele chega em t = tg + 71 - um periodo T a frente. Sua obtenc¢do continua relacionada a adocao de
técnicas aproximativas, vilidas sob determinados regimes. O tratamento numérico, com auxilio da decomposicao de
Trotter-Suzuki, permite descrever como o sistema evolui em todos os pontos temporais; em particular, os multiplos
do periodo. Os resultados mostram que, para frequéncias altas, qualquer método adotado concorda com os valores
obtidos. Por fim, discutiu-se, sob a 6tica dos métodos aplicados anteriormente, um modelo baseado na literatura
cientifica [1]. O hamiltoniano em questao nao descreve mais um acoplamento magnético, mas sim um supercondutor
topoldgico de segunda ordem, que tem suas caracteristicas alteradas a partir da introdugao de um potencial periédico
cossenoidal. Esta discussao particularmente interessa, pois, apesar do modelo ser naturalmente mais complexo que os
outros analisados neste Trabalho, as mesmas técnicas de resolucao sao aplicaveis, o que revela a forca do formalismo
introduzido.

Palavras-chave: Interacao luz-matéria. Mecanica quantica. Sistemas quanticos de poucos niveis.

INTRODUCAO

Gaston Floquet (1847 — 1920) foi um matemético francés de grande relevancia em seu contexto histérico.
A explosdo da Guerra Franco-Prussiana (1870 — 1871), com a subsequente derrota da Franga, desencadeou um
cendrio politico instavel no pais. Em tal momento de crise, a educagdo passou a ser alvo de criticas por parte da
sociedade, desencadeando grandes mudancas. Desse modo, a figura de Floquet rapidamente emergiu com grande
destaque. Apenas sete anos apés concluir seus estudos na “Ecole Normale Supérieure”, ele ja estava encarregado
do curso de matematica da “Nancy-Université”. Seus principais trabalhos ao longo da carreira centraram-se nos
estudos sobre equagoes diferenciais ordindrias (EDOs) [2].

Dentre os artigos de Floquet, destaca-se na fisica aquele que discute o formato de solugées de EDOs com
coeficientes periddicos [3]. Percebeu-se que, com tal arcabougo tedrico, problemas descritos por hamiltonianos que
obedecem H(t) = H(t+ T), sendo T' = 2X um perfodo (e w uma frequéncia de oscilagdo), tém uma solugdo geral
[(t)) = et (1)), isto é, uma fase ndo periédica e uma funcio periédica no tempo (vale que |p(t)) = |4 (t +T))).
Mediante o uso de uma transformada de Fourier,

T
H —— imth 1
we / e (1)dt, (1)

o
m=—0o0

mostra-se que H(t) =Y H,,e~™m (e analogamente para |¢(t))).

A aplicagdo das transformagoes feitas na Equagdo de Schrodinger resulta em (E, + hlw) |¢fl> =
= > . Hi—|¢¥}). Com uma minima manipulacio, o sistema torna-se um problema classico de diagonalizacdo de
matrizes:

Eo |h)y = (Hi—p — hlwd; » 1) [¢7)) (2)

O termo entre parénteses na Equacao (2) é comumente referido como “Hamiltoniano de Floquet”. Ademais,



“F,” nao é mais a energia do problema, mas sim uma “quasi-energia”, com o subindice “a” sendo responsavel pela
diferenciacéo de autoestados.

A matriz Hy é simplesmente a média temporal do hamiltoniano inicial, Hy = % fOT H(t)dt . Alternativa-
mente, é possivel interpretar o subindice n como indicador de posi¢des na “diregdo de Floquet”. Afinal, a Equagao (2)
descreve também um sistema independente do tempo composto por diversas camadas. A interacdo intracamada é
descrita pelo termo Hy, ao passo que os demais H, descrevem a conexdo entre niveis distintos [4].

Grande parte do interesse fisico da abordagem de Floquet estd na manipulagdo da frequéncia w. O
termo “hmw” pode ser interpretado como um campo elétrico ficticio na direcdo de Floquet. O potencial periddico
que perturba o sistema pode alterar suas simetrias, quebrando-as ou induzindo novas. O hamiltoniano resultante,
ademais, passa a ser dependente de parametros de mais facil controle experimental, como a amplitude da perturbagao
e a frequéncia. A ordem de grandeza desta - muito maior, muito menor ou comparavel aos demais pardmetros do
problema - motiva diferentes abordagens e conclusoes.

A pesquisa desenvolvida centrou-se principalmente no estudo do acoplamento de um campo magnético
externo com o spin em sistemas de poucos niveis, o que desencadeia um alto impacto dos aspectos quanticos. O
hamiltoniano analisado é descrito genericamente por

H(t) = ‘%BB(t) .S, (3)
sendo pp o magneton de Bohr, i a constante de Planck reduzida, B(¢) um campo magnético e S o operador de spin
(2s + 1)-dimensional. Por simplicidade, as constantes fundamentais up e h passardo a ser suprimidas.

Foram estudados perfis classicos de polarizagao eletromagnética: circular,
B = (B, coswt, By sinwt, B, ); (4)
linear (sendo « o dngulo tracado entre a polarizagao e o eixo z),
B = (B, coswt cos o, B, coswtsina, B,,); (5)

e genérico (e é uma fase e N é um pardmetro que pode ser interpretado como um amplificador da velocidade da
frequéncia em y),

B = (B, sinwt, By sin (Nwt + ¢€), B.). (6)

Cada perfil induz abordagens diferentes para seu estudo. Por exemplo, ao passo que a polarizacao circular
apresenta solucao exata, as demais se limitam a esfera aproximativa. Neste contexto, diferentes versdes de teoria
de perturbagdo mostraram-se pertinentes na analise das problemaéticas [5].

O prosseguimento da pesquisa adentrou no tépico da evolugdo temporal [6]. A periodicidade do hamilto-
niano, H(t) = H(t + T), faz com que Uty + IT,t) = [U(to + T,t0)]',1 € Z. Ou seja, o hamiltoniano de Floquet,
Hp[to], é capaz de descrever como o sistema evolui em unidades do perfodo. Da defini¢do usual do operador de
evolugao temporal, decorre que

Ulto + T, to) = e HHrltolT, (7)

Por fim, é importante mencionar que, apesar de se limitar a poucos niveis, a teoria desenvolvida independe
do spin do problema. Isto é, o aparato desenvolvido é vilido para valores de s = 1/2,1,3/2, etc., sendo este
apenas um pardmetro nas equagoes. Esta caracteristica se revela 1til, pois possibilita a simulacao de sistemas mais
complexos a partir desta abordagem; por exemplo, variados graus de liberdade, provenientes de diversas razoes,
podem ser resumidos ao nimero quantico de spin. Tal metodologia consiste na base daquilo que é explorado em
sistemas mais complexos, vide, por exemplo, as Referéncias [1, 7]. Em particular, a Referéncia [1] foi analisada mais
a fundo neste trabalho.



REALIZACOES

A secao seguinte disserta sobre o arcabouco tedrico de cada problema analisado em especifico e, de maneira
conectada, apresenta os resultados obtidos no trabalho.

Primeiramente, o cendrio da polarizagao circular é discutido. Este caso foi solucionado de quatro manei-
ras diferentes: via diagonalizagdo da matriz de Floquet, pela transformagdo unitaria para um referencial girante,
pela resolugdo exata dos coeficientes da funcao de onda, e via teoria de perturbacao. Todos os quatro métodos
concordaram.

Em sequéncia, foram analisados os perfis de polarizacao linear e genérico. Os dois casos possibilitam
somente solugbes aproximadas, porém igualmente validas no regime adequado. O estudo focou também nos para-
metros presentes nos hamiltonianos em questio - como « e €, vide Equagoes (5) e (6) - dissecando sua relevincia
fisica.

Por fim, abarca-se o tépico da evolucao temporal, tanto mediante o formalismo de Floquet quanto nume-
ricamente, via decomposi¢do de Trotter-Suzuki. Nesta discussdo, inicialmente foi adotado o perfil de polarizacao
B = (B;sinwt,0,B,), a fim de possibilitar a aplicacio das técnicas que serdo discutidas. E entdo, finalmente, o
trabalho se estendeu para um hamiltoniano mais complexo, alvo de estudos reais na area da fisica de estado sélido.
Nao obstante, o ferramental introduzido mostra-se suficiente para conseguir resultados validos.

Todas as imagens e codigos computacionais usados neste Trabalho foram desenvolvidos pelo autor.

Polarizacgao circular

Abordagem de Floquet

Pela teoria de Floquet, exemplificada para um caso com spin s = %7 considerando o hamiltoniano decor-

rente da Equacdo (4), os coeficientes de sua expansdo, de acordo com (1), sdo dados por

_ Bzém,o Bp(sm,l
Hm N (dem,—l _Bzém,0> ' (8)

Consequentemente, o hamiltoniano de Floquet adquire, sucintamente, o formato

=1) |0) 1)
B.4w 0 00
(-1 0 -B.+w| |B, 0 0
<0‘ 0 B, B. 0 00
Hp = 00 0 —B. B, 0 : (9)
0 B, [B.—w
al o i

Vé-se nitidamente que, apesar de infinita, a matriz é bloco-diagonalizada pelos seguintes elementos adjacentes:

1 (-B, —2wl B,
Her =5 ( B B, —2w(l + 1)) ' (10)



Desse modo, os autovalores do problema sao
BEe—+: /B4 (B —wp— (4 (11)
=4- L —w)?— | = w.
A 2

Para spins maiores, a andlise ndo é mais tao direta. Todavia, pode-se mostrar que o bloco que diagonaliza
o sistema, qualquer que seja a dimensdo 2s + 1, é composto pelos estados {|l +14,4)}, —s < i < 5,4 € N (para spins
inteiros; semi-inteiros requerem uma escolha arbitréria e irrelevante de assimetria com relagdo ao ¢ = 0). Isto é,
nos kets indicados, o primeiro niimero quéntico é relativo ao bloco de Floquet, enquanto o outro, ao nimero mg de

spin. J4 as quasi-energias do setor [ obedecem, para spin semi-inteiro, s;y /B2 + (B, — w)? — (l + %) w,—s < s; <,

s; sendo um semi-inteiro que salta de um em um; no caso inteiro, s;, /Bf7 + (B, —w)? —lw,—s < s; < s, 8; agora

sendo um ndmero inteiro (que salta de um em um). E interessante notar que, no setor ! = 0, o de notadamente
maior relevancia fisica, hd uma quasi-energia nula, independente do spin inteiro analisado.

O célculo dos autovalores foi automatizado com o auxilio da plataforma Mathematica. Percebeu-se que
o bloco que diagonaliza o problema, Hg, tem seus elementos dados por: (Hg);; = B.(S:)ii — (Il + s+ 1 —i)w,
(Ha)iiv1 = Bp(Sz)iji+1 € (Ha)ii—1 = Bp(Sz)ii—1 (para spins inteiros; semi-inteiros, basta substituir o “+1” nos
elementos da diagonal por um —|—%)

Os resultados analiticos puderam ser confirmados a partir de simulagées numéricas. Na plataforma Mathe-
matica, foi declarada uma matriz quadrada d x d,d = 200 x 2+ 1. Isto é, o bloco abarca desde I = —200 até [ = 200.
O tamanho da matriz reflete seu truncamento e determina a precisdo dos autovalores calculados.

Referencial girante

Tal qual o anédlogo classico, a mudanca de referencial para um que gira com frequéncia igual & do potencial
aplicado também é capaz de eliminar a dependéncia temporal. Este método é totalmente complementar a abordagem
de Floquet, permitindo a comparagao das solucdes obtidas.

Seja U o operador unitario que transforma para o referencial girante. Assim, é vdlido escrever H |¢) =
= iZ |¢) como: UTH(UUT) |¢) = UTig,(UUT |)). Disto, decorre: UTHU (U [¢0)) = Uti[Ud, (U |¢))+(0,U)UT [4)].
Renomeando UT |¢) para |¥), segue que: [UTHU — iUt (0,U)]|¥) = iUTUO, |¥) = id; |¥). Assim, é pertinente
nomear Heg = [UTHU — iUT(9,U)] como hamiltoniano efetivo do sistema. Logo, Heg |¥) = id; |¥).

Fica claro, portanto, que o operador que realiza a transferéncia de referencial requerida é o que causa
uma rotagao ao redor do eixo z com a mesma frequéncia de oscilagdo do campo magnético, U (t,ty) =
= exp{—iS.w(t—to)} [8]. A atuacdo de U(t,to) nos operadores de spin resulta em cos (w(t — to)) Sy —sin (w(t — to))Sy,
cos (w(t —t9))Sy + sin (w(t — t9)) Sz, S-, respectivamente, para S;, S, e S.. Desse modo,

Heg = (B, —w)S, + Bp[S, coswty + Sy sinwtg]. (12)

Por este método, as respostas apresentam total concordancia com o caso de [ = 0, a par de uma constante
w 7 . . . . ~ _ 1 2 2
(—5). Isto é, considerando spin 1/2, as quasi-energias sao Ey = £54/(B. —w)” + B;.
No entanto, esta abordagem apresenta uma latente desvantagem em decorréncia de sua especificidade. Isto
é, ele s6 é aplicavel caso a frequéncia de oscilagdo seja a mesma nos dois eixos que a sofrem (em todos os exemplos

aqui dados, z e y). Supondo w, # w, e o operador de rotagéo ao redor do eixo z definido por U (t,0) = exp{ —%Szfyt},
a forma mais simples em que o hamiltoniano efetivo pode ser reduzido é

Heg = (B, —7)S: + BpSaz(coswyt cosyt + sinw,tsinyt) + BpSy(— coswyt sinyt + sinwyt cosyt). (13)



Independente da escolha de <, ndo hd maneira de anular a dependéncia temporal, como no caso w, = w,. A
abordagem de Floquet, sob tais condi¢bes, também perde o carater exato da solugao, porém, ainda permite a analise
mediante métodos numéricos e teoria de perturbacao, conforme serd discutido nos outros casos de polarizacao.

Resolugao dos coeficientes da fungdo de onda

Por se tratar de um problema de dois niveis, a fun¢io de onda pode ser expandida como |1)(t)) =
= a(t) |4) + b(t) |-), sendo a(t) e b(t) fungdes que dependem do tempo e |+) = (1> e|—) = (?) Aplicando na
Equacdo de Schrodinger, obtém-se: H(t) |1 (t)) = i% |1(t)). Disto, decorre
(BpSy coswt, BpSy sinwt, B.S.)(a(t)|+) + b(t) |—-)) = i(a'(t) |[+) + V' (t) |—)), (14)
sendo S = (53, 5y, S;) as matrizes de spin 1/2.

Expandindo nos coeficientes, duas equagoes sao obtidas:

Beg 4 Breivth = ia/ (15)
%e“"ta — Bp =it
Convém realizar a substituicio a(t) = e'2 a(t) e B(t) = e b(t). Assim, o sistema é simplificado para
B, Bpp_
7—%)0&—&—%’6—1&’ (16)
&a_(&_ﬂ)ﬂziﬁ/
2 2 2

Uma vez que agora a fun¢do de onda é expressa por |¥(t)) = a(t) |+) + B(t) |—), o sistema de equagdes
obtido permite identificar o hamiltoniano independentemente do tempo:

H, = B,S, + (B, —w) S.. (17)

Calcula-se, portanto, trivialmente que suas autoenergias sdo Fy = +4/ (% — Bz)2 + Bg, valor similar ao obtido

pela abordagem de Floquet para [ = 0, a par de uma constante (—%)

Teoria de perturbacdo

Novas andlises fisicas decorrem do caso em que a frequéncia de oscilacdo é muito maior que os demais
parametros do problema. No contexto trabalhado, isto implica que w > B,, B,. Desse modo, passa a ser possivel
aplicar, a partir do hamiltoniano H,,—o, uma teoria de perturbagio degenerada [9, 10]. Assim, o hamiltoniano
analisado, considerando uma expansao até segunda ordem em w, passa a ser o seguinte:

{[HmaHm] + [[HmaHO]7Hm]}+ Z HHfmvafn]an].

Heg~ Ho+ Y
m#0

18
2mw 2m2w? 3mnw? (18)
(nym)£0

Para a polarizagao circular, como H; # H_1, o comutador entre ambos deixa de ser necessariamente nulo
(e de fato nao é). O ultimo termo, todavia, continua sem peso, uma vez que H,, = 0,m # 0,£1. Assim, a matriz
efetiva do sistema de spin 1/2 é

2 2
B2  B.B?

1 Bz_? w
Heff:§ 2w _(BZ_Bg_Bng) . (19)
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Figura 1: Grafico da razao P = Eupnalisada/ Eevata como funcao do logaritmo natural da frequéncia. Os métodos
analisados sdo o do célculo analitico, de acordo com a Equagao (11), e da teoria de perturbacao, a partir do
hamiltoniano da Equacao (19). Os valores indicados no corpo do grafico sdo referentes ao valor de P do ponto da
teoria de perturbacao. A cor é concordante com a legenda, isto é, com o autovalor 0.5 ou -0.5. Nota-se a rapida
convergéncia da teoria de perturbacio, ja para valores de w ~ 109 = 1.

A validade da teoria de perturbacao para diferentes valores de frequéncia escolhidos foi checada com auxilio
da plataforma Mathematica. A concordincia entre os respectivos autovalores foi feita calculando a razao entre o
resultado do método analisado - Equagdo (18) - e o proveniente da “matriz base” - truncamento computacional da
Equagéo (9). A Figura 1 ilustra esse comparativo para ambas as abordagens, considerando apenas os autovalores
+0.5 (isto é, setor I = 0) do problema de spin 1/2.

Nota-se que, de fato, ha uma excelente concordancia entre os valores provenientes do método exato e
aqueles da matriz 401 x 401. Para a teoria de perturbacao, por outro lado, os resultados sdo equipardveis apenas a
frequéncias altas (no caso, em w = 100). Tal constatagdo faz total sentido com as hipéteses da teoria e reforga sua
validade em regimes nos quais o médulo do campo magnético é muito inferior a frequéncia de oscilagao.

Polarizacgao linear

A fim de ilustrar a validade do ferramental desenvolvido para problemas de qualquer spin, este caso serd
exemplificado com s = 1. Considerando o hamiltoniano H(t) = B(t) - S, sendo B(¢) dado por (5), as matrizes
coeficientes do hamiltoniano obedecem

B.bm,o z%e_m(%,l + Om,—1) 0
Bp [XeY Bp —i
o= | 55 Gnatons) 0 he ™ (G + Gm) | (20)
0 Tfieza(ém’l + 6177,,—1) _Bz(sm,o

Consequentemente, o hamiltoniano de Floquet é dado por

|-1) [0) [1)
(-1 Hy H-y 0
Hp = <0<}él g? IZ;) . (21)

(1]



401 * B= 401 © B=2
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Figura 2: Valores das quasi-energias para diferentes dngulos a de polarizacio, considerando os hamiltonianos de
spin 1/2 (& esquerda) e spin 1 (& direita). As legendas sdo dadas em fungdo do pardmetro B, definido de modo

que a = %. Os demais parametros do problema (campo magnético e frequéncia) foram fixados (B, = B, = 0.2,
w = 1). A total sobreposi¢iao de todas as 6 retas indica que nao hd qualquer dependéncia da energia com «.

Note que todos os coeficientes H,,, m # 0,41 sdo nulos. No entanto, ao contrario do caso da polarizagao
circular, esse sistema mostrou-se impossivel de ser bloco-diagonalizado. Consequentemente, as analises se limitaram
a esfera numeérica. Os célculos e o processamento dos dados foram feitos com auxilio das plataformas Mathematica
e Python.

Tendo em vista tais limitagoes tedricas, questoes computacionais surgem. Uma vez que a matriz de Floquet
é infinita, hé necessidade de trunca-la. Consequentemente, a precisdo dos resultados numéricos, diretamente ligada
a esta escolha, deve ser analisada. Para descobri-la, foram analisadas matrizes de tamanho 10, 25, 50, 75, 100 e 150
(esses niimeros sdo, na realidade, relativos ao I méximo adotado, mas a matriz vai de — a [, de modo que sua real
dimensao é 21+ 1). A partir da comparagao com resultados provenientes de uma matriz de tamanho 200, conclui-se
que a fixagdo da dimensdo em 101 (isto é, | = 50) apresenta o melhor balango entre precisio e custo computacional
(resultados ndo mostrados). Deste modo, esta serd a “matriz base” adotada para as anélises que prosseguem.

Convém também analisar os parametros do hamiltoniano original, ou seja, o dngulo « e o campo magnético.
Para descobrir se a energia apresenta alguma dependéncia com a angulacao a qual sua polarizagdo esta alinhada,
seus valores foram calculados para a = 5,1 < B <6,B € N.

A completa sobreposi¢ao das retas na Figura 2 indica como o sistema é invariante com relacdo ao angulo a.
Este resultado era esperado, visto que a defini¢do da dire¢ao dos eixos cartesianos é arbitraria, e consequentemente,
o valor adotado para a idem. Desse modo, a energia nao deve depender desse parametro.

Para o campo magnético, a andlise centrou-se na relacio entre os 3(2s + 1) autovalores centrais (relativos
aos blocos de Floquet de valor m com menor médulo) obtidos a partir da variacdo em saltos de 0.01 do médulo do
campo magnético (usando B, = B,, por simetria).

E possivel perceber (Figura 3) um claro padrao de repeticao entre as energias de diferentes blocos. Este
resultado é esperado pela teoria. A periodicidade do potencial faz com que as quasi-energias sejam um bom nimero
quantico, isto é, elas descrevem as quantidades conservadas no sistema, repetindo-se identicamente, médulo w. Tal
fendémeno caracteriza as “zonas de Floquet” [11].

Por fim, foi checada a concordancia da teoria de perturbacdo neste contexto. Os termos Hy e H_1 s@o
idénticos, de modo que seu comutador é zero. Assim, o primeiro e o terceiro termo da somatéria (Equacao (18))
sao irrelevantes. Dessa maneira, resta, para o caso de spin 1/2, apenas

B.B?
1 Bz - - 2p

Hog == dw 2y | . 22
ft 2 0 _(Bz_ BzBp) ( )
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Figura 3: Valores das quasi-energias centrais para diferentes médulos do campo magnético. A cor de cada curva
indica a cardinalidade do autovalor correspondente. A frequéncia é fixa em w = 1. A repeticdo do padrao das
retas em cada quasi-energia diferente evidencia a formagao das zonas de Floquet.
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Figura 4: Gréaficos dos valores das quasi-energias (Esquerda) e da razao P = Eperturbativa/ EExata (Direita) como
funcdo do logaritmo natural da frequéncia. Ambas as figuras reiteram como a concordancia entre os métodos é
quase instantanea, j& para valores de w ~ 10°. O médulo do campo magnético (B) foi fixado em B = 0.1.

A Figura 4 (Esquerda) compara os dados exatos, isto é, provenientes do calculo dos autovalores da matriz
base, com os origindrios da Equacdo (22), como func¢io do logaritmo natural da frequéncia. O lado direito da
mesma imagem tem agora o eixo das ordenadas dependente da razdo P = Eperturbativa/ FExata, OU seja, os dados
da Equagao (22) sobre aqueles da matriz base.

Assim como na polarizacgdo circular, a aproximagao perturbativa mostra uma concordancia altissima a

partir de w = 100, ao passo que, quando w = /B2 + B% ~ 0.1, diverge ja nas primeiras casas decimais.

Polarizagdes genéricas

Para um campo magnético dado pela Equacdo (6) e considerando o caso de spin s = %, os coeficientes de
Floquet sao

1 ) Bzém,O BQIi (5m,1 - 5m,—1) - %(eieém,—N - 67ie6m,N)
2 BQOEZ (5m,1 - 5m,71) + %(eiefsm,fN - eiie(sm,N) _Bz(sm 0

P

Imediatamente, percebe-se que, para N # 1, ha coeficientes H. y, inexistentes nos outros casos comenta-
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Figura 5: Perfil do campo magnético para B - & = B, sinwt e B-& = By sin (Nwt +¢), com B, =B, =1¢

B, = 0. Foram levadas em consideracao as configuragbes de N =1, N=2, N=4eN=5ee=0,%, 5,

dos. Novamente, a analise das quasi-energias foi feita mediante teoria de perturbagao e ferramentas computacionais.

A introducao dos pardmetros N e € faz com que os campos magnéticos tenham os perfis de Lissajous [12],
graficados na Figura 5. Percebe-se que, para N =1 e € = 0, 7, tem-se o caso da polarizacao linear; e = 7, circular.
Ademais, conforme N cresce, as figuras passam a apresentar menos divergéncias dependentes da fase.

O incremento do valor de N revela, de fato, um padrao convergente. No tocante as quasi-energias, a
) ) K
Figura 6 (Esquerda) revela que, conforme N cresce, os autovalores centrais variam menos. Além disso, a influéncia
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Figura 6: Dependéncia das quasi-energias centrais (I = 0) como fungao de N (a esquerda; a linha vermelha é
referente aos autovalores negativos, identificados por “—0.5”; a preta, positivos, “0.5”) e em N e na fase (& direita).
Verifica-se que, conforme N cresce, as energias tornam-se independentes de N e da fase, . Os parametros

adotados foram B, = B, = B, = %, w=1lee=0.

da fase é rapidamente perdida para N > 1, conforme a Figura 6 (Direita) evidencia para a quasi-energia 0.5 (a —0.5
é andloga, mas negativa).

A independéncia para com o pardmetro € fica clara a partir da teoria de perturbagdo. Pela Equagao (18),
considerando que as componentes Hg, Hy; e Hyy sdo finitas (o que implica que estd sendo assumido que N > 1),

2
calcula-se que o comutador [H_,,, H,,] é nulo; [[H_.,, Ho|, Hn], todavia, retorna, para m = +1, — BmSBZ O, m =

B2B, . .
= +N, ——%—0,, sendo 0, a matriz de Pauli.

Note que nao ha dependéncia na fase nos dois termos calculados. Ela surge apenas no tltimo, sob condigoes
especificas. Em segunda ordem em teoria de perturbacio, o comutador ) 7,ﬁo’mHH —my Hm—n], Hp] 6 néo se anula
caso N = 2, fazendo com que, em n = 1 e m = F2, por exemplo, [[Hem, Hyp—(+n)], Hin| = —42‘6*“074. O
numerador deste termo vai com, além de w?, N. Conforme N aumenta, entretanto, sio necessarias ordens maiores
da teoria de perturbacdo para que os comutadores andlogos ao comentado sejam finitos, o que eleva a ordem de w
e de N. Assim, se N > 1, a contribui¢do da fase pode ser desprezada.

A teoria de perturbacdo se mostrou tutil para analisar as energias também, convergindo rapidamente
conforme N aumenta (resultados satisfatérios ja em N ~ 101). A partir da Equacio (18), calcula-se que as quasi-
energias perturbativas sio

B B B?
Bi=+(=-2=(B>+L
+ 2 8wz T N2

(24)

Todavia, a validade da aproximacao (para w fixo e N crescente) depende de que B, = 0. Afinal, este
pardmetro converge apenas com a frequéncia, ndo com N, invalidando a hipdtese da teoria de perturbagdo. A
Figura 7 ilustra isto - a razdo se aproxima significativamente de 1 ja para N = 6. Os resultados dito “exatos” foram
obtidos computacionalmente, a partir de matrizes quadradas de tamanho d = N + 1000.

Focando a teoria de perturbagdo para a frequéncia, a convergéncia mostrou-se ainda mais rapida. w ~ 3
(com o campo normalizado e ¢ = 0) apresenta uma boa concordancia com os resultados exatos. Conforme N
cresce, acelera-se este processo, diminuindo também a regido de comportamento erratico e dissonante da previsao
perturbativa, por volta de w ~ 0.5. A Figura 8 ilustra o comentado.

Por fim, o pardmetro restante para analise é o campo magnético. Conforme seu médulo cresce, observa-se
uma tendéncia similar a Figura 3. A adi¢do do pardmetro N, no entanto, induz mudancas no comportamento nas
regides de menor médulo do campo. A Figura 9 apresenta os resultados.
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Figura 7: Gréfico da razdo P = Eperiurbativa/Eezata como funcdo do logaritmo (base 10) de N. A concordéncia é
relativamente boa ja para valores pequenos de N, mas converge quase que identicamente apenas para N ~ 10!,
uma taxa mais lenta do que a vista quando a teoria de perturbacao é aplicada sobre a frequéncia. Foi fixado

Bw:O,By:BZ:%,wzleEZO.
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Figura 8: Convergéncia da quasi-energia central (I = 0) positiva exata com relagao a teoria de perturbacao
conforme w varia. Diferentes valores de NV foram analisados, ilustrando, novamente, como um moédulo maior deste
pardmetro acelera a convergéncia. E interessante perceber também a forte dissonancia da teoria de perturbacao
(linhas pontilhadas) para a faixa de frequéncia w < 1, regido que nao segue as hipdteses perturbativas. Foi fixado

B, =By=B.=tee=0

Evolugao temporal

O préximo passo, naturalmente, no desenvolvimento da pesquisa consiste no estudo acerca da evolugao
temporal dos sistemas quéanticos analisados, a fim de observar como as propriedades emergentes da Engenharia de
Floquet se comportam para além do tempo inicial. De modo geral, o operador de evolugdo temporal, U(t, ty), é
dado por (usando que U (to,to) = 1)

Ut ty) = Texp (—z’ /t t H(t’)dt’) , (25)
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Figura 9: Dependéncia das quasi-energias centrais para diferentes médulos do campo magnético para valores de
N =1 (Esquerda) e N =5 (Direita). A cor de cada curva indica a cardinalidade do autovalor correspondente. A
repeticao do padrao das retas em cada quasi-energia diferente evidencia a formagao das zonas de Floquet. Foi
adotado que B, = By = B, = W’ 1 < b <1500, sendo b uma variavel inteira que percorre o intervalo informado
em passos de 1. Ademais, e =0 e w = 1.

sendo “T exp” a exponencial temporalmente ordenada.

Caso [H(t;),H(t;)] = 0,Yi # j, a expresséo (25) se reduz ao usual, U(t,ty) = exp( zj; ) Do
contrario, a definicdo do operador supracitado afirma que

T exp (—i/t H(t’)dt’) =1+ i ; / / / H(ta)...H(t,)]dty...dtodt, (26)
to n=1

sendo o produto ordenado temporal de operadores definido por T[H (¢t1)H (t2)...H (t,)] =
= H(til)H(tiz)...H(t' )7ti1 >t > .. > tin[l?)].

in

Tais definigoes permitem o célculo exato do operador de evolugdo temporal. Sob a dtica da Engenharia
de Floquet, todavia, o carater periddico do potencial implica também que a evolucao temporal é invariante sob
translacoes discretas no tempo, (t1,t2) — (t1 + T, ty +1T),l € Z. Desse modo, Ul(tg + IT,ty) = [U(te + T, to)]".
Convém, assim, definir a evolugéo ao longo de um periodo pelo hamiltoniano de Floquet estroboscépico, H|tg]:

Ul(to + T,t9) = exp (—iHp[to]T) . (27)
Todos os hamiltonianos estroboscopicos estao relacionados a partir da transformacao unitéria [11]
Hplto] = Ulty, to) Hr [to]U (to, ty)- (28)
A eliminacao da dependéncia no dito “calibre de Floquet”, o tempo inicial arbitrariamente escolhido, g,
é feita a partir do hamiltoniano de Floquet nao-estroboscopico, também nomeado “hamiltoniano efetivo”,
He = Kol ptg)e =K to], (29)

sendo Ktg] o “kick operator”. Discussdes sobre estas defini¢oes e suas implicacoes e diferengas podem ser consultadas
na bibliografia indicada [14]. Para fins praticos, as aproximagoes usadas neste trabalho sdo decorrentes do formalismo
de van Vleck, especificado na Equagdo (18).

Teorias de perturbagdo

Conforme comentado anteriormente, nem sempre a técnica da Engenharia de Floquet permite a diagonali-
zacao exata de sistemas quanticos. Esta problemaética se estende ao calculo dos operadores de evolugao temporal, de
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modo que diversas técnicas de teoria de perturbacao sao desenvolvidas, justificando o truncamento do hamiltoniano
até a ordem requerida.

Sao trés as principais técnicas de teoria de perturbacio encontradas. A técnica de Floquet-Magnus é
aplicada ao hamiltoniano estroboscépico; sobre o nao-estroboscépico, ha a expansio de van Vleck [5, 9, 10, 14, 15],
vide a Equagao (18). Por fim, a abordagem mais utilizada neste trabalho foi a da representagao (”picture®) de
interagdo [1, 8]; convém, pois, destaci-la.

Seja um hamiltoniano notado por H(t) = Ho+ W (t), isto é, uma parte tipicamente simples de tratar (Hp)
somada a uma perturbagéo (W (t)). Além disso, a parcela conhecida tem evolugdo temporal descrita pelo operador
Uo(t,to). Na representacio de interacdo, o estado do sistema é descrito pelo ket |17 (t)) = UT(t, o) [15(t)), sendo
[ths(t)) o ket usualmente conhecido da representagio de Schrodinger.

A evolugio temporal desse estado é descrita por i |17 (t)) = Wi (t) [¢r(t)), Wi(t) = UJ (t, to)W(t)Uo(t, o).
Dessa maneira, o operador de evolugdo temporal é dado por U (t, tg) = Uy(¢,t0)Ur(t, to), sendo que Uz (¢, to) é descrito
pela expressao

1 [t 1 2 st opty
Ur(t,to) =1+~ [ Wr(t)dt + () / Wit ) Wi (ta)dtadty + ... = 1+ UD (t,to) + U (t,t0) + ... (30)
to

(3 to (3 to

™ é feita ao limitar a expansdo do operador temporal ao

Portanto, uma aproximacao da ordem de w™
termo U I(n)(t,to). O hamiltoniano estroboscépico de Floquet pode assim ser calculado a partir da relagdo (27).
Para tqg = 0, Up(T,0) = 1 e considerando até poténcias de w=2, por exemplo, vale que Hp[tg] = %(Ul(l)(T, 0) +

+UP\(T,0) - LU (T,0))2).

Decomposicao de Trotter-Suzuki

Alternativamente, os resultados obtidos pelos métodos aproximativos comentados podem ser comparados
numericamente com um terceiro método, exato. A Equagdo (25) também pode ser expressa como

N-1

Ult.to) = [J Ut; + ot 1), (31)

Jj=0

ot = tjvto e t; =to+jot. Quando N tende a infinito, a Equagéo (31) torna-se exata. A dbvia necessidade de adotar
um parametro finito, no entanto, levanta a indagagao sobre o erro que a escolha feita acarreta. A quantidade de
separagoes no intervalo foi fixada em N = 50, pois percebeu-se que tal valor era suficiente para a convergéncia dos
resultados. Ja para o operador de evolugao temporal infinitesimal, considerando o cendrio analisado, o qual tem
um hamiltoniano H (t) separdvel em H(t) = Hyg + W(t), demonstra-se que sua melhor aproximacao, isto ¢, aquela
que gera o erro de menor ordem, é dada pela férmula de Trotter-Suzuki [16]:

U(t; + dt,t;) = eI Wi+ ) gmibtHo o —iG W (t;+ %) (32)

B pertinente questionar por que usar a Equagéo (32), ao invés de uma versdo mais intuitiva, como U (t; +
+ 0t, 1) 2 e OtW(E+) e=i0tHo | hor exemplo. Note que, seja
U(tj + 5t,tj) ~ efimétW(tj+:1:6t)efiétHoefiyétW(tijyét), (33)

com a restricio que z+y = 1. A expansiao em série de Taylor de uma das exponenciais resulta em e~*@0tW (t;+z6t) —

2
=1 — i6teW (t; + xdt) — (%W(tj + a:ét)) + 230(8t)3. Expandindo também o potencial, vé-se que

222
2

e wOtWH20t) — 5t W (t;) — it 2> W (t;) — (W (t;)]? + 2*0(5t)3. (34)
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Retornando esta expressdo na Equagao (33), juntamente com a andloga para y, vé-se que o erro resultante é da
ordem de (22 +42)O(6t)3. Uma vez que hé a restricio 2 +y = 1, o erro é minimizado quando x = y = %, conforme
afirma a Equacao (32).

Este método é exato dentro da precisio especificada (no caso, até ordem de (6t)®) para o calculo do
operador de evolugdo temporal. A extracdo das autoenergias como funcdo do tempo, entretanto, é valida apenas
em multiplos do periodo, tal qual nos métodos da representacao de interagao e da expansao de van Vleck, conforme
consta a Equagdo (27). No entanto, para valores t € (tg,to + T'), é possivel definir

U(t,to) = exp (—iey(t)t), (35)

sendo €, (t) uma matriz que tem como autovalores as autoenergias do problema no tempo t. Apesar de fisicamente
imprecisa, tal definicdo é conveniente para adquirir uma minima noc¢éao sobre a evolucao entre os periodos.

Resultados

A fim de aplicar e comparar as técnicas supracitadas, serd adotado o perfil de polarizagao B =
= (Bysinwt, 0, B,), de modo que H(t) = S, By sinwt + S,B, = W(t) + Hp.

Para a representacao de interacdo, serao feitas escolhas contrarias as convencionais. Convém definir
Up(t,0) = e~iJo W)t — o—iZE(1—coswt)Se. consequentemente, Wy = UJHOUO. Estas decisdes sao justificadas,
pois, além de facilitarem os calculos dos coeficientes Ul,n)7 fazem com que Uy (T, 0) = 1. Note que nenhum dos perfis
de polarizacdo mencionados anteriormente (circular, linear ou genérico) foi adotado, pois suas parcelas perturba-
tivas (dependentes do tempo) ndo comutam em tempos diferentes (uma vez que [S;, Sy] # 0), impossibilitando a
reproducgao andloga da técnica descrita.

Para um cenério de spin 1/2, as matrizes de spin sdo meramente as matrizes de Pauli (multiplicadas por
1/2). Desse modo, vale que

€“%igie """ = cos (2a)o; + isin (2a)0;0, (36)
(no caso, a = %(1 —coswt) e p = %) Assim, calcula-se que UI(I)(t, 0) ~ —i% [tcrz (1 — ¢2%) — oy (t¢ + %sin wt)}
e UI(Q) R tBTE [omi% sinwt + 1 (% — t%zﬂ.

Portanto, até a segunda ordem em ¢, o hamiltoniano estroboscépico de Floquet é dado por

Hyl0) ~ 22 {oz (1 - ¢2j) - ay¢] . (37)

Pela expanséo para frequéncias grandes (Equagéo (18)), que retorna uma aproximacao para o hamiltoniano
de Floquet efetivo, é simples mostrar que

(38)

A Figura 10 ilustra, para as trés metodologias comentadas, os valores das quasi-energias como fun¢ao do
tempo. A evolugdo temporal exata foi calculada com auxilio da plataforma Mathematica. Pelos gréficos, percebe-se
como, conforme a frequéncia aumenta, os métodos passam a convergir exatamente, visto que a hipotese da expansao
passa a ser mais respeitada.

Para o spin 1, as matrizes de spin ndo mais obedecem (36). Assim, é necessario lancar méao da expansio
2
de Taylor para exponenciais, e*”’ = 1+aP + % +0(a)3. Dessa maneira, obtém-se que, sendo {A, B} = AB+ BA
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Figura 10: Evolucido temporal das quasi-energias para a polarizagdo senoidal em spin 1/2 calculada pelo método
de Trotter-Suzuki (linha com o marcador de trés retas). Comparativamente, os marcadores circulares sao
referentes ao método da representagao de interagao. Os pontos triangulares, referenciados por “Floquet”, sao
relacionados & expansio de van Vleck. As cores preta e vermelha sdo referentes as duas quasi-energias diferentes
(0.5 e -0.5, respectivamente). Cada uma das figuras informa os resultados para um determinado valor de
frequéncia (w = 1, superior esquerdo; w = 3, superior direito; w = 5, inferior central). Percebe-se nitidamente
como, conforme a frequéncia aumenta, em respeito as hipéteses das expansoes, os trés métodos comecam a

convergir. As componentes do campo magnético estao fixas em B, = B, = %

o anticomutador dos operadores A e B,

) 2
¢i®Se 8 e85 ~ . 4 aS, — %({Sz, S2} —25,8.5,), (39)

sendo agora a = B2 (1 — coswt).

Calcula-se

USD(t,0) & —iB, (85 + 2o (¢ — si2et) 5, — B31((S., 82} — 25,5.5,))

wt w? 4

) (40)
U (1,0) % B2 (582 + B= (5{8.,8,) - tinets, 5. ) — B[22, {5.,52} +28,5.8,} - 552] ).
Finalmente,
B, 3B2
Hp[0] = B, {Sz +—- 4% ({S.,52%} — 2Srszsm)] . (41)
Identicamente ao cendrio do spin 1/2, a aproximagao de van Vleck informa que Heg =~ B,S, — i%gz S,

Os resultados comparativos estdo na Figura 11. Os comentdrios pertinentes sdo idénticos aos do caso de spin 1/2.
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Figura 11: Evolucao temporal das quasi-energias para a polarizagao senoidal em spin 1 calculada pelo método de
Trotter-Suzuki (linha com o marcador de trés retas). Comparativamente, os marcadores circulares sao referentes
ao método da representacao de interagao. Os pontos triangulares, referenciados por “Floquet”, sdo relacionados a
expansdo de van Vleck. As cores preta, vermelha e amarela sdo referentes as trés quasi-energias diferentes (1, 0 -1,
respectivamente). Cada uma das figuras informa os resultados para um determinado valor de frequéncia (w = 1,
superior esquerdo; w = 3, superior direito; w = 5, inferior central). Percebe-se nitidamente como, conforme a

frequéncia aumenta, em respeito as hipéteses das expansoes, os trés métodos comecam a convergir. As
1

componentes do campo magnético estao fixas em B, = B, = 7

Por fim, foi analisado outro modelo, extraido da Referéncia [1], de 2023. Convém menciond-lo para
explicitar a utilizacdo do ferramental de Floquet, discutido ao longo deste trabalho, em aplicacoes reais e atuais da
fronteira cientifica, em sistemas de relevancia para a fisica do estado sélido. O artigo em questdo modela um isolante
topoldgico bidimensional préximo a uma onda-d supercondutora. Esta estrutura é perturbada por um potencial
periédico no tempo, acarretando na emergéncia de estados Majorana de borda (mais discussoes em [17]).

O hamiltoniano inicial é dado por
Hy(k) = al'y + BT 4 e(k)I's + (T, (42)

sendo a = 2Asin (k;), 8 = 2Asin(ky), e(k) = (mo — 4y + 27y cos(ky) + 27y cos(ky)), ¢ = A(cos(ky) — cos(ky)) e
as matrizes I' definidas por I'y = 7mo4s., I's = m,0480, I's = 7.0.50 e I'y = 7,0050. Os operadores 7, 0 e s
sdo as matrizes de Pauli, referentes aos graus de liberdade de particula-buraco, orbital e spin, respectivamente.
Demonstra-se que o hamiltoniano é invariante por reversao temporal, troca particula-buraco e reflexdo espacial
ao longo dos eixos x e y. A perturbagdo dependente do tempo é descrita por V(t) = V cos(wt)I's, de modo que

H(k,t) = Ho(k) + V(1)

A abordagem da representacdo de interacdo - que no artigo foi calculada somente até primeira ordem -
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Figura 12: Evolucdo temporal das quasi-energias para o hamiltoniano (42) somado a perturbagao V cos(wt)['s
calculada pelo método de Trotter-Suzuki (linha com o marcador de trés retas). Comparativamente, os marcadores
circulares sao referentes ao método da representacao de interagdo. Os pontos triangulares, referenciados por
“Floquet” sao relacionados a expansao de van Vleck. As cores, especificadas na imagem, sdo referentes as oito
quasi-energias diferentes. Cada uma das figuras informa os resultados para um determinado valor de frequéncia
(w = 1, superior esquerdo; w = 3, superior direito; w = 5, inferior central). Percebe-se nitidamente como, conforme
a frequéncia aumenta, em respeito as hipdteses das expansoes, os trés métodos comegam a convergir. Os
parametros foram fixadosem A =0.2, k, =1, k, =2, mo=—-1,7y=02,A=02eV =1

leva a, definindo ¢ = 2V e notando que vale tanto {I';,I';} = 21g«gd; ; quanto a Equacéo (36) para as matrizes T',

U0y~ —iT [(1-2) (H(K) — e(l)T5) + ()T ; )
U~ 5 (5 = 1) (02 + 82 + ¢ = 22 (02 + B2 + )Ty + e(R)(Trar + Do+ T4Q)) — (TD%())?
Portanto,
Hp[0] ~ (1 - Z—j + Vi(k)> (H(k) — e(k)T3) + <e(k) + %(oﬂ Ny <2)) Ts. (44)

A aproximagao para frequéncias altas retorna que Heg &~ (al'1+S2+(Ty) (1 — %) +e(k)I's. A Figura 12
mostra o comparativo entre os trés métodos. Assim como nos outros casos discutidos nesta se¢do, o aumento da
frequéncia implica na concordancia das abordagens. O mais interessante, entretanto, é perceber como um modelo
muito mais complexo, que trata de supercondutores topolégicos e tem degenerescéncia em trés subespacos diferentes
(cada uma das matrizes de Pauli citadas), pode ser tratado de maneira simples e totalmente anéloga ao caso de
spin 3/2, repetindo a metodologia dissecada ao longo deste texto.
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CONCLUSOES

Este trabalho discutiu aplicagdes da engenharia de Floquet em sistemas quénticos de poucos niveis, além
de fazer uma conexao com um sistema contemporaneo na area da fisica do estado sélido. Os hamiltonianos analisa-
dos foram solucionados por diversas técnicas distintas, tanto analiticas quanto numéricas. Independentemente da
abordagem, todavia, os resultados sao concordantes.

No caso da polarizagédo circular (Equagéo (4)), a abordagem de Floquet se mostrou particularmente ttil,
gerando uma expressao analitica exata para o hamiltoniano - e, consequentemente, para as quasi-energias. Tal
resultado foi confirmado a partir dos métodos alternativos de calculo: transferéncia para o referencial girante,
determinacdo dos coeficientes da fungdo de onda, e teoria de perturbagao para frequéncias altas.

Os casos linear - Equagdo (5) - e genérico - Equacao (6) - se restringiram a esfera aproximativa, mas nem
por isso foram de menor valor didatico. No primeiro caso, foi constatada a esperada independéncia das energias para
com o pardmetro «, além de ter sido possivel visualizar as zonas de Floquet. J4 no segundo, confirmou-se a perda
de impacto do pardmetro e nas quasi-energias conforme N cresce, relagdo j& constatada em outras referéncias [12].
Adicionalmente, todavia, este trabalho formulou uma nova explicacao para este efeito, alicergada na teoria de
perturbacao.

Quanto a evolucao temporal, a teoria de Floquet, que informa apenas sobre passos de tempo em unidades
do periodo, foi comparada a evolugdo numericamente calculada, a partir da decomposicao de Trotter-Suzuki. Para
regimes de frequéncia suficientemente altos, nos quais a teoria de Floquet pode ser tratada analiticamente de forma
perturbativa, os resultados apresentaram excelente concordancia.

Finalmente, mostrou-se que a teoria desenvolvida é suficientemente robusta para lidar até mesmo com
problemas mais complexos da drea de fisica do estado sélido. Tomando a Referéncia [1] como base, a pesquisa
aqui desenvolvida reproduziu e foi, inclusive, além do artigo mencionado (em determinados aspectos). O operador
de evolucio temporal, calculado a partir da representacio de interacéo, foi calculado até segunda ordem em w1,
garantindo maior precisao e profundidade & discussao. Além disso, também foi analisado o hamiltoniano proveniente
da teoria de perturbagdo de van Vleck. Os resultados subsequentes foram comparados & evolugdo numérica exata,

e novamente apresentaram concordancia no regime adequado.

A extensdo da pesquisa a sistemas de matéria condensada recentes expande as possibilidades de atuagoes
futuras na area, conectando mais diretamente a abordagem de Floquet com problemas reais na fronteira fisica
atual. Tal expansao possibilita o estudo de outros perfis de polarizacao e interacdo do campo eletromagnético com
a matéria [18].
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