UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAUO

POS-GRADUAGCAO EM ENGENHARIA FINANCEIRA

Analise do Expoente de Lyapunov de Séries Temporais do Mercado Financeiro

Brasileiro

Pedro Vitor de Barba

Trabalho de conclusdo de curso apresentado ao
Programa de Educagédo Continuada da Escola
Politécnica da Universidade de Sao Paulo no

MBA em Engenharia Financeira.

Sao Paulo - SP - Brasil

2023



UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAUO

POS-GRADUAGCAO EM ENGENHARIA FINANCEIRA

Analise do Expoente de Lyapunov de Séries Temporais do Mercado Financeiro

Brasileiro

Pedro Vitor de Barba

Trabalho de conclusdo de curso apresentado ao
Programa de Educagédo Continuada da Escola
Politécnica da Universidade de Sao Paulo no

MBA em Engenharia Financeira.

Orientador: Prof. Dr. Marcio Eisencraft

Sao0 Paulo - SP - Brasil

2023



Resumo

Neste trabalho, estamos explorando o comportamento cadtico de séries temporais de
acoes e de um indice do mercado financeiro brasileiro por meio do expoente de
Lyapunov. Para atingir esse objetivo, avaliamos fungdes da biblioteca Nolds para
estimar o expoente de Lyapunov. Essas fun¢des foram testadas em quatro mapas de
tempo discreto com caracteristicas distintas, e seus resultados foram confrontados
com valores de referéncia conhecidos na literatura. As fungdes estudadas
demonstraram eficacia na determinacéo do sinal do expoente de Lyapunov. Assim, foi
calculado o expoente de Lyapunov de quatro séries temporais do mercado de agdes.
O expoente foi calculado para dez janelas de cada série, a partir das quais foram

extraidas estatisticas. Todas as séries apresentaram comportamento cadtico.

Palavras-chave: Caos, expoente de Lyapunov, mercado financeiro.



Abstract

In this work, we are exploring the chaotic behavior of time series of stock prices and
an index of the Brazilian financial market through the Lyapunov exponent. To achieve
this objective, we evaluated functions from the Nolds library to estimate the Lyapunov
exponent. These functions were tested on four discrete-time maps with distinct
characteristics, and their results were compared with reference values known in the
literature. The studied functions demonstrated effectiveness in determining the sign of
the Lyapunov exponent. Thus, the Lyapunov exponent was calculated for four stock
market time series. The exponent was calculated for ten windows of each series, from
which statistics were extracted. All series exhibited chaotic behavior

.Keywords: Chaos, Lyapunov exponent, financial market.



Sumario

Resumo

Abstract

1.
2.

4.
5.

Introducao
Fundamentagdo tedrica
2.1. Defini¢des
2.2. O numero, expoente e tempo de Lyapunov
2.3. Mapas geradores de sinais
2.3.1. Mapa logistico
2.3.2. Mapa Hénon
2.3.3. Mapa tenda inclinada
2.3.4. Mapa exponencial
2.4. Expoente de Lyapunov para séries temporais
2.4.1. Algoritmo de Rosenstein et al. (1993).
2.4.2. Algoritmo de Eckmann et al. (1986).
2.5. Aplicagbes no mercado financeiro
Metodologia e Resultados
3.1. Validagao
3.2. Resultados
3.3.  Conclusdes
Conclusdes

Referéncias bibliograficas

0 N N OO b~ W

10
11
12
13
15
15
16
19
20
22
22
26
31
32
33



1. Introducao

O propésito deste trabalho de conclusdo de curso € investigar a viabilidade de
obter previsdes de séries temporais do mercado financeiro brasileiro, independente

do método utilizado, pelo ponto de vista da Teoria de Sistemas Dinamicos e Caos.

Sistemas cadticos sao caracterizados por sua natureza aperidédica e pela
presenca de Dependéncia Sensivel as Condi¢des Iniciais (DSCI) (Alligood et al.,
1996). A DSCI implica que as trajetorias dos sinais com condi¢des iniciais muito
préximas se afastam consideravelmente a medida que sio iteradas. Tal dependéncia

pode ser quantificada pelo expoente de Lyapunov.

Pretende-se nesse trabalho determinar a presencga, ou ndo, de caos nas seéries
historicas diaria da pontuagao do indice IBOVESPA e no preco de fechamento diario
das agdes ordinarios PETR3, VALE3 e BBAS3 utilizando os métodos propostos por

Rosenstein et al.(1993) e Eckmann et al (1986) para estimar o expoente de Lyapunov.

Um estudo de caso publicado por Ogunjo (2021) avaliou séries do mercado
financeiro nigeriano utilizando os mesmos métodos para determinar o expoente de
Lyapunov. Deve-se ressaltar, no entanto que nao foi realizado validagao prévia dos

modelos computacionais empregados.

Este trabalho esta dividido da seguinte forma; no Capitulo 2, sédo estabelecidos
os conceitos e elementos que elucidam sistemas dinamicos de tempo discreto e sinais
caoticos. Adicionalmente, sédo introduzidos os mapas geradores de sinais que serao
empregados nos capitulos subsequentes bem como a definigdo do expoente de
Lyapunov, os métodos numericos utilizados para sua determinagcdo e uma breve

revisao literaria do tema no contexto do mercado financeiro.

No Capitulo 3, apresenta-se as validagdes realizadas dos modelos
computacionais para os diferentes mapas de sistemas dindmicos e posteriormente a
sua implementacdo nas séries temporais do mercado financeiro citadas a

anteriormente.

Por fim, no Capitulo 4, sdo expostas as consideragdes finais, enfatizando as
conclusdes principais deste trabalho, além de apontar tépicos correlatos a este

assunto que podem ser explorados em estudos futuros.



2. Fundamentacao teérica

Este capitulo apresenta conceitos relacionados a sistemas dindmicos e sinais
caoticos. Aqui, sao fornecidas definicbes e terminologias que serdo empregadas nos

capitulos subsequentes.

Na Secdo 2.1, sdo apresentadas as definigbes fundamentais de sistemas
dindmicos necessarias para o desenvolvimento deste trabalho. Na Secdo 2.2, é
estabelecida a definicdo do numero, expoente e tempo de Lyapunov. Na Sec¢ao 2.3,
sdo introduzidos os mapas geradores de sinais que serdao empregados no capitulo
seguinte. Na Secéo 2.4, sdo apresentados os modelos computacionais utilizados para
estimar o expoente de Lyapunov em séries temporais experimentais. Por fim, na
Secgao 2.5, sdo discutidos estudos recentes que abordam a relagdo entre sistemas

caodticos e o mercado financeiro.

2.1. Definigoes

Os conceitos fundamentais de sistemas dindmicos de tempo discreto
unidimensionais sdo abordados nessa secdo. As definicbes apresentadas tém como
referéncia Alligood et al (1996).

Um sistema dinamico é caracterizado por um conjunto de estados possiveis,
no qual uma regra determina o estado atual com base nos estados anteriores. Para
sistemas de tempo discreto, essa regra é comumente denominada de mapa e pode

ser representado por:

s(n+1) =f(s(m), comneN (1)

Seja s, um ponto inicial e f(-) um mapa. Denomina-se orbita o conjunto de
pontos gerados mediante a aplicagao repetida da fungéo f(-) a s,, formando assim a
sequéncia de pontos {so, f(so), f(f(so)),...}. Essa orbita pode ser representada da

seguinte maneira



s(n) = f(so) (2)

onde n representa o numero de iteragdes do mapa. Um ponto p é considerado um

ponto fixo quando o resultado da fun¢gdo mapa é o préprio ponto p, ou seja:

f)=p (3)

Se um ponto préximo de p leva novamente a p entédo diz-se que tal ponto € um
ponto fixo estavel ou atrator. Ou seja, se existir um €> 0 tal que todos os pontos na

vizinhanga de € levam a p, lim f™(x) = p, entdo p € um ponto fixo atrator. Por outro
n—oo

lado, se os pontos dessa vizinhanga levarem para valores distantes de p, tem-se um
ponto fixo instavel ou repulsor. Resumidamente, sendo f(-) uma fungdo suave
(derivavel em todo seu dominio), e assumindo que p € um ponto fixo de f(+), entao:

se |f'(p)] <1 = péum ponto fixo estavel
se |f'(p)| > 1= p éum ponto fixo instavel

(4)

Certos mapas produzem 6rbitas periddicas, o que significa que os pontos que
formam sua trajetéria assumem um numero finito de valores distintos, que se repetem

ao longo das iteragdes. Assim:

k) =p (5)

Portanto, p € um ponto periédico de periodo k, onde k € o menor inteiro para o

qual a eq.(5) é valida.

Os principios de estabilidade e instabilidade podem ser aplicados a orbitas n&o
necessariamente periddicas através da exploragao do expoente de Lyapunov, como
sera abordado nas proximas secoes.

2.2. O numero, expoente e tempo de Lyapunov

Um conceito fundamental na analise de sinais cadticos € a Dependéncia

Sensivel as Condi¢des Iniciais. Isso implica que duas trajetérias comegando em



proximidade se afastarao rapidamente, resultando em estados futuros completamente
distintos a cada iteragdo do mapa. Com o decorrer de algumas iteragdes, a
disparidade entre essas orbitas alcanga magnitudes equiparaveis as dos préprios
sinais. A implicagao pratica é que a previsdo de longo prazo se torna impossivel em
um sistema assim, onde pequenas incertezas sao amplificadas de maneira

extremamente rapida, como ilustrado na Figura 1.

A previzsdo falha
aqui

o=

2 condigdes iniciais,
muitc proximas

Figura 1 — Diagrama de um sistema cadtico no qual a previsao se torna imprecisa.

Fonte: Adaptado de Strogatz (1994).

Uma maneira pratica e eficaz de verificar a Dependéncia Sensivel as
Condicdes Iniciais das orbitas € por meio do numero de Lyapunov. Essa métrica
quantifica a taxa média de divergéncia entre duas orbitas que iniciam proximas. A

definigdo do numero de Lyapunov é dada por.

1
N

N-1
L(so) = lim (]_[|f'(s(n>|> (6)
n=0

E mais comum encontrar na literatura a utilizacdo do expoente de Lyapunov,

como h(sy) = In(L(sy)), temos:

N-1
1
hsp) = Jim (Nz ln(If’(S(ﬂ)I)) ™)

()
=0

Para h(s,) > 0 implica em um sistema de dependéncia sensivel as condi¢des

iniciais.



Alligood et al (1996) caracteriza um sinal cattico quando esse for aperiddico e
possuir expoente de Lyapunov maior que zero. A probabilidade de se obter uma 6rbita
periddica com expoente de Lyapunov positivo é nula, uma vez que a orbita periddica
seria instavel. Dessa forma, esse sinal é quase sempre aperiddico (Alligood et al.,
1996). Assim nesse trabalho adota-se h(s,) > 0 como condigao suficiente para definir

um sinal cadtico.

O tempo de Lyapunov, por sua vez, € uma medida do tempo que um sistema
din@mico leva para perder sua sensibilidade as condi¢des iniciais. Em outras palavras,
ele quantifica a rapidez com que as trajetdérias do sistema convergem para um
comportamento estavel, independentemente das condig¢des iniciais exatas. Para que
a precisao final tenha um fator multiplicador e(~2,718) em ralagdo a precisao da

condigao inicial, Cincotta (2022) define o tempo de Lyapunov como sendo

1

TLyaL'mov = E (8)

Em um sistema estavel, o tempo de Lyapunov é longo, indicando uma rapida
convergéncia para um estado estavel. Em um sistema instavel ou cadtico, o tempo de
Lyapunov pode ser curto, indicando uma sensibilidade prolongada as condi¢oes

iniciais.

2.3. Mapas geradores de sinais

Aqui sé&o apresentados os mapas que geram sinais a tempo discreto que sao
utilizados no préximo capitulo para validar o método empregado nesse estudo. Quatro
mapas com caracteristicas diferentes foram escolhidos: o mapa logistico
unidimensional, o0 mapa de Hénon bidimensional, o mapa tenda inclinada que é
gerador de sinal com expoente de Lyapunov positivo € 0 mapa exponencial com

comportamento ndo cadtico.



2.3.1. Mapa logistico

O mapa logistico de tempo discreto € um modelo matematico usado para
descrever dindmicas populacionais, econémicas e naturais. Ele representa uma
férmula iterativa que descreve a evolugao de uma variavel ao longo do tempo, com
base em um parametro de crescimento e a dependéncia do estado atual em relagao

aos estados anteriores.
O mapa logistico unidimensional é dado por:

s(n+1) =rs(n)(1—-s(n)) (9)

Esse mapa demonstra comportamentos complexos, como bifurcacgdes, ciclos
periddicos e caos, dependendo do valor do parametro r. Em certas condi¢des, exibe
um comportamento previsivel e estavel, mas a medida que r aumenta, o sistema pode
passar por transicbes abruptas para o caos, revelando sensibilidade extrema as
condig¢des iniciais.

A Figura 2 representa o trecho da orbita do mapa logistico para r = 3,75, ja no

dominio cadtico.

0.9
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Figura 2 — Primeiras 100 observagdes da 6rbita do mapa logistico parar = 3,75 e
s(0) =0,22.



O expoente de Lyapunov para o mapa logistico é obtido através da aplicagéo
da definicao descrita na eq.(7) e seu comportamento ao longo de r € bem conhecido
na literatura (Olsen and Degn, 1985; Strogatz, 1994; Alligood et al, 1996).

2.3.2. Mapa Hénon

O mapa de Hénon é um sistema dindmico discreto em duas dimensdes que
exibe comportamento cadtico. Este mapa € utilizado em diversos campos, incluindo

fisica, matematica e biologia, para modelar fenbmenos complexos.

As equagdes do mapa de Hénon sao:

s;(n+ 1)] _ [Sz(n) +1- aslz(”)] (10)

sth+1) = [sZ (n+1) bs, (n)

Os parametros {a, b} c R sao constantes que controlam o comportamento do
sistema. Para a construgéo das oérbitas da Figura 3.a e 3.b foi adotado a=1,4e b =
0,3. Em a e b temos trechos das orbitas para os parametros citados dada e condi¢coes

inicial igual a zero.
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Figura 3 — Para os parametros do mapa de Hénon iguaisaa =1,4,b =03 e
condigdes inicial s(0,0) = (0,0). a) e b) representam as 100 primeiras observagdes
da orbita bidimensional do mapa de Hénon e c) o atrator de Hénon.

O maior expoente de Lyapunov para o atrator da figura 3.c é calculado
numericamente no exemplo apresentado por Aliggod (1996) e resulta em um valor
igual a 0,42.

2.3.3. Mapa tenda inclinada

O Mapa tenda inclinada é dado por:

1—«a
smM+——, -1l<sm)<a
s(n+1) = a+21 0:0(+_I_11 (11)
S — < <
1s(n) -1 a<sn) <1

O parametro a esta contida no dominio [—1,1] e determina a localizagdo do
pico da tenda. A Figura 4 representa um trecho da orbita do mapa para a« = 0,6 e
condigao inicial s(0) = 0,2.
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Figura 4 — Primeiras 100 observacdes da 6rbita do mapa tenda inclinada para a =
0,6 e s(0) =0,2.

Como o mapa da tenda inclinada consiste em dois segmentos lineares com
inclinagbes de sinais opostos, e a derivada da fungdo mapa em relagdo a s(n) em
cada um desses segmentos depende exclusivamente de a. Dado que a distribuicdo
dos pontos nas trajetérias desse mapa € uniforme no intervalo [—1,1], a probabilidade
de um ponto ocorrer em cada um desses intervalos € proporcional ao comprimento

(a+1) e (a—1)

deles, sendo representada por — - respectivamente. Portanto, o calculo do

numero de Lyapunov para esse mapa pode ser realizado utilizando uma meédia
geométrica. Assim, temos o calculo do expoente de Lyapunov para o mapa da tenda

inclinada:

a+1 2 1—a 2
= 12
h=— l"<a+1)+ l"(l ) (12)

Observa-se que, nas o6rbitas do mapa da tenda inclinada, o expoente de
Lyapunov é exclusivamente dependente do parametro «, e que, para todos os valores
de a dentro do intervalo [—1,1], o expoente de Lyapunov é positivo. Isso implica que
0 mapa produzira sempre comportamento cadtico para todos os valores possiveis de

a.



2.3.4. Mapa exponencial

O mapa exponencial é descrito pela expresséo
s(n+1) = aes™ (13)
onde o parametro a representa a amplitude maxima do sinal que decai a cada

iteracdo. A Figura 5 apresenta o trecho da orbita do mapa exponencial paraa = 2,5 e
condigao inicial s(0) = 0.
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Figura 5 — Primeiras 100 observacdes da 6rbita do mapa exponencial paraa = 2,5 e
s(0) =0,0..

Pelo carater suave da curva do mapa exponencial o expoente de Lyapunov
pode ser obtido através da aplicacdo da definicdo descrita na eq.(7). Devido a
convergéncia para um ponto fixo e previsibilidade do sinal o expoente de Lyapunov é

sempre negativo para todo o dominio do parametro a.

2.4. Expoente de Lyapunov para séries temporais

Diferentemente da definicdo previamente descrita’, uma série temporal

experimental nem sempre pode ser representada por uma fungao suave, derivavel em



todo o seu dominio e, consequentemente, ter seu expoente de Lyapunov determinado

de forma analitica pela eq.(7).

O interesse em calcular o expoente de Lyapunov em séries temporais
experimentais é compartilhado por diversas areas do conhecimento. Tanto € que na
literatura encontramos varias propostas de métodos computacionais para sua
determinagdo como os apresentados por Wolf (1985), Sano e Sawada (1985),
Eckmann et al. (1986), Rosenstein et al. (1993) e Kantz (1994).

Este trabalho se aprofundou na aplicagdo das metodologias desenvolvidas por
Rosenstein et al. (1993) e Eckmann et al. (1986), devido a sua facilidade de
implementagédo por meio da linguagem Python utilizando o médulo Nolds (Schoélzel,
2019). Tais métodos ser&o detalhados na sequéncia.

2.4.1. Algoritmo de Rosenstein et al. (1993).

O algoritmo desenvolvido por Rosenstein et al. (1993) tem como propdsito
estimar o expoente de Lyapunov para séries temporais experimentais. Sua base
reside na analise das trajetdrias préximas no espacgo de fase (espago multidimensional
que representa as variaveis do sistema) ao longo do tempo. A Figura 6 representa

uma simplificacdo do algoritmo:



e Estimar o atraso e o periodo médio usando a)
Transformada Rapida de Fourier (Fast Fourier

Transform - FFT). J

N
e Reconstruir a dindmica do atrator usando o

método de atrasos.
J

N
e Encontrar vizinhos mais préximos. Restringir a

separac¢do temporal.
J

N
e Medir a separagdo média dos vizinhos. Nao
normalizar.

J

N
e Utilizar o método dos minimos quadrados para
ajuste linear aos dados.

J

Figura 6 — Fluxograma algoritmo de Rosenstein.

Fonte: Adaptado de Rosenstein et al. (1993).

Esta € uma visdo simplificado que enfatiza a compreensdo intuitiva dos
conceitos, ndo abordando o rigor matematico. Para uma analise mais aprofundada e
uma compreensao completa dos detalhes algoritmicos e fundamentos matematicos,

recomenda-se consultar a referéncia Rosenstein et al. (1993).

A fungdo luap r do moédulo Python Nolds implementa o método de
Rosenstein et al. (1993) com o propdsito de calcular o maior expoente de Lyapunov.
Para uma compreensao completa desta fungcdo, € imperativo aprofundar o
entendimento dos parametros e argumentos disponiveis, juntamente com suas

configuragdes padrdes (built-in).

O unico parametro obrigatério da fungao corresponde a série temporal, a qual
deve ser fornecida sob a forma de um objeto iteravel contendo variaveis do tipo float.

Exemplos de tais objetos incluem listas, tuplas ou dicionarios de variaveis float.

Na Tabela 1, apresenta de maneira estruturada os parametros opcionais, suas

definicdes correspondentes e os valores padrboes associados.



Tabela 1 — Argumentos fungdo 1yap r, adaptado de Scholzel (2019).

Argumentos nao

mandatérios Definicao Valor padréo

dimensao para incorporagao

emb dim 10
- de atraso
lag atraso None
. separacao temporal minima
min tsep parag P None

entre dois “vizinhos”

tamanho do passo entre
tau pontos de dados na série 1
temporal, em segundos

se lag for vazio, a busca por
um lag adequado sera
interrompida quando o
numero de vizinhos em
potencial para um vetor cair
abaixo de min_neighbors

min neighbors

20

o tempo (em numero de
pontos de dados) para
trajectory len seguir as trajetorias de 20
distancia entre dois pontos
vizinhos

o método de ajuste a ser
usado para o ajuste de linha

fit 'RANSAC’

Argumento booleano que se
for configurado como
debug plot verdadeiro retorna um False
grafico simples da etapa
final de ajuste.

Se verdadeiro, dados de
debug data depuracgéao serao retornados False
juntamente com o resultado.

se debug_plot for
configurado como
verdadeiro e plot_file ndo for
vazio, o grafico sera salvo

plot file ) None
- com o nome de arquivo
fornecido em vez de mostra-
lo diretamente no prompt de
comando.
fit offset negligencia as primeiras 0

iteracoes




Por fim, a funcdo entdo retorna uma estimativa do maior expoente de

Lyapunov.

2.4.2. Algoritmo de Eckmann et al. (1986).

Na Figura 7 € apresentado uma explanacgéo sucinta do algoritmo proposto por
Eckmann et al., para uma analise mais aprofundada e uma compreensdo completa
dos detalhes algoritmicos e fundamentos matematicos, recomenda-se consultar a

referéncia Eckmann et al. (1993).

~N
e Reconstruir a dindmica em um espaco

dimensional finito.
J

N
e Obter os mapas tangentes para essa dinamica

reconstruida por meio de um ajuste de minimos

uadrados.
C| J

~N

¢ Deduzir os expoentes de Liapunov a partir dos
mapas tangentes.

J

Figura 7 - Fluxograma algoritmo de Eckmann

Fonte: Adaptado de Eckmann et al. (1993).

A fim de calcular o expoente de Lyapunov, a fungéo luap e do médulo Nolds
implementa o método descrito por Eckmann et al. (1993). Para uma compreensao
abrangente dessa fungdo, € essencial aprofundar o entendimento dos seus
parametros e argumentos disponiveis, assim como de suas configuragbes padroes

incorporados.



A funcéo exige apenas um parametro obrigatério, que € a série temporal. Esta
série deve ser fornecida como um objeto iteravel contendo variaveis do tipo float.

Exatamente com a funcao anterior.

Na Tabela 2, sdo apresentados de forma organizada os parametros opcionais,

suas respectivas definicdes e os valores padrdes utilizados.

Tabela 2 - Argumentos fungéo 1yap e, adaptado de Scholzel (2019).

Argumentos nao

mandatérios Definicao Valor padréo

dimensao para incorporagao

emb dim 10
- de atraso
matrix dim dimensao da matriz 4
min nb namero minimo de vizinhos None
, intervalo temporal minimo
min tsep 0

entre dois “vizinhos”
tamanho do passo dos
tau 1
dados em segundos
Se verdadeiro, sera exibida
debug plot uma matriz de histograma False
das estimativas individuais.
Se verdadeiro, dados de
debug data depuragéao serao retornados False
juntamente com o resultado.
Se ‘debug_plot’ for
verdadeiro e “plot_file’ ndo
for Nenhum, o grafico sera
plot file salvo com o nome de None
arquivo fornecido, em vez
de ser exibido diretamente
por meio de “plt.show()".

Com os valores padrdes a funcao entdo retorna uma estimativa do expoente

de Lyapunov pelo método proposto por Eckmann et al. (1993).

2.5. Aplicagdes no mercado financeiro



O mercado financeiro, caracterizado por sua complexidade e dinamica
intrinseca, tem sido objeto de inumeras pesquisas e estudos que buscam
compreender e prever seu comportamento. Dentre as diversas ferramentas e métodos
analiticos empregados nesse contexto, destaca-se o Expoente de Lyapunov, que tem
encontrado aplicabilidade crescente no ambito financeiro. Os proximos artigos
apresentados oferecem exemplos de como essa medida tem sido implementada em

diferentes contextos do mercado financeiro.

O trabalho de Mishra (2011) utiliza o expoente de Lyapunov para medir a
presenca de caos nas séries de taxas de retorno dos indices do mercado de acbes
indiano. O estudo utiliza o algoritmo desenvolvido por Wolf (1985) para calcular o
espectro de expoentes de Lyapunov e determinar se ha pelo menos um expoente
positivo, o que é considerado uma definicdo operacional de um sistema cadtico. Os
resultados indicam que as séries de retorno do Bank Nifty e CNX IT exibem um

processo gerador nao linear cadtico.

O artigo escrito por Lahmiri (2016) investiga a presenca de caos nos mercados
de petréleo bruto (barril do tipo Brent e WTI) antes e depois da crise financeira
internacional de 2008. O estudo conclui que n&o ha evidéncia de caos nos precos e
retornos, mas ha forte evidéncia de dinamicas cadticas nas volatilidades do barril do

tipo Brent e WTI apds a crise.

Soloviev (2020) propde que o expoente de Lyapunov pode ser usada como
indicador-precursor de eventos criticos no mercado financeiro e indicar dindmicas
caoticas. Para isso, os autores empregam os métodos propostos por Sano e Sawada
(1985), Eckmann et al. (1986), Rosenstein et al. (1993) para calcular os expoentes de
Lyapunov. Os resultados empiricos foram obtidos a partir do indice DAX dentro de
janelas moéveis com amostras de tamanho 500 e 1000 dias. Resultado experimental

demostrou evidéncia de dindmica cadtica na série estudada.

Ogunjo (2021) utiliza o expoente de Lyapunov para confirmar a natureza
caotica dos pregos de retorno das agdes financeiras na Bolsa de Valores da Nigéria.
Os autores calcularam o expoente de Lyapunov usando dois algoritmos diferentes,
Eckmann et al. (1986) e Rosenstein et al. (1993), e descobriram que ambos
produziram resultados semelhantes. A existéncia de caos sugere que modelos néo

lineares podem ser usados para explorar a rentabilidade de curto prazo das acdes.



3. Metodologia e Resultados

Esse capitulo destina-se a descricdo da metodologia utilizada para validar os
algoritmos de Eckmann et al. (1986) e de Rosenstein et al. (1993) implementados por
Scholzel (2019) para determinar o expoente de Lyapunov e consequentemente inferir

sobre a natureza cadtico de uma série temporal.

Ap0s essa validacéo o expoente de Lyapunov foi estimado de séries historicas do
indice BOVESPA, PETRS3, VALE3 e BBSA3. Testes estatisticos foram aplicados para

avaliar o comportamento cadtico das séries.

3.1. Validagao

Utilizando-se das orbitas de mapas cujos comportamentos do expoente de
Lyapunov sao conhecidos na literatura, validou-se os algoritmos da biblioteca Nolds
(Scholzel, 2019).

Foram selecionados quatro mapas de carateristicas distintas; o mapa logistico
unidimensional, o mapa de Hénon bidimensional, o mapa tenda inclinada onde o
expoente de Lyapunov é positivo e um mapa exponencial de comportamento n&o

cadtico.

Para o mapa logistico foram calculados o expoente de Lyapunov de 1000 érbitas
diferentes variando o parametro r entre 1 a 4. Cada 6rbita, por sua vez, foi composta
por 1000 observagdes. Dessas foram obtidos os expoentes de Lyapunov com as duas
funcdes disponiveis no pacote Nolds do Python, 1yap r que implementa o método
desenvolvido por Rosenstein et al. (1993) e a fungcdo lyap e que utiliza a técnica
criada por Eckmann et al. (1986). Ambas fungbes foram aplicadas com seus
parametros padrdes. Como referéncia para cada valor de r foi substituida a eq.(9) na
eq.(7) com 1100 observagdes, onde as 100 primeiras iteragdes foram desprezadas
para ignorar efeito transiente, para entdo ser calculado o expoente de Lyapunov de
referéncia do mapa logistico. Na Figura 8 apresenta as duas fungbes; lyap r,

lyap e e a curva de referéncia.
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Figura 8 — Comparagdes entre métodos para obter o expoente de Lyapunov do
mapa logistico.

A curva de referéncia ja é conhecida na literatura, como ja citado. Vale
observacdo que as trés curvas apresentam o mesmo sinal para o expoente de
Lyapunov quase que na totalidade do dominio de r. Quanto as suas magnitudes sao
visiveis a divergéncia entre as fung¢des. Observa-se também que na fase caodtica do
mapa a fungdo lyap e acentua sua intensidade em comparacdo a referéncia
enquanto que a fungdo lyap r atenua sua magnitude em relagdo a referéncia,

aproximando-se a zero.

O mapa bidimensional de Hénon foi validado utilizando como referéncia o
exemplo numérico disponibilizado por Alligood et al (1996) que assumiu os parametros
da eq.(10) como a = 1,4 e b = 0,3 e teve como resposta para o maior expoente de
LyapunoVv hreferencia = 0,47. Na sequéncia foram geradas as duas orbitas S; e S,
cada uma com 10.000 observacdes nas quais foram aplicadas as fungdes 1lyap e e
lyap r, novamente, ambas com seus parametros padrdes. Os resultados obtidos

foram:



hiyap_e = 1,20 (14)
hiyap.r = 0,27 (15)

Como no caso logistico unidimensional as duas fung¢des apresentaram o
mesmo sinal que a referéncia, mas com magnitudes diferentes. A fungdo lyap e

acentua e a fungdo lyap r atenua o resultado.

O mapa tenda inclinada apresenta uma particularidade em que toda orbita para
qualquer a pertencente ao intervalo de -1 a 1 da eq.(11) o expoente de Lyapunov é
positivo. Assim nesse intervalo foram obtidos 1.000 valores distintos de «a. Para cada
a uma orbita de 1.000 observagdes foi extraida e de cada orbita um expoente de
Lyapunov foi determinado com as duas fungdes. O valor de referéncia foi obtido atras
da eq.(12) descrita anteriormente. A comparagao € apresentada na Figura 9 que

segue:
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Figura 9 — Comparagdes entre os métodos para obter o expoente de Lyapunov do
mapa tenda inclinada.



Nota-se o mesmo sinal entre a curva de referéncia e as curvas das duas
fungdes, assim como a diferenga de magnitude do expoente de Lyapunov. Novamente

afungdo 1yap e acentua o resultado enquanto a fungdo 1yap r atenua o mesmo.

A particularidade do mapa exponencial € que suas orbitas geram sinais
previsiveis e consequentemente expoente de Lyapunov negativos. Cem orbitas foram
obtidas variando a de 2 a 3. Cada orbita contém 1.100 observacdes da onde foram
descartadas as 100 primeiras observagdes para eliminar o efeito transiente. Na Figura
10 a curva de referéncia foi obtida a partir da aplicagado da eq.(13) na eq.(7) e as

funcdes 1lyap e e lyap r a partir da biblioteca Nolds.
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Figura 10 — Comparacdes entre os métodos para obter o expoente de Lyapunov do
mapa exponencial.

Observa-se que o sinal das trés curvas se mantiveram o mesmo ao longo de
todo o dominio. A magnitude de 1yap e € menos acentuada que os casos vistos
anteriormente. Ja a fungdo lyap r no inicio e no final do dominio passa por um
periodo ruidoso. Outra constatacdo notavel € a convergéncia das trés curvas no

intervalo aproximado entre 2,5 < a < 2,8.



O interesse principal desse trabalho é verificar, ou ndo o sinal do expoente de
Lyapunov. Para esse objetivo a fungdo lyap e se mostrou mais assertiva que a
funcdo lyap r uma vez que ela parece acentuar a magnitude do expoente de
Lyapunov quando ele é positivo ou negativo quando comparado com a curva de
referéncia de cada mapa. Por isso, a fungdo 1yap e foi a selecionada e sera aplicada

na sequencia desse estudo.

3.2. Resultados

Para exemplificar a estimagao do expoente de Lyapunov de séries temporais
do mercado financeiro brasileiro foram selecionados um indice (IBOVESPA) e trés
acdes (BBAS3, PETR3 e VALE3) de setores distintos (bancario, petroleo e gas e
mineragao respectivamente). Todos trés papeis de alta liquidez para garantir o maior

numero de observacgoes.

As analises utilizaram os precgos de fechamento do periodo entre 01 de janeiro
de 2000 e 31 de outubro de 2023 obtidos através da biblioteca Python yfinance. Para
fins estatisticos esse periodo foi divido em dez janelas com o mesmo numero de
observagdes (>500 observagdes por janela). De cada janela foi calculado o expoente
de Lyapunov com a fungdo lyap e do pacote Nolds. A normalidade da distribui¢géo
de expoentes por janela foi verificada pelo teste de Shapiro. O teste T de student para
meédia com hipdtese nula da média ser igual a zero (H, = 0) foi aplicado com nivel de
significancia de 95%. A média e o desvio padrdo das dez janelas foi inferido como o
expoente de Lyapunov da série completa. Por fim, mesmo sabendo da deficiéncia da
fungcdo em mensurar a magnitude do expoente de Lyapunov, o tempo de Lyapunov foi

estimado pela eq. (8).



A Figura 11.a representa a séria do indice IBOVESPA e as suas dez janelas
de analises. Para o periodo completo foi coletado 5.712 observagdes. O expoente de

Lyapunov estimado para essa série foi de 0,079+0,008.
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Figura 11 — Avaliagao do IBOVESPA a) Série temporal e suas respectivas 10
janelas. b) boxplot dos expoentes de Lyapunov por janela.

Os expoentes das janelas apresentaram distribuigdo normal com estatistica do
teste de Shapiro igual a 0,955 e p-valor de 0,730. A hipotese nula foi rejeitada pelo
teste T de Student com valor da estatistica de 29,731 e p-valor menor que 0,000, logo
a média da distribuicdo ndo pode ser equiparada a zero, ou seja, os valores do
expoente encontrados estdo longe de zero como pode ser visto no boxplot da Figura
11.b. O tempo de Lyapunov para o indice IBOVESPA foi de 12,66 dias.



Na Figura 12.a, esta representada a série da agéo ordinaria BBAS3, juntamente
com as dez janelas analisadas. Ao longo do periodo completo, foram coletadas 5.709
observagdes. O expoente de Lyapunov estimado para esse ativo foi de 0,086 com

uma margem de erro de +0,015.
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Figura 12 - Avaliagdo de BBASS a) série temporal e suas respectivas 10 janelas. b)
boxplot dos expoentes de Lyapunov por janela.

O teste de Shapiro com estatistica de 0,984 e p-valor de 0,983 indicou que os
expoentes das janelas apresentaram uma distribuicdo normal. Entretanto, a hipétese
nula foi rejeitada pelo teste T de Student, evidenciado pelo valor da estatistica de
16,829 e um p-valor igual a 0,000. Isso implica que a média da distribuicdo n&o é
equivalente a zero, ou seja, os valores dos expoentes encontrados estédo
significativamente afastados de zero, como pode ser observado no boxplot da Figura
12.b. O tempo de Lyapunov para a acdo BBASS3 foi de 11,63 dias.



O grafico da Figura 13.a exibe a série temporal da agao ordinaria PETR3, junto
com as analises das dez janelas. Ao longo do periodo completo, foram coletadas
5.724 observacgdes. O expoente de Lyapunov estimado para esse ativo foi de 0,083,

com um desvio padrao de £0,011.
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Figura 13 - Avaliagdo de PETRS3 a) série temporal e suas respectivas 10 janelas. b)
boxplot dos expoentes de Lyapunov por janela.

O resultado do teste de Shapiro, com uma estatistica de 0,953 e um p-valor de
0,705, sugere que os expoentes das janelas exibem uma distribuicdo normal. Por
outro lado, o teste T de Student rejeitou a hipétese nula, indicado pelo valor da
estatistica de 21,823 e um p-valor menor que 0,000. Isso significa que a média da
distribuicdo n&o € igual a zero, implicando que os valores dos expoentes encontrados
estdo significativamente distantes de zero, como € evidenciado no boxplot da Figura

13.b. O tempo de Lyapunov estimado para a agdo PETR3 foi de 12,05 dias.



O grafico na Figura 14.a mostra a série temporal da agdo ordinaria VALES,
incluindo analises das dez janelas. Durante todo o periodo avaliado, foram registradas
5.791 observacgdes. O expoente de Lyapunov estimado para esse ativo foi de 0,085,

com um desvio padréo de +0,014.
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Figura 14 - Avaliagdo de VALES a) série temporal e suas respectivas 10 janelas. b)
boxplot dos expoentes de Lyapunov por janela.

Os expoentes das janelas exibiram uma distribuicdo normal, com a estatistica
do teste de Shapiro atingindo 0,916 e um p-valor de 0,321. No entanto, a hipotese
nula foi rejeitada pelo teste T de Student, evidenciado pelo valor da estatistica de
18,296 e um p-valor menor que 0,000. Isso implica que a média da distribuicdo néo é
equivalente a zero, indicando que os valores dos expoentes encontrados estao
significativamente distantes do limite para ser ndo ser considerado caotico, como
demonstrado no boxplot da Figura 14.b. O tempo de Lyapunov resultante para a agéo
VALES3 foi de 11,76 dias.



3.3.

Conclusoes

Neste capitulo mostrou-se a possibilidade de determinar o sinal do expoente

de Lyapunov para séries temporais do mercado financeiro brasileiro através da fungao

lyap e da biblioteca Nolds.

A Tabela 3 sintetiza os resultados obtidos na se¢ao anterior para as 4 séries

temporais avaliadas.

Tabela 3 — Resumo dos resultados

L. Numero de | Expoente de | Desvio . Teste Tde Tempo
Série - . Teste Shapiro
observagGes | Lyapunov | padrao Student Lyapunov
0,955 29,731 12,66
+
IBOVESPA >.712 0,079 *0,008 p-valor =0,730 | p-valor < 0,000 dias
0,984 16,829 11,63
+
BBAS3 >.703 0,086 *0,015 p-valor =0,983 | p-valor < 0,000 dias
0,953 21,823 12,05
+
PETR3 >.724 0,083 *0,011 p-valor =0,705 | p-valor < 0,000 dias
0,916 18,296 11,76
+
VALE3 >.791 0,085 *0,014 p-valor =0,321 | p-valor < 0,000 dias

Esses resultados sinalizam a dependéncia sensivel as condicdes iniciais

dessas séries, o que implica um comportamento cadtico para todas as séries.



4. Conclusoes

Como apresentado, varios estudos internacionais abordam a teoria de sistemas
dindmicos cadticos nas mais diversas areas do mercado, porém, poucos estudos
sobre o mercado financeiro brasileiro sdo encontrados. Esta € uma lacuna importante
a ser preenchida diante do aumento da utilizagido de modelos de previsdes de séries

temporais no mercado de capitais nacional e € a motivacao desse trabalho.

P&de-se verificar a eficacia da fungéo 1yap e e lyap r domoédulo Nolds para
calcular o expoente de Lyapunov e determinar a dependéncia sensivel a condigdes
iniciais de mapas cujas caracterizagdes sao conhecidas. Em todos os mapas
avaliados as duas fungbes acertam a polaridade do expoente de Lyapunov. Porém,
nota-se uma diferenga na magnitude do valor do expoente encontrado quando as duas

funcbes sao comparadas entre si, e com os valores de referéncias.

Com isso, observou-se a dependéncia sensivel a condigdes iniciais em
importantes séries do mercado financeiro brasileiro. A fungdo lyap e foi utilizada
para determinar o expoente de Lyapunov em dez janelas de cada série.
Estatisticamente todas as séries apresentaram distribuicdo normal para os expoentes
calculados. Todas as séries avaliadas tiveram a hipétese nula rejeitada no teste de
hipdtese t de Student para a média nula. Esses resultados levam a concluir que as

quatros séries selecionadas sao caoticas.

A importancia desse resultado pode ajudar tomadores de decisdes na hora de
investir tempo e recursos em modelos de previsbes de séries caodticas como as
estudadas aqui. Ndo importa os esforgos empregados o resultado ndo compensara a
melhora na precisao obtida independente do modelo de previsdo de séries temporais

utilizado.

Como sugestédo para trabalhos futuros fica a possibilidade de realizar uma
analises estatistica exploratorio do expoente de Lyapunov para todos os ativos do

mercado financeiro brasileiro com as funcdes da biblioteca Nolds.
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