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RESUMO

PIMENTA, J. V. A. Matrizes aleatérias e simulagao de Gases de Coulomb. 2024.
20p. Monografia (Trabalho de Conclusao de Curso) - Instituto de Fisica de Sao Carlos,
Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2024.

O estudo do espectro de matrizes é peca fundamental na descricdo de sistemas fisicos,
dentre outras razoes, isso se deve ao fato que a representacao matricial das equacgoes
diferenciais que regem a mecanica do sistema codificam também suas caracteristicas
intrinsecas. Contudo, para sistemas com suficiente complexidade, estudar a dindmica
deterministicamente é contraproducente; quando se sabe montar os operadores, suas
solucoes sao, em geral, instaveis. Uma abordagem alternativa nos indica a Teoria de
Matrizes Aleatérias (RMT, Random Matriz Theory), que, sob as devidas hipoteses, permite
caracterizar estatisticamente as propriedades fisicas do sistema considerado. A relevancia
dos métodos de matrizes aleatérias nao se restringe, contudo, a fisica, fazendo apari¢oes
na descricao dos zeros da funcao zeta de Riemann, em modelos de correlagdo no mercado
financeiro e em iniimeras outras aplica¢oes. Descrevemos alguns dos principais conceitos
em RMT, como ensembles e as medidas de matrizes aleatérias, dos quais tratamos com
algum detalhe os chamados ensembles invariantes. Com a natural analogia de Gases de
Coulomb, descrevemos o comportamento dos autovalores destas matrizes como gases de
particulas interagentes e intuimos a nocao de medidas de equilibrio no limite termodinamico,
que explicitamos para alguns ensembles. Com essa ferramenta, a teoria de simulagao de
moléculas previamente desenvolvida para condi¢des similares nos permite calcular médias
de fungdes de interesse. Discutimos um pouco sobre a metodologia utilizada e algumas de
suas alternativas e limitacoes. Dando atencao para as duas mais salientes, a escalabilidade
do problema e suas singularidades. Mostramos que o método de Langevin Monte Carlo
tem bom desempenho e possibilita a réplica de medidas na reta para ensembles conhecidos.
Além disso, em extensoes dimensionais do potencial e do espaco da simulagao podemos
afirmar, com boa seguranca, a possibilidade de replicar resultados apenas recentemente
explorados na literatura. Com isso, indica-se uma alternativa numérica para a descrigao

qualitativa de uma ampla gama de modelos de interesse.

Palavras-chave: Matrizes Aleatorias. Gases de Coulomb. Dindmica de Langevin.
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1 INTRODUCAO

Sistemas integraveis em fisica sao descritos por equacoes diferenciais simples o
suficiente tais que se pode determinar solugoes explicitas. Seu comportamento é, em
algum sentido, previsivel e unicamente determinado pelas condigoes iniciais. Naturalmente,
muitos sistemas de interesse nao se enquadram nessa classe, sao chamados cadticos ou nao
integraveis. Seja por complexidade ou instabilidade, ndo conseguimos expressar ou resolver

significativamente os operadores associados a esses sistemas.

De acordo com a mecanica quantica, niveis de energia de um sistema sao descritos
pelos autovalores de seu operador hermitiano associado, o Hamiltoniano H. Para um mo-
delo simples o suficiente, caracterizar o sistema fisico é equivalente a resolver o problema
de autoenergias H ¥, = E;¥,. Contudo, para estados excitados de alta energia de ntcleos
atomicos pesados, por exemplo, esta abordagem se torna impeditiva: ou nao se sabe o
Hamiltoniano, ou sua solugao é complicada. Wigner sugere uma abordagem alternativa,
estatistica, para o problema de autovalores. Tal teoria descreveria as propriedades estatisti-
cas da estrutura energética nucleica ao invés de detalhar seus niveis. Buscava-se, em algum
sentido, uma universalidade, uma descricao que fosse, dada complexidade o suficiente,
sensivel as simetrias, mas independente dos detalhes em H. A teoria foi prontamente
seguida por, dentre outros, Gaudin, Mehta, (1) e Dyson, (2) que avancaram na descrigao
dos principais ensembles. Esse desenvolvimento é o inicio do que chamamos hoje Teoria de
Matrizes Aleatérias (RMT, Random Matriz Theory).

Para alguns ensembles, chamados invariantes, uma importante analogia se apresenta:
a de Gases de Coulomb. Pensando os autovalores como particulas de um gas interagente sob
potencial externo, podemos usar de nogoes fisicas para derivar, por exemplo, as densidades
de autovalores no limite termodindmico. A analogia permite, mudando a caracterizacao
do gés, explorar ensembles de matrizes com entradas correlacionadas, de dificil construcao
direta. Contudo, nem sempre solugoes analiticas sao possiveis para as equagdes diferencias
estocasticas que descrevem a dinamica destes gases. Por isso, recorre-se a simulagoes
numéricas. Mesmo estas podem ser dificeis de tratar; a dindmica tem alta complexidade
temporal e as singularidades dificultam manter a energia invariante. Ainda assim, ex-
ploraremos abordagens que tornam a simulagdo da dinamica suficientemente acurada e
permitem, de forma direta, descricio numérica de casos analiticamente complicados e
visualizacao de fenomenos, medidas e fungoes, outrossim inacessiveis, ainda que em alguns

casos qualitativamente.



2 MATRIZES ALEATORIAS

2.1 Distribuicao de Autovalores

Seja S um conjunto tal como R, C, H (Reais, Complexos e Quaternioénicos). Consi-
deremos inicialmente uma matriz M € Ms(N) espago de matrizes N x N, de entradas
reais, complexas ou quaternionicas. Se tomamos o elemento de matriz M, ; Vi, 7 € Z, com
1 < 1,7 < N, como variavel aleatoria de distribuicao arbitraria, podemos expressar a

densidade de probabilidade conjunta de M (jpdf, joint probability density function) como

N
P(M)dM = P<Ml,17 e 7MN,N> H dMi,j-

1,j=1

Considere a decomposi¢ao nas coordenadas espectrais M = PAP~! onde P é matriz
invertivel e A = diag(A1, Ag, ..., Ayx). Para que valha a decomposigao tomaremos M matriz
simétrica, hermitiana ou hermitiana quaternionica. Esta escolha é feita em importantes
ensembles em RMT e motivada fisicamente sabendo que, para sistemas quanticos invariantes
reversiveis, o Hamiltoniano é matriz real simétrica; na presenga de campo magnético, o
Hamiltoniano é matriz complexa hermitiana; na presenca de acoplamento spin-orbita, o
Hamiltoniano é matriz hermitiana quaternionica. (3, Capitulo 2) Devemos atentar ainda
pela escolha de mapa M +— PAP! bijetivo*. Se a mudanca de variaveis tem Jacobiano

J(M — {A, ]5}), reescreve-se a jpdf em funcio de A e P tal que
P(M)ANT =P (My1(A, P), -, My y(A, P)[J(NI — {A, P})) dAdP. (2.1.1)

Estamos especialmente interessados na distribuicao de autovalores, logo, devemos
integrar a Equacao (2.1.1) sobre dp, o que nem sempre é facil ou possivel. Por isso,
tomaremos ensembles denominados invariantes (por rotagao), isto é, tais que quaisquer
duas matrizes M e M’ que satisfacam a relagao de equivaléncia M =UMTU ~1. sendo U
uma rotagao, tem mesma probabilidade. Com isso, a jpdf de suas entradas pode ser escrita

exclusivamente como funcao dos autovalores, ou seja,

PR, PYAAAP =P (Mya(R), - My n(R)|J (AT — {A})) dAdP.

Pelo Lema de Weyl, uma jpdf invariante pode ser expressa totalmente por P(M )=
) (Tr(V(M))) com V funcao polinomial. Além disso, o jacobiano J(M — {A, P}) desta
transformacao pode ser expresso pelo determinante de matriz de Vandermonde tal que
N
P(A, PYdAdP = ¢ (Tr(V(ND))) T |Xi — Ayl dAdP,
i<j
Injetividade é garantida desconsiderando fase e sinal dos autovetores e ordenando os autova-

lores. Restringe-se ao subconjunto de matrizes sem multiplicidade de autovalores - denso,
aberto e de medida completa tal que seu complemento ¢ irrelevante na integragdo conseguinte.

*



onde § =1, 2,4 quando tomado S = R, C, H, respectivamente. Com esta expressao, sabendo
medida uniforme sobre os autovetores, podemos explicitar pela primeira vez a jpdf para os

autovalores ordenados destes ensembles de matrizes aleatdrias como

N
Pard(/\17>\27...,)\N Z(Ord (ZV ) H|>\z — /\j"g. (212)

i<j
Note que, gracas ao jacobiano, autovalores destas matrizes apresentam repulsao
mutua, expressa pelo produtério na Equagao (2.1.2). Este fato naturaliza a analogia da
Secdo 2.3 ¢ é central a muitos resultados em RMT. E possivel fazer desenvolvimento
analogo para matrizes normais de ensembles associados a = 2 com autovalores \; € C -

extensao explorada nos resultados. Outros casos fogem ao escopo do trabalho.

2.2 Ensembles Gaussianos

Dentre os muitos ensembles em RMT, os gaussianos sao notérios. Sao eles o
Gaussian Orthogonal Ensemble (GOE) (f = 1), Gaussian Unitary Ensemble (GUE)
(8 = 2) e Gaussian Sympletic Ensemble (GSE) (5 = 4). Notemos primeiramente que o
nome ¢ relacionado a escolha de S. Mais explicitamente, o nome é dado em relacao a se p,
tal que M = p[\pfl, é ortogonal, unitario ou simplético. Pensamos entao, a menos de

escala, nos ensembles GOE, GUE e GSE como matrizes simétricas M € Mg(N) onde

Ns(0,1/2)  para i # J,
%,] ~

NS(O71) pa’rai:ja

onde 7 < j.

Os trés ensembles gaussianos compartilham de uma propriedade exclusiva - sdo os
unicos ensembles com entradas independentes e, simultaneamente, jpdf rotacionalmente
invariante. Tomemos, por simplicidade, G € Mg(INV), matriz real simétrica do GOE. Para

esta, sabendo as entradas independentes, podemos escrever

G2
_ Bif 2_N/2 —N(N+1)/4 {— T G2 }
izl_{ — 21;[] 7 T exXp 2 r{ }

Note que essa jpdf é funcdo do trago de um polinémio em G da forma que exige o

Lema de Weyl, logo, pela Equacao (2.1.2),

1
Pord(/\h/\??"")‘N) lord) exp{ Z)\Q}H|/\
ZN p=1 i<j

De forma analoga, podemos deduzir mais geralmente para § = 1,2,4 que

P()\l,)\g,...,AN) 1 { (Z_Zlog|/\ _)\|ﬁ)}

N'Z ord) =

(2.2.1)
_ 1 e—ﬂN7"'5N(X)7

ZN,s



onde Zy g ¢ fungdo de partigio candnica para autovalores desordenados’, normalizante da
Expressao (2.2.1). O fator Sy = BN? ¢é pensado como a temperatura inversa. Definimos

ainda o Hamiltoniano

H (X)—igj§+i§;1 e BN
N _Ni:12 N2i<]~ Og‘)\z_)\j‘7 7 7 )

onde ¢é aplicado a devida escala na magnitude dos autovalores.

2.3 Gases de Coulomb

Sob as devidas condigoes, o Gas de Coulomb Py é medida de probabilidade
de Boltzmann-Gibbs dada em (RY)Y. (4) A medida Py modela um gés interagente de
particulas indistinguiveis sob potencial externo nas posicoes x1, Za, ..., xy € S de dimensao

d no espaco ambiente R”. A medida é dada por

—BN? M ()
dPn(x1, 29, .., 2N5) = ————dxyday . . . day, (2.3.1)
ZNp
onde
M@ = L3V + S e )
7)) = — )+ —— T, — T
N N & oN? 28 7

é usualmente chamado Hamiltoniano* ou energia do sistema. V: S + R é potencial externo
e g: S (—oo,00] nicleo de interagao coulombiana solugdo da equagao de Poisson dada
por —Vg(%) = ¢,8y. Além disso, SN? é chamado temperatura inversa. Tomaremos V', para
que valha a Definicao (2.3.1), tal que a constante de normalizacao (funcao particao) Zy s

seja finita para todo N e o suporte da medida seja compacto.

Se lembrarmos da Expressao (2.2.1), perceberemos que, para o devido V: R — R,

podemos tomar d = 1 e n = 2 para recuperar a medida dos ensembles gaussianos

. e~ BN HN (Z) . 1 N 1 N 1
) i=1 1<J ? J

Estamos tratando de particulas no plano confinadas a reta, neste caso. Contudo, a medida
dos gases aceita uma extensao natural para potenciais admissiveis arbitrarios. Junto a
escolha adequada de n e d estaremos lidando, ao explorar estas extensoes, com a medida

de outros diversos ensembles de matrizes aleatoérias.

2.4 Medidas de Equilibrio

O conjunto de pontos no espaco de fase ou ainda, os microestados, determinam

um ensemble estatistico. De mesma forma, um conjunto de matrizes pode determinar

t Usa-se do fator de contagem de Boltzmann para escrever Z Ng=N !Z](\%d).
I Note que Py é um modelo de interacoes estéticas e nao ha campos magnéticos considerados.



um ensemble em RMT. Podemos relacionar o conjunto de microestados dos autovalores
{A} com as configura¢oes do sistema de N particulas descrito na Sec¢ao 2.3. Notando
que tratamos do ensemble canonico, um argumento termodinamico nos indica entao que

o . . . . V
devemos minimizar a energia livre £y 5 o< —log Zn s.

Consideramos V sob condigdes tais que seja denominado um potencial admissivel.
(4) Com isso, se uy é medida de probabilidade no espago das possiveis configuragoes de
autovalores, Zy g serd finita e existirda pj, = arginf Hy medida de equilibrio tnica no
limite termodinamico N — oco. Para determinar a medida de equilibrio da Distribuicao

(2.3.2), (3) queremos satisfazer o sistema de equagoes

oM . 1 X1 .
pry . = — = 1 e N 241
N 0 = V'(\) N E: Y para i , , ( )
JF#i

Usaremos o denominado resolvente. Considere a fungao complexa

S (2) = 1Tr{(z1 _ M>_1} — ii;
N o N N N i—1 zZ — )\Z"
onde N é matriz aleatéria com autovalores {A, Ay, ..., Ax} e S4(2) pode ser vista como

funcao complexa aleatéria com polo em todo A;. Nao trivialmente, multiplicando ambos

lados da Relagao (2.4.1) por 1/(z — ;) e somando sobre i, podemos reescrever a igualdade

como

SMV 2 S’MV
CP, Sk'(2)
2 2N

/ V/()\)
- A

N
com Ily(z Z

1:1

V'(2)SK (2) = Tn(2) =

polinémio de grau deg V'(z) — 1 = k — 1. Resolver explicitamente para N constante pode
nao ser simples ou mesmo possivel. Em geral, tomaremos a assintética N — oo e, nesse

limite, S¥ () é transformada de StieltjesS

SV (2) = ’:V_MA) dA.

Como consequéncia da féormula de Sokhotski-Plemeji, é enunciado ainda a relagao

(S“V S = = lim Im STV (x + ie). (2.4.2)

Hv (a:) 27T1 T e—0+

Com isso, resolve-se a equacao quadratica obtida com o limite para S*V(z) tal que

S (2) = V/(2) £ /V/(2)? — 211(z) (2.4.3)

com

() = [T gan

Assumindo V' potencial polinomial arbitrério, resta explicitar IT(z) para encontrar a medida
i (z) pela Equagao (2.4.2). Para isso, a expansao de S*V(z) em z — oo nos dard um

sistema de equagoes auto consistentes para a determinacao dos coeficientes de II.

5 Também chamada transformada de Cauchy.
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2.5 Potenciais Notaveis

Sabemos que para um potencial arbitrario podemos usar o desenvolvimento da Sec¢ao
2.4 para determinar II e, consequentemente, S*V e p7,. Enunciemos entao alguns potencias

notéveis. Retome a Medida (2.3.2) e considere primeiramente o potencial quadrético

Neste caso, teremos que
1 —
Supp,ut/(x) = [_\/ﬁa \/5]7 ILL*V<',L.> = ; 2 — a2 (251)
Esse resultado é bem conhecido e a medida encontrada é denominada Semi-Circulo de
Wigner. Especialmente é medida de equilibrio para os ensembles gaussianos e vale para

qualquer . A diferenca é notada somente para N suficientemente pequeno.

Agora, considere o potencial quartico

x? x?

Aqui observaremos, a depender de ¢, pela primeira vez, a separacao do suporte de puj,.
Teremos um ponto critico em t = —2, onde, com t < —2, este se separa do intervalo

[—by, by] para [—b;, —a¢| U[at, be]. Considere a medida nos dois casos

o t > =2
B * * 1
supp py (2) = [=be, be], py(z) = %(752 + C?)\/ b} — a2, (2.5.2)
com ¢f = 3b7 + ¢ = 3(2t + V1> +12).

o 1< =2

supp pi () = [br, —a] U o b, pi(e) = o-Jol /(22 —ad) (0 — 22),  (253)

2
com a; == +/—2 —t,b, .= /2 —t.
Por 1ltimo, tome o potencial monico
V(z) = ta*™.
Com o mesmo processo, apesar de mais geral, determinamos sua medida
supp iy () = [—a,al, i () = "VE = 2y (o), (25.4)

co1m

mo2l—1 el oipr20—1
a=mt][[—=—| e hi(z)=2""7"+> 27" V][ ——.
=1 21 j=1 -1 21

Essas medidas de equilibrio nos servirao no Capitulo 4 quando quisermos assegurar

o bom comportamento das simulagoes implementadas.
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3 SIMULACOES E ALGORITMOS

A medida de Boltzmann-Gibbs descreve o denominado ensemble candnico. Médias
sobre suas configuragoes, microestados, sao usadas para inferir informagoes macroscopicas
do sistema. Sistemas dindmicos que amostrem desta medida sdo denominados termostatos
e sao notoriamente dificeis de se construir ergodicamente com processos dinamicos de-
terministicos, portanto, uma teoria de equacgoes diferenciais estocasticas foi desenvolvida.
Usualmente, para o ensemble canonico, uma escolha natural de processo é a denominada
Langevin Dynamics, (5, Capitulo 6) especialmente sua versao cinética. Muitas vezes as equa-
¢Oes usadas nao sao diretamente integraveis e, por isso, se recorre a métodos numéricos. O
caso cinético pode ser separado em duas dindmicas. Para a integracao da primeira, chamada
hamiltoniana, utilizamos o esquema de Verlet. A segunda parte, denominada flutuacao-
dissipacao, resolve-se analiticamente por se tratar de processo de Ornstein-Uhlenbeck
de variancia explicita. Apesar das qualidades dos métodos citados, a discretizagao pode
introduzir instabilidade numérica e, para amenizar seus efeitos, introduz-se um passo de
Metropolis-Hastings. (5, Apéndice C) As escolhas supracitadas sdo descritas por Chafai e

Ferré (6) e sdo denominadas Langevin Monte Carlo.

3.1 Dinamica de Langevin Monte Carlo

Nosso objetivo com a simulagao é determinar a esperanca de uma func¢ao de
interesse ((q,p), dado um ensemble. Pela teoria ergddica, sob algumas condigoes e no

limite adequado, a média espacial ((), é igual a média temporal

1 T
(C)e ~ ;;C(Qkapk)a

onde (g, px) podem ser obtidos por meio de uma dindmica que preserve dada distribuicao
de Gibbs-Boltzmann. Para fazer o modelo ergddico, ou seja, garantir que a simulagao -
e nossas amostras - nao esteja restrita a um subconjunto do espaco de fase, tomaremos
uma dinamica, um termostato, estocastica. Isso usualmente garante que o sistema possa
convergir para sua medida invariante (uinica). Um esquema comumente utilizado é a

dindmica de Langevin*.

Denote ¢, com g € RN) posicio generalizada associada as N particulas. A Equacao

(2.3.1) é medida invariante do processo de difusdo de Markov solucao da equagao diferencial

dg, = —anV Hu(g)dt + , /2%;? A, (3.1.1)

Poderiamos ter explorado outras dindmicas similares tais como as dinamicas de Dissipative
Particle (7) ou Nose-Hoover (8).

estocastica

*
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onde (W;)i~o é processo de Wiener, vy > 0 é constante de atrito e ay é escala tem-
poral. Isso seria suficiente e é chamado Overdamped Langevin, contudo, tomaremos sua
extensdo cinética. Usaremos g como varidvel de interesse e p, com p € RN varidvel de
momento generalizado, para flexibilizar a dindmica. Considere Uy: R4N) — R energia
cinética generalizada tal que e ¥ UN seja Lebesgue integravel. Para uma energia da forma
En(q,p) = Hn(q) + Un(p), seja (g, p¢)i>o0 processo de difusdo em R¥™Y x R solucio da

equacao diferencial estocastica

dg; = anyVUN(p)dt,

(3.1.2)
dp; = —anV Hy(q)dt — ynan VU (pe)dt + \/Q%dBtu

onde fy é temperatura inversa e Hy: RY) — R é como na Distribuicao (2.3.2). (9)
Esse processo deixa invariante P(q,p) = P, ® P, = e AV ENv (@r) /7% e admite o gerador

infinitesimal

L= Ly + Ly,

(0%
Ly = —anVHn() - Vp+anVUn(p) V, Ly = ZN

Bn

Denomina-se £ a parte hamiltoniana e Ly a parte de flutuacao-dissipa¢ao. To-

Ap — "yNOéNv UN(p) . Vp.

maremos Uy (p) = [p|? tal que Uy(p) ¢ energia cinética usual. Um esquema andlogo é
possivel para energias cinéticas generalizadas. (9) Além disso, (B;)¢~o é processo browniano.
Para simular (g;, p;)¢>o integramos a Equagao (3.1.2), contudo, isso pode nao ser possivel

analiticamente, levando a recorrer a métodos numéricos para amostragem.

3.2 Integracdo Numérica

Para integrar o Processo (3.1.2) discretizaremos, para amostragem numérica, sepa-
radamente as dindmicas associadas a L4 e Ly. Naturalmente, £4 descreve um processo
hamiltoniano e deve preservar o volume do espaco de fase, de forma que nao precisaremos
calcular o jacobiano da transformacao que da esta dinamica. Utilizando de um integrador
simplético, tal como o de Verlet, podemos manter essa propriedade na discretizagao. A
dindmica é também reversivel a menos de inversao do momento, importante no algoritmo
para garantir que mantém-se a medida invariante. Contudo, é conhecido que a discreti-
zacao nao pode preservar a energia exatamente e, para lidar com esse fato, discute-se a
implementacao de um passo de Metropolis-Hastings na Secao 3.3. Para At > 0, a partir

do estado (qx, pxr), o esquema de Verlet 1é-se

Prst =P — VHn(g)an S,
Gk+1 = Gk + Py ran AL, (3.2.1)
Pk+1 = Pryl — \Y HN(Qk-l—l)aN%a

onde (Gx+1, Prr1) é estado seguinte da dindmica. Outros métodos tais quais Fuler-Maruyama

(EM) podem ser utilizados para o mesmo fim. (5, Capitulo 7) Nos métodos que temos



13

interesse, o erro associado a discretizacao deve ir a zero quando At vai a zero. Para EM,
o erro local é da ordem de O(At?) e o erro global O(At). J4 para o esquema escolhido,

devido a reversibilidade, o erro local ¢ O(At?) e o global O(At?). (10, Capitulo 5)

Nos resta tratar o processo de Ly, o qual, para a energia cinética usual, consiste

em um processo de Ornstein-Uhlenbeck de varidncia explicita, ou ainda, da forma
dp; = —aypdt + od By,

onde ay, o > 0 sdo parametros e B; é processo browniano. Este processo também mantém
a medida invariante e é reversivel. Note que, para ay > 0 somente substituiremos
parcialmente o momento das particulas e, se ay, vy — 0 com ayvyy = 1, retomariamos
a dindmica da Equagao (3.1.1). Este processo nao seria muito melhor, contudo, do que
um Random Walk Metropolis ja que o momento seria completamente substituido. (10,
Capitulo 5) De qualquer forma, sabemos existir solu¢do analitica para o processo de

Ornstein-Uhlenbeck a partir da féormula de Mehler dada por

1— 2
Pr = npr =+ 5;] Gy, 1 =e IWONAL (3.2.2)

onde Gy, é variavel aleatéria gaussiana usual. (6)

3.3 Passo de Metropolis-Hastings

Muitos algoritmos utilizam de um passo de selecao para estabilizar sua dinamica e
otimizar a convergéncia e amostragem, usaremos dessa ideia para otimizar o algoritmo.
Para o método de Metropolis-Hastings, é importante manter a razao de rejei¢coes baixa
para nao atrapalhar a eficiéncia, o que influencia no tamanho do passo temporal decidido.
Pode ser mostrado que At é ideal quando é da ordem de N ’i, (6) tornando o esquema

interessante pela escalabilidade de N.

Partindo dos esquemas da Segao 3.2, consideraremos (Gx+1, Pr+1) proposta de novo

estado gerada pela dindmica de £, a partir do estado anterior (g, px). Define-se

e BN EN(Gk+1.Pk41)

Po=1A : (3.3.1)

e—Bn En(ak,Pr)

onde py é dado por (4.0.1), probabilidade de aceite tal que se atribua agora as novas

coordenadas generalizadas (qgx+1, pr+1) valor da seguinte forma

(Gk+1,Dr+1) com probabilidade Py,
(q+1,Pry1) = -~ (3.3.2)
(qr, —pr) com probabilidade 1 — P
Assim, a proposta seréd aceita com probabilidade um se En(Gxt1, Pr+1) < En(qr,Dr) €
com probabilidade dada pela razao das medidas, caso contrario. Dessa forma garante-se

a conservacao da energia - preocupagao na discretizacao da dindmica - e otimiza-se a

exploracao do espaco de fase.
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4 IMPLEMENTACAO E RESULTADOS

Consideraremos N particulas em um subespaco S de dimensao d em R™ de forma
que nosso espaco de fase 2 serd de dimensao Nd. O campo externo é V : .S — R e o nticleo
de interagao entre as particulas é fungdo W : S — (—o00, o0]. Reunindo os resultados
do Capitulo 3 sob essas condigoes, temos o algoritmo, com base em Chafai e Ferré (6),
completo. Dada uma condigao inicial (gg, px), vetores de posi¢do e momento generalizados,

para cada k > 0, realizamos os seguintes passos

1. Baseado na Equagao (3.2.2), atualize pj com

1 —n?
Pr = NPk + ﬁNnGk’ n=e INONAL (4.0.1)

2. Utilizando do esquema de Verlet (3.2.1), calcule os termos

Pryl = Dr — V Hn(gr)an st
Qi1 = Gk + Py ran A, (4.0.2)

Prt1 = Pyl — V HN (Grr1)an B
3. Pela Definigao (3.3.1), tome
P =1 N exp{—PBn (En(Gr+1, 1) — En(ar, Pr)) }; (4.0.3)
4. Defina, a partir da Razao (3.3.2),

(Gk+1, Pr+1) com probabilidade Py,
(Qrt1, Prs1) = - * (4.0.4)
(qr, —pr) com probabilidade 1 — Py;

4.1 Implementacdo

Tomaremos o subespaco S = R? com d = 1,2. Consideraremos um ntcleo de
interacao W = g coulombiano em n = 2. Por isso, retomamos a Medida (2.3.1) usual de
Gases de Coulomb. A esquematica da implementagao se encontra na Figura 1. Podemos

entender melhor a relagdo entre as sub-rotinas e fun¢des em referéncia a Tabela 1.

Alguns detalhes sdo importantes de notar. O gerador de variaveis aleatorias gaussia-
nas, necessario na Equagao (4.0.1), foi implementado utilizando do algoritmo de Boz-Muller.
Além disso, o ajuste de variaveis é notoriamente um dos aspectos complicados do algoritmo
implementado. Precisamos de uma holistica para ajustar At,ay e vy. No escopo deste

programa, At e ay desempenham o mesmo papel; por isso, toma-se ay = 1 e varia-se At.
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| Subrotinas | | INIT |
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o Pk = Pk Pk = —DPk
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Figura 1 — Implementagao do algoritmo Langevin Monte Carlo (LMC). Setas sélidas indicam o
fluxo do programa. Setas tracejadas indicam chamadas de fungdes dentro do bloco. A

descrigcao das fungoes se encontra na Tabela 1.
Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 1 — Descricao das fungoes e subrotinas utilizadas na implementacao do programa.
Nome H Descricao ‘

Init Modifica py vetor [N x m], global, uniforme no cubo em R? e g, Gy,
vetores [N x m], globais, nulos.

L2-OrnsUhlen || Modifica py, vetor [N x m], global, por Ly segundo (4.0.1).

L1-Verlet Modifica py1, Gr+1 vetores [N xm], globais, por L3, segundo (4.0.2).

GradH Modifica Gy, vetor [N x m], global, gradiente do Hamiltoniano.

GradW Modifica Gy, escalar, global, gradiente de W ntcleo de interacao.

GradV Modifica Gv;, escalar, global, gradiente de V potencial.

ProbLog Retorna P, escalar, local, probabilidade de aceite de (4.0.3).

H Retorna H, escalar, local, Hamiltoniano em k.

\Y Retorna V;, escalar, local, potencial de g;.

W Retorna W; ;, escalar, local, interacao entre g¢;, g;

Metropolis Modifica pg, g, vetores [N x m], globais por (4.0.4).

Gauss Retorna variaveis gaussianas, vetor [1 x m], local por Box-Muller.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Seguindo a recomendacio de Brooks (10, Capitulo 5), tomaremos At = At + X
onde X é varidvel aleatéria de média 0 e varidncia o2 pequena. Essa escolha ajuda a
acelerar a convergéncia e melhor garante ergodicidade. Lembra-se ainda que At é ideal
na ordem de N _i, isto é, pequeno o suficiente para manter a razao de aceite do passo de
Metropolis-Hastings alta mas grande o suficiente para nao desacelerar a convergéncia do
algoritmo. Ja vy definird o quanto o momento anterior das particulas serd relevante em
relagdo a0 movimento browniano. Aqui, sabemos que tornar n préximo demais de 0, ou de
1 para todos efeitos, desacelera intensamente a convergéncia. Faremos, em geral, com que

’}/NOZNAE ~ 0.5.
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4.2 Resultados e Discussdo

Simular Gases de Coulomb é especialmente interessante quando nao ha modelos de
matrizes conhecidos, disponiveis ou simples para o H tomado. Podemos, com a simulagao
de tais gases, calcular a média da funcao densidade das particulas, ou autovalores, sem
ter que diretamente lidar com as matrizes correspondentes. Alternativamente, quando hé
modelos disponiveis na teoria de RMT, as matrizes poderiam ser diretamente amostradas
e a fungdo dos autovalores calculada da diagonalizagdo das mesmas. Tratemos de um caso

onde ambas as abordagens sao possiveis.

A familia de ensembles gaussianos sao modelos que mostramos ser bem representa-
dos como matrizes na Secao 2.2. Retorne os resultados da Secao 2.5. Tomar a medida dos

ensembles gaussianos é o equivalente, na simulacao de gases descrita, a tomar

_ l2F

d=1; n=2; V(x) 5

W(z) = g(z) = loglal; By = BN% B=1,2,4. (42.1)

O resultado da simulagao para a Configuracao (4.2.1) é apresentado na Figura 2 para os
trés modelos (8 = 1,2,4). Na coluna da esquerda, contrasta-se os resultados para N = 10
da densidade gerada por ambas a simulagdo de gases e a amostragem direta de matrizes
do ensemble. Na coluna central, representa-se a comparagao da medida da simulagao com
o Semi-Circulo de Wigner, configuragdo de equilibrio para os trés modelos quando N
¢ grande o suficiente. Note que os valores foram escalados por /23 para apresentarem
mesmo suporte. Finalmente, na coluna da direita apresentamos a distribuicao do maior

autovalor \,,... Um resultado importante enuncia que existem z](\f) e 35\?) tais que

(8)

. )\ma:p - z]\[ .
1\;131)0 Ps.nv (s%” < 37) = Fs(z),

onde Fg(z) é a densidade acumulada de Tracy-Widow. (11)

Observa-se que os dois modelos a esquerda, amostragem direta e simulacao de
gases, concordam bem na estimativa da medida para o N usado. No centro, é possivel
notar que a medida de equilibrio esperada, o Semi-Circulo de Wigner, é aproximada
rapidamente pelo aumento de particulas no sistema. A distribuicdo do autovalor maximo
¢é mais delicada; contudo, ainda que com N finito, podemos ver boa correspondéncia com

o resultado esperado pela Tracy-Widow, piorando com a diminuicao da temperatura.

Podemos retomar também as descrigoes dos potenciais monico, na Equagao (2.5.4),
e os dois regimes do potencial quartico, Caso (2.5.2) e Caso (2.5.3). Respectivamente, estes

modelos equivalem a tomar na simulagao os parametros

d=1; n=2 V(z)=tlz"; W(z)=g(x)=loglzl; By=5N* B=2. (422)

4 2
d=1 n=2 Viz) = L0 Wia) = gle) = loglal By = BV B=2. (123
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Figura 2 — Densidade para ensembles gaussianos, (4.2.1). Tomou-se Af = 0.1 e nsteps = 5 - 106
passos, registrando a cada 100 iteragoes a partir de nsteps/5. A esquerda da figura,
em azul, a densidade da amostragem de 4 - 10? matrizes do ensemble. No centro, o
Semi-Circulo de Wigner, medida de equilibrio. Na direita, apresenta-se a densidade

de A4 normalizado e sua medida esperada.
Fonte: Elaborada pelo autor.

O caso moénico se reduz ao gaussiano se m = 1. Os resultados para ambos os

potenciais estdao explicitados na Figura 3 para alguns parametros interessantes de t e m.

Potenciais - Densidades

t=-1 m=1
0.75 —— Densidade Tedrica | —— Densidade Tedrica
0.50 A b
0.00 - T T
-2 =1 0 1 2 =2 -1 0 1 2
t=-2 m=3
0.75 4 —— Densidade Teérica | - —— Densidade Tedrica
@
2
£ 0.50 A 1
3
& 0.25
0.00 -
=2 -1 0 1 2
t=-3
0.75 4 —— Densidade Tedrica —— Densidade Tedrica
0.50
0.25 4
0.00 - T
-2 -1 0 1 2
Posigao Posigao

Figura 3 — Potencial Quartico (4.2.3) e Monico (4.2.2), respectivamente a esquerda e direita.
Tomou-se At = 0.1, N = 100, e nsteps = 5 - 10% passos. Registra-se a cada 1000
iteragdes a partir de nsteps/5. No Quértico, simula-se t = —1,—2, —3. No Moénico
fixa-se t = 1 e simula-se m = 1,3, 5.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Novamente as medidas experimentais parecem convergir para a medida tedrica
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enunciada em todas as configuragoes testadas. Contudo, isso é discutido, com excecao do
Mbnico, por Chafai e Ferré (6). Em luz da situagao recentemente explorada por Balogh
et al. (12) consideremos a Configuragdo (4.2.4) complexa. Para esta, representamos as

medidas simuladas para alguns valores de interesse de ¢, a na Figura 4,

d=2; n=2; V(z) = [2|*—Re{tz"}; W(x) = g(x) =log|z|; By = BN?; B =2. (4.2.4)

t=0 t=05 t=1 t=2
ff,eerm,_% ~ » » ] ’ "
a=5 { } ¢ ‘ ’
E‘W’ b 7 - ’ = ’
t=0
“Mﬂ:%“ i - ~
a=3 { ¢ ¢ ¢
i s o @
a=2 % };:?
G e e A

Figura 4 — Medidas referentes & configuracio (4.2.4). Tomou-se Af = 0.5 e nsteps = 2 - 106

passos, registrando a cada 500 iteragoes a partir de nsteps/5.
Fonte: Elaborada pelo autor.

E previsto para esse modelo uma transicio de regime - uma separacio da medida
de equilibrio - para t. ~ \/g , 0 que pode ser observado na Figura 4 com algum detalhe.
Outros fatores que corroboram o bom comportamento do modelo sdo que a medida é
uniforme no disco quando (a,t) = (1,0) e se concentra no bordo quando incrementa-se a,
fatos também previstos. (12) Esse exemplo demonstra que é possivel, sem muito esforgo,
replicar a medida, e principalmente o suporte, para potenciais mais complexos estudados
em publicagoes recentes no tema e pode ser estendido para outros estudos, como para o

potencial discutido por Bleher e Silva (13).

No Capitulo 1 apresentamos os ensembles gaussianos como os tnicos ensembles
invariantes de entradas independentes. Gerar matrizes de outros modelos invariantes
dependeria de se saber construir matrizes de entradas nao trivialmente correlacionadas.
Por outro lado, se sabemos valer a decomposicao espectral M = UAU ~1, resta que saibamos
simular os autovalores para reconstruir as matrizes. Os autovetores podem ser amostrados
uniformemente do espaco adequado nos ensembles invariantes. Agora, com a simulagao de
Gases de Coulomb, apresenta-se uma alternativa para tais distribui¢cdes de autovalores.
Esse fato, por permitir a reconstrugao destas matrizes, possibilita a exploracao de multiplas

construcoes mateméaticas que dependem de sua adequada amostragem.
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5 CONCLUSAO

A Teoria de Matrizes Aleatérias é uma ferramenta matematica extremamente versa-
til. Suas aplicagoes sao extensas e diversas, cobrindo ambos sistemas fisicos e matematicos
de grande relevancia. Partindo da hipdtese que autoenergias de sistemas complexos se
comportam localmente como autovalores de matrizes aleatérias adequadas, permite-se
a caracterizagao estatistica do nicleo atomico ou ainda a determinacao de propriedades
fisicas de metais. Em matematica, além das classicas aplicagoes estatisticas dos modelos,
mostra-se que matrizes aleatérias tem importante papel na determinagao dos zeros da
funcao de Riemann. Consolidada assim sua importancia, a teoria se desenvolve rapidamente
e tem chamado atenc¢do da comunidade cientifica-matematica. Introduzimos neste trabalho
as ideias de medida de matrizes aleatdrias e ensembles, essenciais a RMT, e descrevemos
os classicos ensembles gaussianos, que julgamos exemplares para o entendimento dos

resultados sobre medida nos autovalores e equilibrio.

A analogia de Gases de Coulomb surge naturalmente ao se explicitar a medida
de matrizes de ensembles invariantes. Sua interpretacdo permite pensar na dinamica
dos autovalores como uma de particulas interagentes, da qual intuimos as ideias de
minimizacao da energia livre para identificar o equilibrio. Percebemos que muitas vezes
métodos numéricos sao necessarios para a solucao das equagoes de movimento estocasticas
que descrevem a dinamica das particulas modeladas. Apresentamos entao os métodos de
simulacao numérica e discutimos as principais caracteristicas do algoritmo implementado,

denominado Langevin Monte Carlo.

Além disso, apresentamos os resultados, que dividimos, em propodsito, em duas
partes. Os primeiros resultados sao de medidas de autovalores na reta, bem explorados na
teoria e relativamente simples. Para estes, incluimos explicitamente no trabalho as solugoes.
Qualitativamente observa-se que os resultados tem boa concordancia com a teoria, mesmo
em distribui¢oes mais delicadas, como a Tracy-Widow. Isso nos dé boa indicagao do bom
comportamento dos métodos e implementacao utilizados. Com isso, apresentamos um
dos resultados obtidos em um Géas de Coulomb em duas dimensoes. Isso de refere a um
potencial complexo, explorado com mais afinco apenas em teoria recente. Mesmo aqui,
mostra-se que é possivel replicar caracteristicas de resultados apontados em trabalhos

recentes e indica uma possivel diregdo para exploracao numérica da teoria.

Entendemos este estudo como uma descrigao e validacao de métodos conhecidos de
simulagao e matrizes aleatorias, ainda que atuais. Contudo, veem-se extensoes da utilizagao
do método para estudo numérico de importantes resultados com menos descrigao tedrica,

o que, até onde sabemos, é menos explorado.
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