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Resumo

Esta monografia devera comparar o desempenho de diferentes métodos de
interpolagdo que possam ser utilizados de forma instantédnea para estimar a
estrutura a termo da taxa de juros brasileira. O objetivo sera utilizar uma validagao
cruzada do tipo leave-one-out, utilizando-se os dados reais diarios de contratos de
DI futuro em diversas maturagoes, e verificar a relacdo entre os diferentes métodos

e seus erros quadrados meédios.

Palavras-chave: Finangas, Curvas de Juros, Métodos Quantitativos

Classificagao JEL: C82, E43, G17



Abstract

This work aims to compare the performance of multiple interpolation methods
available that can instantaneously estimate the Brazilian yield curve. The goal is to
use a leave-one-out cross-validation strategy on real-life data from daily interbank
deposit futures transactions with several maturities, and verifying the relation

between the multiple methods and their respective mean squared errors.

Keywords: Finance, Yield Curves, Quantitative Methods
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Introdugao

Este trabalho tem como objetivo principal analisar e comparar o desempenho entre
diferentes métodos de estimacao por interpolacdo da estrutura a termo da taxa de
juros (ETTJ, daqui em diante) para o caso especifico da economia brasileira. Mais
especificamente, o interesse deste trabalho se voltara para a estimacao da ETTJ
através de estimacao por interpolacéo das taxas observadas nas operagdes diarias
de futuro de DI.

A ETTJ é uma curva continua que associa uma taxa de juros a cada possivel
maturidade (Caldeira, 2011). A ETTJ pode ser definida com base nas taxas de titulos
de diferentes classes de crédito, desde que os titulos escolhidos pertencam a
mesma classe de crédito. Segundo nota técnica da Anbima de 2010, podemos
entender que para estimar a curva de juros devemos assumir que o preco de um
titulo de renda fixa € exatamente igual ao fluxo de caixa futuro que foi prometido pelo
emissor através de contrato e trazido a valor presente por uma fungédo desconto.

O conhecimento sobre a ETTJ em um dado momento, portanto, permite aos
agentes econémicos tomarem melhores decisdes de alocagao intertemporal de seus
recursos ao lhes dar a taxa a ser usada para descontar tais fluxos futuros. Segundo
Hull (2002), existem trés teorias que buscam explicar a ETTJ: Teoria das
Expectativas, Teoria da Segmentacdo de Mercado e Teoria da Preferéncia pela
Liquidez. A ETTJ € um dos dados utilizados por gestores e outros agentes do
mercado financeiro no seu processo decisorio, permite aos formuladores da Politica
Monetaria ter acesso as expectativas de juros do mercado e pode ser utilizada na
precificacdo de outros ativos de renda fixa e derivativos (Caldeira & Torrent, 2011).
Por esses motivos € importante conhecermos as capacidades preditivas dos
diferentes métodos a disposi¢cao para estimar essa curva.

Segundo o site da B3, o Depdsito Interfinanceiro (DI) € um titulo de renda fixa
negociado apenas entre bancos e outras instituicbes do mercado financeiro e é
utilizado para captar recursos, aplicar excedentes e realizar fechamento de caixa.
Esses titulos sdo considerados titulos de baixo risco. Os titulos DI negociados
diariamente na B3 pelos bancos, por sua vez, dao origem a Taxa DI. A taxa é
composta diariamente através de uma meédia ponderada das taxas utilizadas em
transacdes diversas utilizando titulos DI. Segundo Assaf Neto (2011, p. 65), a taxa

DI pode ser admitida como livre de risco. Também de acordo com o site da B3, esta



taxa é utilizada atualmente pelo mercado como um dos principais benchmarks.
Dessa forma, a taxa DI pode ser utilizada de forma segura para aproximar a ETTJ
livre de risco da economia brasileira.

O futuro de taxa DI (DI1), negociado na B3 € um contrato de valor nominal de
R$100.000,00 na data de vencimento, cujo valor na data de negociagdo é igual
aquele valor nominal descontado pela taxa negociada. A posi¢ao de cada contrato é
atualizada diariamente de acordo com um fator de correcdo, de forma que o
investidor recebe ao final do contrato o equivalente a diferenca entre a taxa
negociada e a taxa DI efetiva no periodo, aplicada ao montante do contrato. Os
futuros de DI sao contratos disponiveis As taxas desses futuros de DI exprimem,
portanto, os valores que o mercado como um todo compreende como livres de
arbitragem para a taxa DI nos respectivos vencimentos. Como sdo negociados em
pregao, esses contratos sao padronizados e apenas alguns vencimentos estdo
disponiveis em cada data, de forma que se faz necessario realizar a interpolacao
das taxas para se ter acesso ao formato completo da ETTJ implicita a cada dia.

Através da comparacado dos resultados das estimativas dos métodos de
interpolacao dos dados, sera possivel identificar quais dos métodos sdo capazes de

melhor estimar a ETTJ para o caso brasileiro.



Revisao Bibliografica

Dois grupos distintos de métodos para realizar essa estimagao surgem na
literatura (Monteiro & Salles, 2001) . O primeiro deles envolve a derivagédo da ETTJ
através de modelagem econdmica, seja via equilibrio geral ou arbitragem zero. Ja o
segundo o faz empiricamente e utilizando as mais diversas técnicas de interpolagao
e extrapolagao a partir das taxas observadas dos diferentes titulos disponiveis nos
mercados. Este segundo grupo pode ainda ser dividido entre métodos paramétricos
e métodos n&o paramétricos.

O trabalho fundamental para os modelos de equilibrio geral € o de Vasicek
(1977), que estabelece um modelo no qual se chega a taxa de juros de curto prazo.
Outra referéncia para esse grupo € o modelo proposto por Cox, Ingersoll e Ross
(1985). Os modelos de equilibrio geral usualmente utilizam pressupostos
principalmente sobre os prémios de risco para deduzir as taxas relativas a outras
maturidades. Para os modelos de arbitragem zero, os principais trabalhos sao os de
Hull e White (1990) e de Heath et al (1992).

Para os modelos nao paramétricos, os trabalhos pioneiros sdo os de
McCullough (1971, 1975), que exploram o0 uso de splines quadraticas e
posteriormente cubicas para estimar a ETTJ, e serve de fundamento para grande
parte da literatura para esse tipo de modelo. Fama e Bliss (1987) derivam as taxas
de juros a termo aplicando uma fungéo de desconto aos pregos dos titulos. Segundo
Ribeiro (2007), esse modelo é conhecido como flat forward ou bootstrap e tem
adogao ampla no mercado financeiro brasileiro. O trabalho de Fisher et al (1995)
introduz suavizagao ao modelo com splines cubicas de McCullough, penalizando
polinbmios com muitas variagdes, obtendo assim polinbmios que em tese se ajustam
melhor a maioria dos dados empiricos.

Ja entre os modelos paramétricos se destacam os trabalhos de Nelson e
Siegel (1987) e a expansao do modelo Nelson-Siegel por Svensson (1994). O
modelo final de Nelson-Siegel-Svensson estabelece uma forma funcional para as
taxas a ser estimada econometricamente por MQO que estabelece para a taxa de

juros um componente de longo prazo (BO), um componente de curto prazo (81) e dois
componentes de médio prazo (B2 e 83) - também chamados de “corcovas” - com

seus respectivos parametros de decaimento (r1 e T, respectivamente) que
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estabelecem também quando ambas as “corcovas” atingem seus maximos. Como
exposto por Aljinovi¢ et al, o modelo de Nelson-Siegel-Svensson e suas derivagdes
sao utilizados para a estimagao da ETTJ por diversos Bancos Centrais no mundo.

Finalmente, na literatura de comparagao entre diferentes métodos de
estimagdo da curva de juros para o caso brasileiro podemos citar o trabalho de
Ribeiro (2007), que compara os métodos estabelecidos por McCullough,
Nelson-Siegel, Fama-Bliss e Fisher-Nychka-Zervos, utilizando critérios de
comparagao estabelecidos em Bliss (1987) e que chega a conclusdo de que
segundo os critérios mencionados, o modelo de splines cubicas de McCullough se
mostrou vantajoso em relagao aos demais.

Muitos dos métodos de estimacdo, porém, tem o problema de serem
computacionalmente caros e impedirem os gestores de tomarem decisées em
termos de poucos minutos ou segundos. Este trabalho busca investigar quais entre
os modelos de interpolacao linear, exponencial e por splines cubicas qual obtém
melhores resultados para interpolagao da ETTJ e se ha diferengas significativas nos

seus tempos de resposta.
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Dados

Os dados utilizados neste trabalho sao referentes as negociacées de contratos de
futuros de DI de um dia (DI-1) nos pregbes da BM&F, BM&FBOVESPA e B3 de julho
de 1994 a setembro de 2019 e foram compilados e cedidos pela pessoa orientadora
desta monografia. A data inicio foi escolhida para coincidir o langamento do Plano
Real. Tentativas de recriar ou mesmo estender os dados aqui utilizados foram
infrutiferas, ja que na presente data a B3 ndo mais disponibiliza publicamente estas
séries de dados no mesmo formato, sendo disponibilizados apenas em forma de
boletins diarios. Os dados originais estdo compilados em 17 arquivos distintos,
compreendendo periodos disjuntos que totalizam o periodo total analisado. Os
arquivos possuem colunas distintas em alguns casos, mas os dados necessarios
para este trabalho estdo dispostos em todos os arquivos. Um arquivo completo
contendo toda a intersecg¢ao de colunas entre os 17 arquivos foi gerado. Além disso,
a base também apresenta dados de diferentes formas de negociacdo em linhas
diferentes, em geral com precos de cotacdo diferentes. Ha diversas colunas de
cotacdo presentes nos arquivos, a escolhida para ser interpolada foi a relativa ao
ajuste diario. Ja entre as colunas de dias corridos até o vencimento e dias uteis até o
vencimento, foi escolhida a de dias uteis. Todos os procedimentos adiante de
adequacgao, limpeza e de aplicacdo dos métodos de interpolagdo neste trabalho
foram realizados em codigo Python utilizando as bibliotecas Pandas, NumPy e
SciPy.

Em relagcdo a adequacado dos dados para processamento, descrevem-se a
seguir os procedimentos que foram realizados. Foram removidas as linhas que
apresentassem zero negocios efetuados ou que tivessem a coluna de cotagdo com
preco zerado. Apos essa primeira filtragem, foram selecionadas apenas datas com 3
ou mais vencimentos distintos disponiveis, para que pudesse ser realizado o
procedimento de interpolacdo de cada uma das taxas pelas outras (validagao
cruzada do tipo leave-one-out). ApoOs isso, foi realizada uma ponderagédo pelo
nuamero de negécios efetuados dos precos de cada forma de negociagdo numa
mesma data e vencimento, de maneira que cada um dos pares data-vencimento
possuisse uma e apenas uma cotagdao. Em seguida, foi derivada através da cotagao

e do vencimento a taxa de juros ao ano implicita para cada linha, utilizando-se a



seguinte férmula: i = (100.000/cotacao)
para cada linha os vetores de outros vencimentos e cotagcdes da mesma data a

serem utilizados na interpolagdo. Seguem alguns resultados de analise descritiva da

base final:

(252 /vencimento)

vencimento negocios

cotacao taxa

mean 627.345372 930.263772 T7285.6105011 0.144125

std 629.295784 3095.466938 18759.084051 0.076508

Tabela 1.1: Médias e Erros-padrdo das variaveis Vencimento, Negdcios Efetuados,

Cotagéo e Taxa a.a.
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Grafico de Dispersdo - Vencimento vs. Negocios
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Figura 1.2: Graficos de Dispersao das variaveis Negdcios, Cotagdo e Taxa a.a contra

Vencimento e Data

Como vemos do grafico de dispersdo entre vencimento em dias uteis e

cotagdo em R$, o valor da cotagdo parece decair com os vencimentos, o que

representa que datas mais futuras sao de fato mais descontadas. Esse &€ um

resultado esperado.
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Além disso, podemos ver que a maior parte dos contratos negociados foram
para até cerca de 2,5 anos da data de negociagdo, o que nos diz que os agentes
tendem a tentar operar com mais frequéncia as taxas mais préximas.

Vemos também uma tendéncia de queda no periodo na faixa onde se situam
as taxas a.a., bem como um aumento significativo dos negédcios efetuados,

sobretudo a partir de meados de 2013.
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Metodologia

Os métodos de interpolacédo escolhidos para este trabalho foram os de interpolagao
linear, interpolagdo exponencial e por splines cubicas. A medida escolhida para
comparar os resultados foi a de erros quadraticos médios. Para aplicar os métodos e
realizar as medidas, foram utilizadas as implementacbdes disponibilizadas pela
biblioteca SciPy.

Para obter o resultado da interpolagao linear, € necessario calcular a seguinte
féormula:

(x—x)

Vi =Yt O = %) (x, = x,)

Onde y é a taxa desconhecida a ser interpolada, x € o seu vencimento, X, e
X, sao, respectivamente, os vencimentos anteriores e posteriores ao vencimento x
na data e yné a taxa correspondente ao vencimento X .

A mesma formula pode ser utilizada para se fazer a interpolagao exponencial,
desde que se utilize o log das taxas conhecidas, e se aplique a exponencial no

resultado. Assim:

(= x)
Yy = expllogy) + [logy) — logy)l =)

exp

Ja o modelo de splines cubicas separa os dados em n — 1 intervalos (onde n
€ 0 numero de pontos conhecidos da funcéo a ser interpolada), e cria polinbmios
seccionados de grau 3 que interpolam o valor da fungdo em seus respectivos
intervalos e se “encontram” nos pontos conhecidos da fungao (chamados de nés).
Como cada polinbmio tem 4 coeficientes, temos um total de 4(n — 1) coeficientes a
encontrar. Esses polinbmios devem ser tais que nos nés (ou seja, onde a funcgao
passa de ser interpolada por um polinbmio a ser por outro), os polinébmios de cada
lado devem ter valores iguais ao y conhecido correspondente a x e também ter
derivadas primeira e segunda coincidentes. Além disso, para as chamadas splines
naturais, nas extremidades iniciais e finais dos valores conhecidos onde, portanto,

nao ha seccao de um polinbmio para outro, sdo colocadas condi¢cdes adicionais para
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as derivadas segundas. Dessa forma, para cada um dos n — 2 nés internos temos

quatro restrigdes:

l. Si(xj) =Y

Il. Si+1(x],) =,

[l S’i(xj) = S'l_+1(x]_)
\YA S"i(xj) = S"Hl(xj)

De maneira similar, para ambos os nods extremos duas restricdes sao

impostas:
l. Si(xj) =Y,
Il. S"i(x]_) =0

Terminamos entdo com 4(n—2) + 4 =4(n — 1) equagbes para
determinar a mesma quantidade de coeficientes dos polinbmios e o sistema é

possivel e determinado.

A estratégia escolhida para realizar a validagdo dos métodos de interpolagéo
foi de validacdo cruzada do tipo leave-one-out, em que se remove cada ponto de
observagcdo da massa de dados uma vez e utiliza-se o restante dos dados para
interpolar aquele. Ou seja, para uma determinada data com os pares de observacgao

(xo, yo), (xl, yl) e (xz, yz), utilizam-se (xo, yo) e (xl, yl) para interpolar Y, através

de X, A medida utilizada para comparar os resultados foi a de erro absoluto médio.
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Resultados

Ao aplicar inicialmente a metodologia descrita aos dados escolhidos, temos as
seguintes estatistica descritivas relativas aos erros. Todas as tabelas e figuras neste
capitulo foram elaboradas pelo autor da presente monografia.

erro_linear erro _exponenclial erro spline cubica

mean 0.001487 0.001516 0.007329

std 0.010839 0.017033 0.402339

Tabela 2.1: Médias e Erros-padréo dos Erros Quadraticos Médios dos Métodos de

Interpolagdo

o}
. A

emo_linear ero_exponencial emo_spline_cubica

= =
#Dm@mﬂ@m an o0

Figura 2.1: Boxplot dos Erros Quadraticos Médios
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Grafico de Dispersao - Vencimento vs. Ermo (Spling)
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Figura 2.4: Disperséo dos Erros Quadraticos Médios do Método de Interpolagdo por

Splines

Como vemos, o método de splines cubicas conforme descrito neste trabalho
apresenta os piores resultados, tanto em termos de média dos erros absolutos
médios quanto de sua distor¢do. Por outro lado, o método de interpolacao linear
apresenta erros médios absolutos com média e dispersao menores.

Dos gréficos de dispersao, percebemos que a dispersao dos erros varia com
os vencimentos, com muitos dos maiores erros agrupados nos vencimentos
menores. Aqui podemos ver um problema em geral com o método de splines, que
aparenta ter uma dispersdo de erros maior ao longo de toda a curva quando
comparado com os demais métodos. Isso pode indicar que, mesmo que haja um
intervalo de vencimentos no qual o método resulte em médias menores, ainda é
possivel que a sua dispersao seja maior.

Removendo os erros acima do 95° percentil para cada um dos métodos, os
resultados do método de splines cubicas melhora comparativamente, mas
permanece sendo o pior dentre os trés. Os resultados do método exponencial se
aproximam também dos resultados do método linear, mas o segundo continua sendo
mais eficaz e com menor dispersdo, como vemos nas estatisticas abaixo:

erro_linear erro exponencial erro spline cubica
mean 0.000444 0.000446 0.000605
std 0.000649 0.000653 0.001125

Tabela 2.2: Médias e Erros-padrdo dos Erros Quadraticos Médios removendo os 5%

maiores erros
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Os métodos, porém, foram aplicados tanto nos vértices internos quanto nos
externos da curva, de forma que todos os métodos realizam extrapolagdo em
alguma medida para o primeiro e o ultimo vencimentos disponiveis em cada dia.
Podemos entdo refazer os calculos dos erros, removendo estes veértices mais
extremos. Fazendo isto e também retirando os 5% maiores erros, vemos que 0O

método de splines cubicas se aproxima ainda mais dos demais:

erro_linear erro exponencial erro spline cubica
mean 0.000331 0.000332 0.000358

std 0.000405 0.000407 0.000473

Tabela 2.3: Médias e Erros-padrdo dos Erros Quadraticos Médios apenas para 0s

vértices externos

Como vimos anteriormente, os vencimentos mais longos apresentam uma
quantidade menor de operacgdes diarias, e também sdo menos operados. Podemos
entdo verificar o desempenho de cada um dos métodos apenas para aqueles
vencimentos a até 1,5 erro padrdo em dias Uteis da média’ e também removendo os

5% maiores erros. Novamente, os resultados usuais persistem:

erro_linear erro_exponencial erro spline cubica
mean 0.000478 0.000481 0.000653

std 0.000716 0.000720 0.001230

Tabela 2.4: Médias e Erros-padrdo dos Erros Quadraticos Médios para 0s

vencimentos a até 1571 d.u.

Também notamos nos graficos de dispersao de erros uma certa tendéncia a
erros maiores nos vencimentos mais préximos. Ao utilizar um corte para remover os
vencimentos menores do que 100 dias uteis, os resultados gerais ficam bem
proximos entre os trés meétodos, mas sem perda de generalidade dos resultados

anteriores. As estatisticas abaixo também removem os 5% maiores erros:

" A'saber, 1.571 d.u.
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erro_linear erro _exponencial erro spline cubica
mean 0.000248 0.000251 0.000255

std 0.000253 0.000257 0.000275

Tabela 2.5: Médias e Erros-padrdo dos Erros Quadraticos Médios apenas para 0s

vencimentos a partir de 100 d.u.

Aplicando todas as técnicas mencionadas anteriormente, as médias dos erros
do método de interpolagao linear caem drasticamente (bem como sua dispersao),
mas as estatisticas dos erros dos demais métodos ndo se alteram

consideravelmente com relagao a ultima técnica:

erro_linear erro exponencial erro spline cubica
mean 0.00023 0.000232 0.000226

std 0.00022 0.000223 0.000221

Tabela 2.6: Médias e Erros-padrdo dos Erros Quadraticos Médios aplicando todas as

técnicas anteriores

Finalmente, como verificamos nas estatisticas descritivas dos dados, ha néo
s6 uma variagado consideravel no nivel das taxas entre o comego da série, como
também na quantidade de contratos negociados no final do periodo. Podemos entéo
aplicar os métodos para duas outras datas de inicio, mais recentes: janeiro de 2004
e janeiro de 2013. A primeira foi escolhida para verificar se a mudanga no nivel das
taxas é relevante, enquanto a segunda incorpora também o aumento percebido nas
negociagdes diarias de contratos de futuro DI. Para cada uma dessas datas inicio,
iremos calcular as estatisticas dos erros da metodologia conforme inicialmente
descrita, para metodologia com a remogédo dos 5% maiores erros, e com a
metodologia apenas para os vértices internos da curva (e também com os 5%
maiores erros removidos). Em nenhum dos casos modificamos as conclusdes

anteriores.
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I.  Estatisticas dos erros para os dados a partir de janeiro de 2004:

erro_linear erro _exponencial erro spline cubica
mean 0.000452 0.000450 0.000778

std 0.002079 0.002024 0.004255

Tabela 2.7: Médias e Erros-padrdo dos Erros Quadraticos Médios para os dados a

partir de janeiro de 2004
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Figura 2.5: Boxplot dos Erros Quadraticos Médios para os dados a partir de janeiro
de 2004

erro_linear erro_exponencial erro spline cubica
mean 0.000258 0.000255 0.000296

std 0.000266 0.000266 0.000366

Tabela 2.8: Médias e Erros-padrdo dos Erros Quadraticos Médios para os dados a

partir de janeiro de 2004, com os 5% maiores erros removidos
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erro_linear erro_exponencial erro_spline_cubica
mean 0.000226 0.000227 0.000233

std 0.000213 0.000213 0.000227

Tabela 2.9 Médias e Erros-padrdo dos Erros Quadraticos Médios para os vértices

internos dos dados a patrtir de janeiro de 2004

II.  Estatisticas dos erros para os dados a partir de janeiro de 2013

erro_linear erro _exponencial erro spline cubica
mean 0.000334 0.000333 0.000505

std 0.001648 0.001607 0.002458

Tabela 2.10: Médias e Erros-padrdo dos Erros Quadraticos Médios para os dados a

partir de janeiro de 2013
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Figura 2.6: Boxplot dos Erros Quadraticos Médios para os dados a partir de janeiro
de 2013
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erro_linear erro_exponencial erro_spline cubica
mean 0.000193 0.000194 0.000217

sid 0.000173 0.000173 0.000218

Tabela 2.11: Médias e Erros-padréao dos Erros Quadraticos Médios para os dados a

partir de janeiro de 2013, com os 5% maiores erros removidos

erro_linear erro_exponencial erro_spline cubica
mean 0.000176 0.000176 0.000189

sid 0.000146 0.000146 0.000167

Tabela 2.12: Médias e Erros-padrdo dos Erros Quadraticos Médios para os vértices

internos dos dados a patrtir de janeiro de 2004
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Conclusao

As técnicas de interpolagdo da estrutura a termos da taxa de juros sdo técnicas
importantes para determinarmos com alguma preciséo as curvas de juro do mercado
brasileiro. Por sua vez, podemos utilizar este conhecimento para precificar ativos
com fluxos de investimentos diversos aqueles apresentados pelos préprios papéis
disponiveis no mercado.

Vimos neste trabalho que podem existir diferengas significativas entre as
diversas técnicas aqui analisadas. No entanto, de maneira global, identificamos que
o método de interpolacao linear se mostrou ndao s6 menos viesado, como também
mais acurado. A interpolagdo exponencial apresentou resultados aproximadamente
tao satisfatérios quanto o da interpolacao linear na maioria dos casos. Por fim, ndo
foi possivel identificar circunstancias sob as quais o método de interpolagao por
splines cubicas se mostrasse superior aos demais; pelo contrario, em muitos dos
casos este método apresentou resultados bastante inferiores.

Os resultados aqui encontrados nao sao totalmente compativeis com boa
parte da literatura internacional e nacional sobre o tema, que no geral aponta
resultados bastante satisfatorios para a técnica de splines cubicas.

Alguns fatores podem ter contribuido para o resultado divergente encontrado:
a escolha de método de validagcdo cruzada por leave-one-out, a escolha dos erros
absolutos médios como medida comparativa, a dificuldade de reconstituir e estender
os dados aqui utilizados, da propria escolha de titulos futuros de DI, da escolha
pelas datas iniciais e outras condi¢des utilizadas nos testes, bem como eventuais
problemas de implementagcdo dos métodos e/ou dos tratamentos dos dados. Ainda
assim é possivel que, por ser a ETTJ uma curva usualmente monotdnica, as splines

nao adicionem de fato capacidade preditiva maior para o caso brasileiro.
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