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INTRODUGAOQ
O trabalho tem como finalidade apresentar algumas

solugges analiticas Para o calculo estrutural de vasos de

N
pressac.

0 cdlculo analftlco tem importanc1a fundamental no
cago de vasgsos de alta Pressao, onde os métodos propostos pelas

normas tais como DIN, ASME, etc, .. ngo podem ser aplicados.

Um exemplo de aplicaggo degse tipo de vasoc e no
armazenamento do metano, devido a alta pressio de 11quefag30
degse gas. Um armazenamento adequado dessa substancia
possibilitaria a sua utllizaggo em veiculos automotores com

o . A . ! rd .
grande eficiencia, baixo custo e balxos indices de puluxggo.




1- TEORIA GERAL DOS CASCOS CILfNDRICOS

l.1- Casco Circular Cilindrico Carregado Simetricamente com

! tu , Y
Em ap11cagoes Praticas nods frequentemente encontramos
s K 1 £ .
problemas nos quais um casco circular c11indr1co e submetido a
5 L 'd 4 . . .
aggo de forgas distribuidas Si1metricamente com respeito go eixo
N K o ‘ ¥ '
do cilindro. A dlstf:bUlgEo de esforgru em caldeiras cilindricas
] n e A
submetidas a acao da pressao de vapor, esforgos em reservatorios
circulares tendo eixo vertical e submetidos a pressac interna do
7 D
ligquido, e esforgos em tubos circulares sobre¢ pressdo 1nterna

uniforme sgq exemplos de tal problema.




Para se estabelecer as Equagges requeridas para

solucionar esses problemas vamos considerar um elemento, como
mostrade na figura 1.1, e con=ziderar as equagBes de equilibrio.
Podemos concluir por simetria que as forgas de cizalhamento na
membrana NX4=N4x se anulam nesse caso e que as forgas Ny 830
constantes ao longo da circunferencia. Devido as forgas
transversais de cizalhamento, pode-se também concluir por
simetria que scomente ag forgas 0x ndo se anulam. Considerando—se
08 momentos atuantes sobre o elemento na figura 1.1, também
podemos concluir por simetria que os momentos torsores MxX+=Mex
se anulam e gue os momentos fletores Mo sho conatantes ao longo
da circunferéncia. Sobre tais condigges de simetria 3 das 6
equagges de.equilfbr1o do elemento sao 1denticamente
satisfeitas, e nds devemos considerar somente asg 3 equagges
restantes, obtidas pela pro;eggo das foxgas NosS e1X08 X e IZ.
Assumindo que as forcas externas consistem zomente da pressao

7/ ~ LY ]
normal =sobre a superficie, essas 3 equagoes |30

dNx.a.dx.d$=0
dx

dQx.a.dx.dP+N¢.dx.dP+Z.a.dx.df=0 eq.
dx

de.a_dx.dp-Qx.a.dx.d{*O
dx




A primeira indica que as forgas NX sdo conatantes, e

48 assumiremocs com o valor zero em discusades adiante. Se elas
forem diferentes de zero, a deformaggo e a tensdo correspondentes
a tais forgas constantes podem ser facilmente calculadas e
superpostas nas tensdes e deformag3e3 produzidas pelae cargas

laterais. Ag duas equagges restantes podem ser escritas na

seguinte forma simplificada:-

Q,
0

x+1 . N§=-2
a

J

AdMR~Qx=0
dx

[3¥] N M N
Essas duas equagoes conteem tres parametros

L4
desconhecidos: Ny, Qx e Mx. Para resolver o problema nos devemos

~n . Lo 4
entao considerar a d1sp031gao dos pontos no meio da superficie do

Cagco.

Por simetria podemos concluir que a componente v da
s [ n .
d15p051gao na dlregao circunferencial se anulsa. Assim, devemos
¥}
somente congiderar as componentes u e w nas da ecoes x e z,
n v
regspectivamente. As expressdes Para as componentes de tensio

n ~
entao sao:

=W eqg.c




Pela aplicaggo da lei1 de Hooke, ocbtemos:

Nx=E.h.{£x+u.£¢)w§;E."QH-J.E =0
- l-v (dx a
eqg.d
N =E,h.(£4+v.£x)nE.h.[1g+vugg]
1-v I-v a dx
I a [4¥]
Atraves da praimeira dessasg equagoes, segue-ge:
du=v.w
dx a
A segunda equagdo nos fornece:
Ny=-E. h.w eq.e
a
Considerandc-se os momentos fletores, podemos concluir por
gsimetria que n3c ha mudanga na curvatura na dlreggo
2
circunferencial. A curvatura na direcdo x e 1gual a -duw/did
Utilizando as mesmas equagges, obtemos:
My =v . Mx
eq.f
Mx=-D.d%w
dxe
onde D= E_h?

12. (1-v?)

Ny
que representa a rigidez a flexao do casco.




Retornando a eg.a e eliminando OXx dessas equagges. obtemos:

A’ Mx+1 . Ne=-2
dx? a

das quais, pela utilizaggo das eg.e e eqgq.f, obtemos:

e [D.daw]+E.h.w=Z eq.1
dx? dx? az

- ’ i
Tedog os problemas de deformagﬁo S8imetrica de cascos circulares

n ¢ ) N N
cilindricos azsim ge reduzem a 1nteqragao da eq.l.

N nt : Y £
A aplicagao mais simples dessa equagao e feita quando a espessura

s A o
do casgco & constante. Sob tais condlgges. a eq.1 torna-se:

D.d*w+E.h.w=2 eq.2?

Utilizando a notaggo:

p*= E.h =3, (1-v?) eq.3
4.a2D aih?




A eqg.2 pode ser representada na forma simplificada:

d*w+4.j§‘:w==_§ eq.4
dx+ 3]

¥ Fi L
Essa eguaggo € 4 mesma para uma barra Prismatica com a rigidez a
n Fd
flerao D, suportada por uma fundagdo eldstica contfnua e

submetida a aggo de uma carga de intenszidade zZ. a soluggo geral

(3] I
dessa equacao e:
w=e® (Cl.cos Bx+C2.3in Bx)+eﬂ“:(C3.cosIBx+C4.sxn,3x)+f(x) eq.5

na gual f(X) € uma soluggo Particular da eqg.4 e Cl,...,C4 sao
constantes de integragso a3 quais podem sger determinadas em cada
caso particular para as condigges das extremidades do cilindro.
Por exemplo no caso de um tubo circular longo submetido a agﬁo de
momentos fletores MQ e forgas de cizalhamento Q0, ambas
uniformemente distribuidas a0 longo do eixo x=0, como mostra a
fig.2. Nesse caso, nso ha pressao Z distribufda sobre a
superficie do casco, e f(x)=0 € a solu;?o geral, ou ®eja a eq.5.
Desde que as forgas aplicadas na extremidade x=0 produzam uma
flexdo local a qual diminul rapidamente a medida que a distincia
X da extremidade carregqada cresce, podemos concluir que o

Primeiro termo do 1lado direito da eq.5 é:

w=e”¥(c3.cos,5x+C4.sin)3x) eq.q




As duas constantes C3 e C4 podem ser determinadas pelas condlgges

da extremidade carregada, gque podem ser egscritas como:

Mx(x=0)=-D.d%w{x=0)=M0
dxe

Qx (x=0) =dMx (x=0) =-D . d>w (x=0) =Q0
dx dx:

Substituindo a eq.g9 na w, obtemos para essas condlgges:

C3=-_1 .(Q0+p.MO) Cd- MO
2.5%D 2.A82D

n : ’
Assim a expressac final para w e!

ol - (.M0. (sin Bx-cos 3 x)-Q0.cos 3x)

2.3%D

j 7/ .
A deflexdo mdxima & obtida na extremidade carregada, onde:

wi{x=0)=-_] -{3.M0+Q0)
2.02D

eg.h

eq.1

eq.6

ec.7




O sinal negativo da deflexao regulta do fato que w é tomado como
positivo em relaggo 80 e1x0 do cilindro. A 1nc11nag§o na

extremidade carregada e obtida pela diferenciag30 da eg.6. Isso

nog fornece:

Sw(x=0)=__ e (2.p.M0.cos 3x+Q0. (cos Bxisin A x) (x=0)

dx 2.52D

eq.8

= ] . (2./3.M0+Q0)

2.pED
Pela introducdo da notacgao:

P(3x)=e®™ (cos Ax+sin %)

PBx) =e® (cos px-ain 3x)
eq.9

B(Ax)=e®cos px

J(3x)=eP*gin 3x

n (41
483 exXpressoes para a deflexao e as consecutivas derivadas podem

Ser representadas na segquinte forma Simpl:ificada:-

we-__ 1. (3.MO.Y(3X)+Q0. 8 (3x))
23D

ggf__;_*,(Z.B.MO.G(BR}+Q0.T(ﬁx))
dr 2.3:D

eq.l0

diw=~_ 1 . (2.3.M0.P(3%)+2.00.3(3x))
@RI 1D BT

d’w=1.(2.3.M0. 3(3x)-Q0 .y (3x))

_—

X3 D




0s valores numéricos das eq.9 sao dados na tab.l. As fungges P e
Wy sd3o representadas oraficamente na fig.3. Pode-se notar através
da tab.l e dessas curvas que as fungges que definem a flex3o do
CasSco se aproximam de zero assim que o valor Hx aumenta.

Isso indica que a flexao produzida no casco & uma caracteristica

o & o
local, como 3a foi mericionado no comeco quando as constantes de

integraggo foram calculadas.

0 A I e — s —
i e v 1 _r' ]

4 tab.3

0

Se o momento Mx e a deflexio w forem calculad-s pela eq.10, o
momento fletor Mg € obtido rela primeira expressac da eqg.f, & o
valor da forga Nt da eq.e. Assim todas as informagges necessérlas

s
rara o calculo de esforgos no casco podem ser obtidas.




1.2- casos Particulares de Deformagso S1métr1ca de Cascos

A f19.4 representa uma seggo circular de um casco cilindrico
longo com uma carga uniformemente distribuida. Se a carga estiver
suficientemente longe das extremidades do cilindro, a eq.6 pode

ser usada para cada metade do casco.

U )

| R

@ fig.2 (v)

o5 2
Pelas condigoes de simetria podemos concluir que o valor de

I 5
Q0 nesse caso e -P/2. NoOs assim obtemos para a porggo direita:

W= éﬁ‘.(ﬁ.MO.(sin;}x—cos)Bx)+P.cos,33} eq.a
2.3%D 2

r [4Y] ra
onde x e tomado para cada geccao transversal em que a carga e
aplicada. Para calcular 0 momento MO o qual aparece na eq.a
utilizamos a eq.8, a qual nos fornece a 1nc11na§30 em Xx=0. Em

Nosse ¢4so ess=a 1nc11naggo Se anula devido a simetr:ia

10




Asgim:

2.3 .M0-p=0

Vi
e nos obtemeos:

MO= P eq.b
4.p
Substituindo esse valor na eq.a, a deflexio do casco torna-ze:
w= P.e*f(sinjsx+cosjsx)~ P__.2(px) eq.1l1
8.2%D 8.5.D
e por diferenciaggo ocbtemos:
dw=-2.3. P _.éﬂfsin13x~~w_9_m,3(}x)
dx 8.puD 4.pD
d%w=2.n% p .eﬁT(sinJBx—cos;ax)-~ P__.y(px) eq.c
dxz 8.52D 4.5.D
d*w=4.3%_ P .e’coa 3x= P .8 (3x)}
dx? 8.32D 2.p.p

11




Cbservando as equagges be f do capitulo anterior, temos:

Finalmente obtemos as Seguintes expressoes rara o momento fletor

e as forgas de cizalhamento:

MX=_P_.Y(BX)  0x=-P.0(ax) eq.12
4.5 2 .

08 resultados obtidos estdo todos graficamente representados na
fi19.5. Pode-s3e notar que a deflexdo maxima esta localizada sob a
carga P e que esse valor como dado pela eqg.l1 &

¢
wmaxs=

=p.aj3 eqg.13

P a
8.p2D 2.E.h

. ra
0 maximo momento fletor também estd localizado sob a carga e o

definido pela eg.12 como:

Mmdx= p eq.l14
4.5

12




0 valor médximo absoluto da forga de cizalhamento & evidentemente
igual a P/2. Egses valores a uma certa

distancia da carga podem ser rapidamente obtidos pela utlllzaggo
da tab.l. Observando éssa tabela e a fi19.5, podemos concluir que
todos oz valores que determinam a flexio do casco s3o menores qgue
x>/, Esse fato indica que a flexdo 4 uma caracteristica

local e que um casco de comprimento 1=2W%/p carregado no centro
terd praticamente a mesma deflexSo maxima e a3 mesma tensio

ra g
maxima no caso de um casco longo.

13




Analizando a soluggo do problema no qual a carga esti concentrada
na secggo circular, podemos imediatamente reaclver o problema da
carga distribuida ac longo de um certo comprimento do cilindro
pela aplicagao do princi{pio da SUPerposigdo. Como exemplo vamos
congiderar o caso de uma carga de intensidade q uniformemente
distribuida ao longo do comprimento 1 do cilindro, como mostrado
na f£ig.6. Assumindo que a carga estd a uma distancia congiderdvel
das extremidades do cilindro, podemos utilizar a eqd.1l]l para
calcular as deflexOes. A deflexac no ponto A produzida por um
anel elementar de carga de intensidade q.d.f & uma distancia € de

a é obtida pela eq.ll pels subst:tuiggo de q.d.£ por P no eixo x

/ 5
e e 1gual a:

g.d. .e4¥(cos;35+sinl38)
8.2%D

1 ..ut

t J “on
weiis
B A-"f"‘?’ ot |
e ra hbom \
SRS S S S
{
[T —-l

fia. 6

A deflexao produzida em A pela carga total distribuilda sobre o

i I4 ~a
comprimento 1 & entao:

waEg.dﬁ .é”ﬁ(cosj32+51n‘38 +qu.dE .éﬁﬁ(c05;5€+sinﬁg)
8.7%D . 83D

[+]

azg.a;ﬁ(2-6*&cosj3b—é°ﬁcosj3c)
.E.

14




0 momento fletor no ponto A pode ser calculado PO uma apllcaggo

. . s
gimilar ac metodo da superposaggo.

. rFd ~N .

A fig.7 representa um casco cilindrico com uma pPressac interna
- N N

uniforme. Se osm cantos do casco estiverem livres, a pressio

o nJ
interna p produz Somente uma tensdo no arco:

¢t

il
e
w

=y

€ 0 ralo do cilindro aumenta para: Y

eq.d

Se as extremidades do casco sdo construidas como mostrado na
£i19.7a, elas ndo podem se mover, e a flex30 local ocorre nas
extremidades. 8e o compramento 1 do casco for suficientemente
grande, podemos utilizar g ©9.6 para investigar essa flexdo, o
momento MO e a forga de cizalhamento Q0 sendo determinadas pelayg
condigges nas quais a deflexao e a 1nc11nag30 ao longo dos
cantos x=0 na fig.7a se anulam. De acordo com essas condlgges.

as equagSEs 7 e 8 do capitulo anterior tornam-se:

Oy = ~ -t

i

d5e
\,:;_unaurr.'r'{’l I h-:—r"'rrr—'r—ﬁ': 2
~q - -
_t, e 1
|
| : RERRE
2.3 1 1 A

(o) fig.7

o

15




—— 1 . {B.M0+Q0)=§
2.5%D

1__.(2.p.M0+Q0) =0
2 BT

onde & € dado pela eq.d

Resolvendo por MO e QO, obtemos:

MO=2.p%D.§= p Q0=-4.p2p.S=-p eq.l5
A L IE]

Assim obtemos um momente fletor Fositivo e uma forga de
cizalhamento negativa atuando como mostrado na fig.7a.
Substituindo esses valores na eq.10, a deflex3o e o momento
fletor a gualquer distincia da extremidade podem ser

imediatamente calculados pelo uso &a tab.1.

. rd
Ao inves de se constirulr os cantos como mostrado na fiq9.7a,
gimplesmente colocamos bordas suportadas como mostrado na £i1g.7b,
[y ¥}
a deflexao e o momento fletor Mx se anulam ao longo do canto

MO0=0, e obtemos pela eqg.7:

Q0=_'2 .;Ba.D.S

Pela subst1tu1g30 desses valores na eq.6 a deflexio a gualquer

distancia da extremidade pode ser calculada.
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Foi assumido na discussao Que o comprimento do casco & grande .

Se ndo for €83¢ 0 caso, a flex3o em uma extrem:dade nao pode ser
considerada como independente das condxgaes do outro lado, e um
recurso deve ser fornecido Para uma solugEo geral, como a eq.5,

a qual contém 4 constantes de 1nteqrag30. A Soluggo particular da
4.4 para o caso da carga uniforme Zw=-p & -p/4.A*D=-p . as/E.h. A
soluggo geral 5 pode entdo ser apresentada da seguinte forma pela
introdugdo de fungdes hiperbdlicas no lugar de fungdes

exponenciais:

w=-p.§lCl.51n_Bx.81nhJ5x+C2.sin13x.coshl?x
E.h

eq.e
+C3.cos;3x.51nhj3x+cq.cosij.coshJ3x

8e a origem das coordenadas for tomada no meio do cilindro, como

mostrado na fig.7?b, a eqg.e deve ser uma funggo de X. Aggim:
C2=0C3=0 eq.f

As constantes C) e C4 devem ser Selecilonadas para saltisfazer ag
condigaes Nas extremidades. Se ag extremidades forem
simplesmente Suportadas, a deflex3o e 0 momento fletor Mx devem

se anular nos extremos, e aggim obtemos:

w=(x=1/2)=0 d*w(x=1/2)=0 eq.q
XE

o}

18




Substituindo a eq.e nessas relagges e lembrando que C2=C3=0,

podemos concluir:

“P.a+Cl.sin d.s1nh d+C4.co8 o.cosh o=0

E.h
eg.h
Cl.cos d.cosh d-C4.31n o.sinh d=0
onde, por motivos de simplicidade:
B3.1=4d eq.1
2
Dessas equagges obtemos:
Cl=p.a% sin %.sinh o =p.a’.2.8in 4.s1nh d
E.h sin®d.s1nh®od+co8%4d. coshid E.h cos 2d+cosh 24
, eq.j

C2=p.ac

P cos d.cosh d  =p.a“2.cos d.cosh d
E_.h sin®d.sinh?d+co8?d. cosh’d E.h co8 Zd+cosh 24

Substituindo os valorea jJ e f das constantes na expressiao a,

observando a eg.5:

E.h=4.D.3%64.d%D

eq.k
a? 14

19




Nés obtemos:

w=-p.1* .[l— 2.31n d. sinh A.81n Bx.sinh Bx
64.D .44 cos 2d+cogh 24
eq.l

- 2.co8 d.cosh d.cosj%x.cosh;3x]
cos 2d+cosh 2d

Em cada caso particular, se as dimensdes do casco =830 conhecidas,
A

o angulo &, de pequeno valor, pode ser calculado por

meio da eqg.i e &g.3. Pela substitulggo dezse valor na eq.l a .

deflexdo no casco em qualquer ponto pode ser calculada.

Para ¢ meio do casco, substituindo x=0 na expressao 1, obtemos:

w(x=0)=- p. 1% .[1-2.cos 4. cosh d] eq.m
64 . D.44 co8 ZY4cosh 2d

Quando o casco é longo, d torna-se grande, o segundo termo no
parénteses da eq.m torna-se pequeno, e a deflexio se aproxima do
valor @ calculado para o caso das extremidades livres. Isso
indica que no caso de cascos compridos o efeito das extremidades
apoiadas sobre a deflex3o no meio e desprezivel . Considerando o
outro caso extremo, onde d € muito requeno, podemos exprimi-la
pela expansio em fungges trigonométricas h1perb611cas em série de
poténcias que a expressao dentro dos parenteses na eq.m 3e
aproxima do wvalor 5.d?6 e que a deflexio 1 se aproxima daquela
para um suporte uniformemente carregado e simplesmente suportado

de comprimento 1 e rigidez a flexdao D.
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Diferenciando a eq.] duas vezes e multiplicando-a por D, o

momento fletor calculado &

2 2
Mx=~D.dwr—p.1.[ gin 4.8inh d .cosh fix.cos 3x

‘dxt 4.42|cCos Zd+cosh Jd
eg.n
~ cos o.cosh o _sinjax.sinhjax]
cos 2Zd+cosh 2d
No meio do casco o momento é:
Mx (x=0)=-p.12 sind.sinh d eq.0

4 .42 coa Zd+cosh 2d

. P .
Para grandes valores de o, isto e, para cascos compridos, =2sse
momento torna-se muito pequeno e o meiro da porgao, Para finsg

’ R ) .
praticos, sofre a 4€a0 meranente da tensao circunferenc:al p.a/h.

. ¥ ’ +*
0 caso do cilindro com as extremidades construldas initernamente,
ou seja, o da fig.7a, pode ser tratado de uma forma similar.
Indo diretamente ao resultado final, podemos ccncluir gite o

momento fletor MO atuante ao longe dasg extremidades ¢;

MO=_p .sinh Zd-sin 2d= p .X2(24) eq.l6
2.p2 sinh 2d+sin 2d 2.2

onde X2(2d)=s1nh 2d~3in 2d
sinh 2d+s3in 2«
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No caso de cascos compridos, d torna-se grande, o fator X2(24) na

eq.16 3e aproxima de 1, e o valor do momento se aproxima daquele

dado pela primeira das eqg.l5.

Para cascos mars curtos o valor do

fator X2(2d) na eq.l16 pode ser obtido da tab.2:
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Vamos considerar agora o caso da flexao de um casco cilindrico
devido a forgas e momentos distribuidos ao longo das
extremidades. Na seggo precedente esse problema foi discutido
assumindo que o casco fosse longo e que cada extremidade poderia
ser tratada independentemente. No caso de cascos curtos ambas ag
extremidades devem ser consideradas simultaneamente pelo uso da
€q.e com 4 constantes de inteqraggo. Procedendoe como no caso
anterior, ©s seguintes resultados podem ser obtidos. Para o caso
da flex3do devido as forgaa constantes uniformemente distribui{das

Q0 como mostra a f£ig.8a a deflexdo e a 1nc11nag30 nas

o ~
extremidades sao:

w{xwo,x=1)-~2.QO.B.agcosh 2d+cos 2d~-2.00.3.ax1(24)
E.h S1nh 2d+sin 24 E.h

Qu(x=0,x=1)=+2.00.52a%sinh 2d-sin 2d=+2.00.32 a® X2 (2e)
dx = NEINH sinh 2d+s1n 2d - E.h

eq.1l7

ny N
No caso da flexao devide a® momento MO, como mostrado na

fig.8b, obtemos:

w({x=0,x=1)=-2_.M0.A%a% sinh 2d-s1in 29=-2 . MO0.3%23% %2 (2d)
E.h sinh Zdtsin 24 E.h

Qu (x=0,x=1)=44.M0.B%a% cosh 2c-cos 2d=+4.M0.3%a2X3 (24
dx = JER 81inh Z2d+sin 2d - E.h

eq.lR
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No caso de cascos compridos, os fatores X1, X2 e X3 nas eqg.l7 e
18 sao limitados a unidade, e oy resultados coincidem com agueles

dados pelas eq.7 e 8.

i

iRt j)
@  figs T m ™
Para simplificar o= calculos bara cascos curtos, os valores das
fungges X1, X2 e X3 s3o fornecidos pela tab.2. Utilizando as
eq.1l7 e 18, as tensdes em um tubo longo reforgado por anéis

equidistantes (£f19.9) & submetido a agdo de presudo

interna uniforme p podem ser prontamente discutidas.

. N ~ rd Fa ~ ™~
Vamos assumir primeiramente gue nao ha anéis. Entao, sob a agao
[ N N » +
de pressao interna, a tenzio circunferencial GCt=p.a/l sera
. 7
produzida, e o raio do tubo ird crescer para ¢ valor:
8 =@
. d

g AL
E.h
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Agora, c¢onsiderando os anf's e assumindo que eles sao
absclutamente rfoldos. podemos concluir que forgas de reaggo
gerao Produzidas entre cada anel e o tubo. A magnitude das forgas
por unidade de comprimento da circunferencia do tubo sera chamada
de P. A magnitude de P ird ser determinada pela condxggo de gque
as forgas P produzam uma deflexao no tubo gob o anel igual a
expansao 5 criada pela pressdo interna P. Calculando essa
deflexdo observamos que a porggo do tubo entre dois aneis
adjacentes pode ser considerada como o casco mostrado na

fig9.18a e b. Nesse caso Q0=-P/2, e a magnitude dc momento fletér
MO sob o anel é determinada pela cond1ggo que dw/dx=0 naquele

ponto,

Asgim atravéa das eq.l17 e 18:

~P.5.a%X2(24) +4.M0. P> a? X3 (2d) =0

P.

- E.h E.h
Através da qual:

MO=_P.X2(24) eq.p
4.4 .X3(2)
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r
Se o espacamento entre os aneis for grande, ¢ valor:

2.4=p.1=_1  aMT=vET
Ja. R’

tambem é grande, as fungoes X2(24) e X3(2d) tendem a unidade, e
0 momento MO tende ao valor da eqg.l4. Para o célculo da forga P
através da eq.p as expressdes para a deflexdo dadas nas

2q.1l7 e 18 devem ser usadas. Essas expressoes fornecem:

P.B.at 2%1 (24) -P. e x2(2a} =§=p.a’

TER 2.E.h X3(24) E.h
eq.19
ou P.B.[Xl{Zd)ﬁi.XE(Zd)]-ﬁ.E.h=p
2 X3(2d) az

Para grandes valores de 2.4 a eq.19 ge reduz a:

que coincide com a eq.l13. Quando 2.4 ngo é grande, o wvalor das
forgas de reaggo p €& calculado pela eq.19 atraveés do uso da
tab.2. Resolvendo-se a eq.19 Para P e substituindo esaa expressgo

na eq.p, obtemos:

MO= p .X2(2d) eq. 20

26




Essas equagges coincidem com a eq.l6 obtida anteriormente para o

I
casc do casco com as extremidades construidas i1nlernamente.,

~ ’
Para compreender a extensio dos aneis observamos gue asg forgas de
(3]
reagao P produzem no anel a forga de traggo P.a e que o

he ,
incremento correspondente ao ralio interno e:

Vi ra [a"] .
onde A e a area da secgao transversal do anel. Para estimarmos

essa extensao, substituimos §-8§1 por § na eg.19 e obtemos:

P.B.[%1(20)-1.%X2(24)]=p-P.h eq.21
2 X3(24) A

Através dessa equaggo, o valor P pode ser i1mediatamente obtido
pelo uso da tab.2 e o momento calculado pela subst1tu1g30 de

p-(P.h/A) por p na eq.20.

Vs F
Se a pressdao p atua nac somente no casco cilindrico mas tambem

nas extremidades, as forgas longitudinais:

Nx

il
ke
[s]]

n o
540 produzidas no casco.
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) - r'd
A extensdo do raio do cilindro entdo serd:

e o valor p.(l-v/2) deve ser substitu{do por p nas eq.20 e 21.

4 2 . i
As eg.2]l e 19 podem Ser tambem utilizadas no camso da pregsao
externa uniforme casc a tensio compresaolva no anel e no casco
N . N N
forem muito maiores gue a tensSo cr{tlca na qual a torgdo pode
4 . Y ] s
ocorrer. Esse caso e de importancia pratica no projeto de

f . Fd
submarinos e tem s1do discutido POor variliog pesqguisadores,
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1.3- Vasos de Press3o

0 método 1lustrado pelo exemplo do artigo precedente pode também
ser aplicado na analise da tensao em vazmos cilindricos submetidos
a aggo da pressao interna. Na discussdo da teoria da membrana
comumente € indicado que ela ndo € valida na repreaentaggo das
tensles nas porgges do casco fechadas nas

extremidades, desde que as condlgges nas extremidades nio slo
satisfeitas pels considerag?o da tensido da

membrana. A condigﬁo s8imilar na qual a teoria da membrana nio é
adequada € achada em vasos de pressdo cilindricos nas juntas
entre a porggo cilindrica e as extremidades do vaso. Negsas
juntas as tensces da membrana s3o usualmente acompanhadas pelas
tensSes de flex3o as quais s30 distribuidas simetricamente em
relaggo ao eixo do cilindro. Essas tensdes locais podem ser

calculadas pelc uso da eqg.6.

v [+
/J—'-:-—"i-x\

Ta
)

Yo, S
n i

(B3]

‘i’lg.lc {8
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Vamos comegar com o caso simples do vaso cilindrico com
! : . ; A
extremidades hemisféricas como mostra a fig.10. A uma distancia
a . 3 i 4 LY
suficiente das juntas mn e mlinl a teoria da membrana ftem precisao

o 2 rd :
suficiente e tem na porggo cilindrica da raioc a:

F-d eqg.a
]
onde p denota a pressdo interna.
. ;. F
Para as extremidades esféricas essa teoria fornece uma forga
uniforme de traggo:
N=p.a eq.b
2

. . Fa
A extensdo do raio do casco cilindrico sobre a acdo da forga a é:

$1=p.a% (1-v/2)

eq.c
E.h
e a extensdo do raio das extremidades esférlcap d .
§2= p.a’. (1-v) eq.d
2.E.h
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Comparando as eq.c e d, pode-sge conclulr que se considerarmos
somente as tensdes da membrana nés obtemos a descontinuidade das
juntas como representado na £19.10b. Isso indica que na junta
devem estar agindo forgas de cizalhamento Q0 e momentos fletores
MO uniformemente distribuidos ac longo da circunferéncia e tais
magnitudes podem eliminar essa descontinuidade. As tensdes
pProduzidas por essas forgas sdo as vezes chamadas tensdes

ra
descontinuas.

/ 5 5 ra
No calculec dos valoresz Q0 e MO assumimos que a flexido & uma
/ 3
caracteristica local e portanto a eq.6 pode ser aplicada com
o . N ~ L [a1) i
suficiente precisao no calculo da flexao da porgéo cllindrica.
R 4 . rd
A investhaggo da flex3o nas extremidades esfericasg repregenta
. / "
mals um problema complicado o gual serd detalhadamente discutido
ra
no capitulo 2. AquUul serd apresentada uma soluggo aproximada do
I
problema através da consideragdo de que a flex%0 ocorre somente
na zona esférica do cagsco fechada pela junta e que egsa zona pode
[nt] rd =
ser tratada como wuma porgao de um casco cilindrico longo de raio
e 5 i i
4. Se as egpesSsuras das porgoes cilindricas e esféricas do vaso
™~ 3
forem as mesmas, as forgus Q0 produzirao i1guais rotagoes das
extremidades de ambas aso porgaes na jJunta com mostra a fig.lO0b.
Isso indica que MO desaparece e que 20 130ladumente o suficiente

Para eliminar a desconiinuidade.
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A magnitude de Q0 € ent3o determinada atraves da condlggo de que
a soma dos valores numéricos das deflexdes das extremidades das

duas partes deve ser i1gual a dlferenga §1-82 da expanslo radial

fornecida pela teoria da membrana. Utilizando a eq.7 para as

deflexges. obtemos:

Q0 =81-42=_p.a°
3D 2.E.h

v}

através da qual, pelo uso da notaggo I3}

.a’B’p= p eqg.e

Tendo obtido esse valor para a forga Q0, a deflex3o e o momento
fletor Mx podem ser calculados em qualquer ponto pelo uso das

eqg.l0 as quais fornecem:

w=_Q0 .e(px)
Z.pD

Mx=-D.d°w=-00.3 (3x)
dxz 1

Substituindo na eqg.e para Q0 a eq.3 porjl na férmula para Mx,

obtemos:

Mx=-__a h.p. J(px) eq.f
8.¥3. (I-vz)
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3 R / A
Esse momento atinge o mdximo valor numerico a uma distancia
/
x=T/4.8, em qualquer ponto a derivada do momento € zero, como

pode ser visto na quarta expressaio da eq.10.

g A ~r ~ .
Combinando a maxima tensao de flexao produzida por Mx com a

(o] r
tensao da membrana, concluimos que :

(Cx)max=a.p+3. a.p .j.[1]=l.29ﬂ.g;g eq.9
2.h 4 h,J3(T-viy 4 - W
Essa tensio, a qual atua na superficie externa do casco
cilindrico & aproximadamente 30 por cente maior que a tenslo da
membrana atuando na direggo axial. No cdlculo da tensdo na
dlreggo circunferencial em adlggo a tensdo da membrana p.a/h, a
tensdo circunferencial causada pela deflexio w assim como a
tensdo de flex3o produzida pelo momento M =v_.Mx devem ser
consideradas. Dessa forma obtemos na superficie externa do casco

cilindrico:

Gt=a.p—E.w—6.v.Mx=a.p.[1~£.9(Bx‘+ J.v .K(ﬁxq
h a h? h 1 4.3 (IT-v: 7

Assumindo v=0.3 e usando a tab.1l, obtemos:

(Ct)mdx=1.032.a.p fBx=1.85 eq.h
h
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[y 1]
Desde que a tensadao da membrana seja menor nas extremidades em
(5] M rd s P
relagao a0 cilindro, a tensao maxima nas extremidades esfericas e
n ¢ ’
Sempre menor que a tensao calculada como na eq.h. Asgaim a ultima

Fd
tensl8o € o fator determinate no projeto de um vaso.

0 mesmc método de célculo de tensoeg descontinuas rode ser
aplicado no caso das extremidades tendo a forma de um ellpséxde
de revolugdo. Na regido da junta mn a qual representa o equador
do elipsdide comc mostra a £ig.11l, as tenmdes na d1reg30 do

. - . N ~
meridiano e na dlregao equatorial sao, respectivamente:

G4 =p.a c.=m;g.[l— a? ] eq.1i
ekl h 2. 5"

Mg 0 rd
A extensao do raio do equador &:

3'2=g.(Ge"v.Gq]-p.a.[l~ a?-v]
E E.h




Substituindo esse valor por §2 no calculo anterior da forga

de cizalhamento Q0, obtemos:

5§'1-82=p.a? a°

Sl AEelDE

[

o .
e, ao inves da eg.e, obtemos:

Q0=_p .a?
8. b

Aparentemente os esforgos de cizalhamento Q0 no cago de

extremidades elipsoidais sd3o malores que no casgo de extremidades
o '

hemisféricas na proporggo a/b. A tensdo de descontinuidade ira

evidentemente crescer na mesma proporggo. Por exemplo, assumindo

a/b=2, obtemcs, das eq.qg e h:

(GX)méx=a.p+ J.a.p .j.rE]-2.172.a.g
2.h h.43.(1l-v2) 1 2.h

(GI)méx=l.128.a.p
h

Novamente, (Gt)max representa o maior valor de tensio e

congsequentemente o fator determinante no projeto.
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Vamos considerar as condigges de equilibrio de um elemento do
casco com dois meridianos adjacentes planos e duas 5ecg3es
perpendiculares aos meridianos como mostra a fig.1. Deve-se
concluir atravées das condlgaes de simetria que somente esforgos
normais irdo agir nos lados do elemento recaindo nos planos
meridianos. 03 esforgos podem ser reduzidos para a forga
resultante Ne.rl.dy e o momento resultante Ms.rl1.d9, N¢ e M,
sendo independentes do angulo ® o qual define a poa;ggo dos
meridianos. O lado do elemento perpendicular aos meridianos o
qual é definido pelo Angulo P como mostra a fig.l € considerado
sSobre os esforgos normals 08 quais resultam da forga

Ng.r2.sin P.d6 e do momento Mg.r2.sin §.d6 e pelas forgcas de
c1zalhamento as gqualg se réduzem as forgas Qy-r2.3:1n $.d4P normaie
a0 casco. A carga externa atuando sobre o elemento pode gser
decomposta, como antes, em duas componentes Y.rl.r2.31n $.d9.d6 e
Z.rl.r2.sin $.d49.d6 tangenters aos meridianos € normals ao Casco,
regpectivamente. Assumindo que as forgaa da membrana Ne e Ng¢ nao
Se aproximam dos seus valores critlcos, podemos desprezar a

: I's
mudan¢ca de curvatura derivando as equacoes de equilibrio.
| 4
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Na eq.f, obtida pela panegxo das forgas tangencialmente em
relaggo 20 meridiano, o termo -Qy.r0 deve ser adicionado ao lado
direito. Também, na eq.j, a qual foi obtida pela projegio das
forgas em relaggo a normal do casco, um termo adicicnal

4(Qy.r0) /49 deve ser adiclonado ao lado direito. A terceira
equaggo é obtida pela conslderaggo do equilibrio dog momentos com
respeifo a tangente do circulo paralelo de todas as forgas

atuantes no elemento. Isso fornece:

[mwam .dp]. [ro+dro.dp].de—m.r0 .dé-Ms.rl.cos §.d4.40
d d

-Q¢.r2.8in @.rl_d@.de=o

Depoig da simpliflcaggo, easg equagﬁo nos fornece o seguinte

Sistema de 3 equacdes de equilibrio:

g_.(Ny.rO)—Ne.rl.coa\p~rO.Q¢+r0.rl.Y=D

df

Ny.r0+Ng.rl.sin~Ptg4(Q¢,r0)+2.rl.r2:0 eq.l
B

4. . (My.r0)-Me.rl.cos $-Q,.rl1.r0=0

as
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Ne=zsas 3 equagges de equilibrio exl1stem 5 pargmetros
desconhecidos, 3 forgas resultantes Ny,Ne e Q9 e 2 momentos
resultantes Me e My. 0O nimero de 1nc50n1tas pode ser reduzido
para 3 se expressarmos as forgas de membrana N¢ e Ns e o=
momentos M¢ e Me nos termos das componentes v e w do
deslocamento. Na discuss3o da deformagdo produzida pelos
esforgos da membrana, obtemos através das componentes de tensao

7 s ~
da superficie media as expressdes:

£o=1 .dv-w fe=v_.cot P-w_
rl 4y rl r r2

Através das quails, pelo uso da lei de Hooke, obtemos:

N =E.h. 3_.[gg~w]fg_.(v.cot P-w)

d r2

eq.?2

N =E.h.}1 .(v.cot ¢~w}fg__[gg—w }
2|lr2 rl

d

Para considerarmos as expressdes para os momentos Mep Me devemos
considerar as mudancas de curvatura do elemento do casco mostrado
na fig.l. Considerando os ladosm superior e i1nferior do

elemento, verificamos que o ﬁnqulo 1nicial entre esses 2 lados €&
df. Devido ao deslocamento v ao longo do merid:iano, o lado
superi1or do elemento gira em relagﬁo ac plano perpendicular do
meridiano com o valor v/rl. Como consequéncia do deslocamento w,
o mesmo lado anterior gira em relagzo ao megmo e&ixo com ¢ valor

dw/(rl.dp).
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AsSsim a rotaggo total do lado superior do 2lemente sera:

M+ _dw eq.a

. - ra
Assim a mudanga da curvatura do meridiano sera:

Xe=1 .d_.|v_+_duw eq.b
ri df {rl rl.d¢

Para estimarmos a mudanga de curvatura no plano perpendicular do

meridiano, observamos que devido a simetria da deformagﬁb cada um

dos lados laterais do elemento do Casce como mostra a f19.2 gira
Y .3

em relagao aog seus planos meridiancs com o angulo dado pela

eq.a. Desde que a normal do lado direito do elemento faz um

dngulo de (1/2)-cos $dp com a tangente ac eixo vy, a rofaggo do

o o N s’
lado direito em relagao 40 3€u proprio plano tem a componente com

relacdo ao eixo v igqual a:
&

~|v +_dw .cog P.de
rl ri.day
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Isso regsulta numa mudan%a de curvatura que wvale:

X =iv + dw .cos P=]v + du .cot eq.c
rl rl.d¢

rl rl.d9] ro rl ril.dJ r2

Utilizando as eq.b e ¢, obtemos:

Me¢=-D.]1 .i.[_l + dw ]-}-v.[ v+ dw T.cot
£ B rY.add

eq.3

9
Ma=~D.{[g_+ dw ].cot;?fm_.£L..Fi_._gg_q]}

Substituindo as eg.2Z2 e 3 nas eq.l, obtemos 3 equagges com 3

5 ' o
incognitas v, we Qyp.

Podemos também usar 4 eq.3 para estabelecer uma conclusio
importante sem considerarmos a validade da teoria da membrana. As
equagges do cglculo dos deslocamentos v e w foram eatabelecidas.
Pela substitulggo dos denlocamentos dados pelags 3 equagges na
eq.3, os momentos fletores o tensdoes fletoras podem ser
calculadog. Esses esforgcos foram desprezados na teoria da
membrana. Para compararmos egsmas magnitudes com aquelas da teoria
da membrana, a conclusao pode ser tirada observando

a precisio da teoria da membrana.

40



o A ra
Vamos admitir o caso particular de um casco esferico

s0b a aggo de seu peso préprio. 03 deslocamentos sao dados pela

teoria da membrana como 8e gegue:

v=a.q. (l+v) [ 1 -1 +log l+cos £]sin P
E.h l+cosda l+cos P l+cos ¢
eq.d
w=v.cot~?-a.q.[ 1+v__ ~-cos
E.h |[l+cos

3 o s
Substituindo essas expressgoes na eqg.3 para o8 momentos fletores,

obtemos:

Me=M¢=g.h’2+v.cos . eq.e
4 Y

~ 4
A correspondente tensido de flexao sobre a superficie do casco €

numericamente igual a:

q.2+v.cos P
2 1-v

Admitindo a razao dessa tensan em relagéb a tensao compressiva

dada pela teoria da membrana, obtemos:

q9.2+v.cos P

2 1-v =_2+v  .h.({l+4cos {).cos §
a.q Zo (=i &

h. (l+cos @)
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L ~
¢ valor maximo de=sa razao ocorre no topo do casceo, ou seja, onde

J=0 e tem a magnitude, para v=0.3, de:

3.29.h eq.f
a

Pode se notar que no caso de um casco fino de razao dada pela
eq.f de tensdo de flexYo para tensdc da membrana requena, a
teoria da membrana nos fornece resultados sati:fatérlos. se
provida da condlggo de que o3 suportes s3o tais gque o Cca38sco
pode se expandir livremente. Substituindo a eg.e para os
momentos fletores na eqg.l, maiores aproxzmagﬁes em relaggo as

forgas da membrana N¢ e N» pcdem gser obtidas.

Através dessa discussio conclui-se que no cdlculo de tens3es em
cascos simelricamente carregados podemos assumir, como primeira
aproximaggo, a solugéo dada pela teoria da membrana e calcular as
corregﬁes através da ed.l. Eszses valores corrigidos de tensio

sdo precisos o suficiente nas extremidades do casco se eles forem
de expansao livre. Se as extremidades naoc forem iivres, esforgos
adicionais devem ser ent3o aplicados ao longo da extremidade para
satisfazer as condlgﬁes de contorne. 0 cdlculo das tensdes

s r '
produzidas por essas Ultimas forgas serda discutido ne proximo

capitule.



Através da discussio do capituio anterior, pode se notar gque
atravds do uso das eq9.2 e 3 podemos obter através da eqg.l trés
equacdes com trés incdgnitas V., w e Q. Pelo uso da terceira
dessas equagSes a forga de cizalhamento Q¢ pode ser imedialamente
eliminada, e as 3 equagﬁes reduzidas a 2 equagSes com 2
incégnitas v e w. As equagdes resultantes s3o usadas como .
Primeira investigagdo da flex3o dos cascos. Simplificagdes
congiderdveis das eguacdes podem ser obtidas rela introdugdo de
novas varidveis. Como & primeira dessas novas varidveis devemog
considerar o, angulo de rotagﬁb da tangente para o meridiano.
Denotando esse 3ngulo comoe V, obtemos da eq.a do cap{tulo

anterior:

V=1 _.fv+dw eq.a
rl dy

" o d
Como seqgunda wvaridve) congideramos o valor:

U=r2.0¢ edq.b

13




Para simplificar a transformagﬂo das equagges Para as novas
variaveis podemos substituir a Primelra das eqg.l por uma similar,
a4 qual pode ser obtida pela conslderagso do equilibrio da porgﬁo
do casco sobre o circule paralelo definido pelo angulo ¥ conforme
mostra a fig.l. Assumindo que ndo hi carga aplicada no casco,

€383 equacao nos fornece:
2.W.r0.Ny.sin @+2.ﬂ2r0.Q¢.cos~P-0
atraves da qual:

N¢=-0y.cot P=-le. . cGEP eq.c
r2

Substituindo na Sequnda das eq.1, concluimos que, para Z=0:

rl.N9.31n-@=—N¢-r0—d (Qyw.r0)

P

e, observandoc que ro=r2.sin ¢, obtemos:

Ne=-1 .d (Q4.r2)=-1_.du eq.d
rl a4 T3P

Assim as forgas da membrana Ny e Ne¢ sdo ambas representadas nos
rd
fermos do valoer U, o aual &, como rodemos ver na eq.b,

dependente da forga de c1zalhamento Q%
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. na
Para estabelecer a primeira equacao conectando V e U utilizamos

eq.2 através da qual obtemoz i1mediatamente:

dv-w=rl . (N¢-v._.Na)
d E.h

. (Ne~v_.N¢)

e

v.cot P-w=r2
E.h

Eliminando w dessgas equaggea. conclu{mos:

gu-v.cotP=_1 . ((rl+v.r2).Ng~(r2+v.rl).Ng)
E.h

-

Diferenciando a eq.f obtemos:

d

<

.cot P-__v -du =d r2 .(NQ‘V.Nf)]
sin’d 49 a9 [E.n

2l

A derivada dv/d@ pode ser imed:atamente eliminada atraves das

eqg.g e h para obter:

vtdw=rl.VU=cot f,((rl+v.r2).N'-(r2+v.rl).N9)
ay E.h

-d [rz .(Ne—V.N{)]
d¢ LE.R

eq.

eq.

eq.
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Substituindo as eq.c e d com as varidveis Ng e Ng, finalmente

obtemos as seguintes equagdes em funcdo de U e V:

52, diuss ofig [r_2]+:.z-cot~P r2_.ghl.su
rl @9z ri |{a¢ |r1] 71 r1.h af | a¢
eq.4
=1 _.lrl.cot $-v-v.dh.cot &} Y
G 2 h day

A segunda equagdo para U e UV & obtida pela subst1tu1g30 das eq.3
para My e Me na terceira das eq.l e utilizando as eg.a e b. Desse

’
modo, concluimos:

rizdgz r ERlh, B rl.h dp} dy

. eq.5
-1 {v—_B_ v.cot 9 .dh+rl.cot p} U=-y

1 h P r D

Assim o problema da flexlioc de um Casco com a forma de uma
superficie de revoluggo pelas forgan e momentos uniformemente
distribuidos aoc longo do circulo paralelo representando a
extremidade € reduzido a 1nteqrag50 das eq.4 e 5 de segunda

orden.
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Se a espessura do casco for constante, o3 termos contendo dh/d¢
'
como fator desaparecem, e as derivadas das incognitas U e U em
2] . [5")
ambas as EQUACOe3 DPOsSUer 0SS mesmos coeficientes. Pela 1ntrodugao

da notaggo:

2
L (.0 =i R c_l_.[g}_]«!—_;g_.cotx?}
7 dez rl |d¢ |r1] rl
eqg.i
d{...)-rl.cot?®9(...)
ayd r2.rl
as equagges podem ser representadas na meguinte forma
simplificada:
L{U)+v _U=E_h.V
rl
eq.6
L{V}-v .v=-U
rl v

Para esse sistema de 2 equagges diferenciais simultineas de
Segunda ordem podemos i1mediatamente obter para cada 1nc6qn1ta uma
equaggo de quarta ordem. Para realizar tal procedimento,
perfazemos sobre a primeira das eq.6 a Oppragﬁo indicada pelo

simbolo L(...), o qual fornece:

LL(U)=v.L[g_]=E.h.L(V)
ri
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Substituindo na segunda das eq.6:

i rl.E.h rl D

L=y ,V-U= ¢ _[Lw)+_y_.u -u
2 D D

obtemosg:

LL(U)+V.L[y__]—_V__.L(U)-v_Z.U*-E.h.U edl. 7
rl] ri rlz D

s ;
Da mesma forma podemos também deduzir a segunda equacao:

LL(V)-v.L[v_]+_g_.L(V)—_v_’;.v=-—E.h.v eq.8
rlf) ril il D

S8e 0 raio de curvatura rl1 for congtante, como no caso de um casco
N . ” 0 , i~
conico ou esferico ou de um anel de casco, 31mpllf1cagoes

. 14 (")
posteriores das eq.7 e 8 sido Ppossivels. Entao nesse casgo:

o eq.
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o
ambas as equagoes podem ser reduzidas patra a forma:
LL(U) +ptu=0 eq.9
a qual pode ser escrita de uma das seguintes formas:

LIL(UY +1. 07 U) =17 (L (U)+4 .42 U) =0

ou LALCUW =1 plU)+i gl (LQU) 1 . ul U) =0

~ . ~ ~ "
Esgasg equagoes indicam que as solugoea das equacoes de gsegunda

ordem sgo:

L{U)+~1 plU=0 eq.10
240 também solug%es da eq.9. Pode-se notar que a aoluggo completa
da eq.9 pode ser obtida através da soluggo de uma da alternativas

da eq.l0. A aplicagﬁo da eq.10 para casos particulares sera

9 / /
discutida nos proximos capitulos.
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Vs
2.3- Cascos Esfericos com Espeussura Constante

rd
No caso do casco eaférico Com espessura constante rl=r2=a, a

d Il N
eq.1 do capitulo anterior fica:

L(...)fi.[gi.(,..)+cos P.

g_.(...)—cotz¢(...q eq.a
dpe a9

. g 4 r's .
Congiderandeo o valor 4.Q¢, ao inves de U, como uma das incognitas

em discussdes futuras e introduzindo, ao invés da constante am,

uma nova conatante [ defainida pela equaggo:

ff=aﬂﬂﬁ\/3.a%(l—v?)1gf1 eq.b
x h? 4

podemos representar a primeira das €q.10 da seguinte forma:

dfQe+cot $.dQ¢—cota$.Qp+2.1.p%Q¢=o eq.11
d.p? dJ

Uma futura simpllficagﬁo rode ger obtida pela 1ntroduggo de novasg

. 0
variavels:

x=gin’y
eq.c
z= Q9
s1n N)
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. A .
Com essas variaveis a ¢d.1]1 transforma-se em:

x.(x~1).d2z+[g.x—2 dz+1-2.1 3% z=0
dxz |2 dx 4

cq

.4

Essa equaggo pertence a um tipo conhecido de equaggo diferencial

de segunda ordem a hual tem a seguinte {orma:

x.(l-x).y"+(\—(d+ﬁ+l).x).y'-d.ﬁ.y=0

As eq.d e e coincidem so considerarmos:

It

2 =3+-\/5+8 1. .p2 =3+-4548 1.°2

9 q

i

s
A so]uggo da eq.e pode ser exXxpressa na forma de uma série de

A
poltencias:

Y=A0+Al  x+A2 . x2+A3 . x2+ . .

edq.

edq.

eq.
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b 5 / !
Substituindo ezsa série na eq.c e igualande o3 coeficientes para

A a
cada potencia de x para 0, obtemos a sequinte relang entre og

coeficientes:

Al=d.f3 A0 A2=(d+1) . {(B+1) . AL
1.x 2. (x+1)

An=An-1.(d+n-1). (+n-1})
n. +n-1)

.............................

- ™
Com esgsas relagoes, a4 eq.g9 tranaforma-se em:

y=Ao.[1+ggE;x+d.(d+1).B.(ﬂ+1).x2
1.y 1.2.X. (x+1)
eq.h

+d.(d+l).(d+2).B.{ﬁ+l}.f5+2).x3+..i
1.2.3.v¥.(y+1). (x+2)

¢ 4 ; '
Essa relag&o e ent3o chamada série hipergeométrica. Ela converge
para todos os valores de » menores que a unidade e pode ser usada
pdra representar uma das i1ntegrais da eq.d. Substituindo os

valores d, 3e Y pelos valores dados rela eq.f obtemos:

6"--—=5+~8.1-P£=5+4.1-\/12ha?.(l-vz)-ve' -2

h?
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obtemos como na solucio da eq.gd:

zl=A0.[l+ s .x+(335"’).(7’-5'),f+_,_] eq.)
16.1.2 WO RSN

/ o o
a4 gual contem uma congtante Frb:tr&r1a AD .

A derivaggo da segunda integral da eg.d & mais complicada. Essa

integral pode ger escrita da seguinte forma:

22=z1.109 x+1.9(x) eq.k
X

Fd Id A
onde ¥ (x) €.2 serie de potencias convergente para {xI<1. A
[
segunda solugao ftende para infinito para x=0, oy s23a. no topo da
esfera como mostra = fig.1l, e nio deve 8er conoiderada nos casos

€m que nao ha buraco no topo da esfera.

. Y] rs
Se limitarmos nossza 1nvesthagao Pdra esses ultimos casos,

z 2

Precisamos considerar somente a eq. 3. Substituind por & "¢ valor
da eq.1 e dividindo ag Séries da eq. ) em guas partes reais e
o r4
lmaginarias, obtemos:

zl=81+1.82 eq.l

§ s A
onde 81 e 22 gio Series de potencia convergentes para |Ixl<].

5]




Fd N
A soluggo correspondente para a primeira das eq.l0 e entao:
Ul=a.zl.sin P=11+i.12 eqg.m

onde 11 e I2 s30 2 sérlea imediatamente obtidas das séries Sl e

52.

a g o
A 1ntegral necessaria da segunda das eg.1l0 pode ser representada

CL
pelas mesmas seriesg Il e I2 . Assim, para o caso do casco
r nr M
esferico sem buracos no topo, a solugao qeral da equagao

diferencial 9, a gual é de quarta ordem, pode ser representada na

forma:
U=a.Qy=A.I1+B,I2 eq.n

J (%]
onde A e B sao constantes a serem determinadas dag 2 condlgoes ao

. f
longo da extremidade do casco esferico.

Considerando a eq.n em funggo de U, podemos rapidamente deduzir a
s £ . o~
segunda incognita V. Comegando pela 3ubst1tu1gao da eq.m na

primelra das eqg.l0 a qual fornece:

L{Il+y.I2)= i.'ua. {(Il141.12)

eq.o
Desde que: L(I1)=-%12 L(I2)=-.%11
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Substituindo a eq.n na primcira das eq.6 e aplicandc a eq.o,

obtemos:
E.h.a.V=a.L(U)+v.U=(A.v-B.a.,f) . I1+(A.a.,*B.v) .12 eq.p

. /
Nota-se que a segunda 1nc69n1ta V tambem & representada pelas

séries Il e J2.

Considerando as expressoes em funggb de U e V, podemos obter
todas as forgas, momentos e deslocamentos. As forgas Ny e Ny sgo
deduzidas das eq.c e d do capitulo Precedente. 03 momentos
fletores My & Ms 330 obtidos da eqg.3. Observando que no caso do

L ,
casco esferico rl=r2=a e utilizando a4 eqg.a, obtemos:

M$=~Q.[gg+v.cot Q.U]
a [d¢

eq.q
Ms=-D.[v.dU+cot ?.v]

d¢

Calculando as componentes v e w do deslocamento utilizamos as

[l ;
expressdes Para a tensao na superficie média:

£9=_1 . (Np-v.Ne)  fa=_1 . (Ng-v.N;)
E.h E.h

Substituindo as variaves Ny € N por U e V, obtemos as

" rd
expressoes £¢ e fo ag quals podem ser usadas no calculo de v e w.

(&)
L




~ ~ 4
A expresgsao para o deslocamento em fungao de U e V & prontamente

obtida se observarmes que & representa o incremento no raio r0 do

circulo paralelo. Assim:

§=a.gin P.fe=a_sin P. (Ne-v.Ny)=-31n 4).[gg;v.u.cot~P] eq.r
E.h - E.h Ldy

[ s N ¥/

Assim todos og valores que definem a flexao de um casco esferico
N o 2 o rd

pelas forgas e bindrios uniformemente distribuidos ao longo da

’ ; .
extremidade podem ser representados em funggo das 2 series Il e

I2.

A facilidade com gque essa‘aplicaggo prética pode ser feita na
anélise depende da rapidez de convergeéncia das sérieg Il e T12.

Essa convergéncia depende principalments da magnitude do wvalor:

p=2 3.a{(1—v2)133‘

/ eqg.9g
he 4

s '
0 gqual, se v e desprezado emn relag:u a4 unidade, torna-se:

pE (2

rd ~ I Fd
03 calculos mestram que para p<10 a convergencia das Ser1es e
. ' 4 2
satisfatoria, e todos s valores necessarioa podem ser deduzidos

sem muita dificuldade para vdrias rundlgues de extremidade.
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2.4~ Metodos Aproximados de Andllqe de Tensades em Cascos

s o . ~

No capitulo precedente )a fo1 indicado gue a apllcagao de

~ : I ™~ 14
solugoes rigorosas para o calcula de tensoes em cascos eafericog

ol
2 A f

depende da rapidez de convergencia dan series utilizadas na

oy A .
solugao. A convergencia Ltorna-se mas lenta, e mais termos das

£ : l

seriles devem mer calculados, aasim Que & razao a/h aumenta, ou
seja, assim que a e3pessura do cazsco torna-se menor em comparagao
com 0 seu railo. Tais metodos aproximades de solugao para

g &g
cascos tem s8ido desenvolvidos Com uma precizaoc muito bhoa para

grrandes valores de a/h.

/ . 3 / /
Um dos metodos aproximados para a s0lugdo do problema e ¢ metodo
3 i &2
da 1ntegraggo agsintotica. Comegando com & €9.9 e introduzindo,

ao invés da forga de cizalhamento Q¢, © valor:
z2=Q¢.vsin J eq.a
n
obtemos a equagdo:

zw+a2.z"+al.z'+qf+a0).z=0 eq.b
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na qual:

ab=-__63 _+__ 9 +9  al=3.cos P
16.sin*p 8.81n2p 16 s1niy

4 eqg.cC
az=-__3 45 d4p=(1-v?) . {1+12.a?
2.s1n%p 2 % h?

Pode ser notado que para cascos finos, nos quais a/h tem um valor
4 - 5
grande, 4.2 é muito grande em comparacao com os
coeficientes a0,al e a2, se o angulo § nio for pequeno. A partir
o ~ I'd

de nossag futuras discussfes nos deveremos estar interessados nas
tensdes perto da extremidade onde $=d como mostra a fi19.2 e ge d

nao for pequeno, podemos desprezar os termos com ¢8 coeficientes

a0, al e a2 da eq.b. Desse modo obtemos a equagﬁo:
iw+4.pfz =0 eq.d
Utilizando a solugdo geral da eq.d Junto com a eq.a, obtemos:

¢ = _1 . (e™ (cl.cos 3+c2.81n a¢)
'\}Slﬂ {‘

+e T (C3.cos pP+C4.s1n fe))




. (5" : ¢

Através da 1nve5tIngao anterior da flexao de Cascos cilindricos
s N
Ja sabemos que a tensao de flexao produzada pelas forgas
ur.l formemente distribuidas ao longo da extremidade decresce

. - A o
rapidamente assim que a distancia da extremidade aumenta. Existe

r - " - 4
Tambem uma condlgao similar para o casc de cascos esfericos

L3
finos. Observando que 03 2 primeiros termos da eq.e decrescem
o A

enquanto o8 2 segundos crescem 48s81m que o angulo P diminui,

/ Id N
concluimos que no caso da esfera gem buraces no topo é permitido

d = (5]
Somente © uso dos primeiro 2 termos da €q.e e entao assumimos:

0 =_e" (c1l.cos 3p+C2.91n pp) eq.f
Jsin §°

Tendo essa expressiao para Q¢+ e utilizando as eq.b, ¢ e & do
capitulo 2.2 e as €q.p, q e r do capitulo 2.3, todos os valores
que definem a flex3o do €asco podem ser calculados, e ay
constantes Cl e C2 podem ser determinadas atraves das condlgges
da extremidade. Esse método pode ser aplicado sem nenhuma

di1ficuldade para casos Particulares e fornece boa precis3o para

cagscos finos.
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Ao inveés de Lrabalharmes com a equaggo diferencial 9 de guarta
ordem, podemos admitir, como base de 1nvest: JE;O aproximada do
momento de um casco esférlco, as 2 eqg.6. Em nosso caso egsas
equagges podem ser escritas como se segue:

d?gs+cot .49 -(cot®P-v) .Qe=E.h.V

392 ag

‘ eq.qg
d?v+tcot .4V~ (cot?P+v) .u=-alq,

dpe 3¢ T

onde Qp € a forga de cizalhamento e V e 4 rotagﬁo da tangente em
relaggo 40 meridianc como definido pela eqg.a do capftulo 2.2.
Nesse caso de cascos muito finos, se o angulo § n¥o for pequenoc,
o8 valores Qy e V decrescem rapidamente assim que a distancia da
exltremidade cresce e tem a mesma caracteristica osci1latdria que
possul a eq.f. Desde que 3 seja grande no caso de cascos finos, a
derivada da eq.f é grande em compardg?ﬁ com a funggo em sS1, & 3
sequnda derivada é qrande em compardggu COm a primeira. Isso
indica que uma aproximsggo sati1sfatdria pode ser obtida
desprezando os termos contidos nas fuhgaes Qp ¢ V e suas
Primelras derivadas no lado esquerdo da 2q.g9. Nesse cago a eq.g

pode ser substituida pelo sistema de equagges:

d®Qe=E.h.V

S

. cqg.h
" O

(=N
~
<

G
Ly
L

I

i

(o)
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tak.s

pela eliminag3do de V dessas equagles, obtemos:

d'0s+4 . 2% Q=0 eq.1
a4

onde: )4=3.(1“v?).[§i2 eq. )
, h

’ /
A solugso geral dessa equagdo @:

Q¢=C1.e™ cos %$+C2.e”-sin‘)@+C3.é’?cos'%$4C4.éA{31n AP eq.k

Considerando o caso no qual ndo hd buracos no topo ¢cmo mostra a
f19.5 e o casco nao dobra devido as forgas ¢ momentos
uniformementee distribuldos ao longo da extremidade, devemos
considerar na soluggo geral dada pela eq.k scmente o8 primeirog 2

N
termos, 028 quais decrescem assim que ¢ angulo § diminuzi.

Portanto:

Q¢=Cl.e™ cos Af+c2.e¥ . 31n A eq.l

6l




As 2 congtantes Cl e C2 devem zser determinadas para cada caso
particular através das condigdes da extremidade ($=d). Na
discussio das condigBes da extremidade & vantajo=a a 1ntrodug30
do angulo Y =d-9 como mostra a £19.5. Substituindo d-V por § na
eq.l e utilizando novas constantes ¢ eY , podemos representar a

eqg.]l da seguinte forma:
5 L I
Q¢=C.e "Jsin (AP+Y) eq.m

Agora, empregando as eq.b, c e d do capitulo 2.2, podemos

conclulyr que:

N =-Q¢.cot P=-cot (d-¥).Cl.e*¥sin (ry+Y)

eqg.lze
N =-dQe=-r.+2.C.¢*¥s1n [n.wﬂ'qr_]

dy 4

Através da primeira das eq.h obtemos a eXpressao para o angulo de

rotagao:

U=_1 .dbp=-2.22¢C.a  cos (A y+Y) eq.13
E.h dP? E.h

0Os momentos fletores podem ser determinados atraves da eq.q do
artiqgo precedente. Desprezande os termos que contenham YV nessas

equagoes, concluimos que:-

My=-D.dV=_a .C.e*Main [A.*4+'r+__'r£]
4

eq.l4
Mo=v.Mg¢=__a .C.e'¥gin [A.,foE
A2 4
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r rd
Finalmente, atraves da eq.r do artigo precedente concluimos que

@ compcnente horizontal do deslocamento vale:

§=-s8in 9 .dU=-_a _.sin (a-y).2.¥2.C.6 ¥a1n [2«.4-+Y—1T_] eq.15
E.h d¢ E.h 4

Com a ajuda das eq.l1? e 15 varios Cases particulares podem ser

imediatamente tratados.

Vamos admitir o exemplo do caso mostrado na fi1¢g.5. As cond1g3e3

de contorno sio:

Mp (P=d) =Mq4 Ny (§=d)=0 eqg.n
Pela substituiggo dey'=0 na primeira das eq.l12, pode-se concluir
que a segunda das condigges de contorno é satisfeita congiderando

a constante Y iqual a zero. Substituindo Y =0 e ¥=0 na primeira

I'd
das eq.l4, concluimos que para satisfazer a e¢q.n devemos ter:

a qual nos fornece:

i
]

Ma.2.A
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Substituindo os valores assim determinados para as constantes Y e

C nas eq.13 e 15 e admitindo Y=0, obtemos a rotagao e o

deslocamento horizontal da extremidade como se segue:

V(y=0)=-4.2"Ma  §(y=0)=2.2 g1n d .My
E.a.h E.h

No caso representado na fig.6, as cond1g3es de contorno

Mg (9=d)=0 No(f=d)=-H.cos d

eq.1l6

eqg.o
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Para satisfazer a primelira desasas equagsss. devemos considerar
Y=-T/4. Para satisfazer a segunda condig&o de contorno,

utilizamos a primeira das eg.12 a qual nos fornece:

-H.cos d=C.cot d.sin

através da qual determinamos:

C=-2 H.s8in d

Substituindoe os valores das constantes Y e ¢ nas eq.13 e 15,

I
concluimos que:

V(y=0)=2.%"81n d .H 8(\]J=0)=-?..a.'}\_31n2d.ﬂ eq.1l7
E.h E.h

B, o ’
Pode-ze notar que o coeficiente de Mda na gegunda das eq.l6 e o
mesmo coeficiente de H na primeira das eq.l7. Isgo deveria ger

imediatamente concluido do teorema da reciprocidade.
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