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RESUM®

As empresas desenvolvem produtos para ocupar certos espacos no mercado, no entanto é
preciso que estes espagos estejam bem delimitados através do prego para que os produtos langados
e aqueles ja existentes n3o sofram canibalizagdo. Neste caso os modelos de programagio ndo-linear
s3o ferramentas valiosas, pois permitem posicionar os pregos maximizando o lucro e obedecendo
restrigdes introduzidas.

Como objeto de estudo foi utilizada uma amostra de pregos de seguro automével de duas
marcas, com a finalidade de reposiciona-los para aumentar a lucratividade de ambas com uma
restricdo de demanda minima. O primeiro modelo proposto reposicionou o prego de uma marca em
torno de outra marca com preco fixo e o resultado foi um aumento significativo no lucro. Ja no
segundo modelo foi proposto o reposicionamento do prego das duas marcas, porém foram
encontradas grandes dificuldades em limitar a regidio de otimizagdo uma vez que a fungdo objetivo
n3o tinha ponto étimo global, por conta disto o ponto de étimo local encontrava-se na borda da

regido de restrigdo.

Palavras-chave: programa¢do nfo linear, otimiza¢do, elasticidade cruzada, regressdo

fogistica, canibalismo, posicionamento de prego, multimarca, seguro automaével.



ABSTRACT

Companies develop products to fill certain spaces in the market, however it is necessary
these places be very delimitates by the price for the new products and existing ones do not suffer a
process of cannibalization. In this case the nonlinear programming models are valuabie tools,
because allow position the prices maximizing profit and obeying introduced constraints.

As study object was used a sample of vehicle insurance prices of two brands to reposition
them to increase profitability of both with a minimum demand constraint. The first model
repositioned the price of one brand around another which price was known and the result was
significant increase on expected profit function. The second model tried reposition the price of both
brands, but were found great difficulties to limit the optimization region because the objective
function had no optimum global point, because of that the optimum local point was founded on the

edge of constraints.

Keywords: nonlinear programming, optimization, cross elasticity, logistic regression,
cannibalism, price positioning, multibrand, vehicle insurance.
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Capitulo 1

1. introdugdo

Com o inicio do segundo trimestre de 2011 a empresa PwC j& havia registrado 235 processos
de fusGes e aquisicBes (F&A) no Brasil, o que representou um recorde. Entre 2002 e 2010 a empresa
ja havia registrado 4.916 transagdes, sendo que 796 ocorreram em 2010, que corresponde a 16%
neste periodo de 9 anos. Tanure {2005} destaca que a fusdo é a unido de duas ou mais empresas em

que todas passam a ndo existir para gue uma nova empresa seja criada, com uma nova cultura.

Wood (2003) pesquisou 54 processos de F&A ocorridos no Brasil e os 241 executivos
entrevistados citaram como trés principais fatores a reac¢iio ou antecipacio de movimentos dos
concorrentes, novos produtos ou produtos e servicos substitutos e a necessidade de economia de
escala. Rosseti {2001), em um estudo também sobre F&A no Brasil, cita como motivac3o deste
processo em 59% dos casos o aumento de market-share, aquisicdo de marcas e a entrada em novos

segmentos, apenas 12% eram referentes a ganhos de escala.

Neste cenario, podemos ter duas empresas funcionando ainda sob marcas diferentes, mas
com mesmo corpo direto, justamente para aproveitar as atuagdes em segmentos com necessidades
diferentes. Assim, se um cliente for exposto as ofertas destas companhias, cujo produto tem a
mesma finalidade, por exemplo, proteger o seu automével, mas com servigos agregados diferentes
entdo certamente a resposta tamhém serd diferente dependendo do valor percebido pelo
consumidor, fazendo com que ele se incline a comprar o mais caro ou a preferir o mais barato. Kotler
(1998) definiu o valor percebido pelo cliente pela relagdo entre os beneficios da compra e o custo,
comparada as ofertas da concorréncia. Desta forma, a concretizagdo da compra seria interpretada

como uma situagdo de lucro na ética do cliente.

Neste caso o ponto de atencdo prevalece para o risco dos produtos entrarem em processc de
canibalizagdo, definido por Boone & Kurts {1998) pela situacdo em gue um produto toma uma fatia
de mercado de outro da mesma linha. Kerin (1978) cita como possiveis fontes de canibalismo a
pressdo para o crescimento de novos produtos, uma forte campanha de marketing sobre um produto

gue resultaria no esquecimento dos demais e o posicionamento inadequado da marca.

O foco deste trabalho serd o aspecto do posicionamento 6timo de prego de duas marcas, que
segundo Kerin (1978) contribui para redu¢do do canibalismo, e com isso gerar mais valor para ambas

as marcas. O posicionamento de pregos serd elaborado através da maximizacio do lucro dos



produtos, sendo um fator fundamental que cada uma deles mantenha um nivel minimo de captura

de clientes.

O trabalho esta organizado da seguinte maneira: no capitulo 1 é feita a contextualizacdo da
proposta de estudo e no capitulo 2 sdo apresentados os nlmeros mais relevantes do mercado de

seguros comao receitas, custos, provisdes e o forte crescimento dos Gltimos anos.

No capitulo 3 sdo revisitados alguns modelos que tratam do posicionamento 6timo de precos
na presenca de produtos concorrentes, embora haja pouca literatura envolvendo os produtos de

seguro é possivel fazer as analogias necessdrias para o modelo de otimiza¢3o.

No capitulo 4 s3o propostos dois modelos para medir a elasticidade dos clientes em relagdo
aos precos das duas marcas, também s3o discutidas as interpretagSes dos coeficientes e por fim é

analisado o desempenho de classificagdo.

No capitulo 5 sdo descritos os modelos de otimizagdo que possuem dois formatos: o primeiro
considera a otimizac3o apenas de um produto deixando o outro prego fixado e o segundo trabalha a
movimentacio dos dois precos para maximizar o lucro. Nesse capitulo também sdo apresentadas

simulagdes e as dificuldades de cada modelo.

Finalmente, no capitulo 6 sdo feitas as consideracdes finais e perspectivas de trabalhos

futuros.



Capitulo 2

2. Mercado de Seguros

O setor de seguros oferece protegio para diversos segmentos para que o cliente evite
prejuizos financeiros devido a perda do bem segurado, seja ela parcial ou total. As modalidades de
seguros mais conhecidas permitem protecdo para automoveis, residéncias, empresas, obras de
engenharia, atividade rural, sadde, vida, bem como o planejamento futuro por meio de previdéncia e

titulos de capitalizacdo.

O valor pago pelo cliente & seguradora para obter a prote¢do ¢ chamado de prémio, que
geralmente tem perfodo de vigéncia de 12 meses. Deste valor, a seguradora deduz suas despesas

que em ordem crescente de volume s3o:

s Custo administrativo;
» Custo do corretor, que é o profissional que faz intermediagiio entre o cliente e a
seguradora;

e Pagamento de indenizagBes, também chamado de sinistro;

Nos (Gltimos 9 anos o valor arrecadado com prémios no setor subiu de 4,1% do PIB para
quase 5,2%, um crescimento de 27%. Especificamente em 2010 o volume arrecadado chegou a

aproximadamente 184 bilhSes de reais em todos os ramos.

. o 5129 S17%
4,38% 4,31% » a81% 486%

4,54%
P 4,33% 4,42%

4,06%
2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010

Figura 1: Evolucdo da arrecadacdo de prémios do setor de seguros no Brasil em relagdo ao PIB.

Fonte: FenSeg.



Ainda referente a 2010, o seguro de automéveis, que é objeto de estudo deste trabalho, foi o
ramo com o terceiro maior volume de prémios arrecadados em relagio aos demais ramos, ficando

com 11% do total.

Previdéncla
Aberta 5%

Outros 10%

Saude 40%

Figura 2: Participagdo do setor de seguros automodveis na arrecadacdo total de prémios em 2010.
Fonte: FenSeg.

Analisando apenas a série histérica do ramo de seguros de automéveis a arrecadacio com
prémios aumentou 175% em 10 anos chegando & um volume total de aproximadamente 20 bilhdes
de reais, tendo como facilitadores o aumento da renda da populagdo brasileira e facilidade de crédito

para compra de um veiculo.

2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010
Ano

Figura 3: Evolugdio da arrecadagdio de prémios do seguro automével no Brasil (em bilhGes de reais).
Fonte: FenSeg.

Nesse dltimo ano as empresas de seguro automovel pagaram 14,4 bithGes de reais em

indenizacSes aos segurados, valor que corresponde a aproximadamente 67% do prémio arrecadado.




No quesito tamanho, a lista abaixo apresenta as 10 maiores seguradoras de automovel em volume

de prémios, sendo que juntas totalizam 75% dos prémios arrecadados e 73% das indenizacdes pagas.
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Montante em Bilhdes de Reais

M Prémio Ganho Sinistro Retido

Figura 4: Lista das 10 maiores seguradoras de automével em prémios.

3,5

Como citado anteriormente as empresas utilizam uma parcela grande do prémio arrecado

para pagamento de indenizacBes. No entanto, para manter a liquidez do setor é necessario que as

companhias fagam reservas para cobrir perdas inesperadas, cujo volume atingiu 120,2 bilhdes de

reais, eliminando previdéncia e capitalizagdo. Deste montante, menos de 1,5% estava aplicado em

renda varidvel e o restante em renda fixa.

Renda Varidvel
1,4%

Renda Fixa
78,2%

Figura 5: Composig3o das provises técnicas em 2010 excluindo previdéncia e capitalizacdo. Fonte:

Susep.




Capitulo 3
3. Alguns Modelos Matematicos da Literatura

3.1 Maximizag¢do da Utilidade de um Cliente

Little (1977) propds a maximizagdo da utilidade de um cliente que visita um supermercado
adicionando uma restrigdo na funcdo lucro. A construgio deste problema foi € baseada em funcdes
que penalizam o excesso de itens comprados. O autor definiu como p o vetor de pregos unitarios de

cada item, s o vetor de quantidades compradas de cada item e t(p) o valor total gasto pelo cliente.

t(p) = ps* (1)

Seguindo a construgdo temos s(p), uma fungiio de demanda total, s;(p) a demanda do i-
ésimo item quando os pregos dos itens do supermercado é p, e que tende a zero guando o prego do
item tende ao infinito. Este modelo ja utiliza o conceito de elasticidade cruzada, pois permite medir o

quanto o preco de um item afeta a demanda dos demais.

Foram ainda definidas outras duas funcdes, a primeira foi v(s(p)) para indicar que gquanto
mais itens o cliente compra menos valor adicional é agregada a utilidade e a segunda funcdo foi
w(t(p)), de tal forma que quanto mais unidades monetdarias o cliente gasta menos interesse ele tem

de gastar. Por fim, foi introduzida uma restrigdo de lucro minimo Lg-
max Lucro = v(s(p)) — w(t(®))
p

n
e (2)
sujeito a Z(Pi c)si(p) = Ly
1=

p=0

3.2 Maximizagio da Margem com Elasticidade Cruzada em um Supermercado

Reibstein (1984), também utilizou o conceito de elasticidade cruzada no modelo de demanda
para otimizar o pre¢o de diferentes embalagens de ovos, desta forma a funcio de demanda de um

produto era influenciada pelo prego dos outros.



n
In(S,;) = Bro + Z B tn(Pre) + iy (3)
i=1

n quantidade de marcas

S;¢+ demanda da i-ésima marca no instante t

P;, oprecoda j-ésima marca no instante t

Bio intercepto da i-ésima marca

p;; elasticidade do prego da j-ésima marca na demanda da i-ésima marca

Uz o erro com distribuicdo normal, varidncia aiz e covaridncia no mesmo instante t igual a crfj

Agora, considerando que C; é o custo do i-ésimo produto, entdo o respectivo lucro é

expresso como:

n
Lucro; = i,t(Pi,t . Ci.t) =expyBipo+ Zﬁi,jl"(ﬂ',t) + Uyt (Pi,t - Ci.t) (4)
=1

Utilizando as propriedades de esperanga que € aplicada somente sobre a variavel aleatdria

2
u;; © lembrando que quando u;, tem distribuicdo normal entdo E(e%it) = exp (07‘) Com isto

ficamos com a expressdo:
n
E(Lucro;)) = E |exp{ Bip + Z ﬁi,jm(Pj.t) +uge p (P — Ci.t)]
j=1
n
= expBio+ ) Bustn(Pie) { (Prc = Cue)ECe™) (5)
j=1

= at
=expiBio+ Zﬁi,jln(Pj,t) (Pe — Cir)e2
=

Portanto, para maximizar o portfélio de n produtos basta maximizar o lucro total esperado,

cuja Unica varidvel & P; ;.

n 2

n
g
mazx E(Lucro) = ) exp{pfio+ Z Bijin(Pie) t (Pie — Cix)e
L =
=1

{6)

i=1

sujeitoa ly < Py, < uy;



Neste problema, o modelo de demanda estimado utilizando dados reais tinha os coeficientes
de sensibilidade ao preco B;; <0 e f;; > 0 para i # j. Ou seja, a demanda do i-ésimo produto
aumenta se 0 seu prego diminui, por outro lado € possivel obter o mesmo efeito aumentando o
preco dos demais. Devido a esta estrutura a otimizacdo s6 pode ser realizada com a introdugdo de
restricBes para que 0s pregos variassem dentro de um intervalo estabelecido e a regido vidvel ficasse
limitada, caso contrério o lucro de um produto aumentaria quando os pregos dos demais

caminhassem para o infinito.

3.3 Maximizacio da Margem de uma Companhia Aérea

Carpenter (1994) otimizou a margem de uma companhia drea que disponibilizava trés tipos
de passagens, para isto foram modelados a demanda total de passageiros em fungéio do preco destes
bilhetes e o percentual de assentos disponiveis na aeronave para cada tipo de passagem. O uitimo

modelo corresponde aos limites minimos e maximos de vendas de cada tipo de passagem.

Durante o processo de modelagem foi detectada sazonalidade anual e por isso os dados
foram defasados em 12 meses para eliminar este efeito. A elasticidade cruzada também esta
presentes nestes modelos, cuja demanda e o percentual de assentos disponiveis sdo funcdes dos

pregos dos trés tipos de passagens.

3

ln( = ) =ap+ Z ;(Pi — Pit-12) (7)

Qt-12 =

Q. total de passagens vendidas no instante t

Q;..1» total de passagens yendidas no instante t-12

P;. prego da j-ésima categoria de passagem no instante t
Pjy_12 prego da j-ésima categoria de passagem no instante t-12
ay intercepto do modelo

a; coeficiente de elasticidade da j-ésima categoria de passagem

Mit—12

3
n (_ﬁf_) = Bi.ﬂ + ZBU(P‘J - Pj,t—lZ) (®)
j=1



mir percentual de ocupagdo da i-ésima categoria de passagem no instante t
m;s_q12 percentual de ocupagio da i-ésima categoria de passagem no instante t-12
Bo intercepto do modelo

B; coeficiente de elasticidade da j-ésima categoria de passagem

Por fim, Carpenter prop0s otimizar o seguinte sistema:

Py PrpPa

3
max Lucro, = Z Qe (P — Gir)
=

mj’t 2 mj_ (9)

sujeito a

C; custo da j-ésima classe de passagem no instante t

J.t g

Qrs quantidade maxima de assentos no voo

mjy percentual maximo de ocupagéo da j-ésima classe de passagem

m;_ percentual minimo de ocupagdo da j-ésima classe de passagem

3.4 Maximizagio do Lucro na Renovagio do Seguro

Machado (2009) estudou o caso da maximizacdo do lucro para apélices de seguros no
momento da renovagio do contrato. O modelo de demanda utilizade era uma regressdo logistica e
indicava a probabilidade do cliente renovar em fungdo do prego proposto, assim o aumento do prego
do seguro ocasionava uma redugdo da probabilidade, fazendo com que a fung&o lucro fosse cOncava

e tivesse um maximo global.

Mesmo sabendo da existéncia do ponto 6timo foram adicionadas restricdes ao problema
para que a empresa mantivesse um nivel desejado de renovagBes e também para controlar o
indicador de sinistralidade (razdio entre a perda esperada com os pagamentos das indenizagdes e a
receita total proveniente dos pregos ctimizados). A primeira condicdo tem grande importancia para
controlar a quantidade de clientes que podem ser perdidos para o mercado, pois o ponto étimo pode

ocasionar reducio da carteira. J4 a segunda condicdo tem como base o quanto a empresa esta



disposta a lucrar em determinados segmentos. O problema de programacdo ndo-linear teve a

formulacgdo a seguir:

n
max Lucro = Z(Pi - ) n(P;)
’ =1

i n(P;) = nm,

Sujeito a in
Yt G

T P[

i=1

< 6,

quantidade de clientes com apdlices a renovar

preco do seguro automovel do i-ésimo cliente

custo total do i-ésimo cliente

fungdo que retorna a probabilidade do i-ésimo cliente renovar com prege F;
indice de renovagdo minimo estabelecido pela empresa

sinistralidade maxima aceita pela empresa, razio entre os custos e as receitas

(10)
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Capitulo 4

4. Modelo de elasticidade

Quando um cliente é exposto a duas marcas é importante medir a sua elasticidade ao prego,
a distribuicio de probabilidade deste evento é Bernoulli, em que o i-ésimo individuo compra o
produto com probabilidade m; e por isso y; = 1 ou ndo compra com probabilidade 1 — m; e por isso
y; = 0. A expressdo abaixo, chamada de logit é a funcdo que liga a informagdo conhecida
representada pelo vetor x; = (X1 .., %m;) 3 probabilidade m; do evento em estudo. Cada x;;

representa o j-ésimo atributo observado do i-ésimo cliente.

1!'.
in (1 _lﬂ.‘) =PBo+ Byixy; +-+ BmXm i {11)
I

Da expressdo podemos exponenciar os dois lados da igualdade:

= eBotBixyit+BmXm (12)

1—11'5'

Multiplicando ambos os lados por 1 — 7;:

;= eBotBixrit+BmXmi — nieﬁn+ﬁ1x1,i+"'+ﬂmxm,i {13)

Mantendo o termo 7; no lado esquerdo da igualdade:

i1 + eBotBrraittBmimi] = ehotBirit+Pmtms (14)

Por fim, isolando 7;:

e Bo+B1xq,it+BmXmi

;= 15
T 1 + ePotBarxyit+BmXmi (1)

Embora a forma acima seja a mais conhecida é conveniente reduzi-la dividindo o numerador
e denominador pelo termo efotBixvit-+Bm¥m;,

ebo +31xl,i+"'+ﬁmxm.i/
eBotBaxyit+BmXmi

= (1 + eﬁo+51x1.i+"'+ﬁmxm,i

)/ (16)
eﬁo+ﬁ1x1,i+"'+ﬁmxm,i

Com isto,

11



1
n; = 7
.1... -+ 1 )
eBotBaXy it +BmEm,

Portanto, a funcio que estima a probabilidade do evento em estudo é expressa como:

1

- 18
i 14 e‘(ﬁo+ﬁ1x1,i+"'+ﬁmxm.i) {18

O vetor de pardmetros (8, B4, -, Bm) pode ser estimado via maxima verossimithanga
(Agresti, 2002 e Paula, 2004). Segundo Agresti (2002), dada uma amostra e adotando uma
distribuicio de probabilidade a funcdo de verossimilhanga corresponde a probabilidade desta
amostra em funcdo dos pardmetros. Portanto, a estimagdo por maxima verossimilhanga, ou
maximum-likelihood estimation (MLE), consiste em obter os parmetros que maximizam a

probabilidade desta amostra ser proveniente da distribuigdo adotada.

A funcdo de verossimilhanga de n clientes é apresentada abaixo pelo produto da distribuicdo
de probabilidade de cada cliente devido a independéncia entre eles. Note que para cada cliente a

contribuicdio na fungdo de verossimilhanca serdm; sey; = lou (1 — ;) sey; = 0.
n
- yi 1-y;
Lia, By, x;) = l |Tfi =) ™ (19)
i=1
Ao invés de maximizar a fungdo acima € usual maximizar a log-verossimilhanga.

@, By x) = ) yiln(m) + (1= y)in(l - m) (20)
i=1

Na func¢do log-verossimilhanca o vetor de pardmetros 8 = (By,f1,....Bm) € a Unica
informagdo desconhecida, todo o restante é obtido da amostra. Desta forma, para maximizar esta
funcio é necessdrio calcular as derivadas parciais em relagdo a cada pardmetro e igualar a zero. Para

resolver o sistema de equag¢des ndo-lineares utilizam-se os métodos iterativos de Newton-Raphson.

olBlyix) _ )
9fo
: (21}
al(Blyi.x) :
9Bm

Do modelo logistico é possivel obter a chance da ocorréncia do evento em relagdo ao ndo-

evento apenas dividindo as probabilidades:

12



26 (22)

y(x) = =50

Para o calculo acima é importante indicar todos os atributos do vetor x, 0 que nao facilitaria a
interpretacdo dos parametros do modelo. Mas, desta chance é possivel obter a razdo de chances ou
odds ratio, que mede o quanto a chance altera com a mudanga em uma varidvel quando todas as

outras sdo mantidas constantes, por exemplo, um aumento ou redugdo de prego em uma das marca.

= y(x1’ il lxjk’ auay xm) Cl eﬁjk (23)
Y(xl’ ...,xj, s !xm

4.1. Modelo de Elasticidade 1 — Razéo de Pregos

O primeiro modelo de elasticidade que sera investigado tem como varidvel explicativa a
razdo de precos das duas marcas, sendo 4 e By 0s coeficientes gue medem a sensibilidade ao prego
das marcas A e B. Neste modelo a, e ap indicam a probabilidade de compra quando os pregos sdo

iguais, ou seja, quando o logaritmo dos pregos for igual a zero.

Para medir a probabilidade do i-ésimo cliente comprar a marca A (ﬂrm,t-) utilizaremos o

maodelo (1A).

In (—-—--—1 Tial ) =a,+ [)’Alni‘f’ (1A)

E, para medir a probabilidade do i-ésimo cliente comprar a marca B (1) utilizaremos o

modeio {1B).

USV:¥] Py,
Infj———1]= + fgln— 1B
B (1 - ”15,6) % + Pyl Py Sk

A influéncia do prego dos dois produtos na probabilidade de compra é a elasticidade cruzada
que também foi utilizada por Reibstein {1984) e Carpenter (1994), uma vez que se tenta medir

guanto a demanda de um produto é afetada pelo prego de outro.

13



Para o modelo (1A) pode-se medir a alteragdo na chance de compra para uma mudanga de
preco equivalente a fator k. Utilizando a expressdo (23) temos gue o odds ratio da marca A para uma

alteragdo no seu prego fica:

Py i
expia, + BAlnk—&—i
wit = PB; = exp{-—BAln(kP A,i) + BalnP, A,i] = exp{—Paln(k)} (24)

exp {aA + Baln —P—A—:}

Para medir a sensibilidade da marca A ao prego de B fazemos de forma analoga.

kPg;
exp {aA + B4in PBj‘}
1A _ At
wi =

= exp{Baln(kPp;) — BalnPy;} = exp{Baln(k)} (25)
B,i
exp {a:A + B4ln —PA'i}

Agora, para medir a sensibilidade da marca B quando o preco de A é alterade parte-se do

modelo (1B):

L = exp{—Bgin(kPs;) + BylnPy;} = exp{—Bpin(k)} (26)

Por fim, para medir a sensibilidade da marca B ao préprio preco:

kPB,i}
exp {aB + ppin Pa

PBE}
+ l i
exp{a:B ﬁBnPA,i

wi? = = exp{Bpin(kPg;) — BpinPs,} = exp{Byin(k)} (27)

Para todos os casos, se k = 1 significa que o prec¢o do produto ndo é alterado, entdo @ = 1.
4.2. Modelo de Elasticidade 2 — Precos Aditivos

Nestes proximos modelos serdo utilizados os precos de forma aditiva e para medir a
probabilidade de compra da marca A teremos agora dois coeficientes de sensibilidade ao preco que

introduzem assimetria na resposta, B, 4 € B4,5- No modelo anterior havia apenas um coeficiente, que

tornava a sensibilidade simétrica.

14



.
In (1&) = i+ BaalnPy; + BaplnPp, 24}
— 4,

E, 0 modelo de probabilidade de compra da marca B também tem dois outras pardmetros de
sensibilidade S 4 € fig p.

P
in (%) = g + BpalnPa; + BpplnPp, iy
~ Mg,

Da mesma forma que calculamos a razdo de chances dos modelos anteriores tamhbém

podemos fazer o mesmao para estes dois novos modelos.

A razdo de chances para uma variacdo equivalente a um fator k no preco de A tem a seguinte

resposta para chance de compra da marca A:

aq _ exp{as + Baaln(kPy;) + BaplnPy;}
= = in(k 28
. exp{as + BaalnPa; + BaplnPy,;} exp{faatn()] (28}

Agora, aplicando uma varia¢do no preco da marca B a chance de compra da marca A tem a

seguinte resposta:

exp{aA + BA AinPAi + ﬁA Bln(kPB I)}
wi = : : - =22 = exp{fa gin(k) {29)
P exp{ag + BaalnPy; + BaplnPs) Bastn(0)}

Para o modelo de compra da marca B a razdo de chances para uma varia¢do no pre¢o da

marca A fica:

2B = exp{ap + Bpaln(kPai) + BosinPs,)

= exp{Bp 4ln(k) (30)
exp{ag + B alnPs; + B pinPp,} {Fna }

Por fim, uma variacio no preco da marca B tem o seguinte impacto na sua chance de

compra:

28 _ exp{ap + Bp.alnPai + Bpaln(kPs,)}

Al = exp{Bppin(k) (31)
N exp{ap + BpalnPa; + BsplnPs;} P }

15



4.3. Estimacio dos Modelos de Elasticidade

Utilizando uma amostra de dados reais dos pregos de duas seguradoras, coletados durante o
ano de 2010, foi possivel estimar a sensibilidade ao prego dos clientes. O banco de dados contém
informagsio de ambas as marcas para 2.000 ciientes com diferentes riscos (idade, sexo, ciasse de
bénus, regido, veiculo, valor do veiculo etc), porém a disponibilidade da informagéo é apenas dos
precos. Além disso, foi coletada qual seguradora cada cliente contratou, sendo que a preferéncia
pela marca A ocorreu em 4,70% dos casos e a preferéncia pela marca B foi 2,15%. Abaixo é

apresentado o box-plot dos pregos segundo a opgdo de compra dos clientes.

25
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Figura 6: Box-plot da raziio entre os precos da marca A e B segundo a op¢ao de compra do cliente.

Do box-plot acima nota-se que os clientes que optaram pela marca A aceitaram pagar mais
pelo produto, cerca de 30% deles aceitaram pagar até 40% mais caro que O prego da Marca B.
Também nota-se que os clientes preferiram a marca B quando ela estava com preco inferior ao da
marca A. Utilizando a distribuicio acumulada temos que 95% dos clientes gue compraram a marca B

pagaram mais barato por ela.

J4 sobre os clientes que ndo compraram é mais complexo inferir, pois ainda ha as ofertas de

outras seguradoras cujos pregos séo desconhecidos neste trabalho.
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Figura 7: Distribuicdo acumulada da razdo entre os precos da marca A e B segundo a opgdo de

compra do cliente.
A partir dos dados apresentados foram estimados os modelos de regressdo logistica via

maxima verossimilhanc¢a conforme descrito no inicio do capituto.

Tabela 1: Modelo (1A) - Probabilidade de compra da marca A.
Pardmetro Estimativa Erro Padrao p-Valor
intercepto -3,0553 0,1146 < 0,001

Log(Preco B/Prego A} 4,4017 0,5263 < 0,001
Tabela 2: Modelo (1B} - Probabilidade de compra da marca B.
Parametro Estimativa Erro Padrdo P-Valor
Intercepto -4,1919 0,1984 < 0,001
Log{Preco B/Preco A) -3,7825 0,8289 < 0,001

Dos modelos (1A) e (1B) apresentados acima podemos calcular os odds ratios para comparar

a sensibilidade dos precos nas chances de compras das marcas A e B. Primeiramente serdo

analisados os impactos sobre a compra da marca A:
Para um aumento de 5% no preco da marca A temos uma reducdo na chance de

19%;
17



e Para o mesmo aumento no prego, mas agora na marca B, a chance de compra da

marca A sobe 24%;

Analisando os impactos sobre a compra da marca B temos:

s Para um aumento de 5% no preco da marca A, a chance de compra de B cresce 20%;

+ E, para um aumento de 5% no preco da marca B a chance de compra de B cai 17%.

Destas informag¢bes nota-se que este tipo de modelo torna a marca A tdo sensivel ao preco
quanto B, pois enquanto uma aumento de 5% na marca A faz a chance de compra de A cair 19% o

mesmo efeito sobre a marca B causa uma reduc8o de 17%.
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Figura 8: Modelo (1A) - Probabilidade do i-ésimo Cliente Comprar o produto da Empresa A.
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Figura 9: Modelo (1B) - Probabilidade do i-ésimo Cliente Comprar o produto da Empresa B.
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As estimativas dos parametros dos modelos (2A) e (2B) sdo apresentadas a seguir.

Tabela 3: Modelo (2A) - Probabilidade de compra da marca A.

Pardmetro Estimativa Erro Padrio P-Valor
Intercepto 11,765 1,925 < (0,001
Log(Preco A) -3,562 0,558 < 0,001
Log(Preco B) 1,555 0,644 0,016

Tabela 4: Modelo (2B) - Probabilidade de compra da marca B.

Parametro Estimativa Erro Padrdo P-Valor
Intercepto 93111 2,5525 < 0,001
Log(Prego A) 4,5864 0,8481 < 0,001
Log(Prego B) -6,4058 0,9918 < 0,001

Dos modelos (2A) e (2B) apresentados acima também podemos obter os odds ratios para
comparar o efeito dos pregos nas chances de compras das marcas. Inicialmente serio analisados os

impactos sobre a compra da marca A:

* Se o prego da marca A aumentar em 5% entdo sua chance de compra reduz 16%;
e J3a um aumento de 5% no preco da marca B faz a chance de compra da marca A subir

8%.

Agora, analisando os efeitos dos pregos sobre a chance de compra da marca B temos:

* Para um aumento de 5% no prego da marca A, a chance de compra de B sobe 25%;

* E, para um aumento de 5% no preco da marca B, a sua chance de compra reduz 27%.

Ao contrario do que ocorreu no modelo anterior, aas chances calculadas acima indicam que a

marca B é muito sensivel ao préprio preco e também ao prego da marca concorrente, o que seria

esperado.
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4.4. Desempenho dos Modelos de Elasticidade

Apos a estimagdo foram construidas as curvas ROC de cada modelo e calculada a drea abaixo
de cada uma delas para avaliar o desempenho dos modelos simplificados. O gréfico é formado pelo
eixo X contendo a taxa de falso positivo e do eixo Y contendo a taxa de verdadeiro positivo para cada

possivel ponto de corte.

0Os melhores modelos s3o agueles que ficam com alta taxa de verdadeiro positivo e baixa
taxa de falsos negativos para uma grande quantidade de pontos de cortes, assim o grafico fica com a
curvatura para o canto superior esquerdo. Uma possivel medida resumo para a curva ROC ¢ obter a
4rea abaixo do gréfico, chamada de Area Under ROC (Martinez, 2003). Assim, a drea é igual a 1

quando discrimina perfeitamente o evento em estudo e é igual a 0,5 quando o modelo é aleatdrio.

Na primeira estrutura de modelo de sensibilidade ao preco em que apenas a razdo deles &
utilizada a area abaixo da curva ROC para o modelo de compra da marca A é de 73% e para marca B é
de 71%. J4 na segunda estrutura de modelo de sensibilidade, a drea abaixo da curva ROC para o
modelo de compra da marca A é de 81% e da marca B & de 79%. O resultado indica desempenho

melhor quando os pregos sdo introduzidos como varidveis aditivas e ndo apenas a razdo entre eles.
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Figura 12: Curva ROC dos modelos de elasticidade (1A) e (1B), em que o logaritmo da razdo de precos

é utilizado como varidvel explicativa.
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Figura 13: Curva ROC dos modelos de elasticidade {2A) e (28), em que os logaritmos dos precos sao

utilizados como varidveis explicativas de forma aditiva.
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Capitulo 5

5. Modelo de Otimizagao Nao-Linear

Neste problema muitos clientes sdo expostos a dois produtos rivais que pertencem a mesma
empresa, no entanto ofertados sob marcas diferentes. O objetivo é posicionar os precos das marcas
para reduzir o efeito da canibalizagdo e que a companhia obtenha lucro maximo tendo comao varidvel

de controle a demanda, que sofrera influéncia dos pregos.

Para estuda-lo serdo utilizadas duas abordagens, a primeira consiste em reposicionar o preco
da marca B considerandoe que o preco da marca A estd bem posicionado. J3 na outra abordagem os

precos de ambas as marcas serédo reposicionados para maximizar o lucro total.

Um fator importante que controlarda a otimizagdo sera a fung¢do de demanda, que sera
representada pelos modelos de elasticidades que foram estimados anteriormente. Cada um deles
serd utilizado em uma estrutura de otimizag3o para que o problema tenha solugdo viavel e formem

uma regido de restri¢do fechada.

Sabendo que o problema em estudo trata-se de um problema de programacdo ndo linear
serd necessario utilizar as condigbes de Karush-Kuhn-Tucker {KKT) para resolvé-lo. Estas condigGes

partem do seguinte problema geral:

max Xis s X
max £y, . )

g1(x1, ...,xm) < b]_ (32)
sufeito a :
k(xlr ey xm) < bk

A partir do sistema acima Karush-Kuhn-Tucker dd as seguintes condi¢Bes necessarias para

que o ponto (X3, ..., X,) seja solugdo Stima.

k
a - x
f(xl Z g,( 1 )=0 e
3 f=1 (33)
Ailb - g,(xl,.. )] =0 i=1..k
=0 j=1,... .k
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E necessario ter cautela no nimero de varidveis a serem otimizadas, pois isto aumenta a
complexidade da solugdo. Além disso, é possivel esharrar em limites computacionais para armazenar

um nimero muito grande de variaveis.

5.1. Modelo de Otimizagdo - Posicionamento do Prego da Marca B em torno de A

Neste primeiro problema apenas o prego da marca B sera reposicionado para maximizar o
lucro da companhia. No entanto, introduziremos uma funcio que afetara a demanda da marca A
guando o prego de B for reposicionado, assim é possivel controlar a canibalizagio de A por parte de B
se isso vier a acontecer.

Pgi

n
max Lucro = Z((S‘B,jPB,i - Cs,i)ﬁw,i
i=1

n

Z 14 = N1, (34)

- i=1
sujeitoa { ',

Z Mg = Mg

i=1

n quantidade de clientes

Pg; prego do seguro automével do i-ésimo cliente para marca B

Cp; custo total do i-ésimo cliente para marca B

T4, fungdo de probabilidade do i-ésimo cliente comprar a marca A sabendo os precos Py ; e Py ;
mp; fungdo de probabilidade do i-ésimo cliente comprar a marca B sabendo os precos Py ; e Pp;
mao demanda minima desejada para a marca A

g demanda minima desejada para a marca B

Neste modelo ndo foi introduzido o lucro da marca A, pois desta forma a fungdo ndo tem

ponto de maximo global.
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Retornando ao modelo proposto podemos expandir a fungdo de demanda, que corresponde

3 probabilidade de compra:

max Lucro = Z((SB iPs;i —Cs) ,
1+exp (—a:B - ﬁBlnﬁ:,‘)

n
1
Z ( PB,i) Z NMT140 (35)
i

sujeitoa { ,

Pr;
L::=1 1+ exp (——aB — Bgin %”:)

Para facilitar as operagdes a seguir sera adotada a relagéo Py ; = e”L.

max Lucro = 2(53 Pt~ Cp;) Py
1+ exp( — Bgln Pri )

n

1 1

z —Py = M40 {36)
i=1 1+ exp ( ——)

sujeitoa { , N

Finalmente ficamos com o modelo de otimiza¢do a seguir, em que Pg; > 0.

1
1+ exp(—ay — Bpp; + BalnPay)

max Lucro = Z(Sme i —Cgy)

7

1
Z > NM140 (37)
. —1+ exp(—ay — Baps + BalnFy ;)
sujeitoa § '» i

Nipo

M >
£ 1+ exp(—ag — Brp; + BplnPay)
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Antes de expandir as condicdes de KKT colocaremos a expressdo acima na forma padrao:

max Lucro = Z(ﬁg,iep i —Cpy)
i
=1

1+ exp(—ag — Bpp; + PpinPy;)

1
— z < —NMy40

n

1+ exp(—ay — Bapi + BalnPay)
1

_— i=1
sujeito a i

—_ < —an]_B’o
a1+ exp(—ag — Bpp; + BpinPy)
Seja entdo
n
O ) == ). :
g pos Pp) = —
S £21+ exp(—a, — Bapi + BalnPa)
E,
1

n
i)
gzt n L1+ exp(—~ag — Bgp; + BalnPy;)

Agora, calculando as derivadas parciais de g4:

6.91(01» =y .On) —

3 N
o 5 [1 + exp(—a, — Bap; + BalnP, 2i)] '
i L

3 ﬁAexp(—aA — Bapi + BAlnPA,i)
[1+ exp(—as — Baps + BainPs)|”
= —Ba(1 —ma)ma;

Fazendo o mesmo para g,:

a_gz%%:,_pz)_ = —a—i'; [+ exp(—ap — Bep; + BBlnPA,i)]_l
_ Brexp(—ag — Bpp; + ﬁBlnPA,i)
[1 + exp(——a'B — Bgp; + BBlnPA,i)]2
= —Bp(1 — 75, )mp,

(38)

(39)

{40)

(41)

{42)
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E, por fim as derivadas parciais da funcdo objetivo:

d - ad =
M = — (86" — Ce )1 +exp(—ap — Bapi + BainPy )] '
ap; dp;
. 8g et _ Be(85,€P — Csi)exp(—ag — Bapi + BrinPy;)
1+ exp(_aﬂ . ﬁBpi + BBlnPA,f) [1 + exp(—a'B bl BBP;_ + ﬁglnPAi)]Z

N 6B,iepi[1 + ex'P(—aB — Bap; + BpinP, A,i)] — Bz (53,19 {8 CB,i)exp(—aB — Bapy + BrinF, A,i)
[1 + exp(—as — Bap: + ﬁalnPA,i)]z

_Bpeft + 85,07 texp(—ag — Bppi + BuinPa;) — Ba (88 Cai)exp(—og — Bepi + Bp nPy;)
) [1 + exp(~as — Bapi + BalnPa)]” (43)
_ e’ + exp(—az — Bupi + PalnPa;)[0s.e° — Bp(pie” — Cp)l

[1+ exp(—ap — Bops + BalnPa)]”
. 85,67 + exp(—az — Bap + BplnPs;)[05,6% — Bebyie’ + BrCail

[1+ exp(—ap — Bopi + BolnPar)]
_ 8p,€° + exp(—ap — Ppp; + BolnP, 21 [851€71(1 — Bg) + BsCs.l

[1 -+ exp(~ay — Bap, + BsinPas)]

= 8p.ePind, + (1 — Mg )msi|6piePi(1 — Bs) + BoCay)

Com isso a fun¢do de Lagrange fica:

L= 6gie”imh; + (1~ 7p, g, [0 ePi(1 — Bg) + Belp; + 2285] + 418 (1 — T4 )AL (44)

Portanto, o sistema de KKT a ser resolvido é:

8y ePims; + (1 - g )75,:[0p,i€P (1 — Bg) + Belr; + 185] + A1Ba(1 — mai)a; = 0

n
Z 1
111 om nnlA'o =0
L=] 1+ exp(~aq — Bapi + BalnPa,) (45)

n
1
Az 2 —niypo| =0
L=1 1+ exp(—ag — Bop: + BslnFa;)
1 >0,1,>0

Considere um exemplo com dois clientes que receberam ofertas para contratar o seguro da
empresa A. O cliente 1 recebeu uma proposta de R$1.500,00 para fazer seguro do seu veiculo na
empresa A, que tem custo fixo de R$800,00 e uma taxa de 20% de corretagem sobre o prego
oferecido, por isso a empresa tem um custo total de R$1.100,00. 13 o cliente 2 recebeu também da
empresa A o valor de R$1.200,00 para contratar o seguro, que neste caso também possuia taxa de

corretagem de 20% sobre o valor oferecido mais um custo fixo de $700,00, totalizando um custo de
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R$940,00. O grafico a seguir ilustra a fungiio lucro da empresa B para diversas possibilidades de

precos considerando os pregos da marca A citados anteriormente.

14 18

1.2

Prego Relativo B/A - Cliente 2
08 10

06

04 06 08 10 12

Prego Relativo B/A - Cliente 1

Figura 14: Exemplo de curvas de nivel da fung¢o lucro para dois clientes, cujos pardmetros sdo:

53,1 e 0,80, 63'2 = 0,80, CB,I B 800, CB,Z = 700, PA,l = 1500, PA,Z = 1200.

Na figura acima é possivel notar que para a empresa B obter iucro maximo é preciso gue o
seu prec¢o para o cliente 1 seja aproximadamente 90% da marca A, ao passo que para o cliente 2 o
preco da marca B precisa ser quase 100% da marca A.

Adicionando as curvas de nivel das restrigdes que indicam as probabilidades de compras
ficamos com a nova figura a seguir. Nela nota-se que o ponto de maximo esta entre duas curvas de
nivel das restricdes que foram apresentadas, assim é possivel obter lucro méximo com uma demanda

de até 4% para empresa A e de até 2% para empresa B.
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Lucro
........ Prob. Modelo (1A)
Prob. Madelo (18)

Prego Relativo BfA - Cliente 2

0.4 0.6 08 1.0 12

Preco Relative B/A - Cliente 1

Figura 15: Fungdo lucro do exemplo anterior com as curvas de nivel das restricées que representam

as probabilidades esperadas de compra de cada marca.

5.1.1. Simulagdo

Para evitar o custo computacional alto podemos considerar o problema de otimizagao com 500
clientes, Para isto, além dos pregos serd necessario obter os custos que neste caso serdo simulados,
pois ndo havia disponibilidade da informac3o real. Para obter o lucro percentual, que corresponde ao

lucro em relacdo a receita podemos utilizar a expressdo abaixo:

(46}

Agora, a partir dela podemos obter gqual o valor do custo fixo em fungfo da receita (P), do

lucro simulado (Lg,) e do custo da comissdo (1 — &):

C = (1 — Lo)8P (47)

Para simular o lucro percentual foi utilizada a distribuicdo Beta, com parametrizagdo a seguir.
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* [(a,b)

Fpeta(x,a,b) = fo m)’a—l(l — )P 1dy (48)

Desta distribuicdo, sabe-se que o valor médio corresponde a:

a

a+b (49)

E(Ly) =

Portanto, fixado um valor para a podemos obter b = a[l — E{(Le)]/E(Ly,) € assim
definimos completamente a distribuicdo Beta. Se escolhermos a = 40, e E(Ly) = 10% temos de
b = 360, cuja funcdo densidade de probabilidade € apresentada na figura a seguir em gque 0s lucros

se concentram entre 5% e 15%.

=

3

"D —

o™

&
3 Simulagao
o —— Curva Tedrica
@ 04 Média Amostral
[ 7]
(=]

o

m —

O -

T T T il 1
0.06 008 0.10 012 0.14

Lucro Simutado da Marca B para Cada Ciiente

Figura 16: Distribui¢8o Beta tedrica para o percentual do lucro, com pardmetros a =10 e b = 360.

Portanto, o algoritmo para simular o custo de 500 clientes fica:

a« 40
b+« a(l-010)/0.10
Repetir 500 vezes
u; « Uniforme(0,1) (50)
Lyyi < Fgera(us; a; b)
Cy,;i « (1 — Loy )0.8Pg,;

Fim
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Considerando os custos simulados, o lucro ap6s a otimiza¢do para o conjunto de 500 clientes
aumentou em 52,8%, sem considerar as restrigbes. Para isto a demanda inicial da marca A que era de
4,1% subiu para 9,4% e a demanda inicial da marca B que era de 2,1% caiu para 1,0%. Embora este
seja o maximo global, esta pratica de aprecamento reduziria muito a demanda pela marca B, sendo

necessario o uso efetivo das restrigdes para controlar 2 demanda de cada uma.

Na simulagdio seguinte foram utilizados niveis minimos de compra de 2% para cada
companhia, cujo ponto 6timo elevou o lucro em 21,7%, a demanda final para marca A subiu de 4,1%
para 4,8% e a demanda da marca B atingiu o piso de 2,0%. O box-plot abaixo indica a distribuiciio dos

precos do novo posicionamento em relagio ao preco da marca A.

20
1

15

PregoB/Prego A

10

3 T 1
Hoje Otm. ¢/ Restricdo  Otm. s/ Restrigdo

Método de Otimizagao

Figura 17: Box-plot da razio de pregos entre as marcas B e A.

Embora a figura acima pareca indicar que a distribuicio de pregos da marca B sob o modelo
otimizado com restricdo seja muito semethante a distribuicdo atual, o box-plot a seguir indica que o
preco otimizado precisa guase gue na totalidade dos casos sofrer desde uma reducdo de 20% até um
aumento de 20% para que o lucro 6timo seja alcangado. O mesmo ndo ocorre com a otimizagdo sem
restricdo, em que os precos precisam ser aumentados de 16% a 27% em relacdo ao padro de preco
atual para atingir o lucro 6timo. Além disso, esta pratica faria com que a marca B ficasse mais cara

gue A em mais de 75% dos casos.
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10
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Prego B Otimizado / Prego B Atual
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1 T
Ofm. ¢/ Restricéio Ofm, s/ Restricio

Método de Otimizacdo

Figura 18: Box-plot da razdo entre o prego otimizado e o prego atual da marca B.
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5.2. Modelo de Otimiza¢do — Posicionamento de Ambas as Marcas

Neste modelo é de interesse maximizar a fungdo de lucro que combina as duas marcas, em
que P indica o prego do seguro de cada empresa, C os custos, § o coeficiente que torna o preco
liquido da comissdo do agente que faz intermediagdo da venda entre o cliente e a seguradorae = a
fung¢do que mede a probabilidade do cliente adquirir o produto.

S Lucro; = (8a4Ps; — Cai)2a; + (8,Ps; — Cpi )2, (51)
L L

Da expressdo acima, a corporacdo lucra sobre cada cliente §,P, — C, unidades monetdarias

com probabilidade m,, e ganha 6Py — Cp unidades monetdrias com probabilidade 5. A figura

abaixo ilustra o comportamento do lucro em funcio dos precos.

Prego Empresa B

1

1000 1200 1400 1600 1800 2000

600 800

T T T T T 1
600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Prego Empresa A

Figura 19: Fungdo lucro do i-ésimo cliente com &, ; = 0,75, Cy; = 1000, 65 ; = 0,80 e Cp; = 800.

De acordo com a ilustragdo é possivel notar que o lucro maximo ndo existe para uma
combinacdo de precos de A e B e que ele aumenta indefinidamente quando o prego de A vai para o
infinito. Isto ocorre devido ao préprio modelo de sensibilidade ao prego, pois é possivel maximizar o
lucro de um produto fazendo com que o prego do outro aumente. Tal situa¢do também ocorreu nos
modelos de demanda de Reibstein {1994) e ndo foi possivel maximizar o lucro de alguns produtos,

para contornar o problema o autor estabeleceu limites de pre¢os entre cada um deles.
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Além de maximizar o lucro sobre os seguros que serio vendidos é necessario garantir um
nivel de compra minimo em cada uma das empresas para que as elas coexistam, que pode ser feito
adicionando restri¢bes que levam em consideracio a probabilidade de aguisicdo dos produtos.

g Lucro = (84,:Pa; — Cai)aa; + (85,:Ps; —~ Cpi)an
L L

(52}

ok T4 = Mg
sujeito a { -
Tpi = My

Onde 71240 € M2p 4 530 0s percentuais minimos e conhecidos de compra de cada empresa.

Expandindo a fungio de probabilidade ;4 ; e Tap,; Na expressdo acima:

max Lucro = OaiFai — Cas + 0p,iPpi — Cgy
PapPrj 1+ e~ ®ai~BaalnPai-BapinPr; ~ {  o—@Bi—Br.alnP4;—BgpinPp;
1
2T (53)
s x 1 + e_aA,i—BA,AlnPA';’—ﬁA'BlTLPBJi A0
sujeito a 1
= T[B'()

1 + e~%Bi~Bp.alnPai—BppinPp,;

Para tornar as futuras derivadas mais simples podemos adotar mudanca de varidvel abaixo:

PAE' = ewi (54)

E também adotar que:

PBi = epi (55)

»

Devido as duas parametrizagdes garantimos que Pyi > 0 e Pg; > 0, e afungdo objetivo fica:

g _ 8a,e® ~ Gy, N Op,ie”t — Cp,;
rar)';%f uere = 1+ e~ ®ai-Baalne®D-Fapin(e?i) * 1 4 o~api—Ppaln(e®i)~fpgin(ePi)
1
> (56)
- 1 + e—%ai-Baatn(e®D—Papin(ePiy = A0
Sujeito a 1

3 — 2T
1 + e~@si~Ba.aln(e®)—fp pin(ePL) =

Sabendo que In(e®) = w; e In(e?i) = p;, o problema final é:
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4, — Cy 0pePi — Cp;

max Lucro =
wipg 1+ e~ %ai~Baawi=Bappi ' 1 } g=98i~Bp.awi—Pegp:
2 =
T
. . 1+ e~ ®ai~Baawi~Bapps = A0
sujetto a 1

=
1 + e 2Bi~Ppawi—Bppp; = "BO

(57)

Da estrutura acima as Unicas varidveis desconhecidas que precisam ser posicionadas s3o

(wi, p;), as demais componentes sio conhecidas para cada cliente. Considerando as restrigSes e o

caso exemplificado anteriormente de um cliente teriamos as curvas de nivel representadas na figura

abaixo para o lucro e as restrigdes de venda minima das duas marcas.

Prego Empresa B
1000 1200 1400 1600 1800 2000

600 800

T T T 1
600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Preco Empresa A

Lucro
Prob. Modelo {2A)
Prob. Modelo (2B}

Figura 20: Curvas de Nivel da fungdo lucro da Figura 3, curvas de nivel da probabilidade de compra

dos produtos A e B entre 1% e 10%.

Se considerarmos um nivel de compra minimo de 5% para ambas as marcas entdo a regido

vidvel, agora limitada, corresponde a drea entre as restricdes em que ambas as marcas atingem

probabilidade de compra de 5% sobre a qual podemos ter uma solucdo vidvel. O problema na forma

padrdo é:
) 0se” — Cy 6pef — Cy
[Bi‘,x ucre = 1+ e~% Baaw—Bapp * 1 4 g-ap—Bpaw—Pppp
1 <
= —~TT,
—ta~faaw—-Bagp — -
Sujeito a Rlcy = 1M =

- < —7T
1 + e~95—Ppaw—Bppp — B0

(58}
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Aplicando as condigdes de KKT descritas no sistema {33) precisamos calcular as derivadas
parciais conforme a seguir. Primeiramente, a derivada do Jucro do produto A em relaciio a w:

dLucro, @ S4e” — Cy
dw  dw\1+ e @4 PaaFasp

a —
S 'é;[(éhem — CA)(l + e_aA_JBA.A"’“ﬁA,Bp) 1]

5,0 Baa(Bae® — CA)e““A"BA,Am"ﬂA,BP (59)
1+ e @a=Pase—Basp (1+ e—ﬂA'BA,Aw—ﬁA,BP)Z

_ 8 +[6pe% — By a(84e® — Cp)]e %4 Faaw—Bagp

(1 + e—aA—ﬁA.Aw—ﬁA,BP)Z

Agora, a derivada do lucro do produto B também em relagdo a w:

dlucrog 0@ bpef — Cy _ Bpa(dgeP — Cy)e~ s Bpaw~-Bopp
00 dw\1+e @ Prav—Basp |~ (1 + e_“B'-BB,Aw-ﬁB,BP)Z (60)
E também a derivada da restricio de compra do produto A em relacdo a w:
a2 1 —ﬁAAe‘aA_BA,Aw_BA,BP
_—_(HA 0 + P = ) =] >
dw \'" ™" " 1 4 e~ %a—Basw-Bagp (1+ g_‘zA“ﬁA,A"-’_BA.BP) (61)

Para finalizar a primeira equag3o do sistema, a derivada da restricdo de compra do produto B
em relacdo a w:

a
dew

1 —Bz ,Ae_‘IB_ﬁB,A")_BB.BP
) - (62)

(RB'D + 1 4 e~ Bpaw—fppp

B (1 + g—aB—ﬁ’B,Aw—ﬁB,Bp)z

Agora, iniciando a segunda equacio do sistema a derivada do lucro do produto A em relac3o

ap:
dLucro, _ 90 Gpe® — Cy _ —Bap(84e” — Cy)e %a~Basw=Bapp (63)
ap - ap 1 -+ e—aA_ﬂA.Am"ﬂA,Bp - (1 + e-—a:A-BA,Am—BA,Bp)Z
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Em seguida, a derivada do lucro do produto B em relagdo a p:

dLucrog 0 ( dgef — Cp )
dp  9p\1+ e %2-Braw—Bpap

B dgef ﬁB,B (8ye” — CB)e“aB_ﬁB,A“"BB,BP
" 14 e~%5-Brao—Prgp (1 4 e_aB_'BB,Aw_ﬂB,BP)Z
_ 5Bep(1 + e"‘aﬂ_ﬂB,Aw_BB.EP) — B s(8ge? — Cp)e 8~ Ppaw—Lrpp
B (1+ e~an-Bo.a0-Brap)’
_Bgef + [63 — Bgp(BgeP — CB)]e_aB_ﬁB,Aw_BB,BP
- (1 + e_aB_BB,A"-'-’_ﬁB,BP)Z

(64)

A derivada da restricio de compra do produto A em relagio a p:

7
%(EA'O K 1+ e~ @a—Braw-Pagp

1 —B4pe %4 Baaw—Banp
) 3 (65)

B (1 + e"aA—BA,Am"BA,BP)z

E, por fim, a derivada da restri¢io de compra do produto B em relaciio a p:

7

k] 66
ap (nB,O + 1+ e—a3~ﬂg,,1w—ﬂs,sﬂ ( )

1 ) —By Be“aB—BB.Am'ﬁB,BP

a (1+ e—aa—ﬁBAw—ﬁB,BP)z

Portanto, reagrupando os termos semelhantes, o sistema de KKT a ser resolvido para o caso
de um cliente é:

(gAew + [g;Aew — Baa(848” — C4 — Xy)]e 24 Pa4aw~Banp B a(BgeP — Cq — Ag)e~*B—Bpaw—Bpap

(1 + e~@a=Baaw-Bappry2 (1 + e~ #8~Praw-Frpp)2
Szef + [539'0 — Bep(Sze? — Cy — AB)]e_aB—IBB.ACU_ﬁB,Bp N Bap(8,e® — Cy — Ap)e~2a~Baaw—Basp
(1 + e=®8=Bn.aw-Fppr)z (14 e a-Baaw-Bapp)2

(67)

1
lA (TTA,O + 1+ e-aA—.BA,Am-ﬁA.Bp) at

1
7LB (71'3,0 + 1 + e~2B—Bpaw-Bprp ) =0
\ AM=0i20

Utilizando o pacote Rsolnp do software R e adicionando restricGes de vendas minimas
Ta0 = 5% € 7gp = 5%, 0s pregos Stimos obtidos sdo P, = R$1.368,00 e Pp = R$1.192,00, com
7y = 5% e my = 5% e ainda os multiplicadores de Lagrange Ay = 708,40 e A = 181,48. O ponto

6timo pode ser visualizado no grafico a seguir.

Considerando que os precos atuais das marcas A e B sdo RS$1.500,00 e R$1.200,00,

respectivamente, entdo o algoritmo props uma reducdo no prego de A de 8,8%, enquanto gue no
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prego de B foi inferior a 1%. Embora esta posi¢io tenha reduzido o lucro em 44% 3 demanda por A

subiu de 3,7% para 5,0%, j4 a demanda por B caiu de 7,1% para 5,0%.

Note que mesmo com redugdo no prego da marca B a demanda caiu, este fato é decorrente
da elasticidade cruzada, pois a reducdo acentuada da marca A torna o produto mais atrativo

afetando assim a preferéncia por B.

Lucro
Prob. Modelo (2A)
Prob. Modelo (2B)

Prego Empresa B

1000 1200 1400 1600 1800 2000

600 800

Kw. -
T T T T T

600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Preco Empresa A

Figura 21: Curvas de nivel da fungdo lucro, curvas de nivel da probabilidade de compra dos produtos

A e B entre 1% e 5% e sinalizagdo do ponto 6timo quando o = 5% e g = 5%.
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6. Conclusdes

Ao posicionar o prego de apenas uma marca nio foi possivel incluir na funciio objetivo o
lucro da marca A, pois assim o lucro total cresce indefinidamente devido ao coeficiente de
elasticidade da marca A. No entanto, seria possivel colocd-lo como uma restricio do modelo para
ndo depender apenas da demanda ao posicionar os precos. Um ponto desfavordvel deste modelo foi

a elasticidade em que ambas as marcas ficaram com sensibilidade ao prego muito semelhante.

Ja no modelo seguinte observou-se que maximizar o lucro simultineo de duas marcas eleva o
grau de complexidade, pois a fungio nio tem ponto Stimo global, caracteristica que também era
presente no estudo de outros autores. Dependendo dos custos adotados foi possivel observar
inclusive dois maximos locais, que nos levaria a fazer testes partindo de pontos iniciais distintos para
garantir o maximo local. Por causa disso, a (nica forma de obter o ponto de maximo foi atingindo
uma das restri¢bes. Também foi possivel identificar grande dificuldade de convergéncia quando as

restricBes de demandas eram altas, que ocorre basicamente por ndo haver interseccio entre elas.

Apds intimeros testes ficou claro que grande parte dificuldade foi devido aos modelos de
elasticidade, assim uma possivel maneira de contornar os problemas acima seria introduzir o préprio
custo dentro do modelo de sensibilidade, o resultado esperado seria um controle maior do
afastamento do preco do seu valor minimo e como alternativa 0 uso do valor do veiculo. Como este
trabatho utilizou custos simulados a introducdo deles nos modelos de elasticidade gerou perda de

informac@o por causa da aleatoriedade, por isso esta varidvel ndo permaneceu no modelo.

Além disso, é possivel introduzir melhorias na contabilizagdo dos custos fixos uma vez que o
custo unitario apenas ponderado pela probabilidade pode ndo refletir o total de despesas. Isto
porque quanto mais clientes a empresa adquire menor é a relagdo custo por cliente, por outro lado
se ela pratica pregos elevados entdo ela terd uma demanda menor e por consequéncia a relacdo
custo por cliente também sera elevada. Isto deve ser feito incluindo um termo na func¢io objetivo
para que cada cliente absorva uma parcela do custo fixo total, como a demanda esperada varia com
0 prego entdo para cada novo posicionamento o custo fixo seria diferente. Desta forma o lucro 6timo

ndo seria obtido a custa de uma reducio demasiada de clientes.
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