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Resumo

O Modelo Padrao é uma das teorias de maior sucesso na fisica, descrevendo trés das
interacoes fundamentais da natureza. A descricao dessas trés interagoes se baseia
nas Teoria de Gauge, ou Teorias de Calibre. Em uma Teoria de Gauge existe ar-
bitrariedade na escolha dos potenciais, de onde emergem simetrias na Lagrangiana
do sistema, chamadas de Transformacoes de Gauge. Tais transformagoes formam
um Grupo de Lie, o Grupo de Gauge da teoria. No caso em que o grupo associado
a Teoria de Gauge é nao comutativo (Teoria de Gauge nao abeliana), a teoria sera
nao linear, o que torna seu estudo muito mais complicado, tanto a nivel classico
quanto a nivel quantico. Neste trabalho, sao introduzidos os principais conceitos
em Teorias de Campos necessarios a compreensao das Teorias de Gauge. Em se-
guida, é considerada uma teoria na qual um campo escalar interage com o campo
eletromagnético; nesse caso, o Grupo de Gauge é o grupo U(1), que é abeliano. Por

fim, essa teoria é generalizada para o caso do grupo SU(2), que é nao abeliano.

Palavras-chave: Teorias de Gauge. Simetrias. Transformagoes de Gauge Locais.
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1 Introducao

Na Fisica, simetrias exercem um papel de grande importancia. Relembramos que uma simetria
estd associada a nocao de invariancia do sistema fisico sob um conjunto de transformagoes. No
caso de Teoria de Campos, que estuda campos — como, por exemplo, o campo gravitacional
e o campo eletromagnético — simetrias estao relacionadas a transformacgoes dos campos. Um
exemplo bem conhecido disso é a Teoria do Eletromagnetismo de Maxwell, onde o campo
elétrico e magnético podem ser derivados a partir do potencial elétrico e do potencial vetor
que satisfazem as chamadas transformacoes de Gauge. De fato, diferentes potenciais elétrico e
vetor produzem os mesmo campos elétrico e magnético. Assim, esses potenciais nao representam
verdadeiros graus de liberdade fisicos.

Como veremos abaixo, as transformagoes de Gauge estao associadas a existéncia de trans-
formagoes locais nos campos que mantem a lagrangiana invariante, ou seja, nao mudam a fisica.
Uma transformacao local representa uma classe de transformacgoes nos campos onde a trans-
formacao depende do ponto particular do espago-tempo, o que representa uma forte condigao
na teoria; por outro lado, uma condicao mais fraca é dada pelas transformagoes globais, que
independem do ponto particular do espaco-tempo e sao um caso especial das transformagoes
locais. As transformacgoes de Gauge, nas quais se baseiam as Teorias de Gauge, ou Teorias de
Calibre, constituem um grupo de Lie, o grupo de Gauge da Teoria. Dessa forma, o Eletromag-
netismo é uma Teoria de Gauge invariante sob o grupo U(1), que é abeliano. Sua generalizacao
para o caso de grupos nao abelianos, como proposto por Yang e Mills em 1954 (1) em uma
tentativa de explicar a interagao forte, leva a construcao da Teoria de Yang-Mills, que é nao

linear. Isso torna seu estudo muito mais complicado, seja a nivel classico ou a nivel quantico.






2 Conceitos em Teoria de Campos

Em Teoria de Campos, os objetos de interesse sao os campos ¢,, com a = 1, 2, ... | N, que
sao funcgoes reais do espago-tempo, que aqui supomos ser o de Minkowski. Para descrever o
espago-tempo, introduzimos um sistema de coordenadas (z°, 2!, 2%, 2%), onde, para um deter-
minado observador, a coordenadas x° = ct se refere ao tempo e as demais sao as coordenadas
espaciais. Além disso, o tensor métrico tem suas componentes dadas pela matriz diagonal
n,, = diag(l, —1,—1, —1) e, para simplificar as expressoes que virao, vamos usar o sistema de
unidades com ¢ = 1 e portanto 2° = t.

Aqui vamos também diferir indices abaixados ou levantados, isto é, em geral, z* # x,. Ao
mesmo tempo, para simplificar a notagao, iremos usar a convencao de soma de Einstein: isso
quer dizer que expressoes com indices repetidos indicam uma soma implicita. Por exemplo,
Ei:o N f¥ é escrito de forma mais sucinta como n,, f*, onde somamos sobre todos os valores
dos indices que se repetem. Além disso, reservamos letras gregas minusculas para indices que
se referem as coordenadas do espaco-tempo, assumindo os valores 0,1,2,3, e letras latinas
minusculas para indices que podem assumir os valores inteiros genéricos 1,2,..., N. Ademais,
podemos usar a métrica para definir quantidades com indices abaixados a partir daquelas com
indice levantado, e vice-versa. Por exemplo, temos f, := n,, f” e f* := n*" f, onde n*" satisfaz
a relagao ny,n"? = 48, i.e., n*” é a matriz inversa de n,,. Outrossim, iremos denotar derivadas

em relacao as coordenadas do espaco-tempo na forma mais compacta 0, := a%.
X

Dito isso, nosso interesse ¢ obter as equagoes de movimento dos campos, que iremos derivar a
partir do principio variacional de Hamilton. Com esse objetivo em mente, definimos o funcional
acao

S = /E(qba,@u(;ﬁa) dz | (2.1)

onde a densidade de lagrangiana £ ¢ uma funcao nas varidveis ¢, e d,¢,. Dessa forma, ao ex-

tremizar a acao S em relac¢do aos campos, obtemos as equagoes de movimento (Euler-Lagrange)

Agora vamos analisar as simetrias dos campos. Para isso, vamos considerar transformacoes

globais para os campos da forma

Ga(2") — b, (a") = Qy(e)gn(a”) | (2.3)

onde € é um parametro real e ¢ é um indice que indica que pode haver uma familia de trans-
formagoes independentes entre si. Enfatizamos que as matrizes 2°(¢) sdo constantes ao longo

do espaco-tempo, i.e., nao dependem de z*. O nosso interesse estd nas transformacoes que
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mantem a densidade de lagrangiana invariante, isto é, que satisfazem a relacao

L($,0,0) = L(6,0,0) . (2.4)

De fato, sabemos que associadas a transformagoes como essas, existem quantidades que sao
conservadas (Teorema de Noether). Para mostrar isso, vamos construir explicitamente essas
quantidades. Serd importante considerar transformagoes que sejam proximas da transformacao
identidade d4p, Ou seja, em primeira ordem no parametro €, queremos que S, (€) = dgp + € WS,

Qe
onde wgy, 1= —&| _

o~ Nesse caso, podemos reescrever as transformagoes (2.3) como
Ga(a") — dy(a") = Pal(a") + €wy 0o (2:5)

Além disso, a invariancia da lagrangiana sob essas transformagcoes fornece a equagao

d . oL, or )
E 6:0£(¢a’ a,ugba) - 87% wab gbb + m alL(wab ¢b)

oc . or oL )
= O (awm) “ab ¢”) * (aT)a ~ O (awma))) Wa P

Logo, assumindo que as equagoes (2.2) sdo satisfeitas, obtemos as equagoes de continuidade

0=

aujg = (2-6)
para o conjunto de correntes
oL
Jl = Sy 2.7
5(3,@(1) b#b ( )

onde c¢ indica a qual transformacao a corrente esta associada.

Como sabemos, uma equagao de continuidade estabelece uma lei de conservacao. De fato,

podemos definir as cargas
Q.= /jg d*r (2.8)

onde a integracao é sobre todo o espago. Com isso, em virtude das equagoes (2.6) e do teorema

da divergéncia, obtemos
Q. = [y d's =~ [ ias,.

onde a ultima integracao representa o fluxo através da fronteira do espago. Assim, assumindo
que as correntes sao nulas na fronteira e lembrando que dy = 9;, obtemos 9;Q. = 0, ou seja, a

carga (). é conservada.
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2.1 O Caso do Eletromagnetismo

Vamos agora analisar o campo eletromagnético no vacuo. Nesse caso, os campos de interesse

formam o quadrivetor A, a partir do qual definimos o tensor eletromagnético
F,=90,A,—-0,A,. (2.9)

Assim, os campos elétrico e magnético sao definidos — em termos das componentes do tensor

F,, — pelas equagoes

1
De fato, temos
1
Ei = —81140 + 60AZ (&4 BZ = —§€ijk(ajAk — akAj) = _Eijk; ajAk s (211)

que sao as relagoes usuais entre os potenciais ¢ e A e os campos E e B no eletromagnetismo

(com Ay = ¢ e a substituicado A; — —A;). Acima €;;; é o simbolo de Levi-Civita.

A lagrangiana nesse caso é dada por
1
L(A,,0,A,) = _ZF’WFW (2.12)

e usando as equagoes (2.2) obtemos as equagoes de movimento do eletromagnetismo livre, isto
€,

O F" =0. (2.13)
As equacbes acima, juntamente com a identidade €,,,0,F), = 0 e as definigoes (2.10), recupe-
ram as equagoes de Maxwell. Na presenga de cargas e correntes, a expressao (2.12) precisa ser

modificada para

1 .

L(A,,0,A,) = _ZF’“’FW —ejt'A, (2.14)
onde e é a unidade de carga elétrica (que fatoramos por conveniéncia) e o quadrivetor j* tem
componentes dadas por j# = (p,j), sendo p a densidade de carga elétrica e I a densidade de
corrente elétrica. Dessa forma, obtemos as equagoes de movimento do eletromagnetismo na

presenca de cargas elétricas, i.e.,
O F" = ej”. (2.15)

Note que essa tltima equagao, juntamente com a identidade 0,0,F" = 0 (que é uma con-
sequéncia da antissimétria do tensor F),, ), implica na relacdo 0,5 = 0, i.e., na conservacao da

carga elétrica.

Uma importante propriedade do campo eletromagnético no vacuo é a sua invariancia sob
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transformacoes do quadripotencial dadas por
A (x") — A;L(x") =A,(2")+ 0,a(x”) , (2.16)

isto ¢, a densidade de lagrangiana (2.12) e o tensor F},, nao se alteram sob tais transformacoes.

De fato, temos que
F,=0,A,-0,A,
=0,A, —0,A, + 0,0,a — 0,0,
=0,A, —0,A,=F,
No entanto, na presenca de cargas, a lagrangiana do eletromagnetismo nao fica invariante,

embora as equacoes de movimento sim. Isso corresponde a invariancia da agao S sob a trans-

formagao (2.16). Para ver isso notamos que

S, = Sl — ¢ [ 3 0u0) d'a = s[4, ~ e [0,y d'e

onde usamos a conservacao da carga elétrica no ultimo passo. Assim, usando o teorema da
divergéncia e supondo que as cargas e as correntes sao nulas na fronteira do espago-tempo,

obtemos que
/6’#(]'“04) d'r=0.

Portanto, temos que S [A;L] = S[A,], que implica na invariancia das equagoes de movimento.

As transformagoes (2.16) sao chamadas de transformacoes de Gauge locais, pois a variagao

d,a(z”) do campo depende (em geral) do ponto particular do espago-tempo.

2.2 0O Caso do Campo Escalar Complexo

Vamos agora analisar o caso de um campo escalar complexo ¢ = ¢ + i¢o com a densidade de

lagrangiana na forma

L(9,¢",0u0,0,0") = (9,0")(8"0) = V(670) , (2.17)

onde o campo ¢ e seu conjugado complexo ¢* sdo considerados como independentes (ao invés
dos dois campos reais ¢; e ¢o) e notamos que o potencial V' depende apenas da amplitude do

campo. Com isso, obtemos as equagoes de movimento

v (z)
dx

—0 e 00"+ 5 V@) =0. (2.18)

00" + ¢ .
e=¢*¢

T=¢*¢
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Além disso, nesse sistema, temos que a lagrangiana é invariante sob as transformagoes (globais)
b — €9 e PF— e, (2.19)

com € € [0,27). Dessa forma, associada a essa transformacao, temos a corrente conservada

oL oL
= gt g e =160 — 6" ") (2.20)
w w

Para mais, o potencial V', no caso mais simples, mas ainda de relevancia, é da forma
V(¢*®) = m2¢*p, onde m? é uma constante. De fato, no regime de baixas amplitudes para o
campo, um potencial arbitrario pode ser aproximado nessa forma. Além disso, nesse caso, as

equagoes (2.18) coincidem com a equagao de Klein-Gordon
0,0" +m*p =0 (2.21)

para o potencial ¢, e de forma analoga para ¢*.

2.3 Interagcao do Campo Eletromagnético com o Campo Escalar

Usando os exemplos considerados acima, nosso objetivo agora serd explorar a interagao do
campo eletromagnético com um campo escalar complexo. Em particular, queremos obter as
equagoes de movimento para essa teoria, que sejam semelhantes as equagoes (2.15) e (2.18),
porém com a quadricorrente j* dependente do campo escalar, como consequéncia do acopla-

mento entre os campos. Para isso, vamos supor que a lagrangiana desse sistema é da forma
L=Lp,+Ly+ LyF,, , (2.22)

onde Lr,, e L, sao dados respectivamente pelas equagoes (2.12) e (2.17) e Lyf,, ¢ o termo de
interacao a ser determinado. Claramente, queremos recuperar as equagoes dos campos livres
nos casos A, = 0 ou ¢ = 0, isto ¢, na auséncia de interagao queremos que Lyr,, = 0.

A fim de determinar o termo de interagao LyF,, , vamos explorar as transformacoes locais

, 1

Ay — A, = A+ = 0ua(x”) (2.23a)
q

¢ — ¢ =g (2.23b)

¢t — ¢ = e @) pr (2.23¢)

que generalizam as transformagoes (2.16) e (2.19). Aqui, ¢ é uma constante real. Sob essas

transformagoes, o termo do eletromagnetismo F),, F'** ¢é claramente invariante, assim como o
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termo do potencial V(¢*¢). Contudo o termo cinético (9,¢*)(0"¢) nao é invariante, pois
0ut = € (O +i(0,)0) = €0 + (D)@ . (2.24)
Nossa estratégia sera entao introduzir a substituicao
0.0 = Dy = 0,0 + [(¢,0,0, A, 0,A,) (2.25)

de modo que D;¢' =¢e"D,¢, Le., o termo adicional f(¢,d,¢, A,,d,A,) é escolhido para com-
pensar o termo i(@ua)gb' na equacgao (2.24). Além disso, para recuperar as equagoes dos campos
livres, é também necessario que seja f = 0 quando A, = 0 ou ¢ = 0. Note agora que da

equacao (2.24) obtemos a relagao
0.9 — 1(0,0)¢ —iqAud = 0,0 — iqAuP
que pode ser reescrita na forma
Oud —iqA,0 = € (040 — igAu0)
onde usamos as transformagoes (2.23a) e (2.23b). Assim, definindo
Dyt := (O = iqAL)¢ (2.26)

obtemos a relacdo desejada D’ ¢ = ¢'“(D,¢). De forma semelhante, definimos Drg = (0, +
iqA,)$, que satisfaz a relagao D; o 6—m( Do),

Desse modo, podemos definir o lagrangiano
L= (D,o")(D"¢) = V(9*9) — —F 20 (2.27)

que é invariante sob as transformacoes locais (2.23). As equagoes de movimento para essa teoria

sao

0, F" = qj” (2.28a)
46
D, (D"¢) + d> =0 (2.28b)
dx N
D:(D*M¢*) + ¢*d‘2£cx) —0 ’ (2.28C)
T=p*¢p

onde definimos a corrente

j" = i[p(D™¢") — ¢*(D )] . (2.29)
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Notamos que a quadricorrente j* possui a mesma forma da corrente do campo escalar (2.20),
mas com a substituicao (2.25). Podemos agora verificar que essa corrente é, de fato, conservada.

Para isso, notamos que

Ou(¢ D™'¢") = (0,9)(D™¢) + ¢ 0, (D™¢7)
= (D"¢)(D™¢") +iqA (D™ ¢%) + @D, (D™¢%) — igAup(D™¢7)
= (D"¢)(D™¢") + ¢ D, (D™¢7) .

Da mesma forma, podemos verificar que
Ou(¢"D"¢) = (D™¢")(D"¢) + ¢* Dy (D ) .
Logo, obtemos

d d
Ot = il DY (D™6") — ¢ Dyu(DH6)] = i [—¢ s R
a=gxo

T=¢*¢p

onde na ultima igualdade usamos as equagoes de movimento (2.28). Logo a corrente (2.29) é,
de fato, conservada.
Agora iremos expressar o tensor F),, em termos do operador D,, o que serd importante na

proxima secao. Para isso, iremos mostrar que
\D,,D,| =D,D, - D,D, = —iqF,, , (2.30)
onde o operador D, D, é definido pela expressao (D,D,)(¢) := D,(D,¢). De fato, temos que

(DuDy)(9) = [(9 — 1qAL) (0, — iqgAy)](¢)
= 8#(81/¢) - ZQ[(auAV)¢ + Au(aﬂ¢) + A,U(au¢)] - quNAV )
de modo que

(DHDV - DVDu)((b) = _iq[(auAV)(b - (8vAu)¢] = _iq[auAV - 8,,Aﬂ](¢) = —igFu ¢ .
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3 Invariancia sob o Grupo nao Abeliano SU(2)

Nesta se¢ao, vamos explorar uma teoria invariante sob transformagoes locais do grupo SU(2),
generalizando o caso apresentado na segao (2.3) [que corresponde a transformagoes locais do

grupo U(1)]. Nesse contexto, os campos de interesse formam a matriz coluna

_ (]
- (%), "

onde ¢ e ¢9 sao campos escalares complexos. Em analogia ao caso de um campo escalar, temos

a densidade de lagrangiana

L(¢,9",0.0,0,0") = (0,0)'(0"9) — V(¢'9) (3.2)

onde denotamos ¢! = (¢}, %) e consideramos como independentes os campos ¢ e ¢'. Além

disso, notamos que a expressao anterior é invariante sob as transformacoes globais
p—Q e ¢l — 'O, (3.3)

onde a matriz ) satisfaz as relagoes QTQ) = I (aqui I é matriz identidade) e det Q = 1, ou seja,
2 é um elemento do grupo SU(2).
Dessa forma, nosso objetivo sera generalizar a teoria acima para o caso de transformacoes

locais, isto é, estamos interessados na teoria que permite as transformacoes

o(a") — ¢ (2#) = Q(a")p(2") (3.4a)
o' (a*) — ¢T(a") = o' (") (a¥) , (3.4b)

onde, para cada ponto z* do espaco-tempo, a matriz (x*) é um elemento do grupo SU(2).
Note que o termo potencial V (¢'¢) na expressio (3.2) é invariante sob essas transformacoes.
No entanto, o termo cinético (9,4)"(9"¢), assim como no exemplo explorada na segao anterior,

nao ¢ invariante, pois
0ud (") = Q") Bu(2") + (9, a"))p(") (3.5)

’ . . s’ . ~
e de forma semelhante para ¢ . Assim, em plena analogia com a estratégia adotada na secio

anterior, vamos introduzir a substituicao
au¢ — Duqb = au¢ + Au¢ ) (36)

onde a matriz A, é escolhida de forma a compensar o termo (0,2)¢ na expressao (3.5), i.e.,
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queremos que o operador D, se transforme (simultaneamente com o campo ¢) de modo que o
operador transformado D, satisfaga as relagoes D, ¢ = Q(D,¢) e (D¢ ) = (D,¢)'Qf. Para

isso, a fim de determinar como as matrizes A, devem se transformar, observamos que

QD¢ = UD, (70 P)) = QD + A6 = 0, Q71)d + Q2 (0,0) + QA0
= /@/ + [QAMQA + Q(auQil)]d .

Por outro lado, queremos que seja valida a relagao Q(D,¢) = D;lgzﬁ/ = 0,0 + A;lgzﬁ/. Assim é

necessarios que as matrizes A, se transformem na forma

A, — A, =QA,07 +0Q(0,07"). (3.8)

Além disso, pode-se mostrar que as matrizes A, — que sao os campos de Yang-Mills —
assumem valores na algebra de Lie ASU(2), associada ao grupo (de Lie) SU(2), ou seja, A,
sao matrizes anti-hermitianas com trago nulo. Em particular, podemos escrever

Ta
A, (z") = —igAZ(x”)? : (3.9)
onde g ¢ uma constante, chamada de constante de acoplamento de Gauge, os quadrivetores A7,
sa0 campos reais e indicamos com 7% as trés matrizes de Pauli. Claramente, os campos Af(z")
sao variaveis da teoria, ou seja, podem ser determinados ao se especificar uma lagrangiana
para o sistema. Com esse objetivo em mente, iremos generalizar o tensor F,,(z") dado pela
expressao (2.9); em particular, queremos construir um escalar que generalize a expressao (2.12),

sendo invariante sob a transformacao (3.8).

Por isso, em um primeiro momento, poderiamos supor que o tensor F),, deve ter a mesma
forma que no eletromagnetismo, isto ¢, F,, = 0,4, — 0,A,. No entanto, nao iremos obter

sucesso com essa abordagem. De fato, é facil verificar que

F,, = 0,A, — 0,A, = Q(0,A, — 0,A,)Q"
£ 004,07 - 8,(24,07) +9,[20,27] - 0,[00,07)].
i.e., devido aos termos da segunda linha na expressao acima, nao irfamos recuperar a invariancia

do tensor F),, — tal menos a invariancia do escalar F),, F'*” — sob a transformacao (3.8), em

oposigao ao caso do eletromagnetismo. Por isso, em analogia com a equacao (2.30), definimos

F.,.=[D,,D,], (3.11)
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onde [D,,D,| = D,D, — D,D,, (como antes). Com isso, podemos mostrar que
F, =D, D,)=QF,Q", (3.12)

o que segue da igualdade D;¢ = D;(QQ_%) = QOD,(27'¢), onde usamos a relagao D;(Q o) =

Q(D,¢). Dessa forma, definimos a densidade de lagrangiana

1 v
ﬁF;w = @TT(F‘LWF'U’ ) y (3].3)

que é invariante sob a transformagao (3.8), ja que
Tr(F, F™) = Tr(QF,, F*Q7") = Tr(F,, F*™) .
Acima, indicamos com Tr o trago de uma matriz.

E interessante mostrar que podemos reescrever a expressao (3.11) em termos das matrizes

A,,. Para isso, usaremos a relacao

(DuDy)(9) = [(0u + A (9, + A)](0)
= 6#(81/925) + ((()HAV)ng + Al,((()“gb) + Au(au¢) + AHAV o
que implica

D,D, — D,D, = 9,A, — 0,A, + A,A, — A A, |

isto é,
F.,=0,A,—0A,+[A,A)]. (3.15)

Logo o tensor F,, assim como as matrizes A,, assume valores na algebra de lie ASU(2).

i)
Observamos também que o tltimo termo na expressao acima pode ser reescrito como

A A) = (g [T ] = Cig(gente at ac) ™ 3.16
[#7 V]_< ®g> nev 272 - Zg(gﬁ ,uu)2 ( )

c be

onde €*¢ é o simbolo de Levi-Cevita. As constantes i€™¢ sdo chamadas de constantes de

estrutura da algebra ASU(2). Com isso, o tensor F),, pode ser expresso na forma

a

. a T
FHV = _ZgF,uy? (317&)
onde
Fp, = 0,45 — 9, A + g™ A AT (3.17b)

Além disso, a densidade de lagrangiana (3.13) pode ser reescrita em termos dos campos reais
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FS,, isto é, L, = —3F%, (F*)* .

pv?

3.1 Equacoes de Movimento

Usando os resultados apresentados acima, vamos agora considerar a densidade de lagrangiana
dada pela expressao

L= (D) D46~ V(616) — 1 F(F) (3.18)

que, por construgao, é invariante sob as transformagoes (3.3) e (3.8). A fim de obter as equagoes

de movimento, dadas pelas equacoes de Euler-Lagrange (2.2), notamos que

oL oL v (z)

— DH —— —(=A D! — p———~ 3.19
(9(3M(Z)T) ¢ € a(Z)T ( M) ¢ ¢ dx x:¢f¢ 9 ( )
onde usamos a igualdade AL = —A,. Desse modo, obtemos as equagoes de movimento
av
Dy(Dre) + ¢V @) =0 (3.20a)
dr |,_ 5o
e, de forma andloga,
av
Di((D*¢)") + of —df) =0, (3.20Db)

r=g1¢

onde denotamos D} ((D*¢)") = 8,(D*¢)! + (D*¢)TAl,. Ao mesmo tempo, temos que

% — (P e gjg — gee AL (FO)M — gjt | (3.21)
onde definimos as correntes
=i (D) o~ 6 T (D) (322)
Dessa forma obtemos as equagoes de movimento
Ou(F) + ge™ A (FY™ = g5y (3.23)
ou, de forma mais compacta,
D(FY™ 2= 0, (F*)* + ge™ AL (PP = gt (324

Podemos verificar que o tensor (F'*)* satisfaz a propriedade D, (D, (F*)*) = 0, de onde
segue a igualdade D,j* = 0, que generaliza a relagao d,j* = 0 valida para o caso do Eletro-

magnetismo.
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E também bastante evidente que todo o processo acima pode ser facilmente repetido para o
casos de outros grupos de Lie ndo abelianos, como é o caso de SU(3). Também notamos que as
componentes reais dos campos de Yang-Mills A}, existem em mesmo nimero que a dimensao do
grupo em consideragao, i.e., temos 3 campos Ay, para cada cada valor de y, no caso do grupo
SU(2).

3.2 Comparacao com o Eletromagnetismo

Como vimos, é claro que os tensores Fyj, exercem um papel andlogo ao do tensor F,, do eletro-
magnetismo [veja equagoes (2.9) e (3.17b)]. No entanto, a presenga do termo extra ge“bcAZAf,,
no primeiro caso, leva a nao linearidades na teoria, isto é, as equagoes de movimento para
os campos de Yang-Mills A, sao nao lineares, o que representa a auto-interacao dos campos.
Ademais, isso ocorre mesmo na auséncia do campo ¢ [veja a equagao (3.23)].

Além disso, como foi dito anteriormente, a teoria com a densidade de lagrangiana (3.18)
generaliza a teoria apresentada na subsecao (2.3). Para deixar claro que esse é o caso, podemos
fazer o processo inverso, isto é, reobter a teoria mais simpes a partir da mais geral.Com esse
objetivo em mente, observamos que a teoria dada pela expressao (2.27) é invariante sob o grupo
de Lie U(1) (que é abeliano): de fato, as transformacdes e***") sio elementos do grupo U(1),
enquanto que os numeros complexos ia(z#) sdo elementos da dlgebra de Lie AU(1). Além disso,
notamos que o grupo U(1) é homeomorfo ao grupo U := {diag (¢'®, e~™*), com « real} que
claramente é um subgrupo de SU(2). Agora se impomos que as matrizes € na transformacao

(3.4) sao elementos do grupo U, obtemos que os campos de Yang-Mills sao da forma

7_3

A, = —igaME : (3.25)

onde a, sao campos reais e 7° = diag(1, —1) é uma das matrizes de Pauli. Com isso, temos que

(Ou —i5au) &
D,o = )
0 <(au +i au) 2y (3:20)

de modo que a expressao (3.18) pode ser reescrita na forma

£= (D) (D) + (Dugi) (D) + VIgion + 636) + L™, (327

onde fy, := 0ya,—0,a, e D,¢; = 0,¢; —15 a, ¢;. Logo, fica claro que recuperamos a teoria com

densidade de lagrangiana (2.27) quando ¢ = 0 e ao fazermos as identificacoes ¢ = §, a, = A,

e ¢ = ¢1.( De modo equivalente, podemos fixar ¢; = 0 e usar a identificacdo ¢ = ¢35 . )
Portanto, fica evidente que a nao linearidade na teoria dada pela expressao (3.18) emerge

do fato que o grupo de Gauge da teoria é nao abeliano, i.e., a nao comutatividade do grupo de
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Gauge leva a nao linearidades na teoria.
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4 Conclusoes

Como vimos acima, as transformagcoes de Gauge estao relacionadas com a invariancia da den-
sidade de lagrangiana, para um dado sistema fisico, sob transformagcoes locais dos campos,
onde as transformagoes sao representadas pelos elementos do grupo de Gauge da teoria. Nesse
contexto, a densidade de lagrangiana, que representa a interagao do campo eletromagnético
com um campo escalar, pode ser derivada a partir da imposicao de que a teoria seja invariante
sob transformagoes locais do grupo abeliano U(1). Além disso, vimos que essa teoria pode ser
generalizada para o caso do grupo nao abeliano SU(2), o que leva a construgao dos campos
de Yang e Mills: isto ¢, as matrizes A,, que exercem um papel andlogo ao do quadrivetor do
eletromagnetismo, assumem valores na algebra de Lie ASU(2). Ademais, essa teoria é nao

linear nos campos de Yang-Mills, fato que decorre da ndo comutatividade do grupo SU(2).
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