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RESUMO

NASCIMENTO, R. M. K-Teoria e Teorema da Periodicidade de Bott. 2024. 93 p. Monografia
(Bacharelado em Matematica) — Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo,

S3do Paulo, 2° Semestre de 2024.

O projeto tem como foco estudo da K-Teoria reduzida, que é uma teoria de cohomologia ge-
neralizada por satisfazer todos os axiomas de Eilenberg-Steenrod, exceto o axioma da dimensao.
Essa teoria estuda classes de fibrados vetoriais sobre espagos topoldgicos.

Assim, o trabalho se inicia com a defini¢do de fibrados vetoriais e a apresentacdo de proprie-
dades importantes. Em um segundo momento, ocorre a introdugao da K-Teoria reduzida.

Neste momento, também é apresentado o seu cardter como uma teoria de cohomologia ge-
neralizada, utilizando-se do Teorema da Periodicidade de Bott, cuja demonstracdo e aplicagdes

sdo discutidas ao final do projeto.

Palavras-chave: K-Teoria. Teorema da Periodicidade de Bott. Fibrados Vetoriais. Cohomologia

Generalizada.



ABSTRACT

NASCIMENTO, R. M. K-Theory and Bott Periodicity Theorem. 2024. 93 p. Monografia (Bacha-
relado em Matematica) — Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sdo

Paulo, 2° Semestre de 2024.

The project focuses on the study of reduced K-Theory, which is a generalized cohomology
theory because it satisfies all the Eilenberg Steenrod axioms, except the dimension axiom. This
theory studies classes of vector bundles over topological spaces.

Thus,this work begins with the definition of vector bundles and the presentation of important
properties. In a second moment, reduced K-Theory is introduced.

At this point, its nature as a generalized cohomology theory is also presented, making use of
Bott Periodicity Theorem, whose demonstration and aplications are discussed at the end of the

project.

Keywords: K-Theory. Bott Periodicity Theorem. Vector Bundles. Generalized Cohomology.



Lista de Figuras

2.1 Quocienteentre XUCAe X/A . . ..
2.2 Quociente entree (XUCA)UCXeSA






Lista de Tabelas

1  Periodicidade dos grupos de homotopiade O(n)eSp(n) . . ... ..........

2 Periodicidade dos grupos de homotopiade U(n) . . .. ................

3  Periodicidade de K*(S?) . ... ...

A.1 Tabela de multiplicacdo dos octonios



IME
USP
CNPq

Unicamp

LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

Instituto de Matematica e Estatistica
Universidade de Sao Paulo
Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnolégico

Universidade Estadual de Campinas



cpr

LISTA DE SIMBOLOS

Produto interno

Produto externo

Isomorfismo de grupos ou de anéis
Isomorfismo de fibrados vetoriais
Relagdo de equivaléncia de K(X)
Relagdo de equivaléncia de K(X)

Para todo

Ntmeros complexos

Espago complexo coordenado de dimensao n
Espaco projetivo complexo

Cone de X

Conjunto das fungdes continuas entre espagos topolégicos X e Y
Fronteira de um espaco

Hemisfério norte da esfera S
Hemisfério norte da esfera S

Fibra sobre x de E

Grupo linear geral complexo

Grupo linear geral real

Fibrado linha canénico

Quatérnios

Morfismos entre X e Y em uma categoria
Imagem de T

Funtor da K-Teoria

Funtor da K-Teoria Generalizada
Ntcleode T

Octonios

Grupo das matrizes ortogonais

Soma direta

Produto tensorial

Complemento ortogonal

n-ésimo grupo de homotopia



f*

R"
IRP"

S

)y

gn

Sp(n)

SX

T,S"

TS"

U(n)
VBM(E, F)

811

N

Pullback de f

Ntimeros reais

Espago real coordenado de dimensdo n
Espaco projetivo real

Suspensao

Suspensdo reduzida

n-esfera em R"*!

Grupo simplético unitario

Suspensdo de X

Espago tangente a 5" em p

Fibrado vetorial tangente a S"

Grupo das matrizes unitarias
Funcgoes entre fibrados vetoriais
Fibrado vetorial trivial de dimensao n
Soma wedge

Produto smash

Ntuimeros inteiros

Ntimeros inteiros médulo n

Conjugado complexo



Sumario

Introducgao

1 Fibrados Vetoriais

1.1
1.2

1.3

Fibrados Vetoriais . . . . . . .. .. . .. .
Operagoes em Fibrados Vetoriais . . . . .. ... ... ... ... ... .. ...,
121 Soma . . . . .. e
122 Produto . ... ... .. e
Classificacdo de fibrados vetoriais . . . . . . . . . . ..
1.3.1 Pullback de fibrados vetoriais . . . . . ... ... ... . o oL
1.32 Fungdescolagem . . . ... .. ... .. .. ... ...
1.3.3 Aplicagdo das fungdescolagem . . . . ... ... ... oL oL

2 K-Teoria como Teoria de Cohomologia

21

2.2

Osfuntores Ke K . . . . . . ..
2.1.1 Estruturasdeanel . .. ... ... ... ...
212 Homomorfismosimportantes . . . . . ... ... ... .. L o 0L
OSaxiomas . .+« v v v v e e e e e e e e e e e e e e e e
22.1 Sequéncia exata induzida por conesiterados . . . ... ... ... .. .. ..
222 Oprimeiroaxioma . . . .. ... ...
223 Oterceiro axioma . . . . . v v vttt e e e e e e e e e e

3 Teorema da Periodicidade de Bott

3.1
3.2
3.3
34

Partel . . . . o e e e

OTeorema . . . . . . o v it e e e e e e
Aplicagdes . . . . ...

34.1 Esperas Paralelizdveis . . ... ........... .. ... ... .. ...,

12
12
22
26
26
34
38



A Os Octdnios de Cayley
A.1 Duplicacdo de Cayley-Dickson



Introducao

Uma importante investigagdo na topologia é a verificacdo se dois espagos sdo homeomorfos ou
ndo. Uma forma simples de verificar que dois espagos ndo sao homeomorfos é através de invari-
antes topologicos. Um exemplo de invariante topoldgico é o funtor 711, também conhecido como
grupo fundamental. Quando dois espagos X e Y sdo homeomorfos, temos que 71 (X) ~ m1(Y).
Isto é, dois espagos com grupos fundamentais ndo isomorfos ndo podem ser homeomorfos. De
forma mais geral, ha os invariantes topol6gicos que sdo os funtores 71, com n > 1, todos eles co-
nhecidos como grupos de homotopia, de forma que o n-ésimo grupo de homotopia de um espago
topologico X é o conjunto das classes de homotopia de mapas continuos « : (I",9I") — (X, xo)
onde I" é [0,1]", x é mapa de I" em X e a(dI") = xp, ou seja, a(x) = xp, Vx € oI".

Um problema que surge nessa investigacao é a dificuldade em se calcular os grupos de homo-
topia de alguns espagos. Até os dias de hoje, computar esses grupos para as esferas permanece
um problema em aberto. Em especifico, é complicado calcular 77;(S") quando i > n.

Assim, uma pergunta importante que surge é “como construir novos invariantes?”. Uma
estratégia é a construgdo de novos funtores, e as teorias de homologia e cohomologia surgem
como alternativas aos grupos de homotopia. Nesse novo contexto, os axiomas de Eilenberg-
Steenrod caracterizam as condi¢des para que uma série de funtores seja uma teoria de homologia
ou cohomologia.

Além de uma nova alternativa, essas teorias levam a muitos outros resultados. A partir da
homologia, é possivel alcangar diversas aplica¢des, por exemplo o resultado cldssico da topologia
algébrica que diz que esferas S" possuem um campo continuo de vetores tangentes ndo nulos se
e somente se 7 for impar. Um outro exemplo de aplicacdo, neste caso algébrica, é a demonstragao
de que R e C sdo as tnicas algebras de divisao de dimensdo finita que sdo comutativas e possuem
identidade. H4 diversos outros exemplos de aplica¢des em diferentes &reas.

A K-Teoria surge como um exemplo de teoria de cohomologia generalizada, isto é, uma te-
oria de cohomologia que satisfaz os axiomas de Eilenberg-Steenrod com excegdo do axioma da
dimensdo. Essa teoria utiliza uma sequéncia de funtores K" para inteiros n construidos a partir

de classes de equivaléncia de fibrados vetoriais. Um dos diversos exemplos de aplicacdo desta
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teoria, que ndo foi explorada neste trabalho, se refere a versao cldssica Teorema da Periodicidade
de Bott. Este teorema é um resultado na periodicidade dos grupos de homotopia estdveis de
alguns espagos, em especifico das matrizes ortogonais O(n), das matrizes unitarias U(n) e das
matrizes do grupo simplético unitdrio Sp(n) (para n suficientemente grande), conforme apre-
sentado nas tabelas abaixo. Isto é, a K-Teoria auxilia no problema apresentado inicialmente, da

dificuldade do calculo dos grupos de homotopia.

i (mod 8) 0] 1]2[3]4]5]6
(0) = lim m(OM)) [Z> [Z; [0[Z ] 0 | 0

ni(Sp):&i_r&m(Sp(n)) 0|0 |0|Z|Zy | Zy|0|2Z

NI~

Tabela 1: Periodicidade dos grupos de homotopia de O(n) e Sp(n)

1
z|

i (mod 2) |0
mi(U) = lim 75;(U(n)) \ 0

Tabela 2: Periodicidade dos grupos de homotopia de U(n)

Neste trabalho, sera explorada a K-Teoria reduzida, que se baseia em uma sequéncia de fun-
tores K" também construida a partir de classes de equivaléncia de fibrados vetoriais. Dentre
as diversas aplica¢des destas teorias, foi feita a escolha de foco no resultado das esferas para-
lelizaveis, que é interessante ao afirmar que as Unicas esferas que possuem fibrado tangente
trivializavel sdo S°, S!, S® e S”. A partir da mesma demonstragdo também é possivel extrair um
resultado algébrico, que diz que as tnicas 4lgebra de divisdo reais sdo R, R?, R* e R8.

Além disso, neste texto sera explorada apenas a versao complexa do Teorema da Periodici-
dade de Bott, que mostra que hd uma periodicidade nos grupos da K-Teoria generalizada da
esfera, isto é:

n(mod2) |0 [1]
K (s*) [z ]|o]

Tabela 3: Periodicidade de K"(5?)

Essa versdo foi escolhida pois serd importante tanto para a verificagdo de que a K-Teoria re-
duzida é uma teoria de cohomologia generalizada quanto para o resultado referente as esferas

paralelizéveis e dlgebras de divisdo reais.

Estruturalmente, o trabalho é dividido da seguinte forma:

1. Capitulo 1 - Uma apresentagdo dos fibrados vetoriais e algumas de suas propriedades. Em

um primeiro momento sdo apresentadas defini¢des bésicas e posteriormente as defini¢des

2
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de soma direta e de produto tensorial, juntamente com propriedades destas operagdes que
serdo importantes na montagem da estrutura de grupo abeliano e de anel de K(X) e de

K(X). Ao final, as fungdes colagem terdo importancia direta no Teorema da Periodicidade.

2. Capitulo 2 - Apresentagdo dos funtores K e K, assim como da sequéncia K" que forma uma

teoria de cohomologia generalizada e a verificagdo desses axiomas.

3. Capitulo 3 - Demonstra¢do da versdo complexa do Teorema da Periodicidade de Bott e
aplicagdo deste na verificagido de que as tnicas esferas paralelizaveis sdo S°, S!, S3 e §7,
assim como R, R?, R* e R® sdo as dnicas dlgebras de divisdo reais. Para tal verificagao,
alguns lemas ndo foram demonstrados, sendo tratados como resultados assumidos para
fins de desenvolvimento. De forma geral, o trabalho é concluido com uma amostra do

potencial da K-Teoria para a resolugdo de problemas.
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Capitulo 1

Fibrados Vetoriais

Neste capitulo, sdo apresentados os fibrados vetoriais e algumas de suas propriedades

1.1 Fibrados Vetoriais

Nesta se¢do o objetivo central é o de definir os fibrados vetoriais. Ao final desta se¢do, o primeiro

resultado a ser apresentado é o de que as esferas S0 Sl S3 e S7 s3o trivializaveis.

Na esfera S? = {(x,y,z) € R3| x? + y? 4+ z2 = 1}, existe um plano tangente a cada ponto na
sua superficie. Seja x um ponto de S? e T,S? o plano tangente a x. Considere cada elemento
do plano T,S? como um vetor com inicio em x. Considere também TS? como o conjunto cujos
elementos sdo todos aqueles que pertencem a T,S? para algum x na superficie S2.

Uma maneira interessante de interpretar TS? é como uma uniéo de espacos vetoriais disjun-
tos onde, para cada x em S2, T,5% é um espago vetorial. Observe que a forma que construimos
TS? permite que mesmo que os planos tangentes parecam se intersectar, T,S? é formado por
vetores que possuem inicio em a e T,S? é formado por vetores com inicio em b, ou seja, quais-
quer dois planos tangentes a pontos distintos sdo disjuntos. Isto é, ndo os vemos como planos
contidos em R3, mas sim como espagos vetoriais bidimensionais independentes.

Uma possivel pergunta é se é possivel criar uma correspondéncia entre TS? e S? x R?, uma
vez que é possivel pensar no espaco tangente como um plano isomorfo a R%2. Em particular,
na exploracdo dos fibrados vetoriais, gostariamos de encontrar um homeomorfismo # : TS? —
S? x R? que, quando restrito, leva T,S?> em {x} x R? através de um isomorfismo de espagos
vetoriais. Entretanto, esse mapa h nao existe para S2.

Em outras palavras, é possivel dizer que o fibrado vetorial tangente a S? nao é trivializavel.
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O motivo e o significado disso serdo explorados nos préximos capitulos.

Defini¢do 1.1.1 (Fibrados vetoriais). Considere K como R ou €. Um fibrado vetorial de di-
mensao 7 consiste em um mapa continuo p : E — B em que E é denotado espaco total, B é

espago topolégico denotado por espago base e valem as seguintes propriedades:
1. Para todo b € B a fibra p~1(b) ¢ K-espago vetorial.

2. Existe uma cobertura (U,), de B tal que, para cada U,, existem homeomorfismos , :
p~1(Uy) — U, x K". O mapa h, é denotado trivializa¢io local do fibrado vetorial e suas
restricoes hy|, 1) : p~' (b)) — {b} x K" sdo isomorfismos de espagos vetoriais para todo

b € B.

Observacgao 1.1.2. De inicio todos os fibrados vetoriais serdo reais, ou seja, com K = R. Quando

for necessario, serd explicitado o uso do fibrado vetorial complexo, com K = C.

Exemplo 1: Um exemplo de fibrado vetorial é o fibrado trivial, cujo espaco total E é B x IR".

O fibrado p : B x R" — B é definido por
p(b,v) = b para todo (b,v) € B x R".

Exemplo 2: Mais um exemplo é o fibrado tangente a uma esfera 5. Assim como no texto de
apresentacdo desta se¢do, o plano tangente a uma esfera 5" = {(x1, X2, ..., Xu+1) € ]R”“| x% +
X024+ xfl = 1} num ponto p € S§" pode ser interpretado como o conjunto dos vetores com
inicio em p tais que esses vetores sdo ortogonais ao vetor que vai de 0 a p. Esse plano pode ser

definido como

Ty(8") = {(p,v) € {p} x R+ (p,v) = 0}.

Além disso, TS" = | T,(S") também pode ser definido por
peS”

TS" = {(x,0) € S" x R""|(x,v) = 0}.
O fibrado tangente é p : TS" — S" tal que p(x,v) = x para todo (x,v) € S" x R""!. Geome-

tricamente, pode-se interpretar este fibrado como o mapa que leva os vetores de T'S" para o seu

ponto de inicio.
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Defini¢ao 1.1.3. [Mapa entre fibrados vetoriais] Dados dois fibrados vetoriais p; : E;y — B,
p2 : E; — B, um mapa de fibrados vetoriais entre eles é f : E; — E, continuo tal que p; = p2 o f,

isto é, f € mapa continuo tal que

E—t L F

N

comuta e f é mapa linear entre cada fibra, isto é, f| i) FP1 1(b) — p,*(b) é mapa linear.

Notagdo: Dados dois fibrados vetoriais p; : E; — B e p2 : E; — B, denote por VBM(E, Ey)

o conjunto dos mapas de fibrados vetoriais entre p; : E; — Be py : E; — B.

Defini¢ao 1.1.4 (Isomorfismo entre fibrados vetoriais). Dados dois fibrados p; : E; — B, p :
E; — B, um isomorfismo entre eles ¢ um homeomorfismo h: E; — E; tal que k], Syt PL L) —

p, ' (b) é isomorfismo linear. Escrevemos E; ~ E,.

Definic¢do 1.1.5 (Fibrado Trivializavel). Um fibrado é trivializavel quando existe um isomorfismo

entre ele e um fibrado trivial.

Defini¢ao 1.1.6 (Se¢do). Dado um fibrado vetorial p : E — B, uma se¢do é um mapa continuo
s: B — E queleva cada ponto b € B paras(b) € p~!(b), ou seja, associa cada ponto da base com

um ponto da fibra nesse mesmo ponto.

Outras notac¢des importantes que serdo utilizadas nesta segao:

Notagido: Dados dois espagos vetoriais Vi e V,, Hom(V;, V,) denota o conjunto de fungdes

lineares entre V; e V.

Notagdo: Dados dois espagos topoldgicos X e Y, C(X,Y) que denota o conjunto das fungdes

continuas entre X e Y.

Lema 1.1.7. Considere o mapa ¢ : VBM(B x R",B x R™) — C(B,Hom(R",R™)) definido por
¢(f) : B— Hom(R",R™) tal que ¢(f)(b) = p2(f(b,—)) : R" — R™. Observe que py é projegio do

7



1.1. FIBRADOS VETORIAIS CAPITULO 1. FIBRADOS VETORIAIS

mapa f(b, —) na sequnda coordenada
f(b,0) = (b,v') € BXxR" = pa(f(b,0)) =v' € R" V(b,v) € BXR
O mapa ¢ é bijecio.

Demonstragdo: A fungdo estd bem definida pois para todo f € VBM(B x R",B x R™), ¢(f)
realmente é mapa continuo pois a composi¢do das fun¢des continuas p; e f é continua. Assim,
¢(f) € C(B, Hom(R",R™)).

Provemos primeiro a sobrejetividade. De fato, se ¢ € C(B, Hom(R",R™)), pode-se definir

f:BxR"— B xR por
f(b,v) = (b,y(b)(v)) V(b,v) € BxR"

A fungdo f é mapa linear fixado cada b pois (b)) € Hom(R",R™) é mapa linear. f é mapa
continuo pois ¢ é continuo também e de fato f € VBM(B x R).

Basta notar que ¢(f) = ¢:
P(b) : R" — R™ é mapa tal que ¢(b)(v) € R" Vb € BVv € R"

o(f)(b) : R" — R™ é mapa tal que ¢(f)(b)(v) = p2(f(b,v)) = ¥(b)(v) € R™ Vb € BYov € R".

Provada a sobrejetividade, a injetividade segue de tomarmos f1, fo € VBM(B x R", B x R™)
com f1 # f». Isso significa que existe (b,v) € B x R" tal que f1(b,v) = (b, u1), f2(b,v) = (b, uz)
e uy 7 up. Portanto, ¢(f1) # ¢(f2) pois ¢(f1)(b) # ¢(f2)(b), uma vez que ¢(f1)(b)(v) = u #
u' = ¢(f2)(b)(0). =

Lema 1.1.8. Dado f : E; — E; mapa continuo entre os fibrados vetoriais py : Ey — Be py : E; —
B, temos que f é um isomorfismo entre fibrados nos termos de 1.1.4, se f leva p;*(b) em p,*(b) por

isomorfismo linear para todo b € B.

Demonstragido: Resta mostrar que f é homeomorfismo e ja temos que f é bijecdo, uma vez que
leva p; ! (b) em p, ! (b) de maneira bijetiva para todo b € B e as fibras nao se intersectam.
Considere U um aberto do espago B tal que a restricdo dos dois fibrados a esses abertos é
trivial, ou seja, existem homeomorfismos /1y : p; ' (U) — U x R" e hp : p; 1 (U) — U x R™.
Note que é possivel cobrir B com abertos que trivializam os dois fibrados apenas tomando

intersecgdes entre as coberturas que trivializam cada um dos dois fibrados vetoriais.

8



CAPITULO 1. FIBRADOS VETORIAIS 1.1. FIBRADOS VETORIAIS

Agora, antes de proceder com a demonstra¢do, note que podemos supor sem perda de ge-
neralidade que E; e E; sdo fibrados vetoriais triviais. Isto é, E; = B x R" e E; = B x R™. Para
visualizar isto, basta notar que a continuidade é uma condicado local e que f ¢ homeomorfismo se
e somente se o mapa f' : U x R" — U x R™ que faz o diagrama a seguir comutar possui inversa

continua:

fl 71() _
s py N (U)

py(U)
hq hy

UXR' —— 5 UxR"
f|u><IR”
P#& A“
u

Onde prﬁxw : U x R" — U é a projecdo definida por

pri®: (b,0) =b V(b,v) € U x R"

e pri>R" U x R" — U é a projegao definida por

pr R, o) = b V(b 0') € U x R”

Note que f{;, € VBM(U x R",U x R™) porque f{; = hyo f|, 1) © hy! é continua e li-
near em cada fibra com prﬁxw = prlLJ[X]Rm o f{; para todo aberto U da cobertura de B que gera
trivializagoes locais. Além disso, f]; também leva (prd*®")=1(p) em (pri*®")~1(b) por isomor-
fismo linear, herdando a caracteristica de f de levar fibra em fibra por isomorfismo linear para

todob € U.

Fica claro que no diagrama que f~! é continua, ou seja, f é mapa aberto se e somente se, para
todo aberto U nas condig¢des acima, f{; é mapa aberto. Basta entdo mostrar que, para U qualquer,
f{; possui inversa continua, 0 mesmo que mostrar que um mapa entre fibrados vetoriais triviais
possui inversa continua. Mostramos assim que, basta provar o caso em que f é mapa entre fi-

brados vetoriais triviais.

Supondo agora que p; : E; — B e p : E; — B sdo fibrados vetoriais triviais:
Temos f(b,v) = (b, k,(v)) para algum mapa k;, uma bije¢do continua linear de R” em R e, se

¢ é definida assim como no Lema 1.1.7 anterior, ¢(f) : B — Hom(R",R™) é tal que ¢(f)(b) = ky

9
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para todo b € B, com k;, dependendo continuamente de b € B, conforme também provado no
Lema 1.1.7.

A fungdo kj, possui inversa continua por ser bijecdo linear continua de R” em IR”. Basta
mostrar que k; é mapa aberto, o que é uma consequéncia do Teorema da Aplicacdo Aberta,
importante resultado na Anélise Funcional.

Conclui-se entdo que f|,xgr» possui inversa continua para todo b € B. Como k; é mapa linear
inversivel, que depende continuamente de b, temos: k, € GL,(R) e, assim, kb_1 = d;Tbad i(ky),
onde adj(ky) é a matriz adjunta de k;,. Escrevendo dessa forma, como a inversa é escrita pode
ser escrita de forma algébrica em termos das entradas de k;, é possivel notar que kb’1 também
depende continuamente de b € B. Com isso, ¢ possivel concluir que f~1(b,v) = (b,k, ' (v)) ¢
mapa continuo em todo o seu dominio, como queriamos.

O]

Lema 1.1.9. Um fibrado vetorial de dimensdo n da forma p : E — B é trivializdvel se e somente se existem
n se¢oes s1, Sz, ..., Sy : B — E tais que {s1(b),s2(b), ..., sn(b)} € linearmente independente em cada

fibra p~1(b).

Demonstragido: Se p : E — B é isomorfo ao fibrado trivial, entdo existe um homeomorfismo
. . . . -1 L. . .
h: E — B xR" que, restrito a cada fibra h|,1; : p~ (b) = {b} X R" é isomorfismo linear.
Note que o inverso de | p-1(p) também é isomorfismo linear. Isomorfismos lineares levam vetores
linearmente independentes em vetores linearmente independentes e entdo, como IR” possui base
-1 -1 c ez
com n vetores {vy,..., vy}, h]p,l(b) leva cada {b} x v; em algum x; € p~*(b), sempre existird
alguma secdo s; tal que s;(b) = x; para todoi € {1,..,n} e {s1,...,5,} é conjunto linearmente
independente no espaco vetorial p~1(b).
Por outro lado, se sabemos que existem 71 se¢des linearmente independentes, verifiquemos

queomapah : B x R" — E tal que

h(b,t1,...ty) = Zn: tis;(b) para todo (b, t, ..., t,) € B x R"
i=1
é isomorfismo entre o fibrado p : E — B e o fibrado trivial.

Para provar que h é isomorfismo, primeiramente provemos que ¢é bijecdo. A sobrejetividade
segue do fato de que, para todo x € E, existe algum by € B (unico) tal que p(x) = by, ou seja,
x € p~1(by) para algum by € B. Como {s1(bp),s2(bo),...,sn(bo)} é base de p~1(by), x pode ser
escrito de forma tnica como x = il t!si(bo) para determinados valores t}, ...t;, € R. Isso implica

i=

que x = h(b,t},..., ;). A unicidade de b e a unicidade dos valores t}, ..., f;, também implicam que

h é mapa injetor.
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E possivel observar também que / se restringe a um mapa linear entre as fibras dos dois
fibrados pois se i’ = h|«rs para algum b € B qualquer, entdo /' : {b} x R" — p~'(b) é
linear. De fato, como a soma do espago vetorial {0} x R" é (b,x) + (b,y) = (b, x +y) e o produto
por escalar nesse mesmo espago é a(b,x) = (b,ax) com x,y € R" e com & € R, temos que

W (0 F1, oy b) + a(b, k1, kn)) = W (b, 1+ ki, ooy by + akn) = 32 (i + aki)si(b) = 3 tisi(b) +
i=1 i=1

n
a Y kisi(b) =N (b, ty,...tn) +ah' (b, kq,..., k) para todos &, t1, ..., ty, 51, ..., Sn € R.
i=1
Portanto, h se restringe a isomorfismo linear entre as fibras dos fibrados o que, pelo Lema
1.1.8 implica que h é isomorfismo entre fibrados.

O

Observagao 1.1.10. [O fibrado vetorial tangente de S! é trivializavel] Dado o fibrado tangente
p : TS — S!, mostremos que, em qualquer ponto x = (x1,x2) € R? que pertence a S!, p~1(x)
é fibra tal que existe secdo s tal que {s(x)} é linearmente independente em p~!(x) para todo

x € SL. Se

s((x1,x2)) = ((x1,%2), (—x2,x1)),

essa secdo permite concluir que, como {s(x)} é linearmente independente em p~!(x) para todo

x €St pelo Lema 1.1.9, o fibrado vetorial tangente de S 1 6 trivializavel.

E importante visualizar que aqui (—x2,x1) é uma rotagdo de (x1,x2) por 71/2 no sentido
horério. Se observarmos R? como o plano complexo e (x1,x2) como x1 + ixp, temos que s faz
uma multiplica¢do por i, pois i(x1 + ixp) = ix] — X, identificado por (—x2, x1) no plano. Assim,

pode-se denotar s(x) = (x,ix). Essa notagdo serd importante nas préximas observagoes.

Observacgdo 1.1.11. [O fibrado vetorial tangente de S3 é trivializ4avel] No fibrado tangente p :
TS® — 3 pode-se realizar o mesmo processo anterior, mas identificando todo x = (x1, x2, x3, X4)
em R* por x1 +ix, + jx3 + kx4 nos quatérnios. Em H, conjunto dos quatérnios, basta observar
queij = k, jk =i, ki = j, ji = —k, ik = —j, kj = —i para calcular ix, jx e kx. Aqui, no fibrado

p:TS® — S3 é possivel definir trés secdes
51 (X) = (x, lX) = (x/ (_XZ/ X1, —X4, X3)),

s2(x) = (x,jx) = (x, (—x3, x4, X1, —x2))
es3(x) = (x,kx) = (x, (—xs, —x3, %2, x1)),

de forma que (ix, x) = (jx,x) = (kx, x) = 0 (as secdes realmente estio em p~!(x) para todo x).
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Por fim, temos que {s1(x),s2(x),s3(x)} é conjunto linearmente independente em p~!(x) para
todo x porque (ix, jx) = (ix, kx) = (jx,kx) = 0. Ouseja, {ix, jx, kx} é conjunto onde os elementos
sdo ortogonais dois a dois, e portanto linearmente independente. Assim, {(x,ix), (x, jx), (x,kx)}
também ¢é linearmente independente.

Assim, pelo Lema 1.1.9, o fibrado vetorial tangente de S3 é trivializavel.

Observagao 1.1.12. [O fibrado vetorial tangente de S7 é trivializavel] Para mostrar que esse fi-
brado também é trivializavel, basta repetir o processo anterior, mas desta vez com os Octonios, o
conjunto cuja construcdo é discutida no Apéndice A. Além da construgéo, os calculos necessarios
também estardo detalhados no apéndice. Cada elemento de um octénio pode ser escrito como
ag + ayiy + axip + aziz + agis + asis + aeis + aziy com ag, ay, 4z, a3, as, as, de, a7 € R e tal que
i1, 1o, 13, 14, i5, i € iy unidades imagindrias, ou seja, ifl = —1 para todon € {1,2,..,7}. No
fibrado tangente p : TS’ — S” é possivel definir sete segdes s, (x) = (x,i,x),n € {1,2,...,7}.

Temos que que (i x,x) = 0 para todon € {1,2,...,7}, o que implica que as se¢des realmente
se encontram em p~!(x) para todo x e, além disso, também ocorre (inx,i,x) = 0 para todos
mn € {1,2,..,7} com m # n. Do fato de que em {i,x,n € {1,2,..,7}} os elementos sdo
dois a dois ortogonais, conclui-se que este conjunto é linearmente independente e, portanto,
{(x,inx)|n € {1,2,...,7}} = {su|n € {1,..7} } também ¢é linearmente independente.

Por fim, pela Proposicdo 1.1.9, concluimos que o fibrado vetorial tangente de S” também é

trivializavel.

O fibrado vetorial tangente de S° também ¢ trivializavel pois S° = {—1,1}, TS® = {(p,v) €
S% x R%|(x,v) = 0} e, como R = {0}, também pode-se escrever TS? = {(—1,0),(1,0)} = S x
RY. Concluimos assim, que os fibrados vetoriais tangentes de S0 Sl 83 e S7 sdo trivializaveis.

Em momento futuro, serd possivel concluir que estas sdo as tnicas esferas com tal condicdo.

1.2 Operagoes em Fibrados Vetoriais

Nesta se¢do sera definida a operacdo de soma para fibrados vetoriais e serdo apresentadas al-
gumas propriedades, em especial a existéncia de um anélogo ao fibrado que é inverso da soma

para todo fibrado vetorial.

1.2.1 Soma

Primeiramente, relembre a defini¢do de soma direta entre dois espagos vetoriais:

Defini¢ao 1.2.1. A soma direta entre 1 espacos vetoriais V;, ,V, é umespaco @ V; onde cada
1<i<n
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v € @ V; pode ser unicamente representado como v = v; @ ... & v, com v; € V; para cada
1<i<n

jed{l, .. n}.

Definicdo 1.2.2 (Soma direta). A soma entre dois fibrados p; : E; — Be py : E; — B é um fibrado
p:E1@®Ey, —» Btalque E1 @ E; = {(v1,v2) € E1 X Ea|p1(v1) = p2(v2)} e p(v1,v2) = p1(v1) =
p2(v2) para todo (v1,v2) € E; & Es.

Proposicao 1.2.3. A soma direta entre fibrados vetoriais p1 : Ey — B e py : Ey — B é realmente um

fibrado vetorial.

Demonstra¢ao: Considere o fibrado soma direta p : E; © E; — B. Sabemos que xistem co-
berturas de B nas quais existem trivializa¢des locais para cada um dos fibrados p; e po. Ou
seja, tomando intersc¢des entre essas coberturas caso necessdrio, é possivel concluir que existe
uma cobertura (Uy)q de B tal que existem os homeomorfismos h; : p;'(Uy) — Uy x R" e
hy = py L(u,) — U, x R™ que se restringem a isomorfismos vetoriais entre cada fibra.

Isso significa que, considerando a mesma cobertura (U, )., existe a seguinte trivializacdo local
do fibrado soma: hy X hy : p~1(U,) — U, x R™™ definido por hy X hy(v1,02) = (fi(h(v1)) =
f1(ha(v2)), fa(h1(v1)), f2(ha2(v2))). f1 e f2 sdo as seguintes projegdes:

* Se hl(Ul) = (&ll, bl) coma; € U, e by € R”, temos f1<h1(01)> =ay ef2<]’l1(7)1)) =b
* Se hy(v2) = (az,b2) comay € Uy e by € R™ temos f1(ha(v2)) = az e fa(ha(v2)) = by

Observe, portanto, que o propdsito das projecdes é ndo haver a repeti¢do de p1(hi(v1)) =
p1(h2(v2)) (como ocorreria caso o produto fosse definido apenas por (h1(v1), h2(v2))) e termos
exatamente iy X hy(v1,v3) € Uy X R"™™, contradominio desejado para hy X hy. agora ser inter-
pretado como uma trivializagdo local do fibrado p : E; ® E; — B. Observe também que todo
(v1,v2) € p~1(Uy) é tal que v1 € p; ! (Uy) e 02 € p, ' (Uy), por isso faz sentido calcular (1) e
hy(v2). Como hy e hy sdéo homeomorfismos que se restringem a isomorfismos vetoriais, hy X hy
também satisfaz essas condi¢des e, uma vez que este processo pode ser realizado para qual-
quer aberto da cobertura (Uy),, conclui-se que realmente h4 trivializa¢des locais para o fibrado

p:E1€BE2—>B.

Além disso, o fato de que S, = p~1(b) = {(w,v) € E1 ® Ez|p1(u) = pa(v) = b} é um
espaco vetorial para todo b € B segue de p; ' (b) e p, ' (b) serem espagos vetoriais, pois (u1,v1) +
Y(u2,v2) = (U1 + yua, v1 + Yv2) € Sy para todos (u1,v1), (U2, v2) € Sey € R, pois uy + yuy €
py 1 (b) e v1 + y0p € py L(b). O

Utilizando o resultado acima, é simples concluir o seguinte corolario:
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Corolario 1.2.4. A soma direta entre dois fibrados trivializdveis py : Ey — B e py : Eo — B é trivia-

lizdvel,

Demonstragdo: Se os dois fibrados sdo trivializaveis, existem homeomorfismos /1 : E; — B X
R" e hy : E; — X B x R™ que se restringem a isomorfismos vetoriais em cada fibra. Ou seja, h; e
hy sdo isomorfismos entre os fibrados enunciados e fibrados triviais.

A situagdo encontrada é: hd apenas um aberto na cobertura (Uy), de B onde os fibrados
p1: E1 = Be py: E; — B sdo trivializdveis localmente: esse tnico aberto de (U, ), € 0 préprio
B. Explicitamente, considerando p : E; © E; — B o fibrado da soma direta, pode-se definir
hy x hy : p~1(B) — B x R"*™ da mesma forma que na Proposigdo anterior 1.2.3: hy X hy(v1,vp) =
(fi(h1(v1)) = (fi(ha(b2)), f2(h1(v1)), f2(h2(v2))). Ele serd um homeomorfismo que se restringe
a isomorfismos lineares em cada fibra. Como p~!(B) = E; ® Ej, a afirmagao anterior significa

que hy X hy é um isomorfismo entre o fibrado soma direta e o fibrado trivial. O

Observagao 1.2.5. Também pode ocorrer de uma soma entre fibrados vetoriais ndo ambos trivi-
alizaveis ser trivializavel. Um exemplo é a soma direta entre o fibrado vetorial tangente a S"” em
R"*! e o fibrado vetorial normal a S" em R" 1.

De fato, se E; = {(x,tx) C §" x R""l|t € R}, o fibrado normal é p; : E; — S" com p(x,v) =
x para todo (x,v) € E;. Além disso, o fibrado tangente é p, : TS" — S" tal que p(x,v) = x, com
E; = TS" = {(x,v) € S" x R""|(x,v) = 0}.

Pela Defini¢do 1.2.2 temos que o fibrado soma direta é p : E; ® E; — B definido por p(vq,v2) =
p1(v1) = p2(v2). Utilizando a notagdo da Definigdo 1.1.4, é facil notar que E1 & E; = {(x1,v1), (x2,2)) €
E1 X Ex|p1(v1) = p2(v2) } = {(x1,v1,x2,v2) € E1 X Ea|x1 = X2, v1 = Axq paraalgum A € Re (x2,v2) =
0}. Note que cada fibra de E; @ E; possui dimenséo n + 1, pois fixado x € S§", o espago com to-
dos os possiveis v; é uma reta de dimensao 1 e o espago com todos os possiveis v; é um plano
tangente a esfera S" C R""!, em que todos os planos tangentes possuem dimensdo 7. Assim, é

possivel definir a aplicagdo continua f : E; & E; — S" x R"*! por
f((x,v1), (x,v2)) = (x,v1 + v2) para todo ((x,v1), (x,v2)) € E; & Es.

Como v; é paralelo a x e (x,v2) = 0, também temos que (v,v2) = 0. Portanto, temos que,
quando é fixado x € S", a restri¢do de f as fibras de x é mapa injetivo e, como as fibras possuem
as mesmas dimensdes, conclui-se que f é isomorfismo linear quando restrito em cada fibra. Nes-
tas condicoes, é possivel aplicar o Lema 1.1.8 e concluir que f é isomorfismo entre os fibrados
soma direta e um fibrado vetorial trivial, como queriamos.

Observe ainda que o fibrado vetorial normal é trivializavel: se o fibrado vetorial trivial de
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dimensdo 1 com base S" é pry : S" x R — §", definido por
pri(x,v) = x para todo (x,v) € S" X R,
pode-se construir o isomorfismo ¢ : S” X IR — E; entre os dois fibrados, definido por
¢(x,t) = (x,tx) para todo (x,t) € S" x R.

Note que de fato, ¢ se restringe a um isomorfismo linear entre as fibras, pois se x € s" qualquer e
Py = 4)|pr1_1(x) = ¢|{x} X R, temos que 1 é claramente bijecao e P, (x, t1) + ap(x, t2)=(x, 1 x) +
a(x, brx) = (x, (k1 +atr)x) = Px(x, 11 + aty) para quaisquer t1, tp, « € R. Assim, ¢ é isomorfismo
pelo Lema 1.1.8.

Quando um fibrado vetorial p : E — R™ somado a um fibrado trivializavel resulta nova-
mente em um fibrado vetorial trivializavel, dizemos que este fibrado é estavelmente trivial.

Portanto, acabamos de mostrar que o fibrado vetorial tangente a S” é estavelmente trivial.

Em geral, sob certas condi¢des, dado qualquer fibrado vetorial ndo trivializavel, é possivel
encontrar outro fibrado cuja soma com o inicial seja o fibrado trivial. Iniciemos com alguns

resultados que serdo importantes para demonstrar este fato.

Defini¢do 1.2.6 (Produto interno em fibrado vetorial real). Um produto interno em um fibrado
vetorial p : E — B é um mapa(-,-) : E® E — R que se restringe a um produto interno em cada

fibra. Isto ¢, em cada fibra p~!(b) vale para todos x,y,z € p~1(b) e todo « € R:

* (x,x) >0e (x,x) =0seesomentesex =0

e (xvy)=(yx)

* (xtay,z) = (x,2) +aly,x)

Defini¢ao 1.2.7 (Refinamento). Dada uma cobertura C de um espago topoldgico X, dizemos que
uma cobertura D de X é um refinamento de C se, paratodo V € D, existe U € Ctalque V C U

para algum U € C.

Defini¢ao 1.2.8 (Familia de abertos localmente finita). Uma familia de abertos de um espaco
topoldgico X, denotada por C, é localmente finita se, para todo x € X existe V vizinhanga de x

tal que V intersecta um ntmero finito de abertos de C.

Defini¢ao 1.2.9 (Paracompacto). Um espago é paracompacto se toda cobertura aberta possui

refinamento localmente finito.
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Observacgdo 1.2.10. Relembre o seguinte fato de topologia geral: se X é espago paracompacto e
Hausdorff, entdo toda cobertura aberta de X possui uma parti¢do da unidade subordinada a ela.

Uma demonstragdo completa pode ser vista em [6, p. 259]

Proposicio 1.2.11. E possivel definir um produto interno no fibrado vetorial p : E — B quando a base B

é paracompacta e Haudorff.

Demonstracio: Considere (U, ), cobertura de B tal que existe I, : p~1(U,) — U, x R" trivializagdo
local do fibrado vetorial.

Como B ¢é base paracompacta e Hausdorff, toda cobertura possui uma parti¢do da unidade
subordinada a ela, ou seja, existe uma colecdo de mapas @g : B — [0, 1] com suporte contido em
algum dos abertos da cobertura (U, ), e tal que }_ ¢p = 1, fungéo constante igual a 1. Considere
que o suporte de cada mapa ¢ estd contido em um aberto denotado U,, da cobertura inicial.

Considere (-, -), produto interno em p~!(U,) que é pullback do produto interno candnico em
R" denotado por (-, -). Ou seja, explicitamente, se h, € trivializa¢do local em U,, dados quaisquer
x,y € p~1(U,) tais que hy(x) = (b1,v1), ha(y) = (b2, v2) com by, by € U, e com v1,0; € R,
definimos (x,y), = (v1,v2), para todos x,y € p~1(Uy).

Assim, definindo o mapa (-,-)g : E® E — R por (v,w)e = ¥ ¢p(p(v))(v, w)s, para todos
v,w € E, é possivel concluir que ele é produto interno em E. '

Verificagao:

@p(p(v)) # 0 se e somente se p(v) € Uy, e, como (v,w) € E® E, entdo p(v) = p(w) = b.
Considere p(v) € Uy, e que p(v) = b se encontra apenas neste aberto da cobertura. Suponha que
b estd em apenas um aberto da cobertura. Se b estivesse numa interseccdo de abertos, simples-

mente haveria mais parcelas somando na defini¢do do produto interno, e o processo é idéntico.

* (v,w)g = (W,V)g
De fato, (v,w)g = %ﬁv/s(r’(v))@zw)aﬁ = ¢p (p(0)) (0, w)a, = @p (p(w)) (W, V)a, =
%?ﬁ(P(w))WzU)aﬁ = (w, v)E.

* (u+kv,w)g = (u,w)g +k(v,w)g
Para provar a linearidade, tome k € R e u,o,w € p~1(b). Como p~!(b) é espaco ve-
torial, temos p(u) = p(v) = p(u+kv) = b. Suponha que b € U, e que b se encon-
tra apenas neste aberto da cobertura. Calculemos (u + kv, w)r = ¥ @p(p(u + kv))(u +
ko, w)a, = @p(p(u+ko))(u + kv,w)aﬁ,. Uma vez que a trivializaééo local hy, restrita

a cada fibra é um isomorfismo vetorial, pode-se observar que hy, (1 + kv) = hy,(u) +
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khay (0), isto €, se hos(u) = (b,x), hay(v) = (b,y) € hay(w) = (b,z), entdo hy,(u + ko) =

p
(b, x 4+ ky) é a soma no espago vetorial {b} x R". Como conclusao, é possivel obter (u +
kv,w)aﬁ, = (x+ky,z)=(xz)+k(y,z) = <u,w>%, —i—k(v,w)%, e, portanto, (1 + av, w)g =
0 (p (114 ko)) {11+ ko, ), = @ (p(1t+ ko)) (1,0}, + k{0, w)s,) = @ (p(1)) (1, )y +

kop (p(0)) (0, W)ay = (u,w)E + k{0, W)

* (v,v)g>0e (v,v)g = 0seesomentesev =0
Observe que (v,v)p > 0 pois se b = p(v) € LI% e se h"‘k = (b,7), entdo (v,v)p =
pp (p(v))(7, z/),xﬁ,. Temos que ¢g (p(v)) > 0 em geral, e, como %q)ﬂ(v) = 1, neste caso
temos @g (v) > 0. Observe que, se b estivesse em mais de um aberto, para algum " o valor
deveria ser maior que zero para a soma ser um. Além disso, (¢/,7’) > 0 onde (v/,v’) = 0se
e o somente se v/ = 0. Como as restri¢oes a fibras de trivializagdes locais sdo isomorfismos
vetoriais, v/ = 0 se e somente se v é o elemento neutro de p~!(b). Portanto, (v,0)p > Oe

vale a igualdade se e somente de v = 0.
O

Observagao 1.2.12. E possivel definir de forma semelhante produto interno para fibrados ve-
toriais complexos. A diferenga é que (-,-) : E® E — R serd um mapa que, em cada fibra, se

restringe a um produto interno complexo. Isto é, ndo temos mais que (x,y) = (y, x). Mas sim,

(0 y) = (v, %).
A demonstragdo do teorema anterior segue o0 mesmo processo: tomando o pullback do pro-
duto interno canonico em C" através de trivializacdes locais. Assim, as propriedades do produto

interno no fibrado seguirdo das propriedades do produto interno candnico.

Definicdo 1.2.13 (Subfibrado vetorial). Dado p : E — B um fibrado vetorial e Ey C E, dizemos
que Ey é subfibrado vetorial de p : E — B se, para todo b € B, p~1(b) N Ey é um subespago

vetorial e, além disso, se p|g, € um fibrado vetorial.

Proposicao 1.2.14. Sejam p : E — B um fibrado vetorial cuja base B é paracompacta Hausdorffe Ey C E

um subfibrado vetorial. Entdo existe um subfibrado vetorial Ey- C E tal que Eg & Ey = E.

Demonstra¢do: Como a base é paracompacta Haudorff, de acordo com a Proposic¢do 1.2.11,
pode-se definir um produto interno em E. A partir deste produto interno, definimos o espaco de
vetores ortogonais a Eg como Ej = {v € E| < v,w >= 0 para todo w € Ep,w # 0}. Mostremos

que Eg ¢é o subfibrado vetorial que gostarfamos de encontrar.
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Para verificar que Ej satisfaz a trivialidade local, primeiro passo é notar que podemos assu-
mir que E é B x R", ou seja, que p : E — B um fibrado trivial. E possivel assumir isso sem perda
de generalidade porque ja ha a informagdo de que, localmente, é possivel cobrir B por abertos
onde o fibrado p : E — B assume trivializacdo local e somente gostarfamos de verificar uma
condigéo local.

Seja p1 = plg, : Eo — B um fibrado vetorial de dimensdo m, onde m < n, com n di-
mensdo do fibrado p : E — B. Por defini¢do, existe uma cobertura (U,), de B responsavel
pelas trivializagdes locais do fibrado p; : Eg — B. Nessa cobertura, fixado um aberto U, qual-
quer, pelo Lema 1.1.9, existem m seg¢des s1, Sy, ..., Sy tais que {s1(b), s2(b),...,sm(b)} é conjunto
linearmente independente em p~!(b) para todo b € U,.

E possivel aumentar esse conjunto de segdes que formam conjuntos linearmente independen-
tes em p~!(b), pois o fibrado p : E — B tem dimenséo n > m e estamos supondo que E é trivial.
Portanto, adicionando sy, 11, ..., S, convenientes, {s1(b), s2(b), ..., Sm(b),Sm+1(b), ..., sn(b)} é con-
junto linearmente independente para todo b € U,.

Apliquemos o processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt para o conjunto {si, ..., sy }.
Seja o produto interno no espago dos mapas continuos definido pelo mapa (f1, f2) (x) = (f1(x), f2(x))a,
onde este é o produto interno em p~!(U,) que é pullback do produto interno candénico em R”,

assim como definido na demostracdo da Proposigdo 1.2.11.

Este realmente é um produto interno no espaco das se¢des pois, denotando por 0 a fungdo

nula,

e (f,f) >0e(f, f) =0seesomentese f =0, uma vez que (f, f)(x) = (f(x), f(x))s, onde
(f(x),f(x))x > 0 para todo x € U,. Além disso, (f(x), f(x))s = 0 se e somente se f(x) =0, 0
que implica que langlef, f) = 0 se e somente se f(x) = 0 para todo x € B, como gostariamos de

mostrar.

e A ordem das fun¢des no produto interno resulta no mesmo valor pois (f, ) (x) = (f(x),g(x))s =

(g(x), f(x))a = (g, f)(x) para todo x € U,.
e E por fim, a linearidade segue de, para todas as se¢des f1, fo e g valer (fi +vf2,g)(x) =

(it 7f2)(x),8(x))a = (fi(x) +7f2(x),8(x))a = {f1(x), 8(x))a+ Y {f2(x),8(x))a = (f1,8) (%) +
¥(f2,8)(x) para todo x € Uy,. Assim, (fi +vf2,8) = (f1,8) + v{f2, &), como queriamos.

Com este produto interno, é possivel definir:
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o sh=s— gzzzéis’l e sh(b) = sa(b) — Ws’l(b) para todo b € U,.

n—1 / n—1 /
s sh=sem L alisesh0) = s0) — © Gidiaesio)

1

Observe que isso é 0 mesmo que realizar o processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt
para os conjuntos {s1(b), s2(b),...,su(b)} para todo b € U,. Portanto, depois da ortogonalizagao,
obtemos um novo conjunto {s, ..., s), } de mapas tais que {s}(b), ...,s,,(b) } é conjunto ortogonal e
linearmente independente em p~!(b) para todo b € U,. Além disso, {s}(b), ..., s},(b)} é conjunto
ortogonal e linearmente independente em p; ! (b) = p~1(b) N Eq para todo b € U,, o que implica
que {s},,1(b), ...,s;;(b)} é conjunto linearmente independente em p~!(b) N Eg- para todo b € U,.

Defina p, = p]EOl : Eg — B. Temos p, ' (b) = p~'(b) N Eg, que é um espago vetorial pois é
subespagco vetorial de p~1(b). De fato, se v,w € p~1(b) NEj e v € R, entdo v + yw € Ej pois
(v+yw,x) = (v,x) + v{w,x) = 0 para todo x € E

Novamente, dado quejd 1 — m se¢des linearmente independentes nos espagos vetoriais p, ' (b)
para todo b € U,, com U, aberto qualquer da cobertura (U, )., pelo Lema 1.1.9, concluimos que

p2: EOL — B é localmente trivializavel e, portanto, é fibrado vetorial.

Falta concluir que Eo ¢ Ey ~ E

Denotemos p; = p|g, : Eo = Be px = plg L Ey — B os subfibrados vetoriais de p : E — B
anteriormente apresentados. O mapa ¥ : Eg® Ey — E definido por (x,y) = x +y, com
x € pt(b) ey € p,'(b) para algum b € B, é tal que, restrito a fibras, é isomorfismo linear.
Ou seja, IIJ‘pl—l(b)sz—l(b) : prH(b) x pyt(b) — p~l(b) é isomorfismo vetorial para todo b € B.
Verifiquemos que isto é verdade a seguir:

e O mapa |13, 1() realmente estd bem definido para todo b € B pois se x € py L(b) e
y € p,'(b), entdo também vale que x € p~!(b) ey € p~'(b). Como p~(b) é espago vetorial, é
possivel concluir que x + y continua em p~1(b).

e De fato, essa restricdo de ¥, qualquer que seja b € B, é sobrejetiva. Se parando em casos,
para todo v € p~1(b), pode ocorrer v € Ej e portanto v é soma dele mesmo com o elemento
neutro da fibra em Ey. Caso v € Ey pode ocorrer v € Ej e portanto v é a soma do elemento
neutro da fibra em Ej com ele mesmo. E, por fim, casov ¢ Ege v ¢ Eoi, v é combinacéo li-
near de elementos ou em Eg ou em Ej. Vejamos que realmente é possivel formar base s6 com
elementos de Ey e de Ey: dada uma base ortogonal de p~1(b) N Ey (que existe pois é espaco
vetorial de dimens&o finita), é possivel completar essa base a uma base de pfl (b) e, em seguida,
ortogonalizé-la pelo processo de Gram-Schmidt. Utilizando este processo, a nova base sera for-

mada pelos mesmos elementos da base ortogonal de p~!(b) N Eg tomados inicialmente com mais
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vetores acrescentado durante o completamento pertencentes a EOL.

e A linearidade é direta: wp;l(b)xpgl(b)((x1,x2) +a(y1,y2)) = (x1+x2) + (ay1 +ayz) = (x1+
1)+ Y1+ ¥2) + P00 ;1) (K1 X2) 00 01 (U1, 12):

e A injetividade segue de: lp‘pl—l(b)xpz—l(b)(x1,x2) = lp‘pl—l(b)xpz—l(b) (y1,y2) = x1+x =3 +
y2 = x1—y1 =y2—y1 € py (b) N py ' (b). Porém, py ' (b) Np; ' (b) = (p~'(b) N Eo) N (p~'(b) N
Ey) = 0, 0 que nos permite concluir que x; = y; e xo = ¥, como querfamos.

Por fim, pelo Lema 1.1.8, é possivel concluir que, uma vez que ¢ é mapa que se restringe a
isomorfismos vetoriais em cada fibra, 1 é isomorfismo entre fibrados. Portanto, Ey ® EOL ~ E.

O

Teorema 1.2.15. Para todo fibrado vetorial p : E — B cuja base B é compacto Hausdorff, existe um

fibrado p’ : E' — B tal que p & p’ : E @ E' — B é fibrado trivializivel.

Demonstragio: A ideia da demonstracao é mostrar que E é isomorfo a subfibrado vetorial de um
tibrado trivial. Como todo compacto Hausdorff é paracompacto, é possivel utilizar a proposicao
anterior para concluir que existe E’ cuja soma direta com E é isomorfa ao fibrado trivial.

Para todo b € B existe uma vizinhanga aberta U, com hy, : p~(U,) — U, x R" trivializagdo
local do fibrado vetorial p : E — B. Os abertos U, constituem uma cobertura de B com a
propriedade que o fibrado p : E — B é trivializdvel quando restrito a cada elemento dessa
cobertura.

Como B é compacto Hausdorff, é possivel concluir que B é normal. Utilizando o Lema de
Urysohn, temos que, dados dois fechados nao vazios F;, F, C B quaisquer, existe uma fungdo
continua f : B — [0,1] que, restrita a F; é constante 0 e, restrita a F,, é constante 1.

Escolhendo mais especificamente os fechados acima, F, pode ser um fechado contido em U,
com b € F,, enquanto que F; pode ser B\U,, que é fechado em B por ser complementar de
aberto em B. Como dito anteriormente, existe mapa f, : B — [0,1] tal que f,(B\U,) = {0} e
fv(F2) = {1}, em particular f,(b) = 1.

Definindo f, da mesma forma para cada x € B, temos que {f; }(0,1],x € B} é uma cobertura
aberta de B, pois em cada f, 1(0,1] hé pelo menos x e, além disso, (0, 1] é aberto em [0,1] o que,
pela continuidade de fy, implica que a pré imagem f, (0, 1] também deve ser aberta.

Como B é espaco compacto, a cobertura {f; !(0,1],x € B} possui subcobertura finita. Re-
nomeando as fungdes da subcobertura finita, obtemos o conjunto U = {(Uj, f;),i € F} onde F
é conjunto finito com k elementos. O conjunto U consiste de pares formados pelos abertos U,
responsaveis pela trivializacado local préxima de x e pelos mapas f, presentes na subcobertura
finita. Considere também para todo x tal que (U, fy) € U, a nova representacdo da trivializagdo

local iy : p~1(Uy) — Uy x R" como h; : p~1(U;) — U; x R" para algum i € F.
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Defina para todo i € F, os k mapas g; : E — R" por gi(e) = fi(p(e))(p2(hi(e))), onde
p2 : Ui x R" — R" é a projecdo p2(u,v) = v € R" para todo (u,v) € U; x R". Note que g; é uma
injecéo linear em cada fibra sobre o aberto f;~'(0, 1]:

Seja b € f:'(0,1] qualquer. Para a fibra p~1(b), temos f;(p(p~1(b))) = {fi(b)}, ou seja,
fi(p(x)) = fi(b) € (0,1], valor constante para todo x € p~'(b). Além disso, | ,-1(4) : p~'(b) —
{b} x R" é um isomorfismo linear.

E possivel assim concluir que, para todoi € I, g; é injecdo linear em cada fibra sobre fi’1 (0,1] C
u.

A construgdo desses k mapas g;, i € F permite também a construgdo domapa g : E — B x RN
com N = kn definido por g(e) = (p(e), g1(e), g2(e), ..., gk(e)) paratodoe € E.

E possivel concluir que g é injecdo linear em cada fibra p~1(b) C p~!(U;) por consequéncia
de g; ser injecdo linear em cada uma dessas fibras para todo i € F.

Seja 7t : B x RN — B um fibrado vetorial trivial e seja g : E — B x RY a injecdo linear em
cada fibra definida acima, ou seja, ¢ leva p~1(b) em {b} x RY injetivamente e de forma linear.
Isso implica que ¢(p~1(b)) é subespago vetorial de 71 (b).

Note que Eg = U g(p~1(b)) = ¢(E) é subfibrado vetorial do fibrado trivial 77 : B x RN — B,
uma vez que n_l(;)erBﬂg(E) = ({b} xR") N (g(p~1(b)) = g(p~1(b)) de fato é subespaco vetorial
de 7771(b) e as trivializages locais de 7t : g(E) — B sdo dadas pela cobertura { £710,1]} de
B, de forma que para cada f; '(0,1], o mapa h/ : 7T|;(1E) (f71(0,1]) — £,(0,1] x R" definido pela
projegdo }(b,v) = (b,v;) ondeb € £, 1(0,1],v € RN, (b,v) € (f; ' x RN)Ng(E) ev = (vy, ..., k)
com vy, ..., v € R" é homeomorfismo que se restringe a isomorfismos lineares em cada fibra.

A continuidade de /] e a linearidade em cada fibra sdo triviais. A injetividade também é
simples de observar, pois se hi(b,v) = (b,v;) = hi(b,v') com v # v/, terfamos que existem
e,e’ € p~1(b) distintos tais que g;(¢) = g;(¢’), um absurdo pois g; é mapa injetivo.

A sobrejetividade de &/ segue de: gi(e) = fi(p(e))(p2(hi(e))) e assim, para todo par (b,v) €
£710,1] x R", temos f;(b) # 0 e, como h; é isomorfismo vetorial entre p~1(b) e {b} x R", sabe-
mos que existe algum v’ € p~1(b) tal que h;(v') = (b, %) Assim, g;(v") = fi(b)(pa(b, %)) =
f,(b)% = v. Dessa forma, hi(p(v') = (b,81(¢"), .., gi(¢v") = v,..,8x(¢v")) = (b,v) € (f7' x
RN) N g(E), como queriamos, confirmando que g(E) é realmente subfibrado vetorial do fibrado
trivial, por possuir trivializag¢des locais.

Agora, note também que Ey ~ E pois Eg = g(E) é isomorfismo linear em cada fibra quando
seu contradominio é restrito apenas a imagem. O isomorfismo entre os fibrados segue de 1.1.8.

Pela proposicdo anterior 1.2.14, existe fibrado vetorial E’ tal que Eg ® E' ~ B x RN. Note

que, como Ey ~ E, entdo E © E' ~ B x RY, como queriamos. Leia a seguir 1.2.16 para entender
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melhor como a soma se comporta bem com isomorfismos.

d

Observacgdo 1.2.16. Na demonstragdo anterior foi utilizado o fato de que, como Ey ~ E, entdo
Ec®E ~E®E.

De forma geral, se dados dois fibrados E; e E; com E; ~ E,, entdo, dado outro fibrado F
qualquer, E; D F ~ E; ® F.

De fato, seja h : E; — E; homeomorfismo que se restringe a isomorfismo vetorial em cada
fibra. Entdo o mapa i’ : E; & F — E; @ F definido por h'(u,v) = (h(u),v) também é homeomor-
fismo que se restringe a isomorfismo vetorial em cada fibra.

Também vale F @ E; = F @ E,, porque de forma geral, a soma comuta no espago das classes
de isomorfismo de fibrados vetoriais. Isto é, se A e B sdo fibrados vetoriais, A® B ~ B® A:
g : A® B — B& A definido por g(a,b) = (b,a) também é homeomorfismo que se restringe a

isomorfismos vetoriais em cada fibra.

1.2.2 Produto

Nesta sec¢do serd definido o produto tensorial entre fibrados vetoriais e serdo demonstradas al-
gumas propriedades, que seguem das propriedades de produto tensorial para espagos vetoriais.
Uma construcao de produto tensorial para esses espacos pode ser vista na referéncia [5, p.258-

p.259].

Definic¢dao 1.2.17. O produto tensorial entre fibrados vetoriais p; : E; — Bepy : E; = Béo
fibrado vetorial com espaco total E; ® E; definido como a unido disjunta dos produtos tensoriais
dos espagos vetoriais formados por cada fibra, isto é, E; @ E; = b‘Els(pl_ L(b) ® p5 1(b)). O fibrado
ép: E1 ® E; — B que envia todos os pontos de p;* (b) @ p,* (b) em b para todo b € B.

Este de fato é um fibrado vetorial. Verifiquemos as trivializa¢des locais:
E possivel primeiramente observar que dado b € B qualquer, existe um aberto U vizinhanca

de b onde ha trivializagdes locais para cada um dos dois fibrados vetoriais dados inicialmente:
hip; ' (U) — U x R" parai =1, 2.
Basta entdo definir em p;!(U) ® p, ' (U) uma topologia que torne o mapa h = h; ® hy :

p N (U) @ py H(U) — U x (R™ ®@ R™) um homeomorfismo.

Observagio 1.2.18. O produto tensorial de mapas lineares f : U — Ve g : U — V' é simples-
menteomapa fRg: URU - VeV talque f@gu®u') = f(u) ®g(u') paratodosu € Ue

u el
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2

Observagio 1.2.19. E importante notar que a topologia a ser escolhida em p; ' (U) ® p, ' (U) é

independente da escolha dos mapas h;, i =1, 2.

Em principio, pode-se pensar que um mesmo ponto b € B pode estar na interseccdo de
abertos distintos com seus respectivos mapas de trivializagao local também distintos, o que le-
varia possivelmente a escolhas de topologia diferentes em p; ! (U) ® p, ' (U). Entretanto, iremos
mostrar que se uma topologia torna /1 ® h, um homeomorfismo, entdo qualquer outro 1} ® h)
formado por outras trivializagdes locais /] e h, em alguma vizinhanga de b também serd home-

omorfismo observando na intersec¢do do dominio dos dois mapas produto.

Efetivamente, se ha duas trivializagdes locais em vizinhangas de um mesmo ponto

hiip ' (U) - UxR%ehl:p Y (V) = V x R"

1

entdo ha um mapa g;(b) € GL,,(R) que representa a segunda coordenada do mapa que leva
todo (b,v) € hi(p; (b)) para (b,gi(b)(v)) € hi(p;*(b)). Especificamente, h; o hj™!(b,0) =

(b, i(b)(v)). De fato, isso segue de h; ser mapa que leva fibra em fibra linearmente.
Assim, é facil observar que cada g;(b) ¢ linear e bijecao.

Além disso, dessas propriedades segue que g1(b) ® §2(b) € GLyn,(R) é uma bijecdo para
cada b € B e também temos que g1 ® go : UNV — GLy, 5, definido por

(81®g2)(b) = g1(b) @ g2(b)

é um mapa continuo, fato que pode ser notado por conta da comutatividade do seguinte dia-

grama:

Considere que r: (UNV) x (RM @ R"™2) — UNV é o fibrado vetorial trivializdvel de grau

niny definido por

7t(b,v) = b paratodo (b,v) € (UNV) x (R" @ R"™)

e também considere que Id X (g1 ® g2) € definido pelo mapa

Id x (§1®g2)(b,v) = (b, (§1 ® g2)(b)(v)) para todo (b,v) € (UNV) x (R ® R")

que faz o diagrama comutar.
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(UNV) x (R @ R™)

y’ \}

plUNV) xp,(UN V) Idx (g19g2) unv

(UNV) x (R" @ R™)

Pela bije¢do e linearidade de g1(b) ® g2(b), assim como pela continuidade de g1 ® g», segue
do Lema 1.1.8 que de fato Id x (g1 ® g2) € homeomorfismo, o que implica, pela comutatividade

do diagrama, que 1} ® h/, também é homeomorfismo nessa intersecgao.

Proposicao 1.2.20 (Comutatividade). Dados dois fibrados vetoriais p1 : Ey — Bep, : E, — B
quaisquer, temos

Ei®Ey~ E;®E;

Demonstragdo: Os dois fibrados vetoriais sdo E; ® E; = bI_IB(pl’ b)) @ py ' (b)) e @ E; =
S

bEJB(pz’l(b) ® p; (b)), cujas fibras sao p; ' (b) @ p, ' (b) e p, ' (b) @ p; ' (b) respectivamente para
todo b € B. Para quaisquer espagos vetoriais A e B, A ® B é isomorfo a B® A através do isomor-
fismo que levatodoa®bc AQ Bemb®a € B® A.

Note que esse mapa é isomorfismo vetorial porque de fato leva base em base: para todos os
vetores 4 em uma base de A e todos os b em uma base de B, vale que os vetores da forma a ® b
formam base em A ® B e os vetores da forma b ® a formam base em B ® A.

Portanto, p; ! (b) ® p, ' (b) éisomorfo a p, ' (b) ® p;* (b) para todo b € B e por isso, utilizando
o Lema 1.1.8, conclui-se que os fibrados E; ® E; e Ex ® Eq sdo isomorfos, como queriamos.

d

Proposicao 1.2.21 (Associatividade). Dados fibrados vetoriais p1 : Ey — B, p» : E; =+ Be ps : E3 —
B quaisquer, vale

(E1® E2) ® E3 = E1 ® (E; ® E3)

Demonstragdo: Os espacos totais dos dois fibrados vetoriais sdo (E; ® Ep) ® E3 = bIEIB[(pl’ L) ®
P (b)) @pst(b)] e By @ (B2 @ Es) = U [py(b) @ (py ' (b) @ p3 " (b))] cujas fibras sdo (py ' (b) ©
py (b)) @ pyt(b) e pyt(b) ® (p5 ' (b) ® p; (D)), respectivamente para todo b € B. De forma
semelhante a demonstra¢do da proposi¢do anterior, vale para quaisquer espagos vetoriais A, B e
C que (A® B) ® C éisomorfoa A ® (B® C) através do isomorfismo vetorial que leva (a2 ® b) ®
ce(A®B)®Cparaa® (b®c) e A® (B®C).
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Note que esse mapa é isomorfismo vetorial porque de fato leva base em base: para todos os
vetores 2 em uma base de A, todos os b em uma base de B e todos c em uma base de C, vale que
os vetores da forma (2 ® b) ® ¢ formam base em (A ® B) ® C e os vetores da forma a ® (b ® c)
formam base em A ® (B® C).

Portanto, ha isomorfismo vetorial entre as fibras dois dois fibrados vetoriais em questdo e
assim, pelo Lema 1.1.8, os dois fibrados sdo isomorfos como queriamos.

O]

Proposicdo 1.2.22 (Distributividade). Dados fibrados vetoriais p1 : Ey — B, po : E» — Beps : Ez3 —

B quaisquer, segue a distributividade em ambos os lados:
E1 ® (E2 ® E3) ~ (E1 ® E2) © (E1 ® E3)

(E1®E;) ® E3 =~ (E1 ® E3) ® (E2 ® E3)

Demonstragao: Sera provado o primeiro caso e o segundo é analogo. Considere o espago ve-
torial E; ® (E; & E3), cujo espago total é a unido do produto tensorial das fibras de cada um,
ou seja, 0 espaco total & U [py(b) @ (py ' (b) x p37(b))] = U [py"(b) ® (py " (b) @ p3 (b))
pois a soma direta e o produto direto de espacos vetoriais aqui tém o mesmo efeito para as
fibras, que possuem dimensdo finita. Uma fibra deste fibrado em um ponto b € B é p; ! (b) ®
(p5'(b) ® p5'(b)). Considere também o fibrado vetorial (E; ® E») & (E; ® E3) cujo espago total
[blng(pl’l(b) ®p, (b)) @ [blng(pl’l(b) ® p; ' (b))] e todas as suas fibras para b € B qualquer sdo
prt(b) @ py (b)) x (pr ' (0) @ p3 (D) = (py ' (B) @ py ' (D) ® (py ' (b) @ p3 (b))

Resgatando o fato de dlgebra linear que diz que, para quaisquer espagos vetoriais A, B e C

—~ [N

temos que A ® (B@ C) éisomorfoa (A®B) & (A® C).

De fato, considere que {e,,a € I} ébasede A,{fg, B € ]} ébasede Be {g,,7 € K} ébase de
C, com I, ], K finitos. Note que hd isomorfismo canonico entre B® C e B x C, pois B e C possuem
dimensdo finita e entdo pode-se considerar que a base de B® C é {(f,0),8 € J} U{(0,8),7 €
K}, segueque U  {ea® (f,0),ea®(0,8,)} ébasede A® (B® C).

acl,pe],yeK
Também temos que a base de (A ® B) & (A®C) é U {(ex®fp,0),(0,ex ®g,)} pois

ael,pe], ek
as dimensdes de A ® B e de A ® C também sdo finitas.
Assim, basta tomar o mapa que leva todoa ® (b,c) € A® (B®C)em (a®b,a®c) € (A®
B) & (A ® C) para construir um isomorfismo vetorial entre os dois espagos vetoriais, pois ele
leva base em base de forma bijetiva: e, ® (f[;,Oc) é levado em (e, ® fpreu ® Oc) = (ea ® f8,0)
e e, @ (0, gy) € levado em (e, ® 0p, e, ® g1) = (0,€4 ® g,) para quaisquer elementos da base,

como querfamos.
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Assim, pode-se concluir que ha isomorfismo vetorial entre as fibras dos dois fibrados vetori-

ais em questdo. Portanto, pelo Lema 1.1.8, os dois fibrados sdo isomorfos. O

Proposicdo 1.2.23. Esse produto possui uma identidade, chamada de fibrado linha trivial, isto é, o

mapa p : B X R — B que é projecdo na base B.

Demonstragdo: Dado qualquer fibrado vetorial p’ : E — B, o fibrado produto é p : (B x R) ®
E — B que envia todos os pontos de p~1(b) ® p'~}(b) em b para todo b € B. Mas p~1(b) ®
pI(b) = ({b} x R) @ p'}(b). Como dim(({b} x R) @ p'~1(b)) = dim(R)dim(p'~(b)) =
dim(p'~1(b)), pode-se concluir que a fibra do fibrado produto {b} x R ® p’~1(b) é isomorfa a
p'~1(b) para todo b € B. Pelo Lema 1.1.8, pode-se concluir que o fibrado que resulta desse

produto tensorial é isomorfo ao préprio p’ : E — B. O

Proposigdo 1.2.24. Este produto possui um elemento nulo, que é o fibrado p : Bx R = B x {0} — B

que é projegdo na base B.

Demonstragdo: Dado qualquer fibrado vetorial p’ : E — B, o fibrado produto é p : (B X R) ®
E — B que envia todos os pontos de p~!(b) ® p'~}(b) em b para todo b € B. Mas p~!(b) @
p'~1(b) = ({b} x {0}) ® p'~1(b), cuja dimenséo é zero. Portanto, assim como na proposicao
anterior, cada fibra do produto é isomorfa a fibra do elemento neutro correspondente e, pelo
Lema 1.1.8, pode-se também concluir que o fibrado vetorial produto é isomorfoa p : B x R? =

B x {0} — B. 0

1.3 Classificacao de fibrados vetoriais

Nesta se¢do o objetivo sera classificar os fibrados vetoriais dependendo do espago base que eles
possuem. Inicialmente, serd introduzido o fibrado pullback e concluiremos que todo fibrado
vetorial com uma base paracompacta contratil é trivializdvel. Em seguida, serdo apresentadas as
fungdes de colagem, que serdo importantes para a demonstracdo do Teorema da Periodicidade

de Bott.

1.3.1 Pullback de fibrados vetoriais

Proposicdo 1.3.1. Dada uma fungdo continua f : A — B qualquer e um fibrado vetorial p : E — B,
existe um fibrado vetorial p' : E' — A para algum espago total E' e existe um mapa ' : E' — E que
se restringe a um isomorfismo entre a fibra de a e a fibra de f(a) para todo a € A, ou seja, f' é tal que
1) (p)"1(a) — p~'(f(a)) é isomorfismo. Além disso, o fibrado p' : E' — A, é o tinico que

satisfaz essas condigdes a menos de isomorfismo
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Demonstragdo: Considere, explicitamente, E' = {(a,0) € A X E|f(a) = p(v)}, p'(a,v) = ae
f'(a,v) = v. Basta mostrar que p’ é fibrado vetorial e que f’ se restringe a isomorfismos entre

fibras, como enunciado.

Sejam I' = {(a,f(a)),a € A} o grafico da fungdo f, Id x p : E/ — T, definido por Id x
p(a,v) = (a,p(v)) = (a,f(a)) ep : T — A definido por p(a, f(a)) = a.

Pode-se concluir que p’ é a composigdo de p com a restricdo do fibrado vetorial (Id X p)
sobre o grafico de f, isto é, p’ = po (Id x p)|r onde a restrigdo é simplesmente (Id x p)|r :

(Id x p)~Y(T') — T.

Assim, p’ é composi¢do do homeomorfismo p com a restrigdo do fibrado vetorial ¢ = (Id x

p), que é fibrado vetorial. Pode-se assim concluir que p’ também deve ser fibrado vetorial.

Observagdo: toda restri¢do de fibrado vetorial é fibrado vetorial. As fibras permanecem
sendo 0s mesmos espagos vetoriais e, cada trivializagdo h : g1 (U) — U x R" do fibrado original
pode ser restrita aos abertos U N T da restrigdo, de forma que &’ : ¢ ' (UNT) — (UNT) x R"

também ¢é trivializacdo local.

O mapa f’, por sua vez, de fato se restringe a isomorfismos entre cada fibra pois leva (a, u) €

p'H(a) = {(a,v) € {a} x E|p(v) = f(a)} = {a} x p~'(f(a)) emu € p~!(f(a)), operagao linear

bijetora.

Note que de fato E’ é inico a menos de isomorfismo pois, supondo que exista outro fibrado
vetorial p” : E — A com um mapa f” : E” — E nas mesmas condigdes do enunciado, seria

possivel construir o isomorfismo ¢ : E” — E’ definido por

¢(v) = (p"(v), f"(v)).

Como f” leva fibra em fibra isomorficamente, a restricdo de ¢ a cada fibra é de fato um isomor-

tismo vetorial e, ¢ de fato ¢ um isomorfismo de fibrados vetoriais pelo Lema 1.1.8.

Observacgio 1.3.2. [Propriedade Universal do Pullback] Observe que E’ junto com os mapas
f'*E' - Eep : E' - A como definidos acima respeitam a propriedade universal do pullback,
que diz que se qualquer outro espago E” juntamente com morfismosi : EY — Aej: E’ — E

respeitam p o j = f o, entdo existe tinicok : E” — E’' tal que f' ok =jep ok =1i.
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N
N

| E/ f/
p/

O:i<—_E ™

1]

A

De fato, se E’ é como foi definido na demonstracdo anterior, temos que naturalmente vale
pof = fop pois para todo elemento de E' = {(a,v) € A x E|[f(a) = p(v)}, utilizando
p'(a,0) =ae f'(a,0) = v, temos po f'(a,v) = p(v) = f(a) = fop'(a,v) para todo (a,v) € E'.

Ou seja, 0 seguinte diagrama comuta:

f/

<~

E
p/

W

A

De forma geral, para qualquer E” com morfismos i e j que respeitem a proposi¢do anterior,
para todo x € E”, temos x € i~!(a) paraalguma € A ejlevai~1(a) para p~!(f(a)) isomorfica-
mente, ou seja, f oi(x) = f(a) = poj(x) paratodo x € E”. Ou seja, se E”, i e j sdo quaisquer
que satisfazem as condi¢des da Proposigdo 1.3.1, o seguinte diagrama comuta:

B L E

A
f

|

Perceba que pode-se definir k : E” — E’ como k(x) = (i(x),j(x)), que valera f ok = je
pok=i

E, se houver outra fungdo g : E” — E/, q(x) = (q1(x),g2(x)) com f'ogq =je p' oq = i, temos:
j(x) = froq(X) = f(g1(x),42(x)) = ga(x) e i(x) = p'oq(X) = p'(q1(x),42(x)) = g1(x) para
todo x € E”. Portanto, g = k.

Mostramos assim que vale a Propriedade Universal do Pullback. Além disso, temos a informacao
adicional de que se E” satisfaz as condigdes da proposigdo, o quadrado ao qual ele pertence co-

muta.
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Uma notagdo importante a ser utilizada nos préximos resultados é Vect”" (B), que é o conjunto

das classes de isomorfismo dos fibrados vetoriais de dimensio 7.

Observacgdo 1.3.3. Da unicidade da Proposigdo 1.3.1, pode-se concluir que existe uma fungao
bem definida f* : Vect"(B) — Vect"(A). Dada uma fungdo continua f : A — B, f* leva o
fibrado vetorial p : E — B no fibrado vetorial p’ : E’ — A nas condi¢des da proposi¢do. Uma
notagdo comum que simplifica muito a visualizagdo, é f*(E) = E’, e este é o fibrado vetorial

induzido por f ou o pullback de E por f.
Proposicao 1.3.4. Algumas propriedades dos pullbacks sdo os sequintes isomorfismos entre fibrados:
L (f21)"(E) = f{ (f3(E))
2. Id*(E) =~ E
3. ff(E1® Ea) = f*(E1) @ f*(E2)
4 f{(E1@ Ey) = f*(E1) ® f*(Ea)

Demonstragao: Todas as demonstragdes seguem da construgdo explicita do fibrado pullback

feita na demonstracdo da Proposigdo 1.3.1:

1. Todo fibrado na classe de (f»f1)*E é isomorfoa F = {(a,v) € A X E|faf1(a) = p(v)}.

Todo fibrado na classe de f;E é isomorfo a E' = {(b,v) € B X E|f2(b) = p(v)}, e todo
fibrado na classe de f1 * (E’) é isomorfo a E” = {(a,v') € Ax E'|fi(a) = p'(V)} =
{(a,b,v) € Ax E'|f1(a) = b, onde f»(b) = p(v)}.

Note que E” é isomorfo a F pelo isomorfismo f : E” — F definido por

f(a,b,v) = (a,v) para todo (a,b,v) € E”

E" E’ E
A 7 B 5 C

2. Todo fibrado na classe de Id*E é isomorfo a E' = {(b,v) € B x E|b = 1d(b) = p(v)}, que

por sua vez é isomorfo a E pelo mapa f : E' — E definido por

f(b,v) = v para todo (b,v) € E’
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3. Dados os mapas dos fibrados vetoriais p; : E1 — B e p» : E; — B, um fibrado vetorial na

classe de f*(E; @ E) éisomorfoa F = {(a,v1,v2) € A X E1 X Ex|f(a) = p1(v1) = p2(v2) }.

Enquanto isso, um fibrado na classe de f*(E;) é isomorfoa F; = {(a,v1) € A X E1|f(a) =
p1(v1)}, um fibrado na classe de f*(E;) éisomorfoa F, = {(a,v2) € A X Ez|f(a) = p2(v2)}
comF @& F = {(a,v1,d,v3) € AXx E; x Ax Ep|f(a) = p1(v1), f(a') = pa(vp)ea =a'}. A
condic¢do a = a’ segue da soma de fibrados vetoriais, pois ambos os mapas dos fibrados F;

e F> projetam em A e na soma esse valor precisa ser igual.

Assim, F é claramente isomorfo a F; @ F, através do mapa g : F; & F, — F definido por

g(a,v1,a,v2) = (a,v1,v2) para todo (a,v1,a,v2) € F; & F,.

4. Dados dois fibrados vetoriais p; : E; — E e pp : E; — B, é possivel tomar o fibrado vetorial

E1®RE, = bLGJBpfl(b) ® p, ' (b) cujo mapa associado é p.

Qualquer fibrado na classe de f*(E; ® Ep) é isomorfo ao fibrado F = {(a,v ® w) € A x
E1 © Eg|f(a) = plv@w)}.

Enquanto isso, o produto tensorial entre dois fibrados vetoriais nas classes de f*E; e de
f*E,, isomorfos respectivamente a {(a,v) € A x E1|f(a) = p1(v)} com o mapa do fibrado
P’ que projeta todos os pontos em A e a {(a,w) € A X Ez|f(a) = p2(w)} com o0 mapa do

fibrado p/, que também projeta todos os pontos em A, é G = UApi_l (a) @ py H(a).
ac

O isomorfismo entre F e G é ¢ : F — G definido por

¢(a,v@w) = (a,v) ® (a,w) para todo (a,v ® W) € F.

d

Lema 1.3.5. Seja X paracompacto Hausdorff. Dado um fibrado vetorial p : E — X X I, suas restrigoes a
X x {0} ea X x {1} sio isomorfas.

Demonstracao: Antes de provar este Lema, ha duas observac¢des importantes para serem feitas:

1. Um fibrado vetorial p : E — X X [a, b] é trivial se suas restri¢des a X x [a,c] ea X X [c, D]

30



CAPITULO 1. FIBRADOS VETORIAIS 1.3. CLASSIFICACAO DE FIBRADOS VETORIAIS

sdo triviais para algum c € (a,b).

Uma demonstragao do fato acima é:

se ha dois isomorfismos hy : p~'(X % [a,¢]) — X x [a,¢] x R" e hy : p~ (X x [c,b]) —
X % [¢,b] x R", h4 duas alternativas: ou h; e hp sdo iguais na intersec¢do de seus dominios,
isto é, apresentam o mesmo valor em p~1(X x {c}) ou, pode-se substituir a escolha do

isomorfismo h,.

Tome por Iy, = ¢ o hy 0 nosso novo isomorfismo, onde ¢ : X x [c,b] x R" — X X [¢,b] x R"

é isomorfismo definido por

@(x,t,0) = (x,t,hy o hy ' (x,¢c,v))para todo (x,t,v) € X x [c,b] x R"

Nesse caso, os dois mapas h} e h; concordam em X x {c} e, portanto, determinam um
tinico isomorfismo h : p~1(X x [a,b]) — X x [a,b] x R", que éiguala h; em p~ (X x [a,c])

eiguala iy em p~ (X x [c,b]), como querfamos.

2. Dado um fibrado vetorial p : E — X X I, existe uma cobertura {U,}, de X tal que as

restri¢des dos fibrados a p~! (U, x I) sdo triviais.

Uma demonstragao do fato acima é:

Para todo x € X existem vizinhangas Uy 1, Uy, ..., Uy, de x e uma parti¢do de [0,1] 0 =
to < t1 < .. < tx = 1 tal que o fibrado vetorial é trivial quando restrito a Uy ; X [t; — 1, ;]
para todo i € {1, ..., k} por haver trivializa¢des locais que cobrem o fibrado. Note que a
quantidade k é finita porque o intervalo I = [0, 1] é compacto, e, portanto, ao cobrir {x} x I
com abertos onde a restrigdo do fibrado a eles é trivial, é possivel tomar subcobertura finita

de {x} x I, também compacto.

Utilizando o fato provado no item anterior, como h4 k isomorfismos h; : p~1(U,; X [t; —
1,t]) — Uy x [t; — 1,t] x R" para cada i € {1, ..., k}, pode-se concluir que hd um tnico

isomorfismo h: p~1(Uy x I) — Uy X [ x R"onde Uy = () Uy

0<i<k

Portanto, hé abertos (U, ) que cobrem X de forma que a restri¢do do fibrado E a U, x I é

trivial, como querfamos.

Retornando de fato a demonstragdo da proposicao:
Como X é paracompacto Hausdorff, serd utilizado o seguinte fato de topologia geral: Dada

uma cobertura aberta {U, } de X, existe uma cobertura { V. } enumerével de abertos onde cada V}
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é uma unido disjunta de abertos, cada aberto contido em algum U, e ainda existe uma particao
da unidade { ¢y} subordinada a cobertura { Vi } onde cada ¢y possui suporte contido em V.

Dessa forma, tome uma cobertura de X (U, ) de forma que toda restri¢do do fibrado p : E —
X x Taly x I seja trivial. Note que essa cobertura existe pelo segundo item demonstrado antes
do inicio da demonstragdo dessa proposi¢do. Agora, tome {Vj}(>1 cobertura enumeravel nas
condig¢des do paragrafo anterior.

Assim, o fibrado vetorial E também deve ser trivial quando restrito a cada Vj x I.

Defina ¢ = @1 + ... + ¢, com o = 0. Se X = {(x, Px(x)) € X x I}, é possivel considerar
Pk = ply1x) © P71 (Xk) — Xk arestrigdo do fibrado vetorial E enunciado ao espaco X;, que é
grafico de .

Defina também o isomorfismo de fibrados vetoriais k; : p~1(X;) — p~!(X;_1) como no dia-

grama comutativo abaixo:

pH(Xi) pH(Xi1)
X; ! Xi1

(x, 9i(x)) ——— f(x, ¢i(x)) = (x, ¢pi1(x))

Note que, como ; pode diferir de 1;_; apenas para x € V; (pois o suporte de ¢; estd contido
em V), entdo o isomorfismo de fibrados f s6 pode diferir da identidade na restricdo do dominio
aV; x L

Assim, h; é identidade quando restrito a p~1(X;\(V; x I)), mas em p~1(X; N (V; x I)) temos

o seguinte diagrama:

p~H(Xin (Vi x 1)) p (XN (V; x 1))

| |

(Vix ) NX;) x R ——5 (Vi x ) N X;_1) x R

(x, ¢i(x),0) + 8(x, ¢i(x),v) = (x, i1 (x),0)

onde os mapas verticais sdo trivializa¢oes, ja que os abertos Vj x I foram escolhidos de forma
a haver trivializacoes dos fibrados restritos a eles.

Construido dessa forma, h; é tal que o diagrama inicial comuta e é uma trivializagdo local.
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Assim, temos que a composicdo infinita # = hy ohp o ... o hy, o ... também é um isomorfismo
por ser composicdo finita de isomorfismos em cada ponto. A composigdo de fato é finita em cada
ponto porque, para cada x, existe um ntimero finito m a partir do qual todas as ¢, zeram, isto é,
Y, = 1 pois, pelo espacgo ser paracompacto, cada x € X pertence a um ndmero finito de abertos
da cobertura (V). Nocasode x, h = hyohyo...ohy,

Por fim, note que h leva p~1(x X ¢ (x)) = p~H(x x {1}) em p~1(x x ¢o(x)) = p~1(x x {0}).
Assim, h é um isomorfismo entre a restri¢do do fibrado E a X x {1} e a restri¢do de E em X X

{o}. O

Teorema 1.3.6. Seja A um espago paracompacto Hausdorff. Dado um fibrado vetorial p : E — B, se dois

mapas fo, fi1 : A — B sdo homotdpicos, entdo os fibrados vetoriais f; (E) e f{ (E) sio isomorfos.

Demonstragdo: Se F : A x I — B é homotopia entre fy e fi, temos o mapa F* : Vect"(B) —
Vect" (A x I) leva uma classe de isomorfismo de fibrados vetoriais na classe do pullback deles
conforme definido em 1.3.3.

Qualquer fibrado vetorial na classe de F*(E) é isomorfo ao fibrado vetorial E' = {(a,t,v) €
A X IxE|F(a,t) = p(v)}, cujo mapa é a projegao em A x I, denotada por p’.

Assim, a restri¢do desse fibradoa A x {0} é {(4,0,v) € A x {0} x E|F(a4,0) = p(v)}, onde
F(a,0) = fo(a). Isto é, a restricdo p’ : E' — A x I a A x {0} é o fibrado vetorial {(4,0,v) €
A x {0} x E|fo(a) = p(v) } isomorfo a {(a,v) € A x E|[fo(a) = p(v)} = f;(E).

Da mesma forma, pode-se dizer que a restrigdio de p’ : E' - AxTaAx {1} é{(a,1,0) €
A x {1} x E|F(a,1) = p(v)}, onde F(a,1) = f1(a). Essa restrigdo, portanto, é o fibrado vetorial
{(a,1,v) € Ax {1} x E|f1(a) = p(v) } isomorfoa {(a,v) € A x E|fi(a) = p(v)} = f{ (E).

Assim basta aplicar o Lema 1.3.5 para concluir que f; (E) = f{ (E).

O]

Corolario 1.3.7. Sejam A e B espagos paracompactos Hausdorff. Toda f : A — B que é uma equivaléncia
de homotopia induz uma bijegio f* : Vect"(B) — Vect"(A). Em particular, todo fibrado vetorial com

base paracompacta Hausdorff contritil é trivializdvel.

Demonstracdo: Se f : A — B é equivaléncia de homotopia, entdo existe g : B — Atalque go f
é homotoépico a Id 4, mapa identidade em A, e tal que f o g € homot6pico a Idg, mapa identidade
em B.

Assim, (f* o gx)(E) ~ (go f)*(E) por propriedade da Proposi¢do 1.34 e (go f)*(E) =~
(Idy)*(E) pelo Teorema 1.3.6 demonstrado anteriormente. Novamente por propriedade da
Proposic¢do 1.3.4, conclui-se (Ids)*(E) ~ E, isto é, (f* o gx)(E) ~ E

Da mesma forma, (¢* o f*)(E) ~ (fo ¢)*(E) =~ (Idg)*(E) ~ E.
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Concluimos assim que f* de fato é bijecao, pois g* é seu inverso.

Além disso, dado um fibrado p : E — B com base B contratil, isso significa existe uma
equivaléncia de homotopia entre B e um espago com um ponto.

Dessa forma, se f : B — {xo} é tal que existe g : {xo} — B com f o ¢ homot6pico a Idy,} e
g o f homotdpico a Idp.

g o f é um mapa constante e, pelo processo anterior, (go f)*(E) ~ E. Mas, (go f)*(E) =
{(b,v) € Bx E|go f(b) = p(v)} = Bxp(gof(b)) ~ BxR" Istoé, E é trivial, como

queriamos O

1.3.2 Fungdes colagem

Considere a esfera S = {(ay, ..., ax11), \/a% + ... + az, , =1}, com DX = {(a1, .., ax+1) € S¥| ary1 >

0} e DX = {(ay, ..., ar41) € S¥| a1 < 0} os hemisférios norte e sul da esfera, respectivamente,
de forma que DX U DF = Ske DX N Dk = gk-1

Dada uma fungéo f : S¥! — GL,(K), onde K = R ou K = C o fibrado vetorial cujo
espaco total é o espago Ef = DX x K" LDk x K"/ ~, onde (x,v) ~ (x, f(x)(v)) para todo
(x,v) € (DX N DK ) x K" (0s pontos onde DX x K" e D¥ x K" se intersectam sio identificados).

A fungdo f é denominada fungdo colageme p : Ef — Sk ¢ um fibrado vetorial que leva
elementos de DX x K" na sua projegio em DX e leva elementos de D* x K" na sua projegdo em
D¥. Em DX N Dk, as fibras vao continuar tendo a mesma dimenséo por conta da identificagdo
por ~, que também permite haver trivializagdes locais nesse equador de S. De fato, note que se

x € DX N DX, temos que p~1(x) ~ ({x} x K") por conta da identificagdo ~.

Observacgio 1.3.8. O fato de haver trivializacoes locais fica mais claro se forem tomadas vizinhancas
D’ e D’ ligeiramente maiores de D’i e D¥, de forma que essas novas vizinhangas se intersec-
tem em um espaco homeomorfo a S¥~1 x (—¢, €) para % > € > 0. Assim, ficaria mais claro que a
restricao do fibrado vetorial E ra cada um desses abertos é trivial, uma vez que eles sdo contréteis

e pode-se aplicar o Corolario 1.3.7.

Com essa nova construgéo, faria sentido definir a fungdo colagem como f' = f o prgi1 0 ¢,
onde prgi1 : S5 x (—¢,€) — SF1 é a projecio em SK°1, ¢ : D, N D" — Skl x (—€,€) 6
homeomorfismo e f é a fungdo colagem apresentada inicialmente.

De toda forma, as duas construgdes sdo equivalentes e basta definir f para a colagem f’

também ser construida. Por isso, consideraremos somente S* = DX U DK e f : S5-1 — GL,(K).
Lema1.3.9. Ef ~ Egse f : S*"1 — GL,(K) e g : 5! — GL,(K) sito homotdpicos.

Demonstragio: Se f e ¢ sdo homotépicos, ha H : S5~1 x I — GL,(IKK") homotopia entre f e
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g. Pela construcdo apresentada anteriormente de fungdo colagem, é possivel construir o fibrado
vetorial Eyy — S¥ x I.

Explicitamente, Ey ¢ DX x I x K" U DK x I x K" — Sk x I, que é uma projecao fora da
intersegdo DX x I N DX x I. Na intersecgdo, cada fibra de (x,t) € DX x IN DX x I é o conjunto
dos pontos de {x} x {t} x K" LI {x} x {t} x K" identificados por h;(x) = H(x,t) : (x,t,0) ~
(x,t, 1t (x) (0))-

Pelo Lema 1.3.5, sabemos que a restricio desse fibrado a Sk x {0} é isomorfa a restri¢do do
fibrado a S* x {1}.

De fato, a restrigdo de Ey — S* x Ia S x {0} é DX x {0} x K" UDF x I x K" — Sk x {0},
com a identificagdo por Hy = f. Isto ¢, a restrigdo € o proprio E;. Da mesma forma, a restri¢do
de Eg a S¥ x {1} é o proprio E,. Portanto, E ~ E,.

Ul

Proposigdo 1.3.10. O mapa ¢ : [S~1, GL,(C)] — Vectl (S¥) tal que ¢([f]) = [Ey] é uma bijecio entre

classes de homotopia de fungdes S*=1 — GL,,(C) e classes de isomorfismo de fibrados.

Demonstra¢ao: Considerando o Lema 1.3.9 anterior, sabemos que ¢ € mapa bem definido.

A ideia é construir um mapa ¥ : VectL (S*) — [S¥~1, GL,(C)] que seja inverso de ¢.

Dada uma classe de isomorfismo de fibrados vetoriais [E], considere o fibrado p : E — sk,
tome suas restrigdes a DX e DX . Essas restri¢oes sao trivializaveis pelo Corolario 1.3.7 porque
DX e D* sdo contréteis. Assim, chamando p~!(DX) de E; e p~'(D*) de E_, h4 os mapas de
trivializacdo local hy : Ey — D’_i xC"eh_ : E. — DF xC". Entdo, o mapa h; o Tt
Sk=1 x C" — Sk1 x C", é tal que leva todo (x,v) € S¥1 x C" em (x,7') linearmente, porque
as trivializagdes locais sdo isomorfismos lineares em cada fibra. Isto é, (x,v') = (x, fx(v)) para
algum mapa f, € GL,(C), que pode ser explicitado por fr = hy o (h—) () xcn-

Construimos assim, o mapa f : S¥1 — GL,(C) definido por

f(x) = fx para todo x € S¥1.

Assim, se i leva [E] para [f], se este mapa de fato estiver bem definido, serd inverso de ¢ por
construgao.

Para verificar a boa defini¢do, basta notar o que acontece dadas duas escolhas distintas de
trivializagdes /i e de h, tanto no mesmo fibrado vetorial E como em algum fibrado vetorial F
isomorfo a ele. Observemos com detalhes:

No caso ki duas escolhas h}F :E, — D’fF xC'eh? :Ey — Dﬁ x C" de trivializacoes sdo

dois mapas que diferem essencialmente por uma fungéo i : DX — GL,(C) construida como
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antes: leva x € DX em hl o (h2)~1| {x}xCr, Uma composicdo de isomorfismos lineares, de fato
em GL,(C).

Note que & tem dominio DX contratil e, portanto, & ¢ homot6pico a um mapa constante.

Além disso, note que GL,(C) é conexo por caminhos por haver caminho entre quaisquer
duas matrizes:

Dada uma matriz M € GL,(C) qualquer, é possivel construir caminho entre ela a uma matriz

diagonal. Chamando as linhas de M por my, ..., m,, facamos as seguintes operagdes:

1. Trocar uma linha m; por m; + am; com a« € C quando i . Note que i i implica
p j q J q J 1mp

que as duas linhas sdo distintas, devendo ser linearmente independentes, caso contrario

detM = 0. Assim, o caminho que troca a linha m; de M por m; + tam; com t € [0,1] estd

inteiro contido em GL,(C).

2. A operacgdo de troca de linhas, que também pode formar caminhos tomando a operagao
anterior como base. Trocar a linha m; pela m;, com i < j, € 0 mesmo que fazer inicialmente
um caminho que leva m; em m; + m; a0 mesmo tempo que leva m; em m; + 2m;. Ja vimos

que pode-se escrever esse caminho como 71 : [0,1] — GL,(C) onde
’)q(t) = (ml, e, M+ tm]-, vy M + t2m;, ..., mn)

que leva a i-ésima linha a m; + tm; e a j-ésima a m; + t2m;. Agora, para de fato trocar as

posicdes de m; e m;, é preciso compor 1 com 3 : [0,1] — GL,(C) definido por
Y2(t) = (m1, .., mi +mj, ..., m; + 2m; — t(m; +m;), ..., my)
e depois com 73 : [0,1] — GL,(C) definido por
V3(t) = (my, .., mi 4+ mj — tmg, ..., mj, ..., my).

Por fim, obtemos a troca desejada através de caminhos contidos em GL,(C).

Apenas com as duas operagdes acima, dada M € GL,(C) qualquer, é possivel obter uma ma-
triz diagonal e chegar a ela através de um caminho contido em GL,(C). Por fim, basta notar que
0 espaco de todas as matrizes diagonais invertiveis é conexo por caminhos, pois é homeomorfo
a (C\{0})", conexo por caminhos pois cada C\{0} é conexo por caminhos.

Finalizado o argumento de que GL,(C) é conexo por caminhos, é possivel concluir que #,
além de ser homot6pico a um mapa constante ¢ homotdpico ao mapa que envia na matriz cons-

tante identidade.
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Isso significa que i} oh_|_ ¢ é homotépicoah? oh_|_yc pois (h} oh_|_xc)o (K2 oh_|_yc)~
é mapa homotdpico a identidade.
O processo com h_ é idéntico.

Note ainda que se tomarmos dois fibrados na mesma classe de isomorfismo, digamos F na
mesma classe de E, pode-se tomar trivializagdes h : Fx — DX xC"eh_ : Fx — DX xC"e
entdo, se g : E — F é isomorfismo, temos que 1/, = h og|g, e’ = h_og|g sdo trivializagdes
em E de forma que h, o (h=1)~1 | (xyxcn = ho (h" )1 | {x}xcn- Entdo por isso é preciso s6 compa-
rar o que ocorre com trivializagdes distintas sobre um mesmo fibrado vetorial E, como foi feito

anteriormente.

Assim, alcangamos o resultado desejado: a fungdo i estd bem definida, pois, ndo importa
quais as trivializagdes locais tomadas em uma mesma classe de isomorfismo de fibrados vetori-

ais, elas resultam em fung¢des homotopicas. O

A propriedade anterior ndo funciona no caso real, apenas no caso complexo, pois GL,(R),
ao contrério de GL,(C), ndo é conexo por caminhos. A partir da observacgdo da fungdo que
recebe matrizes de GL,(R) e entrega seus determinantes, det : GL,(R) — R\{0} sobrejetora
e continua com contradominio espago com duas componentes conexas, pode-se concluir que

GL,(R) também possui pelo menos duas componentes conexas.

Observagao 1.3.11. De fato, no caso real, é possivel construir a bijecao ¢ : [S¥,GL}(R)] —
Vect;; (S¥) onde GL; (R) é a componente conexa de GL,(IR) composta pelas matrizes com deter-
minante positivo e Vect;; (S¥) é o conjunto das classes de isomorfismo de fibrados vetoriais reais
n-dimensionais orientados, em que a orientagdo de um fibrado vetorial p : E — B é uma fungdo
que determina uma orientacdo para cada fibra do fibrado vetorial de forma que, para todo b € B
existe U vizinhanca de b tal que h : p~1(U) — U x R" é uma trivializacdo local que carrega
as orientagdes de cada fibra para a orientagdo padrdo de R". De fato, nem todos os fibrados

vetoriais sdo orientaveis, e surge a necessidade da nova notagao Vect; (Sk).

Esse novo mapa ¢, como o da proposi¢do anterior, também envia classes de homotopia de

fung¢des colagem para o seu fibrado vetorial correspondente

Da mesma forma que o mapa definido na proposi¢do auxilia na demonstracdo da versao
complexa do Teorema da Periodicidade de Bott, 0 mapa ¢ construido no caso real auxilia na
demonstracdo da versdo real do Teorema da Periodicidade de Bott, utilizada na solugdo de ou-
tros problemas ndo explorados neste trabalho. Por estar fora do alcance deste trabalho, as pro-

priedades da versao real ndo serdo demonstradas nesta segdo.
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1.3.3 Aplicacdo das func¢des colagem

Definigao 1.3.12 (Espaco projetivo real). O espago projetivo real de dimensao n, RP", é o espago
topolégico formado pelas linhas que passam pela origem em R"*!. De outra forma, RP" é
o espaco quociente de R"™1\{0} pela relagdo de equivaléncia x ~ y < x = ty para algum

t € R\{0} e para todo x,y € R"*1\{0}.
De forma semelhante, é possivel definir o espago projetivo complexo:

Definigao 1.3.13 (Espaco projetivo complexo). CP" é o espago quociente de C" 1\ {0} pela relacio
x ~y & x =ty paraalgum t € C\{0} e para todo x,y € C""1\{0}.

Defini¢do 1.3.14 (O fibrado linha can6nico sobre RP" (ou CP")). O fibrado linha candnico é um
fibrado vetorial p : E — RP" (ou p : E — CP" no caso complexo) onde E C RP" x R" (ou
E C CP" x C") consiste de pares (I,v) comv € l e p(l,v) = v para todo (I,v) € E.

De fato, este ¢ um fibrado vetorial de dimensdo 1 pois p~!(I) é uma reta real (ou um plano
complexo no caso complexo) e hd trivializag¢des locais pois para todo Iy € RP" (ou lp € CP") é
sempre possivel definir uma se¢do sy em uma vizinhanga Uy de [y tal que cada I € Uy é gerado
por algum (x, ..., x,) com x; # 0 para algum k € {0, ..., n}. Aqui, ser gerado significa que todo
v € | éigual a A(xo, ..., x,) para algum A € R (ou C) e pode-se escrever | = [xy, ..., X,]. A se¢do
desejada é si : Uy — p~1(Uy) definida por

X0 Xn

sk[x0, - xn] = ([x0, -y xn],x—k, . x—k) c pfl[xo, ey X

que ndo se anula em Uj.

Obtemos por fim a trivializacdo local através da construgdo h ! : Ug x C — p~!(Uy) definida

por

Wt (x,v) = v-sp(x)

De fato, h~! é bijecdo pois s (x) é ndo nulo, e entdo gera a fibra p~!(x). h~! é continua pois
secdes sdo continuas e sua inversa é h : p~'(Uy) — Ui x C, onde todo u € p~!(U) pode ser

escrito como v - sg(x) para algum x € Uy e algum v € C, entdo & é definido por

h(v-sp(x)) = (x,0) € Uy x C para todo v - s¢(x) € p~H(Uy)

que € continua porque s (x) varia continuamente quando x varia continuamente, por construgao.

Proposigdo 1.3.15. O fibrado linha canonico de base CP', a ser denotado por H — CP?, ¢é tal que
(H® H)® 1~ H® H, onde 1 é o fibrado vetorial trivial de dimensio 1.
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Demonstrac¢do: Isso pode ser feito através das fun¢des colagem.

Primeiro note que faz sentido falar sobre a fun¢do colagem sobre o fibrado H pois o espago
base CP! ¢ homeomorfo a S? através do homeomorfismo que é composigdo dos homeomorfis-
mos CP! — CU {co} — S2.

O primeiro homeomorfismo CP! — C U {co} parte da identificagio de cada | € CP! com
I = [zo,21], isto é, a classe de (zg,z1) sob a identifica¢do (x,y) ~ A(x,y) com A € C). A partir
disso, note que z = ;—(1) € CU{co} é um valor que unicamente determina /. Assim, o primeiro
homeomorfismo leva [zg, z1] em i—? O segundo homeomorfismo vem da projecdo estereogréfica.

Assim, H — CP! — §", composicdo do fibrado linha canénico com o homeomorfismo acima,
é o fibrado vetorial sobre o qual tomaremos uma fungao colagem definida na interseccdo de Di
e D2 a partir de trivializacdes locais.

A partir disso, dados os homeomorfismos acima, cada [z0,21] € CP" seré apenas represen-
tado por z = zp/z1, assim como os elementos de S serdo representados assim.

Note que D% é homeomorfo ao espaco dos elementos z € C U {co} tais que |z| < 1e D2 ¢
homeomorfo ao espago dos elementos z € C U {co} tais que |z7!| < 1.

Por isso, os elementos serdo denotados [z, 1] se estdo em D? e [1,z7!] se estdo em D?.

A partir dessa representagdo, é possivel escrever segdes

st : D% — Ees_: D* — E definidas por
s1[z,1] = (z,1) es_[1,z7!] = (1,z7!) respectivamente .

Na intersecgéo, isto é, em |z| = |z7!| = 1, a fungdo colagem deve ser portanto f : S' —
GL1(C) definida por f(z) = (z), onde (z) é a multiplicagdo por z.
Sabendo como é a fungdo colagem para H, as fung¢des colagem para H ® H ® 1 e para H ® H

seguem como consequéncia.
. o 22 0
A primeira fungdo colagem é f : S! — GL,(C) definida por z — porque as segdes
1

do produto tensorial de fibrados sdo o produto das se¢des dos fibrados e a funcado colagem para
o fibrado trivial de dimensdo 1 é apenas a identidade. A segunda é g : S — GLy(C) definida

z 0
por z — porque resulta de dois fibrados H.

0 z
Os dois mapas sdo homotdpicos por conta de GL;(C) ser conexo por caminhos.

De fato, é possivel construir uma homotopia entre f e g:

. 1 -1
Explicitamente, defina o caminho vy : I — GL(C) por 7(t) = ¢ = exp(‘E ) com
-1 1

exp a exponencial de matrizes. A exponencial de uma matriz é sempre invertivel, portanto, o
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mapa estd bem definido.

Com essa construgdo, ¥ € um caminho entre

00 10 it 1 -1 01
00 01 -1 1 10

Defina também as fungdes h; : S' — GL,(C) por

ehy: S' — GLy(C) por

) — {1 0]
0 z

A partir desse caminho, de h; e de h; é possivel construir a homotopia entre g e f como

F:S' x I — GLy(C) definida por

F(z,t) = h(2)viha(2) 7e

De fato, F é continua, se t = 0 temos que

F0) |:z 0] {1 0] {1 o] !1 0] _ lz 0] )
0O 1( 10 1] (0 z| (0 1 0 z
eset =1 temos

z O (0 1 (1 Of (0 1 0 z| (1 O (0 1
F(x, 1) = = —=
0 1| (1 O (0 z| (1 O 1 010 z| |1 O
0 22| [0 1 2 0
1 0|1 0 0 1
Dada essa homotopia, basta aplicar a Proposi¢do 1.3.10 para verificarque H® H®1le H® H

devem ser isomorfas.
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Capitulo 2

K-Teoria como Teoria de Cohomologia

Neste capitulo, serdo introduzidos funtores entre espacos topoldgicos e classes de equivaléncia
de fibrados vetoriais. Como conclusdo, serd possivel verificar alguns axiomas de Teoria de Coho-

mologia que a K-Teoria reduzida (vinda do funtor K) verifica.
Antes de comegar, é importante ressaltar que tipos de fibrado vetorial estardo neste capitulo:

A partir de agora, todos os fibrados vetoriais serdo complexos. Note que todos os resultados
anteriormente verificados para fibrados vetoriais reais também sao vélidos para fibrados vetori-
ais complexos. Além disso, 0 mapa da Proposi¢do 1.3.10 é um resultado vélido apenas no caso
complexo e que serd importante para que a versdao complexa Teorema da Periodicidade de Bott
seja valida. A importancia dessa proposi¢do nos préximos passos deste trabalho é o motivo pelo
qual iremos nos voltar apenas para os fibrados vetoriais complexos a partir deste capitulo.

Vale observar que existe também uma proposicao semelhante para fibrados vetoriais reais,
conforme informado na Observacdo 1.3.11. Utilizando essa proposi¢do, é possivel concluir a
versdo real do Teorema da Periodicidade de Bott, que nédo serd explorada neste trabalho por ndo

ser de interesse para os problemas aqui resolvidos.

Neste capitulo, além dos fibrados serem complexos, haverd uma ampliagdo da definicdo de
fibrado vetorial: agora as fibras poderdo ser espagos vetoriais de dimensdes distintas. Essa
ampliacdo é importante para a construcao da K-Teoria.

Essa ampliagdo de defini¢do mantém a dimensao localmente, pois ainda ha trivializag¢des lo-
cais em todo fibrado vetorial. Ou seja, como, para todo x € B existe U vizinhanga de x tal que
h:p~'(U) — U x C" é trivializagdo local para algum 7 natural, as dimensdes das fibras devem

ser localmente constantes. Isto €, se X é desconexo, as dimensdes de cada componente conexa
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podem ser diferentes.

Por tltimo, também vale observar algumas notagdes que serdo adotadas: o fibrado n-dimensional
trivial serd representado por ¢, onde o fibradoé omapa p : " — X, isto é, " = X x C". Também

serd mais frequente utilizar apenas E para representar todo fibrado vetorial p : E — X.

Observagio 2.0.1. Com a nova notagdo, é possivel escrever e" @ ¢" ~ " "

De fato, a soma direta dos fibrados vetoriais triviais p; : X X C" = Xepy: X xC" = X é
o fibrado vetorial com espaco total {((x1,w1), (x2,w2)) € €™ X €"|p1(x1, w1) = pa(x2, wy)}, isto
é, 0 espago de todos os pontos ((x1,w1), (x2,wy)) de €™ x €" tais que x1 = x. Assim, ¢" @ " ~
{(x, w1, wz) € X x C" x C"| Vx € X Vw; € C"Vw, € C"} = X x C"™" com o mapa do fibrado

sendo realmente a projecdo em X.

2.1 Os funtores K e K

Os funtores K e K, que serdo definidos nesta sessdo, receberdo espacos X que sdo compactos
Hausdorff e os levardo para os grupos abelianos K(X) e K(X) respectivamente. Serdo definidas
as somas que originam essa estrutura de grupo abeliano e, mais que isso, sera definido o produto
que faz de K(X) um anel. Depois de apresentadas as estruturas, K tera papel importante na

verificacdo dos axiomas de teoria de cohomologia generalizada.
Definigao 2.1.1 (Relagdo de equivaléncia ~). Se E; e E; sdo fibrados vetoriais com base X, defi-
S
nimos a relagdo
Ei =~ Eyse Ey @ €" = Ep @ €" para algum ntimero natural 7.
S
Definicao 2.1.2 (Relagdo de equivaléncia ~). Se E; e E; sdo fibrados vetoriais com base X, defi-
nimos a rela¢do
Ei ~ Eyse E; @ €" = Ep @ ¢" para algum par de naturais m, n.
Observagio 2.1.3. E possivel verificar que, de fato, ~ e ~ sio relagdes de equivaléncia.
S

Demonstracdo: 1. ExEeE~E
S
porque E é isomorfo a si mesmo tomando a identidade como isomorfismo e, segundo a

Observagao 1.2.16, é possivel concluir que E @ " ~ E @ €" para todo natural n.
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2. Ey ~ Eye E; ~ E3 = E; ~ E3 e, uma vez demonstrada a implicagdo anterior, é possivel
tirar como consequéncia que E; ? E,e E ? Es; = E; ? Es
A primeira implicacdo é verdadeira porque se E; © " ~ E; G e e E, D™ ~ E3 D e™,
pode-se realizar as seguintes operagdes que mantém isomorfismo, conforme verificado da
Observacgdo 1.2.16:
Se E1 @ &M =~ Ep; @ e", somando " em ambos os lados, temos E; @ (¢ @ ™) ~ E; ®
e @™~ (Ep @e™) @ e™. Isto é, pela Observagdo 2.0.1, E; @ 1™ ~ E3 @ ™1™, isto é,

E; ~ Es.

Poderiamos concluir o mesmo para a relagdo ~ porque se ny = np e mp = ms, tirariamos
S

nq + my = msz + np.

3. E1?E2:>E2§E16E1NE2:>E2NE1
simplesmente porque, em geral, se A ~ B, isto é, se existe homeomorfismo de A para B
que se restringe a isomorfismos lineares em cada fibra, o inverso deste mapa é isomorfismo
de B para A, isto é, B ~ A.
Ul

O nosso objetivo agora é mostrar que um conjunto de classes de equivaléncia de fibrados
vetoriais sobre X é grupo com a operagdo @. Para isso, é interessante verificar algumas proprie-

dades presentes no conjunto das classes de isomorfismo de fibrados vetoriais:
Observacgdo 2.1.4. Sejam A,B e C fibrados vetoriais

1. A soma direta estd bem definida, isto é, independe do representante da classe. Foi mos-
trado na Observagdo 1.2.16 quese A ~ B,entio A®@C ~ B®CeB®C ~ B® C para

qualquer outro C’ na mesma classe de isomorfismo de C.
2. A soma é comutativa. Na mesma Observacao 1.2.16, foi visto que A ® B ~ B @ A.

3. Eassociativa (A @ B) ® C ~ A @ (B @ C) por definicdo. Se p; é o mapa do fibrado 4, p; o
mapa do B e p3 o mapa do C, temos (A @ B) & C = {((v1,v2),v3) € (A x B) X Clp1(v1) =
p2(v2) = p3(v3)} = {(v1, (v2,v3)) € AX (B X C)|p1(v1) = p2(v2) = p3(v3)} = AD (BD
C)

4. Possui como elemento neutro ¢, pois se esse fibrado é p : X x {0} — X tal que p(x,0) = x
para todo (x,0) € X x {0}, e tomando outro fibrado vetorial qualquer p’ : A — X, ocorre

A®e ={(v,(x,0) € Ax|p'(v) =x} = {v|p/(v) =x,x € X} = A
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A conclusdo é: se estes quatro itens sdo verdade para classes de isomorfismo, elas também
devem vales para as classes de equivaléncia por ~ e ~, pois essas rela¢des sao definidas a partir
S

de isomorfismos.

Proposicdo 2.1.5. Se X é compacto Hausdorff, entdo o conjunto das classes de equivaléncia de fibrados
vetoriais sobre X pela relagiio ~ forma um grupo abeliano com respeito a soma direta @.

Este grupo abeliano é denominado K(X)

Demonstracgao: Ja foi listado anteriormente que neste conjunto @ é operacdo comutativa, asso-
ciativa, com elemento neutro a classe de ¢'. Resta verificar a existéncia de elemento inverso.

No Teorema 1.2.15, foi visto que para todo fibrado vetorial E existe outro fibrado E’ tal que
E @ E' ~ €N para algum natural N. Entretanto, este resultado era valido para fibrados vetoriais
anteriormente definidos de forma que todas as fibras possuem a mesma dimensao.

De fato, neste caso, EGE' ~ &N = EQE @ ~ eV 9 ~ ¥ @ eV, o que leva a conclusdo
E® E' ~ &, que indica que a classe de E’ é o inverso da classe de E.

Porém, em geral, agora nem todas as fibras possuem a mesma dimensdo. Para resolver este
problema, considere o mapa do fibrado E 7w : E — X e seja X; = {x € X|dimmn1(x) = i}.
O conjunto de todos esses espagos X' = {X;} étalque UX = X, X;NX; = Osei # je X é
compacto, existindo assim subcobertura finita de X que s6 pode ser o préprio conjunto X, isto
é, X é cobertura finita de X.

A partir do que foi feito até 0 momento, basta adicionar a E um fibrado E’, de forma que
a soma seja trivializdvel e de dimensao “ajustavel”’sobre cada X;. Isto é, somar E a um fibrado
tal que a soma se torne um fibrado vetorial com todas as fibras de mesma dimensdo. Vejamos
porque esse fibrado E’ deve existir e como resolver o problema de forma mais explicita:

Primeiramente, note que 7t|x, : 7 1(X;) — X; é um fibrado vetorial. Como comentado na
introducao deste capitulo, as trivializag¢des locais fazem com que as fibras de um fibrado vetorial
tenham, localmente, a mesma dimensdo. Portanto, a existéncia de um aberto em X; e de uma
trivializagdo local seguem diretamente da existéncia de trivializagdes locais em E.

Para todo x € X;, existe um aberto U e um mapa h, : 7~ 1(U) — U x C'.

Seja esse o fibrado 7771 (X;) que, segundo o Teorema 1.2.15, somado com algum outro fibrado
vetorial E; com espaco base X;, é trivializavel, de forma que 7~ !(X;) ® E; ~ & para algum
numero natural #;. De fato, essa dimensao é “ajustdvel "no seguinte sentido:

Seja N = max {n;} e El = E; ® eV ~". Assim, 7 1(X;) ® E! ~ &""N=" = ¢N para todo i. E de
nosso interesse encontrar uma mesma dimenséao para cada i.

Considere E' = UE;. p : E/ — X é fibrado vetorial, pois cada restricdo E; — X; é fibrado

vetorial.
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Por fim, E & UE! = U~ !(X;) & UE! tem todas as fibras de dimensdo N e pode-se resolver

pelo caso inicial. O

Observacao 2.1.6. Os elementos do conjunto das classes de equivaléncia pela relacdo ~ com a
S

operacdo @ ndo possuem inverso em geral.

Demonstra¢ao: Suponha por absurdo que existe inverso para a classe do fibrado vetorial p :
E — X. Assim, existe outro fibrado vetorial p’ : E' — X talque EQ E' @ ¢" ~ e @ ¢" ~ ¢" para
algum natural n. Se o mapa do fibrado vetorial ¢" é 77 : ¢" — X, terfamos que a dimensao de
cada fibra de E ® E' @ ¢" seria dim(p; *(x) x py ' (x) x m71(x)) = dim(p;* (x)) + dim(py  (x)) +
dim(t=1(x)).

Como E @ E' @ €" é isomorfo a €", existe isomorfismo linear entre as fibras de cada um des-
ses fibrados, o que significa que a dimensao delas deve ser a mesma, isto &, dim(p;*(x)) +
dim(p, ' (x)) + dim(mt='(x)) = dim(7r~'(x)). Isso s6 ocorre se as fibras de E e E’ possuem to-
das dimenséo 0, ou seja, estdo ambos na mesma classe de equivaléncia de ¢°. A concluséo é:

somente [°] possui inverso no conjunto das classes de equivaléncia pela relacao ~. O
S

Observacgao 2.1.7. Por mais que o espago das classes de equivaléncia de fibrados pela relagdo ~

S
ndo tenham inverso, vale a propriedade do cancelamento: Dados fibrados vetoriais E;, E; e E3,
vale

E]@Ez?El@EgiEsz;;

Demonstracdo: E; @ E; =~ E; @ E3 implica
S
ElEBEQ@En%E1EBE3EBSn (21)

para algum natural n. Pelo Teorema 1.2.15, existe fibrado vetorial E] tal que Eq & E| ~ €" para

N

algum natural m. Portanto, somando E{ a esquerda em ambos os lados de 2.1, obtemos

"PE®" " DE;pE" (2.2)

que, por propriedades anteriormente observadas em 1.2.16 e 2.0.1, equivale a dizer

Ey @ e ~ E3 @'t (2.3)
Ou seja, Ep ? Es. O

Outro importante grupo abeliano a ser construido a partir de um espago compacto Hausdorff

X, é K(X), construido utilizando-se a relacdo de equivaléncia ~. Esse grupo ainda pode ser
S
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munido de um produto que o torna anel comutativo com unidade.
Esse espago é construido de forma semelhante a como é possivel construir os ntimeros intei-

ros a partir dos ntimeros naturais:

Definigao 2.1.8. Dado um espago compacto Hausdorff X, definimos
K(X) = {E —E'|E e E' sdo fibrados vetoriais sobre X com a rela¢do de equivaléncia E; — E] =

Ez—Eé@El@EQ?Ez@Ei}

Observagdo 2.1.9. Com as propriedades verificadas anteriormente, é possivel dizer que o espago

das classes de equivaléncia de fibrados de base X pela relagdo ~ é um monoide comutativo com
S

a operagdo [E1| + [Ez] = [E1 @ Ez]. Isto é, um conjunto que verifica as seguintes propriedades

para quaisquer fibrados vetoriais E;, E; e E3 com base X:

1. Associatividade ([E1] + [E2]) + [E3] = [E1] + ([E2] + [E3])
2. Identidade [E] + [¢°] = [E] = [°] + [E]
3. Comutatividade [E1] + [E;| = [E2] + [Eq]

Em que [E] denota classe pela relagdo ~ para todo fibrado vetorial E. Todas essas proprieda-
des de fato seguem diretamente da associatividade, identidade e comutatividade presentes no
conjunto das classes de isomorfismo, propriedades verificadas na Observagao 2.1.4.

Note que faltam propriedades para que este seja um grupo abeliano e a estrutura construida
da definicdo de K(X) resolve esse problema, como serd mostrado a seguir. Vale observar que
existe uma forma geral de construir um grupo abeliano a partir de um monoide comutativo,
denotada por completamento de Grothendieck, onde o grupo abeliano desejado é construido
como diferencas de elementos do monoide comutativo original. Isto é, 0 espago K(X) pode ser
visto como uma aplicagdo deste completamento de Grothendieck, assim como a construgdo dos

ndameros inteiros a partir dos ntimeros naturais pode ser vista como outro exemplo.

Observacao 2.1.10. E possivel verificar que a relagio denotada por = de fato é relagio de equi-

valéncia de forma bem direta:

1. El—Ei:Ez—Eé:>EQ—EQIEl—EipOI‘queEh@Eé?Ez@Ei:>E2€BE£§E1€BE£

como observado em 2.1.3.
2. Ey — E} = E; — E| porque E; @ E] = E; @ E] como também observado em 2.1.3.
S

3. Se Ey — E| = E; — E} e E; — E}, = E3 — E}, entdo E; — E] = E3 — E} pois nesse caso temos

E1 @ E) ~ E;®EjeE, @ E] ~ Es @ E) basta entdo somar essas duas sentengas anteriores,
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e assim obter pelas observagdes 2.1.4 e 2.1.7 By ® E; S E; B E, = E;, @ E| @ Es B E), =
S
E1 & E, ~ E| & Ey, isto é, E; — E| = E5 — EL.
S

Defini¢do 2.1.11. A soma em K(X) é definida como
(E1 —E1) + (E2— E3) = (E1 @ E2) — (E1 © )

Proposic¢do 2.1.12. Para todo espago compacto Hausdorff X, K(X) é um grupo abeliano com a operagiio
+. O elemento neutro é E — E para E fibrado vetorial qualquer de base X e o inverso é E' — E para todo
E - E' € K(X).

Demonstragdo: 1. Associatividade Temos que [(E; — E}) + (E; — E})] + (Es — E}) = (E1 —

E1) + [(E2 — E3) + (Es — E3)], porque

[(Ey — E}) + (Ex — E3)] + (Es — E}) = (Ey ® E; — E} ® Ey) + (Es — E3)

= (E1 EBEz) ¢ E; — (Ei @Eé) @Eg.

Como (E1 @ E>) @ Es = E1 @ (E; ® E3) e (E] @ E}) ® E} = E] @ (E} ® E}) pela Observacdo

2.1.4, também pode-se concluir que

(Ev @ Ey) ©E3 — (B} ® Ey) ®Ey = E1 © (E2 ® E3) — E; @ (E; © E3)

= (E1 = Ey) + [(E2 - E3) + (Es — E3)].
2. Elemento neutro Temos que (E; — E{) 4+ (E — E) = E; — E] porque
(Bt —E)+(E—E)=E1®E—-E®EeEi®E®GE ~E ®E &E
pela comutatividade da soma de fibrados vetoriais mostrada em 2.1.4. Em particular,

E1@E@E{§E1@E{EBE,

0 0

pois basta somar ¢’ em ambos os lados que o isomorfismo se mantera por &’ ser elemento

neutro como mostrado na mesma Observacgao 2.1.4

3. Existéncia de inverso Temos que (E; — E}) + (E] — E1) = E — E porque
(El—Ei)—l—(Ea—EO :E1EBE{— i@EleEl@Ei@E%E@Ea@El

pela comutatividade da soma direta de fibrados vetoriais. Em particular, E; @ E] @ E =
S
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E & E| @ E;, como queriamos.

4. Comutatividade Temos que (E; — E}) + (E» — E}) = (E, — E}) + (E1 — E}) porque
(E1—E})+ (E2—E) =E1®E, —E{®Eje
(E,—E)) + (E1 —E)) =E,®E — E} & E,.

Assim, temos (E1 & E;) @ (E, @ E1) ~ (E; @ E1) @ (E] ® E}) pela Observagao 2.1.4. Em
particular, vale

(E1 ®Ey) ® (E, @ Eq) N (E; ® E1) @ (E{ @ E)).

2.1.1 Estruturas de anel

Além da estrutura de grupo anteriormente apresentada para K(X), também é possivel definir

produto que faz desta estrutura um anel.

Defini¢do 2.1.13. A seguinte operacdo define um produto em K(X):

(E1 —E})(E2—E}) =E1®E,—EyQE)+E;®E, —E] Q E,

Este produto esta bem definido, uma vez que se E; — E} = E3 — Ej}, entdo (E; — E})(E; —
E}) = (Es — E})(E2 — EY). Aqui serdo utilizadas as propriedades 1.2.20, 1.2.22 e 1.2.24 do produto
tensorial de fibrados vetoriais para demonstrar este fato.

Inicialmente, utilizando a informagédo de que E; & E} ~ E} @ E3 é possivel obter E; & E} —

0. Isso leva a concluir

E} @& E; = €°, que também pode ser representado por ¢’ — ¢

(Ey ® Ey — E{ @ E3)(E2) = (E1 ® E5 — Ey @ E3)(E)) = €° considerando E, e E, como os
elementos E; — € e E;, — ¢ de K(X), respectivamente.

Portanto, (E; @ E}) ® E; — (E] ® E3) ® E; = (E1 @ E}) ® E}, — (E] & E3) ® E}, implica (E; &
Eé) R E, d (Ei ) E3) &® Eé ? (El ) Eé) &® Eé ©® (Ei ) E3) ® E; e assim, [(El ® Ez) ) (Ei ® Eé) D
(E3s ® E}) @ (Ef ® Ep) | ~ [(E1 ® E}) & (E} @ Ez) @ (E3 ® Ep) @ (E; ® E})], uma informagao
desejada para concluir que (E; ® E>) ® (E] ® Ej) — (E1® E)) ® (E{® Ey) = (B3® Ep) ® (E5®
E}) — (E3® E)) @ (E, ® Ey), isto é, (Ey — E})(E2 — E}) = (E3 — E})(E, — E}), como queriamos.

Proposicdo 2.1.14. Para todo espaco compacto Hausdorff X, K(X) é anel comutativo com unidade em

relagdo a operagdo de multiplicagdo definida em 2.1.13
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Demonstragdo: Ja foi provado que K(X) é grupo na Proposi¢do 2.1.12. Agora utilizaremos pro-
priedades do produto entre fibrados vetoriais presentes em 1.2.2 para provar as propriedades
restantes que fazem de K(X) um anel conforme enunciado:

Dados quaisquer E; — E}, E; — E}, e E3 — E} em K(X)

1. Associatividade Segue da associatividade para fibrados vetoriais, que é a propriedade
1.2.21, e da distributividade, que é a propriedade 1.2.22: [(E; — E})(E; — E})](Es — E}) =
[E1®E@EQE —E1QE,®E ®E(Es —E3) = (E1®E2 ®E| ®E)) ®E3® (E1 ® Ey @
ElQE)QE,—(E1QE®E QE) QE,® (E1QE,®E|®E) ® E3 = [(E1® E2) ® E3| @
[(E1 ® E) ® Es] @ [(E1 ® Ep) ® E3] & [(Ey ® Ez) @ B3] — [(E1 © E2) @ B3] © [(E} © Bp) ®
E3]© [(E1® By © B3] @ [(E; @ B2) ® Bs] = [E1 @ (B2 @ E3)] @ [Ey © (E; ® E3)] @ [E1 ®
(B2 @ E3) @ [Ey @ (B2 @ E3)] — [E1 @ (B2 ® B3)] © [Ey @ (B, ® E3)] @ [E1 @ (B, @ B3)] ©
[E} ® (E2 ® E3)] = (E1 — E{)[(E2 — E3) (Es — E3)]

2. Distributividade A distributividade a esquerda e a direita seguem ambos da propriedade
1.2.22. A seguir, é desenvolvido em detalhes o caso a esquerda, enquanto que o outro é
analogo: (E; — E})[(E; — E}) + (E3s —E})] = (E1 —E})(E2® Es —E; & E}) = [E1® (E2 &
EeE e (B -[Ee(BoR)|o[Ee(Eob)] = (BL®E)® (E1®E)®
(E1®E) 0 (B0 E) - (B10E) (B0 E) @ (0 k)@ (o k) = [(BL®E)®
(E1® Ey) = (E1® E3) © (Ey @ E2)] + [(E1 @ E3) © (Ey @ E3) — (E1 ® E3) ® (Ey ® B3)] =
(Ev — E1)(E2 — Ey) + (E1 — E1)(Es — E3)

3. Comutatividade Segue da comutatividade para fibrados vetoriais, que é a propriedade
1220: (B - E))(E2 = B) = [(E1@ B2) @ (Ey @ By)] = [(E1 @ By) ® (B @ )] = [(E2 ®
E)) @ (Ey® E})] — [(E2 @ Ef) @ (B3 © Ex)] = (Ez — ER) (1 — E})

4. Identidade A identidade deve ser ¢!, isto é, e} — €Y. Isso segue das propriedades 1.2.23 e
1224: (Ey—E))(e' =€) = (E1@e! 9 E @) — (E10 @ Ef®el) = (B0 ) — (Lo
E})=E,—E-T

O]

Observacao 2.1.15. Antes de prosseguir, uma informacdo importante sobre notagao é que sempre
que tomarmos E € K(X), isso é o mesmo que dizer E — ¢’ € K(X). Da mesma forma, faz sentido
denotar por —E € K(X) a classe €” — E € K(X). Assim, E + (—E) = E — E é o elemento neutro

e as classes E e —E sdo de fato opostas, como a notacdo indica.

Observagao 2.1.16. Note que de fato K e K sdo funtores (contravariantes) entre a categoria dos

espagos Hausdorff compactos e a categoria dos anéis:
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K e K realmente levam os objetos X que sdo espagos Hausdorff compactos nos anéis K(X) e
K(X).
Agora considere que K leva mapas f : X — Y em f*: K(Y) — K(X) definida por

f*(E—E") = f*(E) — f*(E') para todo E — E’ € K(X)

relembrando aqui que f* de um fibrado vetorial é o fibrado pullback conforme denominado na
Observacado 1.3.3.
De forma semelhante, K(X) leva fungdes f : X — Y em f* : K(Y) — K(X) definida por

f*([E]) = [f"E] para toda classe de equivaléncia de E por ~, [E] € K(x)

Por fim, resta verificar as 5 seguintes afirmagdes nos dois funtores:

1. f* estd bem definido

Primeiramente, note que dada f : A — B continua, temos f*(&") também é fibrado vetorial
trivializavel para qualquer €". De fato, f*(¢") ~ {(x,v) € A x €"|f(x) = p(v)} e, dada
uma trivializagdo h : €"” — B x IR", é possivel tomar o mapa g : f*(¢") - A x R" como
f(x,v) = (x,praoh(v)) onde prp : B x R" — RR" é a projecdo em R". Dessa forma, g
também sera trivializagdo. Por simplificagdo de notagdo, também sera denotado por ¢" o

fibrado vetorial f*(e").
Gostariamos de verificar agora que, se E; — E; = F; — F, entdo f*(E; — Ez) = f*(F, — B).

Assim, é dada a informacdo de que E; & F, = F; @ Ey, isto é, existe um ntimero natural n
S

talque Ey O KL " =~ Ff O E, D €.
Portanto, f*(E1 @ F, ®¢") = f*(F; & Ex @ ¢"). Conforme demonstrado na Proposicdo 1.3.4,
temos que f*(E1) & f*(F) @ f*(¢") = f*(F) @& f*(E2) & f*(¢"). Assim, como observado
no inicio deste item, f*(E1) @ f*(F) @ &' =~ f*(F1) @ f*(E2) @ €",isto é, f*(E1) & f*(F) ~
f*(F) & f*(Ez) e, portanto, f*(E1) — f«(E2) = f*(F1) — f*(F2), como queriamos.
Se E ~ F, temos que f*E ~ f*F de forma semelhante: E® " ~ F@e" = f*(E) @ e" ~
f*(F)@e™.

2. f* é homomorfismo de anel
Na soma, temos:
Em K(X), f(E1—E2+F—F) = ff(E1®Fh -E®Ek) = f(E1® k) — ff(E2® k).

Como f*(E1 @ R) ~ f*(E1) @ f*(R)e f*(E2® F) =~ f*(Ey) ® f*(F) pela Proposicdo 1.3.4,
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conclui-se que f*(E1 — E2 + Fr — R) = f*(E1) @ f*(R) — f*(E2) & f*(F) = (f*(E1) —
fH(E2)) + (f*(F) — f*(R)) = f*(E1 — E2) + f*(F1 — F2), como desejado.

Em K(X), f*([E1] + [E2)) = f*([E1 © E2]) = [f*(E1 ® E2)] = [f*(E1) ® f*(E2)] pelo pull-
back da soma ser isomorfo & soma dos pullbacks. Assim, [f*(E1) & f*(E2)] = [f*(E1)] +
[f*(E2)] = f*[E1] @ f*[E2], como queriamos.

No produto, temos:

Em K(X),f*((E1 = E})(E2— E3)) = ff(E1® E) & (E1® E)) — (E1 ® E3) & (E{ @ Bp)) =
f*(E1 ® Ex) & (E} ® E)) — f*((E1 ® E}) & (E] ® E)). Pelas propriedades do produto e
da soma da Proposigdo 1.3.4, temos f*((E; ® E2) & (E] ® E})) = (f*E1 ® f*Ep) @ (f*E] ®
fEy) e ff(E1®Ey) & (Ey® Bp)) = (fE1 @ f*Ey) & (fE} © f*Ey). Portanto, f*((E1 —
EN(E2—E))) = (ffE1@ f E2) © (f'E1 @ f*Ey) — (f*E1® f*Ey) ® (fE1 ® f*E2) = (f"E1 =
fYE})(f*E» — f*E}) = f*(E1 — E})f*(E2 — E}), como queriamos.

Em K(X), a estrutura de produto ainda néo foi apresentada. Portanto, até o momento, con-
sidere o funtor K como funtor entre a categoria dos espacos Hausdorff compactos e a cate-
goria dos grupos abelianos. Isto é, f* é apenas homomorfismo de grupo. Essa informagao
ndo afetard os proximos resultados porque, para os resultados seguintes acerca de uma
teoria de cohomologia, o fato importante ¢ que K seja funtor que vé para a categoria de

grupos abelianos.
3. 1* = 1 Note que 1*(E) ~ E, onde 1 representa a identidade. De fato, dado um fibrado
vetorial p : E — X, temos que 1*(E) ~ {(x,v) € X X E|x = p(v)} = E

Portanto, em K(X), 1*(E — F) = 1*E — 1*F = E — Fe,em K(X), 1 % ([E]) = [1*(E)] = [E]

4 (fe) =g'f
Segue diretamente do primeiro item da Proposicdo 1.3.4:
Em K(X), (f&)"(E—E') = (f¢)"(E) — (f&)"(E') = &"f*(E) —g"f*(F) = ¢"(f'E -
f'E) = g (f(E-FE)). Em K(X), (f8)"[E] = [(f8)°E] = [g"(f'E)] = &'[f'E] =
g (f[E])-

5. se f e g sdo homotdpicos, entdo f* = g*
Por aplicacdo do Teorema 1.3.6, temos que f*E ~ ¢*E para todo fibrado vetorial E. Assim,
em K(X) temos f*(E — E') = f*(E) — f*(E') = g"(E) — g*(E') = g*(E— E') e em K(X)
temos f*[E] = [f*E] = [¢*E] = ¢*[E], como queriamos.
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2.1.2 Homomorfismos importantes

O objetivo desta subsecdo é apresentar alguns homomorfismos e isomorfismos que contribuirdo
para a percepcio de K(X) como anel. Além disso, ao final K(S?) e K(S?) seréo relacionados de
forma que K(S?) ser4 visto como nticleo de homomorfismo de anel com dominio K(S?). Através
dessa relacdo serd possivel explicitar quais os seu geradores, informagdo que serd importante

para o Teorema da Periodicidade de Bott.

Proposigao 2.1.17. Todo elemento de K(X) pode ser representado como E — &" para algum niimero na-

tural n e algum fibrado vetorial E.

Demonstragdo: Se E — E’ € K(X), existe fibrado vetorial E” tal que E’ & E” ~ ¢" pelo Teorema
1.2.15. Isso significaque E—E' = (E—E')+ (E" —E') = (E®E")— (E®E") = (E®E") —¢",

como queriamos. d

Proposigao 2.1.18. Existe um homomorfismo natural de grupos ¢ : K(X) — K(X) definido por
@(E — €") = [E], onde [E] é a classe do fibrado vetorial E para todo E — €" € K(X)

Demonstragio: A fungdo estd bem definida porque se E —&" = F —¢™, entdo E @ €™ ~ Foe" =
Eae"de ~ Tpe @é para algum ntmero natural /. Dessa forma, E @ et ~ Fapertle,
portanto, E ~ F. Isto é, p(E — ¢") = [E] = [F] = ¢(F — &™), como queriamos.

¢ de fato é homomorfismo porque ¢(E; — €" + E; — ™) = [E; @ Ez] = [E1] & [Ez] = ¢(E1 —
e") @ @(Ex — ™). O

Corolario 2.1.19. Temos que Ker(¢) ~ Z.

Demonstragio: Ker(¢) é composto por todo E — ¢" tal que E ~ 0. Isso significa que E @ &/ ~ &
para um certo par de ntimeros naturais k e j. Como a dimensio de &' é maior que a dimenséao
de €/, esse isomorfismo é o mesmo que dizer que E ~ e" param = k —[. Portanto, E = " e
Ker(¢) = {¢" —¢"|m,n € N}.

Note que {&” — ¢"|m,n € N} ~ Z, pois e" — ¢" = " — ¢" se e somente se m —n = m' — 1.

m-+m' n+n'

! ! ! ! . ~
De fato, "™ =~ " 4™ ~ &' + " ~ """ se e somente se as dimensdes de ¢
S

ee

forem iguais, isto é, se m +m’ = n +n'. Assim, ao somar ¢ para qualquer I natural, temos
! !/

k=m+m +1l=n+n+leefme"+e" +el me" +e" +e ~ ek

Portanto, o mapa f : Ker(¢) — Z definido por

f(e" —€") = m — npara todo e" — ¢" € Ker(¢)
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é um isomorfismo de grupos. O

Corolario 2.1.20. Temos que K(X) é isomorfo a K(X)/Ker ¢

Demonstragdo: Pode-se notar que ¢ é sobrejetora pois todo [E] € K(X) pode ser escrito como
¢(E — €") para qualquer natural n
Assim, pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo, é possivel concluir que K(X) isomorfo a

K(X)/Ker ¢. O

Proposicdo 2.1.21. Temos que ¢ : K(X) — K(xg), com xo € X definido por
Y(E1 — Ez) = Eql|x, — Ez|x, para todo E; — E; € K(X)

é homomorfismo de grupos.
Aqui Ey é a restrigdo de um fibrado vetorial E a fibra de de x, isto é, dado o fibrado vetorial p : E — X,

Ex — E|p—l(x).

Demonstragdo: Este mapa estd bem definido pois, se E; — E| = E, — EJ, temos E; & E), ? E, ®
El = E1®E,®e" = E; ® E] @ ¢" para algum nimero natural n. Como o isomorfismo se
restringe a isomorfismos vetoriais em cada fibra, temos ainda E1 |x, & E}|x, ® €"|x, = (E1 ® E} &
€")|x, = (E2 ® Ef€")|x, = Ezlx, ® Ef|x, ® €"|x,- Portanto, E1|x, ® E}|x, ~ Ez|x, ® Eflxy = Eilx, —
Eflx, = Ez|x, — E}|x,, como queriamos.

Além disso, ¢ é homomorfismo pois ¢(E; — E{ + E» — E}) = ¢(Eiy ® E; —E{ @ E)) = (E1 @
Es)lx, — (E] @ E))|x,- Além disso, (E1 @ E2)|x, — (E] ® E})|x, = Eilx, ® E2lx, — Eflx @ Eblx,
porque a restrigdo da soma de fibrados é isomorfa a soma da restrigdo deles por defini¢do. Por
fim, como E1 |y, ® Ea|x, — E|x, ® Ej|x, = E1lx, — Eilxo + E2lxo — E5lx, = $(E1 — E}) + ¢(E2 — E3),

conclui-se que o mapa é homomorfismo. O

Corolario 2.1.22. Temos que P : K(X) — K(xg) é isomorfismo quando restrito a {e"™ — &"|m,n €

N} = Ker(¢) = Z, isto é, K(xg) é isomorfo a Z.. Denotemos |k, , como ¢’

Demonstra¢dao: Qualquer fibrado vetorial de dimensdo m no ponto x, quando restrito a esse
ponto, possui como espago total um espago vetorial de dimensdo m. Agora, o fibrado vetorial
e" restrito a base x também possui um espaco vetorial de mesma dimensdo. Assim, hd um
isomorfismo 6bvio entre E|x e €" que leva base em base dos espagos vetoriais que sdo espagos
totais para cada um deles.

Assim, a restricdo a Ker ¢ é sobrejetora pois, pelo pardgrafo anterior, qualquer E — F € K(xg)
étalque E — F = &" — ¢" se E e F possuem dimensdes m e n respectivamente. Além disso, é in-

. / / 13 2z ~ . ~ z ~
jetora porque se " — €™ # " — ¢ isto é, m +n’ # n+ m’, entdo as restri¢des a xo também nao
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A . . . . - / ’ -
tém como ser iguais pela diferenga da dimenséo de €"|y, ® €" |y, e de €"|x, & €™ |x,- Se ndo pos-
: ~ ~ z z. . !/
suem a mesma dimensdo, ndo é possivel serem equivalentes por = e, portanto, €” |, — €" |y, #
S

"y — e | x,, COMO queriamos. O
Proposigao 2.1.23. O homomorfismo ¢ apresentado em 2.1.21 é de fato um homomorfismo de anel.

Demonstragao: Uma parte ja foi provada na Proposi¢do 2.1.21. De forma bem direta, temos que
1/)(80) = ¢¥ e resta mostrar que ¥ mantém a estrutura do produto.

Y(E1—E)(FF—FR)=¢(EIxFEeEQE-—EQRGEQR)=(EiXF®EQB)|y, —
(E2 ® F; & E1 ® F2)|y,. De forma semelhante com o procedimento da Proposi¢do2.1.21, sabemos
que (E\ xS EQRB)|y, - (20 ®EI®F)|y, = (Et X F)|x, ®(E2Q@ B)|x, — (E2® Fi) |5, ®
(E1 ® B2) -

Resta verificar que, para quaisquer fibrados vetoriais p; : E =+ X e pp : F — X, temos que
(E® F)|x, & Elx, ® F|x,- Como a restri¢do a um ponto x do fibrado vetorial E® F é p;!(x) ®
p, ' (x), esse isomorfismo também segue facilmente da definicao de produto tensorial.

Assim, (E1 X F1)|x, ® (E2® F2)|x, — (E2 @ F1)|x, ® (E1 ® F2)|x, = (E1lx, ® Filx,) @ (E2|x, ®
Falxy) = (E2lxg ® Filze) ® (Eilxo ® Filxy) = (Erlxy — E2lxy) (Filxy — Falxo) = $(E1 — E2)(F1 — F2),

como querfamos. O
Observacido 2.1.24. A proposi¢do anterior implica que ker(¢) é um ideal.

Lema 2.1.25. [Lema da decomposi¢io] Dada uma sequéncia curta exata 0 — A L5 BLC—0de
grupos abelianos, temos que, se existir um homomorfismo p : B — A tal que poi = Idy : A — A

identidade, entdo existe um isomorfismo B ~ A & C que faz o diagrama abaixo comutar:

Aqui,omapa A — A @ C levatodoa € Aem (a,0c) eomapa ASC — Alevatodo (a,c) € AdC

ema.

Demonstragdo: Defina o mapap: B — A® C por p(b) = (p(b),j(b)).

Dado esse mapa, o diagrama realmente comuta. Basta verificar que ele de fato é um isomor-
fismo de grupos.

Ele é homomorfismo porque p e j sdo ambos homomorfismos. Resta verificar que p é mapa

bijetor.
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Primeiramente, note que B = Ker p @ Im i:

Temos que Ker p N Im i = {0} porque p oi é mapa identidade e, portanto, s6 zera em 0.
Assim, faz sentido escrever a soma direta entre esses grupos. Obviamente, Ker p @ Im i C B por
ser espaco composto de soma de elementos do grupo B. Resta mostrar que B C Ker p @ Im i. De
fato, paratodob € B, b = (b—iop(b)) +iop(b). ondei(p(b)) € Imieb—iop(b) € Kerp
porque p(b — i p(b)) = p(b) — (poi)(p(b)) = p(b) = p(b) = 0.

Assim, todo b € B é tal que existe tinico 2 € A e existe tnico k € Ker p de forma que

=k+i(a)

Dessa forma,o(b) = p(k +i(a)) = (p(k +i(a)), j(k +i(a))) = (p(K) + p(i(a)), j(k) + j(i(a)),
onde p(k) =0, poi = Id4 conforme enunciado e j o i = 0 pela sequéncia A 1 B Ly Cser exata,
isto é, Im i = Ker j. Ouseja, p(b) = (a,j(k)).

Basta notar que todo ¢ € C pode ser escrito como j(k) para algum k € Ker p: como j é
sobrejetor, para todo ¢ € C existe b = k + i(a) para algum k € Ker p e para algum a € A tal que
¢ = j(b) = j(k +i(a)) = (k) + j(i(a)) = j(k) pois joi = 0.

Dessa forma, p é claramente sobrejetor. Para que seja injetor resta que a interseccdo de j a
Ker p seja um mapa injetor. De fato, se j(k) = 0 para algum ponto k, temos que k € Ker j = Im i.
Como Im iN Ker p = 0, o homomorfismo que vem da restricdo de j a Ker p s6 zeraem O e,

portanto, é injetor como queriamos. conclui-se assim o resultado desejado. O

Lema 2.1.26. Temos que K(X) é isomorfo a K(X) @& K(xo), que por sua vez é isomorfo a K(X) & Z.

/\—1
Demonstra¢do: Primeiramente, note que a sequéncia 0 — K(xg) Wy K(X) 4 K(X) = 0

é exata. Relembre que ¢’ é isomorfismo, conforme demonstrado no Corolério 2.1.22, isto é, a

imagem de (¢') !

é exatamente o nicleo de ¢. Além disso, ja vimos que ¢ é sobrejetor.

Note ainda que existe 0 mapa ¥ : K(X) — K(xo) tal que po (¢/')' = o (¢|ker o) "
K(xp) — K(x0) é mapa identidade

De fato, estamos nas hipéteses do Lema 2.1.25 e, com isso, obtemos um isomorfismo con-

forme demonstrado no diagrama abaixo:

0 —— K(xo) =
K(XO ® K X)

(X) —— 0

Assim, segundo a demonstragdo do Lema anterior, obtemos um isomorfismo ¢ : K(X) —

K(x0) & K(X) definido por ¢(E — E') = (¢(E — E'), ¢(E — E')) para todo E — E’ € K(X).
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O]

Coroldrio 2.1.27. Temos que K(X) é um grupo isomorfo ao ideal Ker .

Demonstragio: O isomorfismo ¢ : K(X) — K(x) ® K(X) do Lema 2.1.26 anterior, definido por
Q(E—E') = (¢(E—FE'),9(E—E’)), quando restrito a Ker 1, possui como imagem o produto de
um ponto (o elemento neutro de K(xp)) com K(X).

Note que, de fato, 0 mapa g|ker y : Ker ¢ — {e%1,1} @ K(X) é sobrejetor porque todo E —
E’ € Ker ¢ é simplesmente composto por dois fibrados vetoriais E e E’ que possuem a mesma
dimenséo na fibra sobre x( e, assim, dado qualquer [E] € K(X), se a dimensdo da fibra de E
em xp for 1, basta fazer a imagem de E — ¢" por g|k.r y que chegaremos em qualquer ponto da
imagem desejado.

Finalmente, concluimos que essa restri¢do é isomorfismo entre Ker ¢ e K(X). O

Assim, também é possivel concluir que K(X) é anel. E possivel tirar estrutura de anel a partir

do isomorfismo:

Observagao 2.1.28. Dado o isomorfismo g|ker ¢ : Ker iy — {0} x K(X), quando ele é composto
com a projecdo em K(X), isto é, o isomorfismo h : {0} x K(X) — K(X), pode-se definir o
isomorfismo g = /1 o g|ker y : Ker p — K(X). Note ainda que, pela defini¢do de g como ¢ x ¢,
temos que § = ¢, como anteriormente definido em 2.1.18.

Assim, define-se um produto em K(X) a partir do produto existente no anel Ker :

Dados [E] e [E'] classes quaisquer em K(X), defina o produto entre elas como [E][E'] =
e(¢'[Ele '[E')).

As propriedades de anel de Ker i sdo assim passadas para K(X).

2.2 Os axiomas

Neste momento, uma teoria de cohomologia serd definida a partir dos axiomas, sem maior apro-

fundamento.

Complexo CW

Defini¢do 2.2.1 (Células de dimensao n). Uma n-célula aberta ou uma célula de dimensio n
aberta é qualquer espago topologico homeomorfo a bola unitdria de dimensao n, que é B" =

{x e R"| |x| < 1}.
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Uma n-célula fechada ou uma célula de dimensao n fechada é qualquer espago topolégico

homeomorfo ao fecho da bola unitédria de dimenséo 1, que é B".

Definic¢ao 2.2.2 (Complexo CW). X é um complexo CW se é construido da seguinte maneira:
1. Inicialmente, seja X° um conjunto discreto, cujos pontos sdo 0-células.

2. Indutivamente, forme o n-esqueleto X", em que X" é construido a partir de X"~ ! através
da colagem de n-células ¢! via mapas ¢, : S"~! — X"~ Isto é, X" é 0 espago quociente da
unido disjunta X"~ ! L e?, em que ¢! é uma n-célula aberta, sob a identificacdo x ~ @4 (x)

o

para todo x € de!, em que esse bordo é homeomorfo a 5"~ 1.

3. Esse processo indutivo pode parar em algum inteiro positivo 7, de forma que X = X" para
este inteiro, ou o processo pode continuar indefinidamente, de forma que X = [JX". Nesse

n
altimo caso, a topologia de X é a topologia fraca, isto é: todo A C X é aberto se e somente

se AN X" é aberto para todo inteiro positivo n.

Exemplo: um 1-esqueleto X! é um grafo, em que é permitido haver alguns pontos ndo co-
nectados por retas. Em X!, cada e} ¢ homeomorfo a uma linha e o mapa ¢, leva suas pontas em

algum dos pontos do anterior X°.

Definig¢do 2.2.3 (Par CW). Dado um complexo CW X, se A C X é um subespaco fechado e unido
de células de X, entdo (X, A) é um par CW.

Definicao 2.2.4 (Axiomas para Cohomologia). Uma teoria de cohomologia generalizada é uma
sequéncia de funtores contravariantes F" que partem de complexos CW para grupos abelianos
junto com uma transformagao natural § : F*(A) — F"*1(X/A) para pares CW (X, A) que satis-

fazem os seguintes axiomas:
1. Se f,g: X — Y sdo homot6picos, entdo f* = ¢* : F*(Y) — F"(X)
2. Para todo par CW (X, A), existe uma sequéncia longa exata

%

L (XA — s (X)) — s P(A) — s PL(X/A) — T

com i inclusdo e 4 mapa quociente.

3. Para toda soma wedge X = V,X, com as inclusdes i, : X, — X, o mapa produto [], i} :

F"(X) — [1, F"(X4) é um isomorfismo para cada inteiro n
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A soma wedge sera definida na Se¢do 2.2.3. Por hora, focaremos em como definir os funtores

K", comn € Z e K® = K que satisfazem o segundo axioma descrito acima.

2.2.1 Sequéncia exata induzida por cones iterados

A seguir iremos definir uma sequéncia de funtores que satisfaz esses axiomas. De inicio, pen-
semos em alguns resultados que conduzem a funtores que irdo satisfazer a sequéncia exata que
uma Teoria de Cohomologia possui.

Ao final desta subsegédo teremos verificado a validade do segundo axioma listado na Defini¢do

2.2.4 para essa sequéncia de funtores.

Lema 2.2.5. [Teorema da Extensio de Tietze] Se X é espago normal, Y C X é subespagco fechado e f :

Y — R" é mapa continuo, entio existe um mapa continuo g : X — C" tal que g|y = f.

Demonstragao: Mostremos para o caso em que n = 1:

O mapa g pode ser construido a partir de uma sequéncia de fung¢des que se aproxima de f.

Sejam sy = sup{[f(y)| :y € Y}, Go={y € Y|f(y) = 3}, Lo={y € YIf(y) < =F}.

Go e Ly sdo fechados, uma vez que sdo pré imagem por fechado de fungdo continua, e sdo
disjuntos. Como X é espago normal, isso nos permite aplicar o Lema de Urysohn, que diz que
existe uma fungdo hp : X — [—%, 2] continua tal que /iy = % em Gy, hp = —% em L.

Isto é, para todo x € X e todo y € Y vale que |hp(x)| < % e que |[f(y) —ho(y)| < 2% =

2% = 51 pois fora de Ly e de Gy as normas maximas que f e de /iy podem atingir sdo 3 nos dois

casos e, em Go e em Ly, f(y) € [—so, %] com hy(y) = % no primeiro caso ou f(y) € [—%, 50 e
ho(y) = =° no segundo caso. Assim, tanto em Gy como em Ly, a norma méxima de f(y) — ho(y)
é % também.

Agora, é possivel tomar s; para construir uma fun¢do /; da mesma forma. Se G; = {y €
Y|f(y) —ho(y) > %}, L1 = {y € Y[f(y) — ho(y) < —%} Construimos h; pelo Lema de Urysohn,
com valor 3 em G; e —% em L;. Tomamos s; como valor tal que |f(y) — ho(y) — i (y)| <

s2. Isto é, como [f(y) — ho(y) — M (y)| < 2% pela mesma andlise feita anteriormente quando

2250
32

Sp—1 2

encontramos s, temos que sy = De forma sucessiva, é possivel construir s, = 2 T = (g)”so

A partir deste momento, é possivel proceder de forma indutiva construindo fungoes h, a

partir de s, tais G, = {y € Y|f(y) —ho(y) — . —hu1(y) = %} Lu = {y € Y[f(y) — ho(y) —

. —hy_1(y) > %} e hy pode ser construida por aplicagdo do Lema de Urysohn, de forma que

hy @ X — [—%, %] é fungdo continua tal que h, = % em G, e h, = —% em L.

De fato, |f(y) — ho(y) — - — hn(y)| <251 = su e || < .
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Indutivamente, definindo as fung¢des g, : X — R como g, = ho + h; + ... + hy,temos que a
sequéncia (F,), é sequéncia de Cauchy pois supondo n > m, temos

18n = &m| = [hms1 + oo+ hn| < [Bpga| + o+ [ha| < % Tty = (%)mHS@O to.F (%)n%o S
((3)™*1)%, que tende a zero quando m — oo ou, em outras palavras, para todo nimero real
e > 0, existe um inteiro positivo N tal que, se m > N (e consequentemente n > N também),
temos que |g, — gm| < & como queriamos.

Como o espago das fungdes continuas em X é um espago métrico completo com a norma do
supremo, essas fung¢des convergem uniformemente para uma func¢ao g. Em especial, essa fun¢ao
g éiguala f em Y, porque vimos que | f(y) — gx(y)| < (%)"so, cujo limite é zero quando n — o.

Portanto, g é uma extensao de f, como querfamos encontrar.

Caso n > 1, basta escrever a fun¢do como f = (fi,..., fn) onde fi, ..., fn : Y — R sédo
continuas e podem ser estendidas para X pelo argumento anterior. Se g; estende f; para cada

ie{l, .., n} entdo (g1,..,gn) estende f. O

Observagao 2.2.6 (Caso complexo). No enunciado acima, se é dada uma func¢do f com contra-
dominio C", basta considerar ¢ o isomorfismo natural entre C" e R?", estender ¢ o f e depois

tomar a imagem inversa por ¢ da extensdo encontrada. Esta serd a extensdo de f.

Proposicao 2.2.7. Se X é um compacto Hausdorff e A C X é um subespago fechado, entdo os mapas

inclusdo i e quociente q

A i X X/A

induzem os homomorfismos q* e i* conforme definidos na Observagio 2.1.16 e estes mapas sio tais que o

niicleo de i* é igual i imagem que q*

R(X/A) — T R(X) — 5 R(A)

Isto é, tal sequéncia de homomorfismos acima é exata.

Demonstra¢dao: Mostremos inicialmente que Im q* C Ker i*. Isso é equivalente a provar que
i* og* = 0, fungdo nula.
Note que, definindo os mapas p : A — A/A que leva todo a € A para o tnico ponto

pertencentea A/Aej: A/A — X/A que é uma inclusdo, o quadrado a seguir comuta:
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A——1 X

A/A ﬁ X/A

Isto é, temos que goi =jop,poisi(A) = Aeq(A) € A/A.
Assim, também é possivel concluir que o diagrama com os mapas induzidos por K comuta,
poisseqoi=jop,entdo (qoi)* = (jop)* etemos que (joi)* =i*og*eque (jop) = p*oj*.

Isto é,

R(A) " R(X)

R(A/A) ——— R(X/A)

comuta. E assim, mudamos o problema para mostrar que p* o j* = 0.

Considerando que K(A/ A) é formado por fibrados vetoriais que possuem como base apenas
um ponto, todos os fibrados nessas condi¢cdes devem ser isomorfos a " para algum n natural
e, portanto, na mesma classe de equivaléncia pela relagdo ~. Isso significa que K(A/A) possui
apenas um ponto, que pode ser denominado por [¢%], classe de €° trivial com base A/ A.

Como p* é homomorfismo e, portanto, leva o elemento neutro do dominio no elemento neu-
tro do contradominio, conclui-se que a imagem de p* e, consequentemente, de p* o j* é o ele-
mento neutro em K(A), isto é, a classe por ~ do fibrado trivial de grau 0 e base A. Assim, esta

também é a imagem de i* o g%, como querfamos.

Agora resta mostrar a inclusdo Ker i* C Im g*

Primeiramente, tome E € Ker i*. Isso significa que i*(E) = [¢°] e entdo i*(E) = {(e,a) €
E x Alp(e) = i(a) = a} =~ E|4 ~ €°, 0 que significa que a restrigdo sobre A do fibrado vetorial
p : E — X é estavelmente trivial. Aqui, relembre que um fibrado vetorial é estavelmente trivial
quando se torna trivializdvel ap6s ser somado com algum fibrado trivial, como o foi denotado
na Observagdo 1.2.5. Assim, p" = p|,-1(4) : p~'(A) — A é estavelmente trivial.

Nesta situagdo, é dito que E @ ¢" é trivializdvel sobre A para algum natural n. Isto é, um fi-
brado vetorial trivializavel sobre um subespago da base é tal que, quando restrito a esse subespaco,
se torna trivializdvel. Como E @ €" ~ E e como trabalharemos sobre classes pela relacdo ~, entao

pode-se dizer sem perda de generalidade que E € trivial sobre A.

60



CAPITULO 2. K-TEORIA COMO TEORIA DE COHOMOLOGIA 2.2. OS AXIOMAS

Assim, considere uma trivializacdo de E restrito a A
h:p (A = AxC"

e considere o espago E/h como o espaco quociente de E sob as identificacdes dos pontos h~!(x, v)
e h !(y,v) paratodos x,y € Aetodowv € C™.

Com isso, existe uma projecdo v : E/h — X/ A definida por
nt(le]) = [p(e)] para todo [e] € E/h que é classe de e € E qualquer em E/h

que é um fibrado vetorial. Verifiquemos a seguir que 77 : E/h — X/ A de fato é fibrado vetorial.

Fica claro nos dois casos possiveis descritos a seguir, que 771 [b] é espaco vetorial para todo
[b] € X/ A:

Caso1: Seb € X\A, nomapa X — X/A ele é o tnico ponto que é levado a [b] € X/A.
Isso implica que 7w '[b] = {[v] : v € p~'(b)} isomorfo a p~1(b) pois [v1] # [v2] para todos
[01], [v2] € t71[b] com v; # v, na fibra p~!(b). Pode-se verificar este fato uma vez que & restrito
a fibras é isomorfismo linear, o que implica h(v1) = (b, w;) e h(v2) = (b, wy), com wy # w, pois
v, # 3.

Caso 2: Seb € A, todoa € A élevado para [b] € X/ A através do mapa X — X/A. Assim,
n ] = {[v] : v € p~1(a’),d’ € A} e vimos no caso anterior que s6 pode ocorrer [v1] = [v5]
se vy, Uy estdo em fibras diferentes. De fato, como h é isomorfismo quando restrito a cada fibra,
para cada v; em uma fibra qualquer, em qualquer outra fibra ha v, tal que [v1] = [v2]. Como
continua valendo que [v1] # [v2] se v; # v na mesma fibra p~!(b), entdo pode-se afirmar que

71 [b] é isomorfo a p~1(b).

Para mostrar que E/h possui trivializagdes locais s6 resta mostrar que existe uma vizinhanga

de A sobre a qual E é trivial.

Note que fora de A, a projecao 7 possui trivializagdes locais vindas diretamente das trivializagoes
locais do fibrado vetorial E:

Para todo x € X\ A, existe vizinhanga U de x (contida em X/ A) tal que

hy:p Y (U) - UxC"

é trivializacdo local. Como E/h s6 identifica pontos cujas imagens por p pertencem a A e como

X/ A s6 identifica pontos que estdo em A, 0 mesmo mapa hy; é uma trivializacdo local no fibrado
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vetorial E/h.

Encontrar uma trivializacdo local de E em uma vizinhanga de A ndo é tao direto.

Sabemos que a trivializacdo de E sobre A determina se¢dess; : A — E, i =1, ..., m que
formam uma base em cada fibra sobre A. Explicitamente, se h : p~1(A) — A x C™ é trivializagao
local em A poderia-se tomar essas se¢des como s;(x) = h~!(x,¢;) onde {ej, ..., e, } é uma base de
C™ qualquer.

Além disso, dada uma cobertura de A por abertos (U;j)jca em X sobre os quais E é trivial, é
possivel escrever as trivializagdes locais hj : p~1(Uj) — U; x C™, j € A.

Observemos agora de que forma é possivel estender as se¢des para uma vizinhanga de A. A
ideia é utilizar o Teorema da Extensdo de Tietze.

Para isto, note que para todo x € A existe um aberto U; vizinhanga de x para algum j € A
sobre o qual o fibrado E ¢ trivial e, para cada U; é possivel escolher uma vizinhanga x € V, C Uj
tal que V; C Uj. Temos assim a cobertura (Vy)xea de A que permite aplicar o Teorema de Tietze:

Como, para todo x € A, V, da forma que definimos anteriormente é subespago fechado de X
normal, entdo V., também é espaco normal.

Gostarfamos de estender todo s[4 : Vi N A — Ecomi =1, ..., m para o espago Vx.

Um problema a ser considerado é que, para entrar nas hipéteses do Teorema de Tietze, é
preciso que o contradominio da funcdo a ser estendida seja o préprio C™.

Para isso ser resolvido, considere o mapa da trivializagdo local em Vy, isto é, hy : p~1(Vy) —
Vi x C™. Com esse mapa, é possivel construir a composigdo hy o Si‘me e ViNA =V, xCm"

Para finalmente ter o contradominio C™, é suficiente compor com a projecao em C™”, que é
piz : Vy x C" — C™ e apenas projeta em C™. Assim, pp o hy o Si|meA cViNA — C" tem o
contradominio desejado.

Agora, aplicando Tietze a0 mapa p o hy 0 sl VyNA — C", obtemos uma extensdo
dele, que serd chamada de f : V, — C™.

Por fim, é possivel encontrar uma extensdo da segdo Si‘me 4 definindo s;, : Ve = Ve x C"

como

six(0) = hy (v, f(0)).

Em particular, pode-se tomar a restricdo de s;;aVy como uma forma de estender s;|y,n4-
Aplicado o Teorema de Tietze, podemos prosseguir com a demonstragao.
Como os Vy cobrem A, que é compacto por ser subconjunto fechado de compacto, é possivel

tomar uma subcobertura finita de {Vy }rcx. Denotemos ela por { Vi }xep, onde F conjunto finito.
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Também denotemos s;x|y, por sj se Vy = Vi para algum k € F. Assim, para todo x € A,

existe vizinhanga Vj tal que toda se¢do s;| anv, : ANVy — E, i €1, .., m, pode ser estendida a

six: Vi, = E.
Por fim, é possivel para todo i € 1,...,m construir um mapa s/ : kUFVk — E que estende s; a
S
U Vi vizinhanga aberta de A. Esse mapa ¢é definido da seguinte forma:

keF
Se {¢r,k € K} U{¢} é uma particdo da unidade subordinada a cobertura {V},k € F} U

{X\A}, é possivel definir s} como Y jc; @xSik-

Observe que, como cada s (b) é igual as;(b) se b € A, de fato, s}(b) é igual a s;(b) para todo
b € A. Portanto, {s}(b), ..., s,,(b)} forma uma base na fibra p~!(b) para todo b € A.

Pela continuidade das se¢des e dos mapas da particdo da unidade, é possivel concluir que
esse mesmo conjunto também forma uma base para b proximo de A. Isto é,se V = |J Vj, existe
V' C V subvizinhanga aberta de A tal que {s}(b), ..., s;,(b)} é base para todo b € V’k.eF

Para ver que V' de fato existe, note que é possivel definir uma fungdo continua ¢ : V. —
Myxm(C) que leva v € V em uma matriz onde cada i-ésima linha corresponde as coordenadas
de s/(v) em no espaco vetorial p~!(v) parai = 1, ..., m. g é continua pois todas as se¢des sdo
continuas. Sabemos que det(g(v)) # 0sev € A, porque as linhas sdo linearmente independentes
nesse caso. Podemos, portanto, definir o aberto V' como a pré-imagem (detg) ~!(C\0), que de
fato é aberto em consequéncia da continuidade de ¢ e do mapa determinante. Assim, A C V' e
as linhas da matriz g(v) sdo linearmente independentes para todo v € V’, pois o determinante
dessa matriz é ndo nulo.

Assim, {s}(v), ..., sj,(v)} é base para todo v em V' vizinhanca de A e encontramos uma

trivializagdo local de E em uma vizinhanga aberta de A como queriamos.

Provado que E/h de fato é fibrado vetorial, a ideia agora é mostrar que E ~ g*(E/h). Isso de
fato leva a conclusdo de que Ker i* C Im q*.

De fato, p : E — X é um fibrado vetorial que satisfaz as condigdes da Proposigdo 1.3.1 junto
com o mapa E — E/h que leva cada e € E a sua classe de E/h. De fato, o mapa E — E/h leva
fibra em fibra através de isomorfismo vetorial.

Portanto, como ¢*(E/h) é tnico a menos de isomorfismo, concluimos E ~ ¢*(E/h) como

queriamos.

E—E/h

X —1 s x/A
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O]

Existe uma maneira de estender a sequéncia exata acima para a esquerda através dos mapas

inclusdo

A—— X —— XUCA «—— (XUCA)UCX «—— ((XUCA)UCX)UC(XUCA) —— ...

onde CX é o cone de X espaco topolégico, definido por (X x [0,1])/ ~ com (x,1) ~ (y,1) para
todos x,y € X, além de (x,t) ~ (y,s) sempre que (x,t) = (y,s).
Basta entdo notar que existe um mapa quociente entre os espagos X U CA e X/ A, que segue

do fato de CA ser contratil, isto é, possuir o mesmo tipo de homotopia de um ponto. Note que,

de fato, X U CA/CA é homeomorfo a X/ A.

X/A

Figura 2.1: Quociente entre XUCA e X/A

O mapa acima representado pode ser visto como o mapa que envia todos os pontos de CA

em um unico ponto, representado por A/ A e mantém todos os pontos de X\ A no mesmo lugar.

Considere também SX a suspensdo de um espago topoldgico X, definida por (X x [—1,1])/ ~
com;(x,—1) ~ (y,—1) e (x,1) ~ (y,1) para todos x,y € X. Pode-se pensar na suspensido de um

espago topoldgico como um cone duplo.

Utilizaremos a notagdo S?(X) para denotar S(SX), isto é, a suspensdo da suspensio de X,
também conhecida como suspensdo dupla de X. De forma mais geral, S"(X) ird denotar a n-

ésima suspensdo n de X para qualquer inteiro positivo n.

Da mesma forma, existe um mapa quociente entre os espagos (X UCA) UCX e SA, que surge

a partir da contracdo de CX. De fato, (X UCA) UCX)/CX é homeomorfo a SA.
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CX/CX

Figura 2.2: Quociente entre e (X UCA)UCX e SA

O mapa acima pode ser visto como o mapa que envia todo o cone CX em um ponto s6. Em

particular, leva a base de CA, isto é, o préprio A para esse ponto. Explicitamente, esse mapa

entre CA e SA é da forma (a,t) — (a,2t), onde (a,t) sdo as classes de CA = A x [0,1]/ ~ com a
relacio (x,1) ~ (y,1) e (a,2t) sdo as classes de SA = A x [0,2]/ ~ com a relagdo (x,0) ~ (y,0)
e (x,2) ~ (1,2)

E possivel, generalizando, retirar um mapa quociente ao contrair o tltimo cone acrescentado
na sequéncia acima ao cone anterior. As inclusdes e quocientes sdo importantes para que seja

possivel aplicar a tltima proposi¢do aqui apresentada.

Teremos entdo a sequéncia de mapas

A< X < XUCA — (XUCA)UCX — ((XUCA)UCX)UC(XUCA) — ...

| l e

X/A SA SX

O Lema a seguir serd importante para mostrar que os mapas na vertical na verdade levam a

um isomorfismo quando aplicado K a eles:

Lema 2.2.8. Se A ¢ contritil, 0 mapa quociente q : X — X/ A induz uma bijecio q* : Vect"(X/A) —

Vect" (X)) para todo niimero natural n.

Demonstragdo: Pelo Corolério 1.3.7, pode-se dizer que todo fibrado vetorial E — X é trivial

sobre A.
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Como visto na demonstragdo da Proposicdo 2.2.7, uma trivializagdo / sobre A gera o fibrado
vetorial E/h — X/ A.
Busquemos provar que o mapa ¢ : Vect"(X) — Vect" (X /A) definido por

¢(E) = [E/h] para todo E € Vect"(X)

estd bem definido e é mapa inverso de q*.

Para isto, é necessario verificar que:

1. aclasse de isomorfismo do fibrado vetorial E/h ndo depende da escolha da trivializagdo h;

2. se E ~ F, entdo E/h ~ F/h para quaisquer fibrados vetoriais E e F de base X com

trivializagdes e h' sobre A, respectivamente. Isto é, ¢ esta bem definido

Verificagdo do item 1.:

Dadas duas trivializagdes hy e h; de E sobre A, a ideia é construir um fibrado vetorial cuja
base é (X/A) x I cuja restri¢do a (X/A) x {0} seja E/hy e cuja restricdo a (X/A) x {1} seja

E/hy. Isso leva a conclusao de que os dois fibrados sdo isomorfos.

ho:p Y (A) - AxC"
hy:ip H(A) - AxC"

Temos que hy = (hihy ' )ho.

Como as trivializagdes sdo isomorfismos lineares em cada fibra, o mapa g, := hih, L {x}xCm
pertence a GL,,(C) para cada x € A.

Omapa g: A — GL,(C) definido por

g(x) = g paratodo x € A

é homotdpico a um mapa constante, pois A é contratil.
Considere que g é homotdpico a um mapa a que envia todo x € A no mesmo a € GL,(C).
Mostremos que essa homotopia entre ¢ e « nos dd uma homotopia entre h e h;.

Seja Hy : A x I - GL,(C) a homotopia entre g e a.

Supondo que & é 0o mapa identidade, é possivel construir omapa H, : A x I — Triv(p~1(A), A x

C™) definido por Hy(x, ) = Hi(x,t) o ho|,-1(,) € homotopia entre g e h1. Aqui, Triv(p~1(A), A x
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C™) é o conjunto de mapas p~'(A) — A x C™ que sdo trivializacdes locais em A. H, estd bem
definido porque, como Hj(x,t) é isomorfismo linear e como hg € trivializagdo local, o mapa
composigdo é isomorfismo linear em cada fibra, isto ¢, a restrigdo H (x,t) o ho|,-1(y) : p~'(x) —
{x} x C™ é isomorfismo linear para todo x € A, o que significa que hé isomorfismo de fibrados
vetoriais entre p|,-1(,) p~1(A) — A restricdo do fibrado vetorial inicial e 711 : A x C" — A
tibrado vetorial trivial por conta do Lema 1.1.8. Isso confirma que as imagens do mapa H» sdo
trivializag¢des locais, pois se sdo isomorfismos, sdéo homeomorfismos que se restringem a isomor-

fismos vetoriais em cada fibra, como querfamos.

Observagao: Se a ndo é identidade, H, seria homotopia entre a o hg e ;. Neste caso, mos-
trariamos que E/(x o hy) ~ E/h;y. Porém, E/(aohy) = E/hg poisomapaa : X x C" — X x C",
que é simplesmente Id X «, por « ser isomorfismo vetorial, nada altera os pontos identificados
apenas pelo mapa hy:

de fato, ho(u) = (x,v) e ho(u') = (y,v) se esomente se x o hy(u) = (x,v') eaxohy(u') = (y,v)
para certos v e v/ em C", o que leva a conclusdo que u ~ u’ nos dois casos.

Entdo, podemos supor que & é o mapa identidade, ja que mostrar que E/(x o hy) ~ E/In

gera o mesmo resultado que mostrar que E/hg ~ E/h;.

Seguindo com a suposi¢do de que « é mapa identidade, considere o fibrado vetorial E x [ —
X x I determinado por p x Id.

Vamos construir um mapa Hj segundo o qual (E x I)/H; é o fibrado vetorial que gos-
tariamos de obter. Hj precisa ser uma trivializacdo local da forma (p x Id)"}(A x I) — (A x
I) x C™. Note que (p x Id) "1 (A x I) = p~1(A) x I e também podemos reescrever (A x I) x C™
como A x C™ x I sem perda de informagdo, pois é somente uma troca de coordenadas. Dessa

forma, pode-se definir Hy : p~1(A) x I - A x C™ x [ como
Hy(v,t) = (Ha(x,t)(x),t) para todos (v,t) € p~!(x) x I e para todo x € A.

Basta apenas verificar que H; de fato é uma trivializagdo local. De fato, Ha|(px 14)-1(x,s) = Halp-1(x)x {1} =
(Ha(x,t)(=),t), que é isomorfismo linear pois H(x,t) é isomorfismo linear restrito a p~!(x).
Novamente, como H, é um isomorfismo linear em cada fibra, ele deve ser isomorfismo entre um
fibrado que é restricdo de p x Id e um fibrado vetorial trivial. Portanto, pelo mesmo argumento
anterior, é trivializag&o local.

Agora, defina o fibrado vetorial (E x I)/H; — (X/A) x I da mesma forma que foi definido
E/h.
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Pode-se notar que (E x {0})/H, possui as identificagdes H, 1(x, w,0) = (hy'(x,w),0) ~

(hy'(y,w),0) = H,' (y,w,0). Ainda temos que (E x {1})/H, possui as identificagdes H, (x,w,1) =
(h*(x,w),1) ~ (k' (y,w),1) = H, 1(]/, w,1). Isto significa que é possivel restringir o fibrado
vetorial (E x I)/Hy, — (X/A) x I a E/hy x {0}, a partir da restri¢do a base (X/A) x {0} e
também é possivel restringir o fibrado a E/hy x {1}, com a restri¢do a base (X/A) x {1}.

Pelo Teorema 1.3.5, é possivel concluir que a restri¢do do fibrado as bases (X/A) x {0} e

(X/A) x {1} resulta em fibrados vetoriais isomorfos. Portanto, E/hy ~ E/h;, como queriamos.
Verificacdo do item 2:

Se ha isomorfismo entre os fibrados vetoriais E e F, é possivel definir um isomorfismo entre
E/heF/h. Considere p1, pa, 711 € 712 0s mapas dos fibrados E, F, E/h e F /I, respectivamente. Na
demonstragido da proposigdo anterior vimos que h4 isomorfismo vetorial entre 7r; ' ([b]) e p;* (b)
e que também h4 entre 7, ' ([b]) e p,'(b). Portanto, ha isomorfismo vetorial entre 71, *([b]) e
70, ([b]) a0 compor estes isomorfismos com o isomorfismo entre E e F para todo b € B. Segue

doLema 1.1.8 que E/h = F/I.

Por fim, com os dois itens verificados, é possivel concluir que ¢ de fato é mapa inverso a
g%, uma vez que, na demonstragdo da proposi¢do anterior, foi mostrado que q*(E/h) ~ E e
acabamos de mostrar que escolhas diferentes de trivializagdes i em nada interferem as classes

de isomorfismo de E/h. conclui-se assim que g* é bijecao. O
Coroldrio 2.2.9. Se A é contritil, g* : K(X/A) — K(X) é uma bijegio:
Demonstragdo: Da sobrejetividade de q* : Vect"(X/A) — Vect"(X), segue a sobrejetividade de
g* : K(X/A) — K(X). A injetividade segue do fato de que g*(E) ~ ¢” apenas se E ~ ¢*:

g*(E) ~ & = g*(E) ®e" ~ " d e ~ ¢". Note que &" ~ g*(¢") e, portanto, g*(E) @ &" ~
e" = q"(E) ®q*(e") =~ q* (") = g (E®€") ~ q*(¢"). Pelo Lema anterior, como q* é bijecdo

entre grupos de isomorfismo de fibrados vetoriais, conclui-se que E & " ~ €™, isto é, E ~ . O

Aplicando o Coroldrio 2.2.9 para os cones na cadeia (2.4), obtemos os seguintes isomorfismos

desejados para se estender a sequéncia para a esquerda:

5 R[((XUCA)UCX) U (C(XUCA))] + R[(XUCA)UCX] + R(XUCA) + R(X) » K(A)

F F F

K(SX) K(SA) R(X/A)
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. — K(8X) —— K(SA) —— K(X/A) —— K(X) —— K(A)

Verifiquemos que esta sequéncia de fato é exata em detalhes. J4 vimos que K(X/A) —
K(X) — K(A) é exata. Mas e K(SA) — K(X/A) — K(X)? Verifiquemos que de fato a ima-

gem do mapa a esquerda é igual ao nicleo do outro mapa nesse trecho com K(X/A) no meio:

As fungdes
(XUCA)/X +—1  XUCA+—1 X
q/l ////
homeomorfismo hy XUCA/CA ///q/,/
homeomorfismo hzl /,’/
K
SA X/A

sdo tais que o tridngulo a direita comuta, isto é, 4" = hy o 4’ 0 i e induzem os homomorfismos

R(XUCA)/X d R(XucA) — 5 R(X)
W*T
I K(XUCA/CA) .
h;T
I(CY ) I —— (.97

(H3)"to(q") ~tog*ohy
que também comutam em consequéncia do diagrama anterior comutar.
Note que, no diagrama acima, os mapas verticais sdo todos isomorfismos. Isso ocorre ou
por consequéncia do Coroldrio 2.2.9 ou porque sdo induzidos por homeomorfismo entre espacos

topolégicos.

Observacgao 2.2.10. De fato, se i : X — Y é homeomorfismo entre X e Y compactos Hausdorff,

entdo o homomorfismo /* : K(Y) — K(X) é uma bijegdo e, portanto, um isomorfismo de grupos.

Demonstragao: Verifiquemos que esse homomorfismo é sobrejetor e injetor:

Sobrejetividade:

Dada [E] classe qualquer do fibrado vetorial E por ~ em K(X), gostariamos de encontrar
[F] € K(Y) tal que h*[F] = E.
Se o mapa do fibrado vetorial E é p : E — X, considere F como o fibrado vetorial hop : E —

Y. Ele é de fato um fibrado vetorial. Como & ¢ homeomorfismo, em particular bije¢do, para todo
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y € Y existe tnico x € X tal que y = h(x) e, portanto, (hop)~(y) = ploh (y) = p~1(x)
é fibrado vetorial. Além disso, as trivializag¢des locais de F seguem das trivializagdes locais de
E :seg: p ' (U) — U x C™ é trivializacdo local para o fibrado vetorial E, entdo (h x Id)og :
(hop)~Y(h(U)) — h(U) x C™ é trivializacdo local para o fibrado F pois é isomorfismo linear em
cada fibra: 11 X Id 0 8| (nop)-1(y) = b X Id 0 gl a1y = hx Tdogl, 11+ p~H(x) = {y} x C"
onde g é isomorfismo linear em cada fibra e i ndo altera a fungdo em C”, o que faz ela continuar

sendo isomorfismo linear ap6s a composicao.

Note que, conforme foi construido o fibrado pullback em 1.3.1, h*(F) é a classe por isomor-
fismo do fibrado {(x,v) € X x E|h(x) = ho p(v)}. Como h é homeomorfismo, em particular
bijegdo, esse fibrado vetorial é {(x,v) € X x E|x = p(v)}, isomorfo a E. Portanto, h*(F) ~ E e
isso acontece para qualquer representante E’ € [E] tomando F como o fibrado vetorial com base

E’ e cuja projegdo é h composto com o mapa do fibrado E'.

S6 resta verificar que se p : E — X e p : E' — X sdo fibrados vetoriais tais que E ~ E’, entdo
os fibrados vetoriais F e F/,quesdaohop: E — Yehop' : E' — Y respectivamente, também sdo

equivalentes pela relacdo ~.

SeE ~ E',entdo E® e" ~ E' © ™, onde €" e ¢ sdo os fibrados triviais com base X. Chamemos
explicitamente o isomorfismo por ¢ : E@ €" — E' & €™,

Note que se 1, : €' — X e my : &, — X sdo os fibrados triviais de dimensdes n e m
respectivamente com base X, entdo hom, : € — Yehom, : € — Y sdo fibrados vetoriais
isomorfos aos fibrados vetoriais triviais com base Y de dimensdes 1 e m, respectivamente. Um
isomorfismo que levae, = X xC"aY x C é h x Id, isto é, leva todo (x,v) € X x C" em
(h(x),v) € Y x C, que obviamente é isomorfismo vetorial quando restrito a cada fibra por ser
simplesmente a identidade em C" nessas restri¢des. Chamemos o fibrado ho 7, : ¢, — Y por
€n, €, procedendo da mesma forma com o fibrado vetorial de dimensdo m, chamemos o fibrado
hor™ : ey, — Y deey,.

Agora, resta apenas notar que F @ ¢, é isomorfo a F’ @ ¢,,, pelo mesmo isomorfismo ¢. De
fato, F @ ey, = {(1,v) € F X ggylhop(u) = hom,(v)} mas, como os espagos totais de F e
de €y, SA0 respectivamente E e ¢, e como h é homeomorfismo, F ® £y, € exatamente {(u,v) €
E X e,|p(u) = my(v)}. Da mesma forma, F' @ e, = {(u,0) € E' X &y |p'(u) = 71 (0) }. Isto é, 0s
espagos totais de F @ g, e F' @ €y, sdo os mesmos de E @ ¢" ~ E' @ ™.

Desta forma, segue diretamente de / ser homeomorfismo, que ¢ funciona como isomorfismo

e F ~ F', como queriamos.

Injetividade:
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Se h*[E1] = h*[Ey], por defini¢do, [h*E1] = [h*Ep|. Assim, h*Eq ~ h*E,. Assim, [Ej] e
[E2] estdao em K(Y), [h*E;] = [h*Ey] estd em K(X) e ainda é possivel, como K é funtor, utili-
zar as propriedades 3 e 4 dos mapas h* e (h~!)* presentes na Observacdo 2.1.16 para concluir
que By = V[Ey] = (W(h)")[E] = () (W[E]) = (W) (WE]) = () ((F"E2]) =
(h=1)*(h*[Ea]) = (h*(h~1)*)[Ea) = 1*[E2] = [Ea]. Portanto, E; ~ E; como queriamos. O

De volta aos diagramas, note ainda que, em K((XUCA)/X — K(XUCA) — K(X) é possivel
aplicar a Proposicdo 2.2.7 pois X é fechado em X U CA. Assim, os mapas horizontais da primeira
linha do diagrama acima formam uma sequéncia exata.

Dessas informagdes é possivel verificar que K(SA) — K(X/A) — K(X) é exata, como
queriamos. Para isso, utilizaremos o Lema a seguir, que trata de um caso mais geral do que

0 que temos para analisar:

Lema 2.2.11. Dados grupos A, B, C, D, E e F e homomorfismos f, g, h, i, j, k e | tais que o diagrama
a sequir comuta, isto é, jog = loi etambém io f = ko h e tais que os mapas verticais h, i e j sdo

isomorfismos.

Q—=—n
M~ —
- — 0

k l

Se a sequéncia A — B — C é exata, isto é, o niicleo de g é iqual a imagem de f, entdo a sequéncia

D — E — F também é exata.

Demonstragao: Mostremos que o ntcleo de I é igual a imagem de k.

Primeiramente, verifiquemos que Ker [ C Imk:

Gostarfamos de verificar que para todo x € Ker I, existe y € D tal que k(y) = x. Se x € Ker I,
entdo i~!(x) € Ker g. Isso ocorre porque, se [(x) = Of, como j é isomorfismo e leva elemento
neutro em elemento neutro, entdo j~!(I(x)) = Oc. Pela comutatividade do diagrama, temos que
jlol=goi!(x),0quelevaa conclusio de que i !(x) € Ker g.

Como Ker ¢ = Im f, temos que existe z € A tal que f(z) = i~!(x). Daqui, pode-se concluir
quei(f(z)) =i(i ' (x)) = k(h(z)) = x. Isto é, 0 y que procurdvamos era y = h(z). Dessa forma,

encontramos o ponto y tal que k(y) = x.
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Agora, verifiquemos que Im k C Ker I
Isto é o mesmo que verificar que [ o k(x) = O para todo x € D. Como h é isomorfismo, para todo
x € D, temos que x = h(y) para algum y € A. Portanto, l ok(x) =1l ok(h(y)) =1o(koh)(y) =
lo(iof)(y) = (loi)of(y) =jogo f(y). Assim, g o f(y) = Oc pela sequéncia A — B — C ser
exata e, portanto, / o k(x) = j(0.) = Of, como queriamos.

O

Note, portanto, que a sequéncia K(SA) — K(X/A) — K(X), com os mapas do diagrama, é
exata. Aqui, pode-se verificar que o mapa a esquerda é uma transformagdo natural e o mapa a
direita é induzido pelo quociente X — X /A, como a comutatividade do diagrama aponta.

Nos trechos seguintes que estdo mais a esquerda, uma andlise idéntica é feita para concluir a

exatiddo da sequéncia.

A defini¢do dos funtores

A partir desta sequéncia, é possivel definir a sequéncia de funtores da K-Teoria reduzida para
todo espago compacto Hausdorff X: K%(X) = K(X), K~1(X) = K(SX), K2(X) = K(S§*X), e

assim por diante, de forma que a sequéncia acima pode ser reescrita como
.+ K2(X) » K2(A) » KY(X/A) » KYX) » KY(A) » KO%(X/A) » K%(X) » K°(A)

Resta definir quais devem ser os funtores K" para n positivo que estendem para a direita da
sequéncia exata apresentada. Tal extensdo é uma consequéncia direta do Teorema da Periodici-

dade de Bott (Teorema 3.3.1) que serd demonstrado no Capitulo 3.

Neste momento, apenas considere o seguinte enunciado:

Teorema da Periodicidade de Bott - versdo complexa: Hi um isomorfismo B : K(X) — K(S?X)

Aplicaremos este enunciado para responder nosso problema atual: como devemos definir os
proximos funtores?

A definicio K* = K e R¥*1 = K~ parai =1, 2, ... faz sentido com o Teorema da Periodici-
dade. Deve haver uma correspondéncia entre funtores de grau par e de grau impar.

Resta apenas verificar que, ao estender para a direita, a parte K°(X) — K°(A) — K~1(X/A) —
K=1(X) da sequéncia é exata. Esta verificagio é simples devido ao Teorema da Periodicidade.

Note que K~2 pode ser identificado com K" através do isomorfismo B e ja sabemos que K~2(X) —
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K72(A) - K 1(X/A) — K~1(X) é sequéncia exata:

<+
8
Pliy
>
<+
b

“2(A) » KY(X/A) » KY(X) » ... » K'(A)

o= o=

KO(X) — K°(A)

De fato, por B ser isomorfismo, K°(X) — K°(A) — K~1(X/A) — K 1(X) serd exato em
consequéncia do Lema 2.2.11.
Por fim, temos a seguinte sequéncia exata para todo X compacto Hausdorff e todo A fechado

em X:

.+ K 1(A) » R9(X/A) » K(X) » K°(A) » KY(X/A) - K{(X) » KI(A) » K*(A) - ...
2.5)

Concluimos assim a demonstracdo do segundo axioma para essa sequéncia de funtores.

Observagao 2.2.12. Cada funtor K" realiza operagio entre objetos e entre morfismos para todo
ndmero natural 1. Entre objetos, K™ envia todo espago topolégico X no grupo abeliano com
estrutura de anel K(5"X). Entre morfismos, temos que K" leva toda fungdo continua f : X — Y
entre espagos topoldgicos X e Y em f* : K(§"Y) — K(S"X) definida como a fungdo induzida

pelo funtor K do mapa f’ : S"X — S"Y que é extensdo de f.

Observe ainda que, se n = 1, explicitamente, f' : X x I/ ~— Y x I/ ~ é definida como

fIl(x ] = [(f(x),1)] para todo (x,£) € X x I

e é possivel, repetindo 0 mesmo processo, dada essa f’, construir f” : S2X — S?Y extensdo de
f'. E dessa forma, iteradamente, que estendemos f a um mapa entre as n-ésimas extensoes de X

edeY.

2.2.2 O primeiro axioma

Ap6s a construcao dos funtores ser feita, é possivel demostrar os outros axiomas de uma Teoria
de Cohomologia Generalizada.

Gostariamos de mostrar que, para todo n € Z, vale o seguinte:

Se f,g: X — Y sdo homotépicos, entdo f* = g* : K'(Y) — K"(X).

Para n = 0, esse resultado ja foi mostrado quando foi verificado que K é funtor entre a

categoria dos espagos compacto Hausdorff e a categoria dos grupos abelianos na Observacao
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2.1.16. Paran = —1, note que se f,g : X — Y sdo homotdpicos, os mapas induzidos por f e g,
f',¢ : SX — SY também sdo homotdpicos:

Primeiramente, defina f’ e ¢’ por

fl(x,t) = (f(x),t) e g (x,t) = (g(x),t) para todo (x,t) € SX

Se H: X x I — Y é homotopia entre f e g, é possivel definir H' : SX x I — SY por
H'((x,t),s) = ((H(x,s),t)) para todo ((x,t),s) € SX x I,

como homotopia entre f'(x,t) = (f(x),t) e g'(x,t) = (g(x),t)
Nesse caso, f* : K~1(Y) — K~1(X) é igual ao mapa (f')* : K(SY) — K(SX). A mesma coisa
vale com g e, portanto, f* = g* pois (f')* = (¢')* pelo que foi demonstrado no caso n = 0.

Assim, o axioma 2 é demonstrado indutivamente.

2.2.3 O terceiro axioma

Definicao 2.2.13. A soma wedge X V Y é definida por
XVY=Xx {yQ}U{xO} XY

onde yp € Y e xo € X sdo pontos base escolhidos.
Observagdo 2.2.14. (X VY)/X é homeomorfoaY e (X VY)/Y é homeomorfo a X.

Considere que X X {yo} C XV Y e {x} xY C X VY sdo subespagos fechados e, pode-se

entdo escrever as seguintes sequéncias de mapas:

Xx{y} — X5 XvYy — L (XvY)/Y

| |

X X

onde os dois mapas verticais sdo homeomorfismos.
Se considerarmos os mapas que as composi¢des de ix com o homeomorfismo entre X e X x

{x0} e de gy com 0 homeomorfismo entre (X VY)/Y e X sdo

X % oxvy ™ .x

elas induzem os mapas
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* %

R(X) — S R(XVY) —2X 5 K(X)

Note que ix e gy foram nomeados assim para simplificar a notagdo, mas na verdade sdo a
composic¢do do ix construido inicialmente com um homeomorfismo, assim como aqui gy ndo é

igual ao gy construido inicialmente.

Pelo mesmo argumento, é possivel construir mapas

y — " xvy ™ vy

a partir dos quais, K induz os seguintes mapas

*

R(Y) — ™ 5 R(XVY) —X— R(Y)
E importante, neste momento, notar que gy o ix = idx e que gx o iy = Idy, as identidades em
X e em Y, respectivamente.

Portanto, iy o gy = (qy 0ix)* = (Idx)* = Idgx), a assim € possivel concluir que gy é injetor

e que iy é sobrejetor.

Da mesma forma, iy o g% = (qx 0iy)" = (ldy)" = Idg(y), e assim g € injetor e que iy é

sobrejetor.

Agora, tome essa nova sequéncia com uma inclusdo e um quociente:

X % Lxvy ™ .y

Pela Proposicdo 2.2.7, ela induz a sequéncia exata

R(Y) — % L R(XVY) — % L R(X)

Mais que isso, agora temos a informagao de que g% é injetor, iy é sobrejetor e existe um mapa
it K(XVY)— K(Y) tal que iy o g% = Idgy)-
Assim, estamos na situa¢do do Lema 2.1.25:
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temos que K(X VYY) ~ K(X) ® K(Y) e, mais que isso, segundo a construgio da demonstragéo
desse Lema, o isomorfismo é p = ij x i%.

Assim, concluimos a demonstragdo de que o terceiro axioma é valido para a construgao dos
funtores da K-Teoria reduzida. Para mais de dois elementos somados, a soma segue indutiva-

mente.

76



Capitulo 3

Teorema da Periodicidade de Bott

Para a demonstragdo da versdo complexa do Teorema da Periodicidade de Bott, o roteiro sera:

1. Mostrar de que forma K(S?) pode ser visto como um anel gerado por H — 1 conforme

definido em 1.3.15.

2. Mostrar que o produto externo definido na Secio 3.1 em K(S?) é um isomorfismo.

3.1 Partel

Como mostrado na Proposicdo 1.3.15, sabemos que o fibrado linha canénico H — S, conforme

apresentado nessa se¢do, é talque (H® H) &1~ H® H.

Com essas relagdes, é possivel afirmar em K(S?) que H® H = H @ H — 1. Se denotarmos
H ® H por H? e H ® H por 2H, ainda é possivel afirmar H> = 2H — 1 ou (H — 1)? = 0.

Assim, sabemos que vale a relagao (H — 1)? = 0 em K(S?), mas na verdade vale uma relagéo
muito mais forte do que essa. Essa secdo trata de explorar qual é essa relagao antes de chegar a

conclusdo desejada no roteiro.

Observacgdo 3.1.1. O produto tensorial de anéis, quando ambos os anéis multiplicados sdo gru-
pos abelianos, é um anel com multiplicagdo (2 @ b)(c ® d) = ac @ bd e soma (a @ b) + (c®b) =
(a+c)@be(a®b)+(a®d) = a® (b+d). No produto tensorial de anéis A ® B, os pontos
(na,b) e (a,nb) sdo identificados, com n € Z. Também é possivel denotar este produto tensorial

de anéis como A ®7 B

Definigio 3.1.2. [Produto externo] E uma fungio y : K(X) ® K(Y) — K(X x Y) definida por

pla@b) = pi(a)p(b)
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onde K(X) ® K(Y) é o produto tensorial dos anéis, p; : X x Y — X é a projegdo em X e p; :
X XY — Y éaprojecdoem Y.

O produto externo também é denotado por pora*b = u(a ® b)
Proposicdo 3.1.3. O produto externo é um homomorfismo de anéis.

Demonstragao: Verifiquemos que o produto externo da multiplicagdo é a multiplica¢do dos pro-
dutos externos:
Basta utilizar a defini¢do e o fato de que o pullback é homomorfismo de anel, como apontado

em 2.1.16.

u((@®b)(c®d)) = p(ac® bd) = py(ac)ps(bd) = p1(a)pi(c)pa(b)p2(d) =
= pi(a)p2(b)pi(c)pz(d) = pla®@b)p(c @ d)
Além disso, o produto externo da soma é a soma dos produtos externos:

H((a@b) + (c@b)) = p((a+c) @b) = pj(a+c)p3(b) = (pla) + pi(c))p3(b) =

= pi(a)p3(b) + pi(c)ps(b) = u(a®@b) + p(c@4d),

onde o processo é idéntico se manter a primeira coordenada fixa ao invés da segunda.

O]

Teorema 3.1.4. Existe um isomorfismo de anéis K(X) ® Z[H]/(H — 1)> — K(X x S?) que é com-

posigdo de dois mapas, um deles o produto externo, conforme definigdo anterior 3.1.2.

K(X)®Z[H]/(H-1)? —" 4 K(X)®K(8?) —F—— K(X x $?)

A demonstracdo deste teorema ndo serd explorada neste trabalho, mas pode ser vista em

detalhes em [3, p.41-p.51].

Lema 3.1.5. 0 : A — Z ® A definido por
o(a) = (1,a) paratodoa € A

é isomorfismo para todo anel A, onde & é produto tensorial de anéis como explicado na Observagio 3.1.1.

Demonstragao: De fato, esse é um homomorfismo de anéis pois o(a +b) = (1,a+b) = (1,a) +

(1,b) =c0(a)+o(b)ec(ab) = (1,ab) = (1-1,ab) = (1,a)(1,b) = o(a)o (D).
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Verifica-se a sobrejetividade notando que todo a € A é igual a 0(1,a4) = a. A injetividade

segue de que se a # b, entdo (1,a) # (1,b).

Corolario 3.1.6. Hd um isomorfismo de anéis Z[H]/(H — 1)?> — K(S?)

Demonstra¢do: Basta tomar o isomorfismo do Teorema 3.1.4 e tomar o espago X como um tinico
ponto.

Nesse caso, K(X) = K(xp) para algum ponto xp. Note que K(xp) ~ Z segundo o Corolério
2.1.22 e além disso, segundo o Lema 3.1.5, temos que K(X) ® Z[H]/(H —1)?> ~ Z[H]/(H — 1)?,
isto ¢, os dois anéis sdo isomorfos. Além disso, K(X x S?) ~ K(S?) de forma direta neste caso
em que X é um tnico ponto.

Assim, o isomorfismo do Teorema 3.1.4 determina também um isomorfismo entre Z[H|/ (H —

1)2 e K(S?) O

Observagao 3.1.7. Através do resultado do Coroldrio 3.1.6, é possivel dizer que K(S?) é isomorfo
ao espago gerado por {1, H} como grupo abeliano.

De fato, todo elemento de Z[H]/(H — 1)? deve ser da forma a + bH com a,b € Z pois ja
observamos no inicio desta se¢do que H? =2H — 1, isto é, graus maiores que um ndo aparecem

em Z[H]/(H —1)2.
Corolario 3.1.8. O grupo K(S?) é gerado por H — 1.

Demonstragio: Segundo o Coroldrio 2.1.27, K(S?) é isomorfo enquanto grupo a Ker ¢ C K(X),
com ¢ conforme definida em 2.1.21.

Assim, Ker ¢ e, portanto, K(S?) é isomorfo a um subgrupo do grupo gerado por {1, H} como
observado anteriormente em 3.1.7.

Note que Ker 1 é composto exatamente os elementos E — E’ de K(S?) tais que dim(E) —
dim(E') = 0. Isto é, E e E’ possuem as mesmas dimensdes.

Neste caso, primeiramente observe que falar da dimensdo de um fibrado, isto é, dimensao
de suas fibras, é algo bem definido porque S? é conexo por caminhos, entio ndo ha componentes
conexas distintas onde um fibrado vetorial poderia possivelmente possuir fibras de componentes
distintas com dimensdes.

Assim, ntucleo de i é composto exatamente por elementos E — E' € K(X) tais que, suas
fibras no mesmo ponto xo possuem a mesma dimensao, pois E|y, — E'|x, = €°|x0 se e somente
se E|y, ~ E'|y, < Ely, = E'|x,- Entdo, no caso X = S?, Ker ¢ de fato deve ser composto pelos

elementos E — E’ de K(S?) tais que dim(E) — dim(E’) = 0, como queriamos.
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Como H é um fibrado vetorial de dimensdo um, os elementos dessa forma de K(S?), que ja
vimos que é gerado por {1, H} enquanto grupo abeliano, sdo «H — fl com B, « € Z e dim «H =

dim B1isto é, & = B. Isto ¢, concluimos que Ker ¢ é isomorfo ao grupo gerado por {H — 1}.

Observagao 3.1.9. Assim, K(S?) é gerado por H — 1 e vale (H — 1)? = 0. Isso significa que, de

fato, a multiplicacdo em K(S?) é tal que o produto de dois niimeros quaisquer é sempre zero.

3.2 Parte?2

No Teorema da Periodicidade, é necessaria defini¢do de produto externo reduzido.

Observagao 3.2.1. O fato de que o produto externo de 3.1.2 é um isomorfismo de anéis se Y = S?
segue do Teorema 3.1.4. Como h é isomorfismo por conta do Coroldario 3.1.6, e o teorema afirma

que yu o h é isomorfismo, necessariamente y também deve ser isomorfismo.

Entretanto, ainda nos resta concluir o que é o produto externo reduzido e que ele também é
um isomorfismo de anel quando um dos espagos é S2. De fato, vamos definir o produto externo

reduzido s6 nesse caso, ou seja, um mapa K(X) @ K(S5?) — K(52X).

Observacdo 3.2.2. [Lema da decomposicdo para anéis que sao grupos abelianos] O mapap : B —
A @ C, conforme definido na demonstra¢do do Lema 2.1.25 pode ser visto como um isomorfismo
de anéis caso, além das informagdes do enunciado, tenhamos que A, B e C sdo anéise i, je p
sejam homomorfismos de anel. Nessas condi¢des, consideramos que A ® C é um anel com o

produto (a,c)(a’,c") = (aa’,cc’) e, para o produto bb’ € B, temos

p(bb") = (p(bD"), (b)) = (p(b)p(b"), j(b)j(b")) = (p(b),j(b))(p(b"),j(V')) = p(b)p (D).

Isso confirma que, nesse caso, p ¢ um isomorfismo de anéis. Em particular, o mapa definido

no Lema 2.1.26 também é um isomorfismo de anéis

Definigao 3.2.3 (Produto smash). Dados dois espagos topolégicos, o produto smash é definido

por
XANY=XxY/XVY

Temos que X VY C X x Y é subespago fechado e dessa forma, pela constru¢do de sequéncia
exata realizada na Proposi¢do 2.2.7 temos a seguinte sequéncia curta exata para o par (X, A) =

(X XY, XAY):
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K(XANY) —— K(XxY) —— K(XVY)

|

K(X)@ K(Y)

Neste diagrama, o mapa vertical é o isomorfismo consequéncia do terceiro axioma para uma
teoria de cohomologia generalizada, presente na secdo 2.2.3. Além disso, o mapa a esquerda é
injetor e 0 mapa a direita é sobrejetor porque o o segundo possui inverso a direita a : K(X) &

K(Y) — K(X x Y) definido por

a(a,b) = pi(a) + p;(b) para todo (a,b) € K(X) & K(Y)

onde p; e pp sdo as projegdes X X Y — X e X XY — Y respectivamente. Para verificar a

injetividade do mapa a esquerda note que temos o diagrama a seguir:

R(SX)®R(SY) ®R(X AY) R(SX) & K(SY)

7
sobrejetor

~ ~

RIEX)®R(ZY) @ R(E(XAY)  KEX)@R(ETY)

KEXVEYVY(XAY)) KEXVYY)
K(Z(X % Y)) K(Z(XVY))
R(S(X x Y)) — P Ris(xvY)) -2 R(XAY) 5 R(XxY) 5 R(XVY)

onde resta apenas observar que de fato os mapas verticais sdo todos isomorfismos. Aqui, a sus-
pensdo reduzida )" Z é definida por SZ/({zo} x I) para qualquer espago topolégico Z. Como
{zo} x I é contratil, pelo Lema 2.2.8 é possivel concluir que K(}Y_Z) ~ K(SZ), o que mostra al-
guns dos isomorfismos do diagrama acima. O isomorfismo K(y X VYY) — K(L X) ® K(LY)
e o isomorfismo K(LXVYYVY(XAY)) = K(EX)®K(LY) ® K(Z(X AY)) sdo novamente
consequéncia de uma aplicacdo do terceiro axioma para uma teoria de cohomologia generali-
zada. Além disso, temos que Y (X V Y) é homeomorfo a }" X VY Y o que, pela Observagao
2.2.10, conclui que o mapa induzido por esse homeomorfismo é isomorfismo e, por fim, note que
h4 equivaléncia de homotopiaentre ) (X xY) e X VY Y VY (XAY). Assim,se f : (X xY) —
YXVYYVY(XAY)étalqueexisteg: Y XVYYVY(XAY)— Y (X xY)tal que go f é ho-

motopico a Idy xy) e f o g € homotépico a Idy xvy yvy(xay) » temos que, pela funtorialidade
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de K descrita em 2.1.16, mapas homot6picos sdo tais que f* o ¢* = (go f)* = Id)*:(XXY) =
Idg s (xxy)) € 8 © f* = ldgy xuyyvy(xay))- Assim, f* € isomorfismo entre RZ(XxY)) e
KEXVEYVE(XAY)).

Assim, como o ntcleo de K(SX) & K(SY) — K(X AY) é a imagem do mapa anterior pela
sequéncia ser exata, temos que esse mapa envia todo ponto em 0, e o nticleo do homomorfismo

K(XAY) = K(X x Y) é aimagem do mapa anterior, que é 0. Isto confirma que o mapa a es-

querda é injetor.

Dessa forma, temos a sequéncia exata

0 ——— K(XAY) ——— K(XxY) —— RKX)®K(Y) ———— 0

De fato, aplicando o Lema 2.2.11 para dizer que K(X A Y) — K(X x Y) — K(X) ® K(Y) é
sequéncia exata e, apds isso, aplicando o Lema da decomposicio 2.1.25, obtemos que K(X x Y) a
R(XAY)®K(X)®K(Y). Se concluirmos que, paratoda f : X — Y opullback f* : K(Y) — K(X)
é homomorfismo de anéis, também pode-se dizer que esse é um isomorfismo de anéis, bastando

aplicar a Observagdo 3.2.2.

De fato, utilizando o produto definido em 2.1.28, temos que:

F([E][F]) = f*(p(¢~'[E]¢~1[F])), onde ¢ [E] = E — ¢" se a dimensdo de E na fibra de x
éne g l[F] = F—¢" seadimensio de F na fibra de xg é m. Assim, f*(¢((E — ¢&")(F —
e€)) = f(P(EQF®e"®e") — (EQe" dF®Ee"))). Se E' é o fibrado vetorial tal que so-
mado com E ® ¢" & F ® ¢" resulta em ¢ para algum k positivo como no Teorema 1.2.15, te-
mos ainda que (EQ FPe" ®¢") — (EQe"DFRe") = EQF@e" ®e" @ E — ¢ e, portanto,
P(ERFPe"®e")— (EQeé"PFRe") = g(EQFOe"®R"QE)—(f) = EQF®e"®
") @ E'. Assim, f*([E][F]) = fFIEQFDe"®e" B E] = ¢(f' (¢ (ERF® " @e")  E'))
porque ¢ ([EQ F®e"@e"®E]) = (E—€e")(F—e")® (E' —E') = (E—¢")(F—¢"). As-
sim, f*([EJ[F]) = @(f*((E — &")(F — &m))) = @(f*(E — ") f*(F — &™) = p((f'E — f'e")(fF -
Frem) = p((FE — ) (FF — M) = ol (f*[ENg (*[F])) = £* [E)f*[F], como queriamos.

Assim, temos os seguintes isomorfismos de anel:

Sabemos que K(X AY) @ K(X) & K(Y) ~ K(X x Y) pelo Lema da decomposigdo
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e, pelo Lema 2.1.26, temos que K(X x Y) 2 K(X X Y) ® Z.
Portanto, K(X x Y) ~ K(XAY) @ K(X) e K(Y) Z

Note que o Lema 2.1.26 é uma aplicacdo do Lema da decomposigdo em espagos que sdo anéis
e mapas que sdo homomorfismos de anel. Mesmo ¢ é tal que restrito a Ker ¢, ¢ homomorfismo de
anel: ¢(E —e")o(F — &™) = [E][F] = ¢(¢ [E]o Y[F]) = ¢((E —&")(F — &™)). Portanto, também
pode-se aplicar a Observacdo 3.2.2 e concluir o isomorfismo determinado por esse Lema também

é um isomorfismo de anel,

Além disso, como K(X) ~ K(X) ®Z e K(Y) ~ K(Y) ® Z, entdo

K(X)®K(Y) = (K(X)K(Y))® (K(X)RZ)® (ZRK(Y))® (Z®R2Z)

e, finalmente, pelo Lema 3.1.5, temos que K(X) ® K(Y) ~ (K(X) @ K(Y)) @ K(X) ® K(Y) ® Z

Assim, é possivel definir parte do produto externo reduzido como a componente p’ : K(X) x

K(Y) — K(X AY) da fungdo f que faz o seguinte digrama comutar:

K(X)®K(Y) ————— KX)oK(Y)@eKk(X)aKk(V)aZ

| -

K(X xY) RKXAY)eR(X)e R oz

~

Como o produto externo u é isomorfismo quando Y = S? e os mapas horizontais também,

conclui-se que ' é isomorfismo nesse espago também.

Por fim, apenas note que S” A X é homeomorfo a )" X e, portanto, pela Observagdo 2.2.10
e pelo Lema 2.2.8, o mapa ¢ : K(S" A X) — K(S"X) do diagrama abaixo ¢ composicdo de

isomorfismos:

K(S"AX) ——— K(S"X)
K(Z"X) === K(L"X)
Com essa informacao, o produto externo reduzido pode ser definido exatamente por
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Definicao 3.2.4. O produto externo reduzido é a composi¢ao dos isomorfismos

R(S?) x R(X) — " R(S2AX) — 5 R(52X)

definidos durante esta segdo. Concluimos, portanto, que o produto externo é um isomorfismo

de grupos.

Observacgdo 3.2.5. No produto interno reduzido, também utilizaremos como notagdo a x b =

¢ o ' (a,b) para todo (a,b) € K(S?) x K(X)

3.3 O Teorema

Sec¢do dedicada a demonstra¢do do Teorema da Periodicidade de Bott no caso complexo.

Teorema 3.3.1. O homomorfismo B : K(X) — K(S%X), definido por
B(a) = (H — 1) x a para todo a € K(X)

é um isomorfismo de anel para qualquer X Hausdorff compacto.

Demonstragao: O homomorfismo p é simplesmente a composi¢do dos seguintes homomorfis-

mos
R(X) — 72— R(S*) @ R(X) — 5 R(5*X)

ar——— (H-1)®@ar——— (H—1) xa

Como vimos na segdo 3.1, K(S?) é isomorfo a anel gerado por H — 1, isto ¢, é isomorfo a Z
por ser um grupo infinito gerado por um tinico elemento.

Assim, o mapa ¢ representado acima é um isomorfismo em consequéncia do Lema 3.1.5

O mapa u é um produto externo reduzido, que verificamos que é isomorfismo na segao 3.2.

Portanto, f é um isomorfismo por ser composi¢do de isomorfismos. O
Corolério 3.3.2. K(S?"*1) =0eK(5*") ~Z

Demonstragao: Segundo a versdo complexa do Teorema da Periodicidade de Bott, substituindo
X por S no isomorfismo f para todo ndmero natural 11, obtém-se que todos os anéis K(S¥) sdo
isomorfos se k for par. Da mesma forma, substituindo X por $***! para todo natural 1, obtém-se

que todos os anéis K(S¥) sao isomorfos para k impar.
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Portanto, K(S?"*1) ~ K(S') ~ {0} porque todo fibrado vetorial complexo sobre S! é trivia-
lizavel. Isto pode ser notado através da bijegdo ¢ definida em 1.3.10, uma vez que, para S*, temos

a correspondéncia

¢ :[S°,GL,(C)] — Vect(Sh)

e é simples mostrar o conjunto de classes de homotopia é constituido por uma tinica classe. Para
isso, tome uma fungio f : S° — GL,(C) qualquer. Considerando Sy = {—1,1}, essa fungao é

definida por

f(x) =Asex= -1 .
flx) = para certas matrizes A, B € GL,(C).

f(x) =Bsex =1

Note que, como GL,(C) é conexo por caminhos, é possivel construir caminhos 71 : I — GL,(C)
ev2: I = GL,(C) de forma que y1(0) = A, 72(0) = Be y1(1) = 92(1) = Id, a matriz iden-
tidade. Utilizando esses caminhos, é possivel construir uma homotopia H : S° x I — GL,(C)

definida por

t)sex = —1
H(x,t) = m(® para todo (x,t) € S” x I.

T2(t) sex =1

A fungdo H é continua por conta dos caminhos serem continuos e S ser um conjunto discreto.
Portanto, é homotopia entre H(x,0) = f(x) e H(x,1) = Id para todo x € S°.

Assim, concluimos que toda funcio entre S° e GL,,(C) é homotépica 8 mesma fungéo cons-
tante igual a Id € GL,(C) em todos os pontos e, portanto, o conjunto [S°, GL,(C)] é formado
por uma so classe de homotopia para todo n natural.

Como ¢ é bijegdo entre [S°, GL,(C)] e Vectl (S'), conclui-se que existe tnica classe de isomor-
fismo de fibrados vetoriais complexos com base S! e dimensdo 1 para qualquer n natural fixado.
Isto é, todo fibrado vetorial complexo sobre S! ¢ isomorfo a ¢" para algum ntimero natural 7 e,
portanto, sdo todos equivalentes pela relagio ~ e de fato confirmamos que K(S') ~ {0}.

Além disso, K(5*") ~ K(S?) ~ Z, como notado anteriormente na demonstracio do Teorema

da Periodicidade. O
Corolério 3.3.3. K(S?"*!) = Z e K(S*") ~Z D Z

Demonstragdo: Aplicagdo direta do isomorfismo K(x) ~ K(X) @ Z, presente no Corolério 2.1.26

juntamente com o Corolario 3.3.2 apresentado anteriormente. O
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3.4 Aplicagdes

3.4.1 Esperas Paralelizaveis

Nesta secdo, serd demonstrado que as tinicas esferas paralelizaveis sdo S°, S!, S® e S7. Sera
necessdria a utilizagdo de alguns lemas que nao serdo demonstrados neste trabalho por nao esta-

rem dentro do alcance dele, mas todos os resultados utilizados estdo referenciados para consulta.

Definic¢ao 3.4.1 (Esfera paralelizdvel). Uma esfera S" é dita paralelizavel se o fibrado vetorial

tangente a ela TS" for trivializdvel.

Ja vimos nas Observagdes 1.1.10, 1.1.11 e 1.1.12 que as esferas de dimensdes 1, 3 e 7 sdo pa-
ralelizdveis. Além disso, S’ também é paralelizavel por ser discreto, como j& comentado ao final

da secdo 1.1.

Observagao 3.4.2. Mais geral, podemos definir uma variedade como paralelizavel quando o seu

fibrado tangente é trivial.

Defini¢io 3.4.3 (Algebra de divisdo em R"). Uma 4lgebra de divisdo é uma algebra (ndo neces-
sariamente comutativa e associativa) em que a operagdo de multiplicagdo  : R" x R" — R”"
é tal que, os mapas p(—,a) : R" — R" e p(a,—) : R" — RR" sdo lineares e invertiveis fixando
a € R"\{0} qualquer.

Exemplos: R, RZ~C,R*~HeR®~ 0Osio algebras de divisdo segundo a definigdo acima.

O objetivo desta se¢do é verificar que as tnicas esferas paralelizdveis sdo as citadas acima e

que as Unicas élgebras de divisdo R" sdo as citadas no exemplo anterior.

Definicao 3.4.4. [H-espago] Uma esfera S" é um H-espago se existe um mapa de multiplicagdo
continuo m : S" x §" — S" que possui uma identidade e € S" em ambos os lados, isto é,

m(e,x) = x e m(x,e) = x para todo x € 5".

Defini¢ao 3.4.5 (Grau de um mapa continuo entre esferas). Dado um mapa continuo f : " — S",
temos 0 homomorfismo de anel induzido por f da forma f* : K*(S") — K"(S") onde K"(S") =

R(S"(S")) ~ K(S?") ~ Z. Se f*(x) = Ax, temos que A é o grau de f.

Lema 3.4.6. S?* ndo é H-espaco para todo k > 0.

86



CAPITULO 3. TEOREMA DA PERIODICIDADE DE BOTT 3.4. APLICACOES

Demonstracio: Caso S? seja um H-espaco, teriamos um produto m : $2¢ x §2F — S nos termos
da definigao 3.4.4.

Os mapas m(—, xp) e m(xp, —) possuem ambos grau 1, fixado xp € X qualquer. De fato, os
mapas x — m(x,xp) e x — m(xp, x) sdo ambos homoto6picos a identidade, pois é possivel fazer
um caminho entre e e xp na esfera S?" e, a partir dele, formar um caminho entre m(x,e) = x e
m(x,xp) ou entre m(e,x) = x e m(xp,x). Essa homotopia implica que os mapas induzidos por
K% = R® = K sdo isomorfismos de anel e, portanto, precisa ter grau 1,ja que em um isomorfismo
de anel f vale f(1) = 1.

Dessa forma, temos o mapa induzido de m pelo funtor K, m* : K(S?) — K(S%* x S?). Note
que K(S% x §%) ~ K(5§%) @ K(S%), K(X) ~ R(X) @ Z pelo Lema 2.1.26, e, se X é esfera de

2, uma vez que K(S?) é isomorfo a K(S?) que

dimensdo par, ainda temos que K(5%) ~ Z[a]/ (a)
¢ isomorfo ao anel gerado por H — 1 enquanto grupo, mas onde (H — 1) = 0.

Assim, m* deve ter o seguinte formato

m*:Za[f]@Ze(Zg@Z)@(Zv[z] DZ) = (Zﬁ[f]®2)@(2®

lembrando que o produto com Z é trivial pelo Lema 3.1.5.

Portanto, em uma parte m* leva Z[a]/a? ~ K(S?*) em Z[B]/p*> ~ K(S*). Essa parte é
somada com outra em que m* leva Z[x]/a? ~ K(S*) em Z[y]/~* ~ K(5%*) e, de fato, essas
duas parcelas dependem do grau dos mapas m(—, xg) e m(xp, —) nos termos da Definicdo 3.4.5.

Isto é, explicitamente, se os graus dos mapas m(—, xg) e m(xo, —) forem p e g respectivamente,

entdo o mapa m* induzido por K deve ser definido por

m*(a) = (pB) @1 +1® (97) +2(B@7)

paraalgumz € Z.

Dessa forma, m* (a?) = (m*(x)?) = pg(B ® ), pois B> = 0 e y> = 0. Mas, como a? = O e m* é
homomorfismo, temos também que m*(a2) = 0. Isso significa que pq(B ® ) = 0, o que implica
p = 0oug = 0. Esse é um absurdo, pois tinhamos que os graus desses mapas, neste caso, sdo

p = q = 1. Portanto, é impossivel existir tal produto m para esferas de dimensao par.

Lema 3.4.7. Se R" ¢ uma dlgebra de divisio ou se S~ é paralelizdvel, entio S"~' é H-espago.
O lema anterior é demonstrado no Lema 2.17 de [3, p.59-p.60]

Definigéo 3.4.8 (Invariante de Hopf). Dado um mapa f : $*'~! — 52", seja Cy 0 espago formado
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pela colagem de S?" com um 4n-disco, via f em 9D*" ~ §41-1
Dessa forma, C ¥ /5" é homeomorfo a §*".

Além disso, temos a seguinte sequéncia exata do par (Cy, S4m):

00— R(s*) — T R(Cy) — 5 R(8¥") ———— 0

A injetividade do primeiro mapa segue de K~1(5%"), que estaria a esquerda da sequéncia se
fosse montada a sequéncia longa apresentada anteriormente em (2.5), ser igual a K(S(5%")) ~
R(S?"+1) ~ 0 pelo Corolério 3.3.2. Da mesma forma, a sobrejetividade do segundo mapa segue
de K'(S%"), que estaria a direita da mesma sequéncia na sequéncia longa representada em (2.5),
ser igual a K=1(5%") = K(S(5*")) ~ K(S**1) ~ 0 pelo mesmo Coroldrio 3.3.2.

Assim, como K(S?) é gerado por H — 1 e vale (H — 1)2 = 0 e todos os outros K(5%*) para

k > 1 sdo isomorfos a K(S?) pelo Coroldrio 3.3.2, temos que:

R(S*") pode ser escrito como Z[«]/a? para algum «
R(S*") pode ser escrito como Z[B]/ B para algum f3
Agora, seja o' € K(Cy) tal que &’ é a imagem de a gerador de K(5*") pelo mapa g* e seja
B’ € K(Cs) cuja imagem por i* é B gerador de K(5").

Por i* ser um homomorfismo de anel, i*((f')?) = p? = 0. Isto ¢, (B')?> € Ker i* = Im g*.

Entdo (B')? = q*(ha) = ha' para algum h € Z. Este inteiro h é o invariante de Hopf de f.

Definigao 3.4.9 (Mapa associado). Dado um mapa g : S"~! x §"~1 — §"~1, & possivel construir

um mapa associado § : $?"~1 — S" definido por

g(x y) _ ‘y|g(x, ‘%) se (x,y) € 9D" x D"
‘x|g(ﬁ/y) se (x,y) e D" x 9D"

ao considerar $?"~1 = 9(D" x D") = 9D" x D" U D" x 9D".
De fato, ¢ estd bem definido porque |y|g(x,ﬁ) € Dt e |x|g(‘§|,y) € D" e temos que
§" =DM UD".

Lema 3.4.10. Se g : S?"~1 x §?2"=1 — §20=1 ¢ yma multiplicagio com S*~1 um H-espago, entiio o mapa

associado § : S*"~1 — S tem invariante de Hopf 1 ou —1.
O lema anterior é demonstrado no Lema 2.18 de [3, p.256].

88



CAPITULO 3. TEOREMA DA PERIODICIDADE DE BOTT 3.4. APLICACOES

Lema 3.4.11. [Teorema de Adams] Existe um mapa § : S*"~1 — S com invariante de Hopf 1 ou —1

somente quandon =1, 2 ou 4.
O lema anterior é demonstrado em [3, p.62-p.65].

Teorema 3.4.12. R" é dlgebra de divisdo apenas paran = 1, 2, 4 e 8, assim como S"~! ¢ paralelizivel

apenasparan =1, 2, 4 8.

z

Demonstragao: Ja temos a informacdo de que, paran = 1, 2, 4 e 8 de fato R" é algebra de
divisdo e S"! ¢ paralelizdvel. Resta verificar que, dada uma é4lgebra de divisio R"” ou uma
esfera paralelizavel S"~1 necessariamente n = 1, 2, 4 ou 8.

Pelo Lema 3.4.7, conclui-se que dada uma &lgebra ou uma esfera nessas condi¢des, necessa-
riamente S"~! é H-espaco.

Caso 1 seja impar maior que 1, é impossivel S"~! ser H-espaco por conta do Lema 3.4.6. Com
essa contradigdo, é possivel concluir que S"~! ndo ¢é paralelizavel e R" ndo é dlgebra de divisao
para n impar maior que 1.

Se n for par e $"~! é H-espago, por definicio hd uma multiplicagio ¢ : S"~1 x §"~1 — g1,
Como n é par, pode-se escrever n = 2m para algum m > 1, e é possivel aplicar o Lema 3.4.10
para concluir que existe mapa § : $*"~1 — $2" com invariante de Hopf 1 ou —1.

Por fim, pelo Lema 3.4.11, sabemos que s0 existe tal mapa § casom =1, 2ou4,istoé, n =2,
4 ou 8.

Assim, concluimos que se R" é dlgebra de divisdo ou se S"~! é esfera paralelizavel, necessa-

riamente temosn =1, 2, 4 ou 8. ]

Observacgao 3.4.13. Apesar de termos seguido a abordagem em que o resultado do Teorema
acima segue o Teorema de Adams, anteriormente ja havia sido provado por Ferdinand Georg
Frobenius que as tinicas 4lgebras de divisdo reais associativas sdo R, C e O no Teorema de Fro-
benius, e também ja havia sido provado por Adolf Hurvitz que as tnicas dlgebras de divisao

reais ndo associativas sdo R, C, Q e O no Teorema de Hurvitz.
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Apéndice A
Os Octonios de Cayley

Através do processo de duplicacdo de Cayley-Dickson, é possivel construir os octonios O através
de uma duplicacdo dos quatérnios. O processo também pode ser utilizado para encontrar os
quatérnios a partir dos complexos e os complexos a partir dos reais. Porém, ndo é possivel
continuar a duplicagdo sem a perda de algumas propriedades importantes. Um exemplo disso é
que, conforme duplicamos IR, conjunto onde é possivel definir uma ordem, construimos C, onde
ja ndo é possivel definir ordem. Outro exemplo, na duplicacdo de C, é que C é comutativo, mas

H néo é, pois ij = —ji, jk = —kj e ki = —ik.

A.1 Duplicacao de Cayley-Dickson

Defini¢do A.1.1. Uma algebra A sobre R é um espaco vetorial sobre R que possui uma operagao
u:Ax A— Atal que denotamos y(ay,az) = ay - ap ou p(ay, az) = a;a; como multiplicagdo. u

deve possuir as seguintes propriedades para todos x, y, z € A e para todo « € R:
1. (x+y)z=xy+yz
2. z(x+y) =zx +zy

3. a(xy) = (ax)y = x(ay)

De forma geral, no processo de duplicagdo de Cayley-Dickson, pode-se duplicar uma algebra
A cujos elementos sdo da forma ag + a1i1 + ... + apiy com ap,..,a, € R e iy,.., i, unidades
imagindrias, isto é, unidades que respeitam i2 = —1 para todo inteiro ndo negativo n < m.

Seja A’ a dlgebra obtida de forma que os elementos dela sdo x1 + xye para quaisquer x1, xp €
A e com e um novo simbolo, que no caso é uma nova unidade imaginaria.

A soma de A’ é definida por (x1 + x2¢) + (y1 + y20) = x1 + y1 + (x2 + y2)e para todos x1 +
X2e,Y1 + Y€ € A
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O produto de A’ é definido por (x1 + x2¢)(y1 + y2¢) = x1y1 — Yax2 + (y2x1 + x2¥71)e, onde iz e

y1sdo yz ey conjugados em A. A operacdo de conjugagdo em A é definida por ag + ayiy + aia... + Apiy =
ag — a1i1 — Azly — ... — Aply.

Com este produto, é possivel notar que ¢? = —1-1 = —1 e que (i]-e)2 = —?jij = ijz = -1
paratodoj € {1,2..,m}. Ouseja, A’ possui como unidades imagindrias iy, ..., iy, €,]i1e, ..., ime.
Observe que A’ possui o dobro da dimens&o de A.

Exemplo: Os octonios sdo da forma x; + x2¢, com e unidade imagindria e x1, x, € H. Assim,
as unidades imagindrias do octonio sdo i, j, k, e, ie, je e ke.

A tabela de multiplicacdo dos octdnios pode ser obtida através da definicao de produto geral

anterior, e é a seguinte:

1] i | j k | e |ie | je | ke
1111 j k | e |ie| je | ke
i|i|-1] k| - |ie|-e|-ke]| je
il |-k|-1 i | je|ke| -e |-e
k| k| j -i | -1 | ke | e | ie | -e
e | e |-e| e |-ke|-1] i | j k
ie |ie| e |-ke|je |- |-1|-k|j
je |je |ke| e |-de | 4 | k| -1 |-

ke | ke | e | ie | e [-k| 4| i |-1

Tabela A.1: Tabela de multiplicacdo dos octonios

Se x = (ag, a1, ap, az, as, as, as, A7) = Ao + a1i1 + aziy + aziz + aais + asis + agie + ayiy,
colocando iy = i,ip = j, i3 =k, iy = ¢, i5 = ie, isg = je e iy = ke, temos, através da tabela de

multiplica¢do, que:

o x = (ag, a1, az, as, as, as, dg, ay)

* ix = (—ay, ag, —4as, Ay, —as, ay, Ay, —dg)

o jx = (—ay, az, ap, —a1, —ae, —ay, s, as)

* kx = (—a3, —ay, a1, ap, —ay, as, —as, as)

® ex = (—ay, as, ag, ay, ag, —ay, —Aay, —as)

o (ie)x = (—as, —ay, ay, —ae, a1, ag, a3, —az)
e (je)x = (—ae, —ay, —aa, as, ax, —as, daop, ai)
* (ke)x = (—ay, as, —as, —as, a3, az, —ay, do)

E é possivel notar que os elementos sdo dois a dois orgonais pois o produto interno de quais-

quer dois deles resulta em 0.
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