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Resumo

Este projeto teve como objetivo inicial um estudo dos elementos fundamentais da computagao
quantica, bem como a familiarizacdo com a implementacdo de circuitos quanticos simples utilizando
a plataforma de acesso puiblico da IBM, a IBM Q Experience'. Assim, propomos aqui a elaboragio
de algoritimo quantico, que caracteriza-se de uma calculadora simples para a realizacao do procedi-
mento de soma entre dois nimeros de 1 gbit, cuja aplicacdo, tanto em um dispositivo quantico real
quanto em um simulador classico que implementa um computador quantico ideal, serviu para uma
andlise mais geral de certos aspectos da computagcdo quantica. A partir desta andlise constatou-se a
origem de erros quanticos intrinsecos a implementacao fisica do problema em questdo. Ainda, esta
incluido neste trabalho uma apresentacao sucinta do Algoritimo de Shor como forma de estabelecer
um comparativo entre ele e o c6digo aqui proposto, no que diz respeito a exploracio efetivamente

vantajosa das propriedades da mecanica quantica para a computacao.

1 Introducio Teorica

Nesta secao serdo apresentados, de maneira sucinta, apenas alguns conceitos essenciais para o

entendimento deste projeto, tendo como base os postulados e fundamentos da mecanica quantica.

1.1 Introducio a mecanica quantica

O primeiro conceito a ser introduzido € o conceito de vetor de estado, pertencente a um espacgo de
estados contido no espago de Hilbert, como representacdo de um sistema fisico. Aqui o sistema fisico
de interesse, o gbit, apresenta um espaco de estados bidimensional com base ortonormal {|0) , [1)}.
Qualquer vetor estado |¥) nesse espaco de estados pode ser representado como um estado de super-
posicao entre os vetores da base da forma

(W) = al0) +0[1), (1)

com a? + b? = 1 sendo a condi¢do de normaliza¢io, e

1 0
0= |em=]] @

na notacdo matricial. Ainda, podemos gerar estados compostos de dois ou mais gbits, da forma
(W) = [Wo) @ [¥1) ® .. @ W), 3)

com o espaco de estados 2"-dimensional.



A evolugdo temporal de |¥) é dada por uma operacdo unitaria U tal que

[W(t2)) = Ulty, ta) [¥(t1)), “4)

e a unitariedade de U preserva a norma de |¥) uma vez que
(U|0) = (U(O)|e(t) = (YU U¥) =1 = U'-U=1d, (5)

em que /d é o operador identidade, definido como sendo a matriz identidade de dimensdo nxn, em

que n € a dimensao do espago vetorial. Para um sistema de 1 gbit temos

10
Id = .
y [O 1] ©

A operagdo unitaria U € obtida a partir da equagdo de Schrodinger
1m0 1wy = |0 %)
1N— =
ot ’

e se o operador Hamiltoniano # do sistema ndo depende explicitamente do tempo temos >3

—iH (ty — tl)}

N ®)

U(tl’tQ) = eXp{

Em computacdo quantica a base ortonormal do espago de estados apresentada é definida como

sendo a base computacional? ou base z, uma vez que os vetores de estado da base sdo auto-vetores da

1 0

matriz de Pauli Z, definida como

7 =

Introduziremos, agora, uma apresentacdo alternativa a descri¢do de um sistema fisico em termos

dos vetores de estado: a matriz densidade, ou operador densidade p, definido como
p=> iU )T, (10)

em que p; € a probabilidade de o sistema estar no estado |¥;). Esta formulag@o € util para descrever
um ensemble de estados quantico, pois sua formulacio evidencia o cardter estatistico do problema
fisico ja que os elementos de matriz da diagonal principal representam as probabilidades cléssicas

dos resultados de medidas feitas no estado |W). Uma consequéncia disso € o traco de p ser igual a



unidade. Para o estado puro dado segundo a equagdo 1 temos

2

p = a” |0)0] + ab |0X1] + ab [L)0] + b [1)(1] = [Zb Zf] : (1D

e ainda, os termos fora da diagonal principal estdo relacionados 2 coeréncia do estado quantico?.
Analogamente ao vetor de estado |¥), a evolugdo temporal da matriz densidade p é dada, também,

através da operacdo unitdria U da forma

p(t) = [W(ONE()| = U [wX¥|UT = UpU (12)

1.2 Introducido a computacao quantica

A computagdo quantica, em analogia a computagdo cldssica, é construida a partir de um circuito
quantico composto por objetos que carregam e manipulam a informagao quantica.

Munidos dos conceitos introduzidos anteriormente, podemos, entio, definir aqui os instrumentos
responsdveis por manipular a informacao quantica no processo computacional. Esses objetos sdo as
portas légicas quanticas e sdo definidos como sendo quaisquer operagdes unitarias agindo no vetor de
estado do sistema.

Serdo introduzidas as principais portas légicas quanticas utilizadas na composic¢ao dos algoritimos
quanticos deste trabalho. Além das operacdes /d e Z definidas nas equagdes (6) e (9), definimos as
seguintes portas logicas de 1 gbit:

Matriz de Pauli X dada por

1 (0 1 0) =1
x- L — [= (13)
V2|10 1) = 10)
cuja operacao € inverter o vetor de estado;
A porta Hadamard
1 |1 1 0 —1)%1
H=—— :>H|i>:—|>+( )|>, (14)
V2 |1 -1 V2

cuja atuacao cria um estado de superposicao entre os vetores de estado da base com igual amplitude
de probabilidade;
E a operagio R, (0)

0 a0
COSs 2 S1n 2
. )
Sin g COS g

(15)

2

Ry<9) = [

que representa um rotagao de ¢ do vetor de estado ao redor do eixo y.



Defindo as operagdes de 2 gbits temos a porta 16gica CNOT, ou "ndo controlado" Ugy, ,,, em que
c representa o gbit de controle e ¢ o gbit alvo. Sua atuagdo varia o estado do gbit alvo dependendo do

valor do gbit de controle

(
0100 01) — |01
Ve = _ ) lon =l 16)
0001 |10) — [11)
0010 11) — |10)
A porta légica de troca ou swap S,
1 000
0010
S, = , (17)
0100
0001

que opera trocando os estados dos dois gbits.
Por fim, definimos a porta 16gica Toffoli Ur, ._,, de 3 gbits, sendo dois deles gbits de controle € o

altimo sendo o alvo, da forma

100 000O0O00O
01 00O0O0O0®O0
001 0O0O0O0G©O
Up . = 0001O0O00O0®O0 ’ (18)
’ 000O01O0O0O0
0000O0OT1O0®O0
000O0O0OO0O0T1
0000001 0]

que de maneira analoga a porta CNOT, atua mudando o estado do gbit alvo dependo do valor dos

gbits de controle.

2 Materiais e métodos

Nesta se¢do serd apresentado um breve resumo sobre a plataforma online da IBM para computa-
¢do quantica, a IBM-Q Experience !, utilizada para o processamento dos algoritimos quanticos aqui
propostos, bem como, para a aquisi¢ao de todos os dados. A plataforma € aberta e exige apenas um
cadastro inicial e verificacdo de conta para sua utilizacdo e oferece uma interface grafica para a cria-
¢ao de circuitos quanticos, mostrada na figura 1, bem como a possibilidade processa-los, através de

uma submissdo online, em computadores quanticos reais dos laboratérios de pesquisa da IBM.
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Figura 1 — Interface grafica utilizada para a criagao de circuitos quanticos.
Fonte: IBM Q!

Da figura 1 vemos que as 3 primeiras linhas (q[0] a q[2]) correspondem cada uma a um regis-
tro quantico configurado com um estado inicial default de entrada |0). A dltima linha (c3 no caso
da gravura acima) corresponde a um registro classico das medicdes dos gbits, sendo cada registro
quantico relacionado a 1 bit no registro cldssico. Cada icone na figura corresponde a alguma porta
l6gica quéntica ou a alguma operagdo. A montagem do circuito € feita clicando-se nos icones, cor-
respondentes as portas ldgicas ou operagdes que se deseja implementar, e arrastando-os até a posi¢ao
desejada nos registros quanticos, de modo que a sua ordem, da esquerda para a direita, representam
linhas de comando. Em todos os algoritimos criados aqui utilizaremos as portas 16gicas quanticas, ja

introduzidas na secdo 1.2, e operacdes ilustradas na figura 2

D X H ate]

(a) Identidade ~ (b) Pauli X  (c) Hadamard  (d) Rotacdoy afal

e @ gi

. (h) Medidor classico
(e) CNOT (f) Troca (g) Toffoli

Figura 2 — fcones e representacdes referentes as portas 16gicas quanticas de um, dois e trés gbits
utilizadas e a operacdo de medi¢do na base computacional Z quanticos
Fonte: IBM Q'

A operagdo de medicao, ilustrada na figura 2(h), é definida como sendo a medi¢@o dos gbits na
base computacional, ou seja, a base Z. A operacdo de medi¢do converte o valor obtido para os estados

quanticos dos gbits em bits, e armazena no registro cldssico, em que o primeiro gbit (referente ao
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registro q[0]) € o primeiro digito (menor base de 2) do nimero bindrio no registro cldssico, e assim
por diante, de modo que o resultado da medi¢do do estado |110) seria o nimero binério 011, por
exemplo.

A submissdo online dos cédigos pode ser feita clicando-se no icone "Run", mostrado na figura 1,

e em seguida, ajustando-se as condi¢cdes do experimento, de acordo com a figura 3

Run your circuit
1. Select an available backend 2. Select number of shots
Backends availability and functionality can vary Increase the number of shots to improve
depending on the provider. statistical accuracy.
ibmg_gasm_simulator in ibm-g/open/main wv 1024 v
Cancel Run

Figura 3 — Tela de ajuste das op¢des do experimento, sendo elas a escolha do computador quantico a
processar o c6digo, e o nimero de vezes que esse codigo serd processado
Fonte: IBM Q!

A primeira op¢ao consiste na escolha de qual dispositivo da IBM deseja-se processar o circuito
quantico. Dentre estes, estdo alguns computadores quanticos e também um simulador cldssico sendo
este ultimo um dispositivo que implementa um computador quantico ideal, ou seja, aquele constituido
de um sistema quantico perfeitamente isolado, ndo apresentando, portanto, erros quanticos relacio-
nados a processos de dissipacdo e descoeréncia. Diferentemente, os dispositivos quanticos reais sao
susceptiveis a tais erros e uma discussdao mais detalhada das implica¢des disto serd dada mais adiante,
na se¢ao 3.

A segunda opcao consiste na escolha do niimero de vezes que o c6digo seréd executado, sendo, num
contexto ideal, cada execucdo equivalente a uma idéntica® preparacao, manipulacdo e medi¢cao de n
sistemas quanticos com as mesmas caracteristicas, podendo, n ser 1, 1024, 4096 ou 8196, segundo as
op¢oes da plataforma, e neste trabalho a utilizacao dos termos, "nimero de medi¢des" , "quantidades
de medidas tomadas", ou sindbnimos, se referirdo a esse aspecto. Destaca-se ainda que a op¢ao permite
uma melhora na precisdo estatistica dos resultados das aferi¢cdes do circuito quantico proposto, € uma
explicacdo mais detalhada disto serd dada, também, na secdo 3.

Ao final os resultados dos experimentos sdo dados na forma de um histograma das possiveis
respostas de uma medicdo dos gbits do circuito elaborado. Entretanto, por uma questdo de clareza
os resultados serdo apresentados em histogramas personalizados elaborados utilizando o software
Mathematica 11.3%.

ES

E importante ressaltar que em um contexto ndo ideal existe uma limitacdo experimental associada a essa condi¢ao
de construcao de sistemas idénticos, o que também levard a erros.



Foram utilizados para executar os cddigos, além do simulador cléssico, os dispositivos quanticos
ibmq_5_yorktown-ibmqx2 (v2.0.0) ¢ ibmq_ourense (v1.0.1) com as caracteristicas definidas se-
gundo a figura 4, em que as setas ligando os gbits representam a conectividade entre eles, ou seja,
como eles interagem entre si. A escala de cores representa o erro associado a cada operacdo bésica
realizada, relativa a cada gbit. Ambos apresentam como operacdes basicas as portas 16gicas Uy, U,

Us, que atuam como operagdes de rotacoes, C.., que € a operacdo CNOT, e /d a operacdo identidade.

O Qubits 11 Connectivity O Qubits 14 Connectivity
@ ° 2 o
° o 2 )G
-

3
v

¥
° 4

Single-qubit U3 error rate CNOT error rate Single-qubit U3 error rate CNOT error rate

5.529e-4 8.682e-4 7.093e-3 1.204e-2 6.565e-4 1.170e-3 1.091e-2 1.777e-2

Download Calibrations Download Calibrations

Qubits Online since Basis gates Qubits Online since Basis gates
5) Jul 03, 2019 ul, u2, u3, cx, id 5 Nov 06,2018 ul, u2, u3, cx, id

(a) ibmg_5_yorktown-ibmgx2 (v2.0.0) (b) ibmg_ourense (v1.0.1)

Figura 4 — Set-ups dos dispositivos quanticos utilizados no processamento dos circuitos quanticos.
As setas representam a conectividade dentre os gbitis e a escala de cores representam os
erros de cada gbit com relacdo as operacdes dadas

Fonte: IBM Q'

A predilecao por tais dispositivos se deu, primeiro, pelo fato de que os c6digos criados aqui sao
de no maximo trés gbits, e portanto um dispositivo que apresente uma conectividade maior entre
esses gbits utilizados seria mais interessante, e , segundo, por uma questao de praticidade visto que a
execucdo de algoritimos respeita uma fila de submissdo, sendo tais dispositivos 0s que apresentavam

uma concorréncia menor.

3 Resultados e discussao

3.1 Algoritimo para a geracao de dois gbits emaranhados

Inicialmente serd pautada a construcdo de um sistema fisico mais simples com o intuito de se
analisar suas principais caracteristicas no contexto da mecanica quantica e da computagio quantica.
Tal construgdo foi dada pela montagem do seguinte circuito, ilustrado na figura 5

O estado inicial e a atuacdo das portas Hadamard e CNOT, respectivamente, sdo dadas por

_|00) +|11)

’\I’> = UCNq[O]Hq[l] (H ® [d) ’\D0> = UCNq[quu] (H ® Id) |00> = T (19)



arel loy —H
ql1] |o) +

c2

Figura 5 — Representacdo do circuito quantico de um sistema de 2 gbits emaranhados
Fonte: IBM Q!

Vemos que o resultado de uma medida no primeiro gbit inevitavelmente revela qual sera o resul-
tado de uma medida no segundo gbit, antes mesmo que essa medida seja realizada. Assim, fazendo-se
uma medicao do primeiro e segundo gbit respectivamente, os dois tinicos possiveis resultados sdao 00
e 11, ambos com 50% de probabilidade. O cédigo foi processado tanto no simulador cldssico quanto
num computador quantico, e os resultados para diferentes quantidades de medidas em sistemas iden-
ticamente preparados sdo mostrados na figura 6.

Aqui € interessante notar dois fatores. O primeiro deles estd relacionado ao caréter probabilistico
da mecanica quantica, se repararmos apenas nas medidas realizadas no simulador, onde vemos que a
estatistica do problema se torna mais apurada a medida que o espago amostral (nimero de medi¢des
realizadas em 1, 1024, 4096 ou 8192 sistemas identicamente preparados) aumenta.

O segundo fator notdrio sdo as probabilidades ndo nulas para os resultados 01 e 10 em uma me-
dida, presentes nos histogramas referentes ao computador quantico. A ressalva de que, devido a
defini¢cdo do estado |¥) na equagdo (19), seria, num sistema fisico ideal impossivel obter-se resulta-
dos de medicdes diferentes de 00 e 11, nos leva a indagar de onde surgem os erros ligados a essas
probabilidades nao nulas.

Conforme mencionado na sec¢do 2 anterior, o simulador implementa um computador quantico
ideal, ou seja, um sistema quantico perfeitamente isolado de qualquer meio interagente, e, portanto,
nao suscetivel a processos de dissipacdo e descoeréncia, € como podemos constatar os histogramas
da primeira coluna ndo apresenta erros relacionados a tais processos.

De fato, conforme® vemos que o ambiente nas vizinhancas de um sistema quéntico desempenha

um papel crucial nestes processos. Ainda, em®

um modelo quantizado da interacdo de um sistema
quantico com sua vizinhanca mostra que até mesmo flutuacdes do vacuo contribuem com a descoe-
réncia, sendo, entdo, impossivel construir-se um sistema quantico perfeitamente isolado.

Portanto, diferentemente do simulador, um computador quéntico real sempre apresentara erros
associados aos processos de dissipacdo e descoeréncia, por mais minimizados que sejam. Ainda
que presentes, esses erros ndo impossibilitam o refinamento da estatistica do problema (até o limite
imposto pelo erro), a medida que espago amostral aumenta, de maneira similar ao que foi discutido

anteriormente, e pode ser visto nos histogramas da segunda coluna na figura 6.



Simulador Classico Computador Quantico

100% 1 Medicao 1 Medicao 100%

F 100 100 ]
§ 80 80 ]
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1024 Medigoes 1024 Medigbes
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£ 60 52.539% 47.461% 60 45.605% 50977%
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4096 Medigoes 4096 Medigoes
F 100 100 1
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T 40 40 ]
E Qg 0% 0% 20 1.99%  1.514% ]

0
00 01 10 11 00 01 10 11
Estados Estados

Figura 6 — Histogramas de probabilidades para medidas no sistema de 2gbits emaranhados
utilizando tanto um simulador cldssico quanto uma méquina real (computador quantico)
Fonte: Elaborada pelo autor.

3.2 Calculadora de soma de 2 registros de 1 gbit

Aqui propde-se a implementacio de algoritimos quanticos que realizem a operacdo de soma entre
gbits. Os algoritimos aqui propostos sdo formulados com base em aritmética modular e soma de
nimeros bindrios. Assim, ressalta-se que todos os passos realizados pelos algoritimos quanticos
implementados nesta se¢do poderiam ser realizados, também, em um computador cldssico utilizando
as portas légicas classicas devidas. Sendo assim, a motivacao desta proposta € apenas a exploracdo de
algumas propriedades quanticas dos sistemas apresentados, com um viés didatico de estudo do tema
"computacao quantica".

Nesta implementacdo configurou-se o algoritimo da seguinte maneira:

Entrada: Dois registros de 1 gbit, representando os nimeros a serem somados

Saida: Um nimero, de até 2 bits, resultado da soma entre os nimeros da entrada

Para isso necessitou-se de 3 registros quanticos iniciais e 2 medidores cldssicos, ao final do cédigo.



Cada um dos dois primeiros registros (q[0] e q[1]) é composto de 1 gbit, e o terceiro composto por

um estado de ancila. A figura 7 ilustra a montagem do sistema.

| | 2
atel 10y — 50— IEI
| | z
afal 1o — I IHI
| |
arzl 1oy — D |

c2

Figura 7 — Representacdo do circuito quantico de soma de dois registros de 1 gbit
Fonte: IBM Q!

A funcdo do estado de ancila € armazenar o gbit excedente da soma médulo 2. O algoritimo pode

ser dividido em 3 partes, ilustradas na figura 7 pelas linhas verticais pontilhadas:

Primeira parte: Entrada do usudrio nos registros q[0] e q[1] dos niimeros que se deseja somar,
de modo que o estado inicial é |U) = (U; |0)) @ (U2]0)) ® |0), em que U; e Us sdo quaisquer
portas légicas de 1 gbit;

Segunda parte: algoritimo de soma representado pelo operador unitario Ug, dado por
Us = (1d @ Sw,ppygpey) Uon,pye @ 1d) Ury
soma cldssica entre os nimeros representados pelos dois primeiros gbits;

alilqiz- Tal algoritimo realiza a operagdo de

Terceira parte: Medidores cldssicos nos registros q[0] e q[1], nessa ordem.

Introduziremos agora quatro casos diferentes de entradas no algoritimo quantico, que abrangem
todas as possibilidades de soma bindria cldssica de dois nimeros de 1 bit (0+0,0+1,1+0e 1+ 1).
Os circuitos que representam esses casos sao dados na figura 8.

Aqui, a matriz de Pauli X foi usada pra inverter o estado de um dos registros (ou dos dois primeiros
registros na figura 8(d)) do estado default |0) para o estado |1). A resposta obtida na saida de cada
circuito dado serd dada pela medida dos dois primeiros gbits no estado resultante da atuagdo do

operador Ug em cada um estados iniciais dados.

medigdo

00

(20)

medi¢do

) )
1010) —25 [100) —=, (1
) ) 01

medi¢do

1110) =2 |011) 10

Os histogramas resultante de um conjunto de varias medi¢des, por conta do erro experimental,
de sistemas igualmente preparados conforme os circuitos ilustrados na figura 8 s@o mostrados nos

gréficos na figura 9.
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ato1 1oy [} + m | ato1 o> [} + wm |
ara1 oy [} L atal 10 L
ar21 o> [} D) ! at21 10y 5D : ) :
c2 ) 1 c2 ) 1
(a) 040 (b) 0+1
ato1 1o 1 + o | ato1 10 51 + m |
ata1 1o) —JEB—1 A ot 1o 51 l
ar21 1oy —JED : 1D : ar21 1oy —JEB : 3 :
c2 ° 1 c2 [ 1
(c) 140 (d) 1+1

Figura 8 — Circuitos (a), (b), (c) e (d) que mostram as diferentes entradas usadas para representar a
soma cldssica bindria de dois nimeros de 1bit, 0 + 0,0+ 1, 1 + 0 e 1 + 1 respectivamente
Fonte: IBM Q'

Analisando os histogramas dos resultados das medidas utilizando o simulador, para cada um dos
casos, vemos que os resultados esperados numa medida, ou seja, o resultado da soma bindria classica
para cada um dos casos, aparecem com 100% de probabilidade, seguindo a espectativa.

Aqui, novamente vemos, no processamento do algoritimo no CQ real, probabilidades ndo nulas
para certos resultados, ndo esperados em um sistema quantico ideal. Ainda sobre esse aspecto, po-
demos ver que, diferente do algoritimo para a geracdo de dois gbits emaranhados, que utiliza apenas
duas portas logicas, a utilizacdo de um nimero maior de operagdes no algoritimo de soma (tanto as
do préprio operador Ug em si, quanto aquelas introduzidas pelo usuédrio) promove um aumento dos
erros associados aos processos de decoeréncia e dissipacao, seja pelo nimero maior de passos ou pelo
aumento no tempo de processamento do algoritimo.

Ainda assim, observamos que as probabilidades de se obter os resultados esperados numa medida,
em cada um dos casos, sdo expressamente majoritdrias, tornando satisfatéria a implementacdo do
algoritimo, mas ainda longe do limite de uma computacgdo robusta a erro.

Até agora vemos que o algoritimo implementado, no que diz respeito a insercao da entrada e ob-
tencdo dos resultado, ndo apresenta, ainda, diferencas com relacdo a um algoritimo cldssico com a
mesma funcdo. Assim, exploraremos algumas propriedades quanticas do sistema introduzindo entra-
das constituidas por estados de superposi¢do. Iniciando o cédigo com |¢[0]) e |¢[1]) estados arbitrarios

temos

|4[0]) = a]0) +b]1),
|q[1]) = ¢[0) +d|1),

1)
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Figura 9 — Histogramas resultantes de um conjunto de 8192 medig¢des para cada um dos circuitos da
figura 8. As medidas foram tomadas tanto em um computador quéantico (CQ) quanto no
simulador cldssico.

Fonte: Elaborada pelo autor.

com a® + b?> = ¢* + d*> = 1. Portanto, o estado |¥) inicial de entrada do algoritimo pode ser
representado por |¥) = |¢[0]) ® |¢[1]) ®|¢[2]), e atribuindo a arbitrariedade dos estados |¢[0]) e |g[1])

(entrada do usuario), e mantendo o estado de ancila, temos

&)

(a]0) +b[1)) ® (c]0) +d 1)) ® |0)
ac [000) + ad 010) + be |100) + bd |110)

(22)

Aqui serd conveniente representar |V) e Ug na nota¢do matricial. Da defini¢do de Ug na se¢do 3.2

e da equacdo (22), na base computacional, obtemos

10 0
000
010
000

Uc =

1o o o
00 1
000
0 0 0

V) = lac 0 ad

_ o O O O O O O

12

O O O = O O o O

be

S = O O O o o o

0 bd 0O

) (23)

o O O O = O O o
o O O o o o —= O

T
(24)



Para a anélise do problema e de sua evoluciao, ou seja, a atuacao do operador Ug no estado inicial

| W) (processamento do algoritimo) serd ttil a introducéo do operador densidade evoluido p/, segundo

a equacao (12)

p=T() (U(t)| = Us |¥) (T UL (25)

-a262 0 0 abed abc® a?cd 0 O-

0O 00 0 0 0 00

0O 0 0 0 0 0 00

abed 0 0 b*d®> b%cd abd®> 0 0
p= 2 2 2 2 (26)

abcs 0 0 b°cd b*c® abed 0 0

a’cd 0 0 abd® abed a*d®> 0 0

0O 0 0 0 0 0 00

i 0O 0 0 0 0 0 O O_

Assim, o operador densidade na equagdo (26) contém toda a informacdo do processamento de
uma estado arbitrdrio no algoritimo de soma. Como ao final do c6digo os medidores cldssicos fazem
medigdes correspondentes apenas aos registros quanticos q[0] e q[1], a informacgdo util ao nosso
problema se restringe as informacoes relativas aos dois primeiros gbits. Logo, tomando o trago parcial

do operador p’ com relagao ao terceiro gbit temos

a? 0 abc? 0

0 bd? abd? 0
Tryp/ = p'"? = 27
3P =0 abc® abd® b2+ a*d? 0 @7

0 0 0 0

Desse modo estendemos a anélise dos resultados da soma de dois nimeros de 1 bit, aos possiveis
resultados de uma medida no sistema de gbits dado.
A andlise probabilistica dos possiveis resultados das medidas realizadas pelos registradores clés-

sicos pode ser dada em termos da matriz densidade reduzida (27) de modo que

P(00) = (00| p'**|00) = a*c?
P(01) = (10| "2 [10) = b*c* + a*d? 08)
P(10) = (01| p**|01) = b*d®
P(11) = (11| 9 [11) = 0
Agora, serdo testadas duas entradas inicias com diferentes coeficientes a, b, c e d, ambas mostradas
na figuras 10.

Da figura 10(a) temos
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| | z | | z
aor 10 ] + o | o] [0} | + o |
I I z | | z
a 1oy ] | an 1o g |
a2 o) D} ) : az o) —JiDl—} D :
2 0 1 e 0 1
(a) Estados de superposicdo aplicando portas Hadamard (b) Estados de superposi¢do aplicando portas Ry

Figura 10 — Circuitos (a) e (b) que mostram diferentes entradas de estados de superposi¢ao
Fonte: IBM Q!

0)+11) o (10 +11)) 1

(
U) = ®|0) = a=b=c=d=— 29
v) 7 7 0) 7 (29)
e, segundo a equacao (28) obtemos
P(00) =0,25|; |P(01)=0,50(; |P(10)=0,25]; |P(11)=0 (30)

Da figura 10(b), e da defini¢do da operagdo 2, na equacdo (15), temos

¢ T

a = COS —

8

. T

|U) = Ryw/4|0> ® Ryw/s 10) ® |0) b= sin 3
(cos T 10) + sin = 1)) @ (cos = [0} + sin - 1)) & [0) r G

= (COS — S1n — COS — S1n — — JE—

8 e 16 16 T

d:sinl

16

e, novamente, segundo a equacao (28) obtemos

'P(00) = 0,82107 . [P(11) =0 (32)

. |P(10) = 0,00557

. |P(01) = 0,17336

Os histogramas resultantes de um conjunto de vérias medi¢des de sistemas igualmente preparados
conforme os circuitos ilustrados na figura 10 sdo mostrados nos gréficos na figura 11.

Analisando os histogramas e as equacdes (30) e (32), em ambos 0s casos, notamos novamente a
presenca de probabilidades nao nulas para o resultado 11 devido aos erros relacionados a implemen-
tacdo fisica do computador quantico, discutidos anteriormente.

Outra vez, a fidelidade nas probabilidades dos resultados das medic¢des realizadas no simulador
dependem exclusivamente da formulacao estatistica do problema no que diz respeito a quantidade

de medi¢des efetuadas num certo nimero de sistemas identicamente preparados. Constata-se que o
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Figura 11 — Histogramas resultantes de um conjunto de 8192 medig¢des para cada um dos circuitos
da figura 10. As medidas foram tomadas tanto em um computador quantico (CQ) quanto
em um simulador.

Fonte: Elaborada pelo autor.

simulador sempre dd P(11) = 0, diferentemente do que ocorre para as probabilidades resultantes do
computador quantico. Além disso, observa-se que este tltimo apresenta uma perda de fidelidade para
probabilidades esperadas com valor pequeno, ja que nestes casos 0s erros se tornam mais expressivos,
como na probabilidade esperada para o resultado 10 no segundo histograma.

E importante salientar que a principal motivacdo para a introducdo de entradas constituidas de
estados de superposi¢do no algoritimo de soma € sua circunstancial vantagem com relacio aos algo-
ritimos cldssicos usuais ja que aqui foi possivel a realizacdo de todas as possiveis operagdes de soma
de dois nimeros de 1bit em apenas uma execu¢do do algoritimo. Assim, ao final do c6digo temos um
estado final que € a superposicdo de todas as possiveis respostas esperadas classicamente.

Entretanto, o caréter probabilistico da mecénica quantica nos deixa refém do ato da medicao no
sentido de que embora tenhamos em mao um "ordculo" ciente de todas as respostas somos obrigados
aceitar o fato de que a cada pergunta apenas uma das respostas serd fornecida e todas as outras serdo
perdidas. Assim, é necessdrio realizar esse procedimento por diversas vezes até que se obtenha uma
distribuicdo estatistica fiel de todos os possiveis resultados.

Desse modo, realizar todas as operagdes de possiveis soma entre dois nimeros de 1bit de uma sé
vez, mas ser obrigado a executar esse processo vdrias vezes, ao invés de realizar todas as possiveis
operacdes de soma entre dois nimeros de 1 bit, individualmente, aparenta ndo ser uma troca tao
vantajosa assim, conforme foi enunciado.

De fato esta ultima observagao esta correta ja que aqui a introducdo dos estados de superposi¢do no
algoritimo de soma teve um carater puramente didatico e de investigagcdo das propriedades quénticas
do sistema implementado, apesar de, na pratica, tal implementacdo ndo ser tdo engenhosa assim, no
que diz respeito a exploracdo destas propriedades. Todavia essa apresentacdo abriu um interessante
precedente para a formulacdo de um comparativo entre o sistema proposto € um sistema que, de
maneira extremante sagaz, efetivamente beneficia-se do carater quantico do problema. Esse breve

comparativo serd introduzido na secdo a seguir com a exposi¢ao do algoritimo de Shor.
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3.3 O algoritimo de Shor

O algoritimo de Shor € um algoritimo quantico de fatora¢io de nimeros inteiros em fatores primos
criado em 1994 pelo matematico Peter Shor’. A importancia do algoritimo de Shor no contexto
da computagdo quantica € creditada justamente a sua eficiéncia frente aos algoritimos cldssicos de
fatoracao.

Em ciéncia da computacio uma das caracteristicas que definem um algoritimo eficiente € o seu
processamento ser dado em "tempo polinomial”, ou seja, o niimero de passos crescer como um po-
lindmio do input inicial. Assim, dado um nimero N € Z, sua fatoracio via Shor em nimeros primos
requer O(n? logn log (log n)) operagdes, em que n é o ndmero de bits da entrada inicial IV, enquanto
o andlogo cléssico requer exp <O(n2/ 3og?/3 n)> operacdes. >

Ainda assim o algoritimo pode ser entendido como sendo composto de duas partes: uma parte
classica, que diz respeito a todos os passos que poderiam reproduzidos exatamente em algoritimos
classicos de fatoragcdo usuais, e t€ém base na teoria dos ndmeros e aritmética modular, e uma parte
quantica, que explora, de maneira extremamente engenhosa, as propriedades da mecanica quantica
de superposicao de estados e interferéncia quantica para a obtencdo da resposta, sendo esta dltima a
principal motivacdo desta se¢ao.

Para dar mais clareza a maneira como o algoritimo de Shor opera e o que € responsavel por sua

maior eficiéncia serd necessario introduzir um topico sobre a transformada de Fourier quantica.

3.3.1 Transformada de Fourier quantica (QFT)

A transformada de Fourier € uma transformagao matemaética que mapeia uma fungdo em um novo
espaco de funcdes, denominado espago reciproco. Em fisica, sua principal aplicacdo é o mapeamento
de funcdes de dominio temporal para o dominio das frequéncias. No algoritimo de Shor, a aplicacdo
da QFT parte da mesma premissa: explorar a periodicidade de uma fun¢do. Assim sendo, podemos
definir a QFT. Dado uma base ortonormal {|0) , |1) ,...,|N — 1)}, a transformada de Fourier quéntica

(QFT) pode ser definida como sendo a operacdo linear que age nos estados da base de modo que

) Z k) (33)

sendo |j) um dos quaisquer estados. Deste modo podemos definir um operador linear Ugpr tal que

r

) 1
Ugrr|j) = Vi

2mi

e N IF|E) (34)

0

x>
Il

E importante ressaltar que a QFT é uma operacdo unitdria, ou seja, UT - U = I, sendo, entio,
possivel a construg@o de um circuito quantico que compute tal transformagao. Assim, para sua imple-

mentagdo, em termos das portas l6gicas quanticas usuais, € conveniente introduzir a representaciao

16



produto da QFT, representando os estados da base ortonormal em termos da base computacional
(base binaria).

Se tomarmos N = 2" para algum n € Z, temos que os estados da base ficam: |0), |1), ..., |2" — 1).
Entdo, para um estado |j) qualquer, temos que j em base bindria fica j1J5...7, com j = 0, 1, ou seja,
=21 +2n 25, + .+ 215, + 20,.

Da equacdo (33)

1 ! ! ! 27”;],(2"71k1+2"72k2+4..+21kn71+20kn)
—>W E E E e 2" |l€1k’2k’n>

kl Okg 0 kn—O

i 2 2 I

kl Okz 0

2n/2 Z Z Z [@ et 2 |y ] (35)

k1=0k2=0  k,=0

n 1 n
1 1] -t 1 mij 27
5 @[S ) = 51 @0 )

=1 Lk;=0 =

(10) + 572 1)) (10) + 27972 1)) .. (0) + 2" 1)
omn/2

Ainda, podemos escrever o termo 3; em termos de fracdes bindrias, sendo

0.1 Zjn B (36)
Assim
. 0 + 627Ti0'j" 1 0 + eZTriO.jnfljn 1M ... (10 + 627ri0.j1j2...jn 1
Uorr |j) = (10) 1)) (10) - 1) . (0) 1) 37)

Aqui, vé-se que a representacdo produto coloca a QFT em termos da base computacional, facili-
tando a busca de um circuito quantico que compute a transformagao. Tal circuito € representado na

figura 12, em que a operacdo R; é dada por

Ry = (38)

O nuimero de portas 16gicas utilizadas para n gbits € entdo, para o primeiro gbit: uma Hadamard e
(n — 1) Ry, sendo n no total; para o segundo gbit: uma Hadamard e (n — 2), sendo (n — 1); e assim
sucessivamente, de modo que o numero total de portas 16gicas Hadamard e 7, € dada pela progressao

aritmética
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(39)

i) By o R H R 0) + e2mi0-dn-in| 1)
| H}» R, o R, |- - 0) + e2i0:02-dn 1)

) S 0) -+ i0n-sin 1

|‘."'“ H F ”) + (‘37.-:'[\ ‘,‘”‘1)

Figura 12 — Representacdo da QFT em um circuito quantico , omitindo-se os fatores de
normalizagdo e as portas swap para inverter a ordem dos gbits, conforme vemos na
representacdo produto

Fonte: NIELSEN, M. A.; CHUANG, 1.2

Ainda, utiliza-se uma porta Swap para cada par de gbits, de modo totalizar n /2 portas, no maximo.
Aqui vemos que o nimero de portas légicas utilizadas é da ordem de O(n?), em contra partida 2

implementacdo cldssica da transformada de Fourier, que requer exponencialmente mais portas logicas.

3.3.2 Fatoracao em niimeros primos

Dado {N|N € Z, N > 1} a partir do teorema fundamental da aritmética’, sempre € possivel
escrever N da forma N = p;“py?2...p,%", em que p; € um nimero primo e a; € um inteiro positivo.

Para x e NV inteiros positivos e co-primos, ou seja, o maximo divisor entre eles € 1, a ordem de x
moédulo N € o inteiro positivo 7 tal que 2" = 1 mod N.

Mais genericamente, dado um inteiro positivo /N, escolhendo arbitrariamente x # 1, co-primo e

menor que N temos que " — 1 é um multiplo de NV, assim
2" —1=mN = (z72+1) (27/* = 1) = mN, (40)

com m um inteiro qualquer.

Vemos aqui que a partir da busca da ordem r € possivel obter-se a fatoracdo de /N em fatores

(mT/Q:I:I)
m

algoritimo de Euclides?, para se computar o méximo divisor comum (m.d.c) entre (xT/ 24 1) e N.

nao triviais . Mesmo m sendo desconhecido, pode-se executar algoritimos cldssicos, como o

Assim, o problema da fatoragdo de N em nidmeros primos se resume ao problema de busca da

ordem 7. Partindo desse principio definimos a fungdo f(k) tal que

f(k) =2" mod N, (41)

para k € Z.
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Da estrutura da f (k) podemos verificar que ela é r-periddica, sendo 7 a ordem definida acima,
flk4+7)=2"" mod N =2"2" mod N =2F(1 mod N)=2" mod N = f(k) (42

Assim, podemos iniciar o algoritimo com o estado de dois registros |0) |0).
Aplicamos t transformacdes de Hadamard no primeiro registro (note que a representacdo do es-

tado quantico em termos da base decimal € mais ilustrativo para o propodsito deste trabalho):

2t—1

(H' ®1)0)|0) = (H"|0))]0) = WZM: 10) 43)

Ainda, calculamos f(k) para cada k e armazenamos no segundo registro:

2t—1

2t/2 Z|k mod N), (44)

€ assim teremos:

ﬁ [10)10) + [1) 1) + .+ [k} 1 (ki) + V) [ (Rja)) + -+ [27) [FQ27D)] (49)

Aqui, realizando uma medig¢éo no segundo registro, obteriamos um certo estado | f(k,,)) de modo
que a fungdo de onda total colapsaria num estado emaranhado de todos os |k,,) cuja f(k) = f(k,).

Mas explorando a periodicidade da func@o f (k) obtemos o seguinte estado:

C[lkn) [f (Bn)) + [k 4 7) [f(Rn)) + [k 4 2r) |f(Fn)) + -], (46)

em que C' € a constante de normalizacio.

Por fim, a aplicacdo da QFT no primeiro registro, a partir de uma série de padroes de interferén-
cias construtivas e destrutivas, leva-o a um estado de superposi¢do ), v |l), em que a; é zero para
qualquer / ndo miiltiplo de 7, de modo que em uma tnica medida de |I) é possivel se obter a ordem r

com uma certa precisao.

4 Conclusoes e consideracoes finais

A partir da implementacdo dos algoritimos propostos nas se¢des 3.1 e 3.2, tanto no simulador
cldssico quanto num dispositivo quantico, foi possivel constatar certos aspectos de extrema relevancia
no contexto da computagdo quantica. O primeiro deles esté relacionado as fontes de erros gerados
por processos de descoeréncia e dissipacdo nos resultados das implementacdes fisicas de sistemas
quanticos. A inexisténcia desses erros é observada no simulador cldssico que implementa um sistema

perfeitamente isoladado.
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O segundo aspecto estd relacionado ao cardter probabilistico da mecanica quantica, em que a
descricao dos possiveis resultados das medidas dos sistemas propostos apresentaram um aumento ha
precisdo estatistica com o aumento do espaco amostral, ou seja, nimero de execu¢do dos codigos.
Esse resultado foi observado tanto para o simulador cldssico quanto para o computador quantico, com
a ressalva de que neste dltimo a acuricia estatistica era limitada pelos erros associados aos processos
de dissipacdo e descoeréncia mencionados acima.

Ainda, a implementacdo da calculadora de soma partindo-se de estados iniciais constituidos de
estados de superposicdo, apesar de promover o processamento em paralelo de todos os possiveis
célculos de soma de dois nimeros de 1bit, mostrou-se pouco inventiva com relacdo a exploragdo da
propriedades da mecanica quantica em prol da obtencao eficiente das respostas do problema proposto.
Diferente desta, vimos na se¢do 3.3 que o Algoritimo de Shor, a partir da implementagdo da transfor-
mada de Fourier quantica, promove uma serie de padrdes de interferéncia construtiva e destrutiva de
modo a resultar num estado final formado pela superposicao apenas dos estados que correspondem
a resposta esperada para o problema. Assim, em uma tnica medida é possivel obter-se, com certa

precisdo, os fatores primos de um nimero inteiro /V, no caso da apresentacao feita aqui.
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