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Resumo

No processo de fabricagao de fibras 6pticas sao aplicadas camadas poliméricas sobre a

silica fundida para melhorar suas propriedades 6pticas e mecanicas. O processo de cura
das camadas poliméricas é realizado por exposicao a radiacao UV, elevando a tempera-
tura da fibra. Quando a fibra é resfriada até a temperatura ambiente, surgem tensoes

térmicas residuais devido a incompatibilidade das propriedades termoelasticas do nicleo
de silica e das camadas poliméricas. Tensoes residuais podem levar ao descolamento da
interface fibra-polimero, ou, ao aumento da perda da informacgao transmitida pela fibra

pelo fendbmeno de microflexao.

No presente trabalho abordamos o problema termoelastico de um cilindro circular finito
reforcado sujeito a condigoes de contorno de Dirichlet. A distribuicao de temperatura e
o campo de deslocamento sao admitidos desacoplados. A distribuicao de temperatura
transiente ¢ determinada analiticamente utilizando separacao de variaveis, e numerica-
mente utilizando o Método dos Elementos Finitos (MEF) para discretizacao espacial
e o método de Euler implicito para discretizacao temporal. Os resultados numérico e

analitico estao em boa concordancia, validando a implementacao numeérica.

O campo de deslocamento e os campos de deformagao e de tensao associados sdo deter-
minados numericamente utilizando o MEF. As tensoes resultantes foram comparadas
com as fornecidas pelo software comercial de elementos finitos Abaqus e apresentaram
boa concordancia. Foi também realizado estudo de convergéncia da tensao refinando-se

a malha utilizada.

Palavras-chave: termoelasticidade. tensoes residuais. transferéncia de calor. axissime-

tria. fibra éptica.



Abstract

In the fabrication of optical fibers, polymer layers are applied over the fused silica core
to improve its opto-mechanical properties. The polymer curing process is induced by
UV radiation in a high temperature process. When the fiber is cooled down to room
temperature, residual thermal stresses will be present due to the mismatch of ther-
momechanical properties of the glass core and the polymeric layers. Residual thermal
stresses may lead to the debonding of the glass-polymer interface or, to an increasing

loss of transmitted information by the fibers due to the microbending effect.

In the present work, the thermoelastic problem of a finite multi-layer circular cylinder
subjected to Dirichlet boundary conditions is considered. The temperature distribution
and the displacement field are assumed to be decoupled. The transient temperature
distribution is determined both analitically, using the separation of variables, and nu-
merically using the Finite Element Method (FEM). The FEM was used for the spa-
tial discretization while the backward Euler method was used for time discretization.
The analytical and numerical results were in good agreement, benchmarking the imple-

mented numerical method.

The displacement field and the associated strain and stress fields were numerically de-
termined using FEM. The resulting stresses were compared with those obtained by the
FEM commercial software Abaqus and both results were in good agreement. A conver-

gence study of the stress distribution was also carried, through mesh refinement.

Keywords: thermoelasticity. residual stress. heat transfer. axisymmetry. optical fiber.
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1 Introducao

No processo de fabricacao de fibra éptica, sdo aplicadas camadas poliméricas sobre a
silica para melhorar suas propriedades opto-mecéanicas (BROWN; HOFFMAN, 2001).
A cura das camadas poliméricas é feita por exposi¢ao a radiagdo UV, o que causa au-
mento da temperatura no material. Apds o resfriamento até a temperatura ambiente,
surgem tensoes residuais térmicas devido a diferenca nas propriedades termoelasticas da

silica e das camadas poliméricas.

Tensoes residuais podem levar ao descolamento da interface fibra-polimero (PARLE-
VLIET; BEUKERS, 2006) e consequente inutilizacao da fibra éptica. Mesmo que nao
ocorra o descolamento interfacial, a presenca de tensoes elevadas aumenta a perda de in-
formacao na fibra pelo fenémeno de microflexao (SHIUE; SHEN, 2005). Assim, o estudo

das tensoes residuais térmicas é relevante para o projeto adequado de fibras dpticas.

O problema das tensoes térmicas residuais em cilindros circulares concéntricos foi consi-
derado por Bolotin e Bolotina (1967) com aplicagao em fibras de vidro refor¢adas com
uma unica camada polimérica. A fibra é considerada infinitamente longa, o modelo é

unidimensional e utiliza resultados conhecidos da elasticidade linear como, por exemplo,

as tensoes em tubos apresentadas por Timoshenko e Goodier (1993).

Com a populariza¢ao da fibra 6ptica na década de 1970 (PALAIS, 1998), o estudo das
tensoes residuais decorrentes do processo de fabricacao ganha ainda mais relevancia. A
fibra deve suportar carregamentos diversos, assim como operar em ambiente eventual-
mente corrosivo. Neste cendrio, as tensoes residuais desempenham papel fundamental

na vida util da fibra.

Um modelo proposto por Paek e Kurkjian (1975) para a determinagao das tensoes tér-
micas existentes em uma fibra éptica reforcada, durante e apds o processo de extrusao,
considera a fibra como um fluido incompressivel viscoso. O modulo de elasticidade e

o coeficiente de Poisson sao constantes e o coeficiente de expansao térmica e a viscosi-
dade dependem da temperatura. Os autores supoem que as tensoes de cisalhamento sao
nulas, de modo que as tensoes principais dependem apenas da coordenada radial. Os
autores consideram que a temperatura do processo de fabricagao nao é elevada e ten-
soes residuais induzidas mecanicamente podem se tornar criticas. Estas tensoes ocorrem
quando a forca de tragao nao é igualmente distribuida entre o ntcleo e o revestimento,

originando tensoes residuais no material apds o resfriamento.

Devido a similaridade geométrica, a modelagem apresentada para a fibra optica é pro-
xima da apresentada para cilindros circulares multi-camadas compostos de outros mate-

riais.
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Um modelo das tensoes principais em um sistema composto por diversos cilindros co-
axiais é apresentado por Warwick (1991) com aplicacdo em filamentos de carbeto de
silicio. Estas fibras reforcadas podem, posteriormente, ser inseridas em uma matriz e as
tensoes residuais podem induzir a formacao de trincas na interface fibra-matriz. Este
estudo apresenta o diferencial de considerar um ntmero arbitrario de camadas de re-
forco. O trabalho aborda apenas materiais ceramicos e metalicos, e nao considera efeitos

viscoeldsticos que, em geral, sdo significativos em sistemas poliméricos (FERRY, 1980).

Em Shiue e Lee (1997), sdo consideradas as tensoes térmicas em uma fibra éptica re-
vestida com carbono. O modelo é unidimensional e utiliza conceitos fundamentais da
elasticidade linear. Uma vantagem da utilizagao do recobrimento de carbono é a me-
lhora da performance mecanica da fibra no longo prazo. Os autores concluem que sao
necessarios um aumento da espessura da camada de carbono e uma diminuicao do seu
coeficiente de Poisson e coeficiente de expansao térmica efetivos para uma aplicacao

adequada em fibras opticas.

Além da aplicagdo em transmissao de informacao, fibras de vidro podem ser utiliza-
das para transmissao de alta poténcia como, por exemplo, em lasers. Um estudo da
distribuicao de temperatura e tensao em uma fibra de vidro com duas camadas de re-
vestimento para este tipo de aplicagao é apresentado por Brown e Hoffman (2001). E
considerada a geracao de calor uniforme no ntcleo da fibra e as propriedades termo-
mecanicas dos recobrimentos sdo similares, pois, também sdo fabricadas de vidro. E
comentado que em alguns lasers o recobrimento é feito com materiais poliméricos, em
cujo caso é sugerido o uso do MEF para a determinacao da distribui¢ao de temperatura
e tensao. Para esta aplicagao em particular, a utilizacao de recobrimentos poliméricos
pode ser problematica pois ha diminuicao da dissipacao térmica e a temperatura no
nicleo torna-se muito elevada. Neste artigo, os autores abordam apenas os lasers com-

postos de vidro.

Para a utilizacao em sistemas de comunicacao de baixa poténcia o recobrimento das
fibras 6pticas é normalmente composto de duas ou mais camadas poliméricas (SHIUE;
LEE, 1997). O recobrimento polimérico fornece melhor resisténcia mecénica no curto
prazo, a qual pode se degradar no longo prazo sob condi¢oes de alta umidade. O vidro,
apesar de ser inerte e, em geral, apresentar boa resisténcia a corrosao, é particularmente
suscetivel a corrosao sob tensdo na presenca de dgua (WIEDERHORN; BOLZ, 1970).
Deseja-se evitar, portanto, o contato do vapor de agua com o ntucleo de silica. Para mi-
nimizar este risco, um modelo de fibra 6ptica reforcada por recobrimentos metalicos

¢ apresentado por Shiue, Pan e Hsiao (2002). O recobrimento metdlico impede que a
umidade atinja o ntcleo. Neste estudo a superficie externa da fibra esta sujeita a pres-
sao hidrostatica, diferente dos casos apresentados anteriormente, em que a superficie

externa ¢ livre de tensoes. Tanto a presenca de tensoes térmicas residuais quanto da
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pressao externa causam aumento na perda de informacao transmitida pela fibra. O
modelo utilizado é baseado na teoria de elasticidade linear classica (TIMOSHENKO;
GOODIER, 1993).

Shiue e Shen (2005) realizam estudo do efeito de carregamentos térmicos ciclicos na
vida 1til da fibra 6ptica. Os autores utilizam a teoria viscoeldstica linear para a deter-
minacao da tensao térmica residual em fibras opticas com duas camadas poliméricas.
O modelo de material de Maxwell é utilizado para modelar o comportamento viscoelas-
tico dos polimeros. Fundamentos da mecanica da fratura elastica linear também foram
utilizados para determinar a taxa de crescimento das trincas presentes no material. Os
autores concluem que a vida 1til da fibra depende principalmente das tensoes de tracao.
Além disso, tensoes térmicas aceleram o processo de falha de fibras épticas revestidas e

devem, portanto, ser minimizadas.

Na revisao bibliografica apresentada acima, ha foco no estudo das tensoes de tragao
que podem induzir ao descolamento da interface. A delaminacao também pode ocorrer
devido a tensoes cisalhantes se estas forem superiores as forcas adesivas presentes na
interface fibra-polimero. Em Shiue et al. (2006) ¢é realizado o estudo tedrico da dela-
minacao na interface fibra-polimero induzida por tensao cisalhante. Realizam estudo
experimental sobre o efeito da temperatura e umidade na resisténcia ao cisalhamento
da interface fibra-polimero (CHEN; SHIUE, 2006). Os autores deste tltimo trabalho
concluem que a resisténcia da fibra é determinada apenas pela quantidade de vapor
na interface silica-polimero, sendo governada, portanto, pela difusdo de vapor d’agua

através das camadas poliméricas.

A maior parte dos modelos apresentados baseiam-se na elasticidade linear classica e, em
geral, sao unidimensionais. Os campos de temperatura e de deslocamento sdo desacopla-
dos. Os modelos mais completos levam em conta o cardter viscoelastico dos polimeros
que recobrem a fibra 6ptica, muito embora poucos autores tenham considerado este
efeito. A distribuicao de temperatura é considerada uniforme e em regime permanente
na maioria dos estudos. Os recobrimentos sao considerados isotrépicos, ou, transversal-
mente isotropicos. Neste ultimo ponto, um modelo mais completo é apresentado por
Tsukrov e Drach (2010), em que a solugao analitica para o campo de deslocamento de
um cilindro multi-camadas finito composto de camadas cilindricamente ortotrépicas é
obtido. A solucao foi determinada para condigoes de contorno homogéneas. Este modelo
tem aplicagao, por exemplo, em nanofios, modelagem de defeitos interfaciais e compdsi-

tos carbono-carbono fabricados por infiltragdo quimica em fase vapor.

O modelo de cilindro multi-camadas concéntricas pode ser utilizado também no estudo
da deformacao em nanofios onde a incompatibilidade no arranjo cristalino origina de-
formacao residual. Por exemplo, estado de tensao e deformagao tridimensional de um

cilindro finito composto de nicleo e camada é apresentado em Revenko (2014).
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Diante do exposto acima, parece evidente que o estudo da distribuicao de tensao em
cilindros multi-camadas ¢é relevante e atual. Este estudo possui aplicagoes diversas, com
conexao direta no modelamento de fibras épticas, fibras reforgadas e nanofios recober-

tos.

A motivacao tecnologica do presente trabalho é o efeito das tensoes residuais térmicas
em fibras 6pticas compostas de um nucleo de silica e recobrimento de duas camadas
poliméricas. Este efeito é estudado como caso particular do problema mais geral da
distribuicao de temperatura em cilindros circulares finitos com ntimero arbitrario de

camadas e determinacgao da tensao residual correspondente.

Na secao 1.1 sao introduzidos os fundamentos da termoelasticidade, assim como as hipo-
teses simplificadores utilizadas neste trabalho, tais como o desacoplamento dos campos
de temperatura e deslocamento e a axissimetria. O desacoplamento dos campos de tem-
peratura e deslocamento permite que a distribuicao de temperatura seja determinada

sem o conhecimento do campo de deslocamento. No capitulo 2, a distribuicao de tempe-
ratura foi determinada analitica e numericamente. O problema a ser resolvido é definido
na sec¢ao 2.1, e a solugao analitica é obtida ao longo da se¢ao 2.2 utilizando a separacao

de variaveis. Na secao 2.3 a solugao numérica ¢é obtida utilizando o MEF.

Conhecido o campo de temperatura, é possivel determinar o campo de deslocamento.
No capitulo 3, a solugdo numérica para o campo de deslocamento de um cilindro livre
de tensoes superficiais e forcas de corpo é obtida, assumindo uma distribuicao de tempe-
ratura conhecida. A metodologia utilizada para o calculo dos campos de deformacao e

tensao também ¢é apresentada no capitulo 3.

No capitulo 4, é introduzida a metodologia utilizada para validacao dos métodos nu-
méricos implementados, assim como os resultados pertinentes a esta validagao. As
distribuicoes de temperatura e tensao na fibra éptica sao apresentadas na secao 4.3.
Conclusoes sobre a implementacao dos métodos numéricos e os resultados obtidos sao

apresentados no Capitulo 5.
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1.1 Fundamentos da termoelasticidade linear

A termoelasticidade abrange fenémenos relativos a conducao de calor e as tensoes e
deformacgdes resultantes do fluxo de calor. A teoria é estabelecida a partir dos funda-
mentos da termodindmica e da mecanica dos meios continuos. Ao final desta secao, é
estabelecida a equacgao da energia da termoelasticidade linear classica. Também sao
introduzidas as hipoteses adotadas para a simplificacdo das equagoes tendo em vista a

modelagem da fibra 6ptica.

1.1.1 Elasticidade linear classica

Seja B € R3 um corpo de densidade p constante e seja OB a superficie externa de B.
Seja também u(x) o deslocamento do ponto x € BU dB. A velocidade do ponto x é dada

por v =1, em que (o) denota diferenciacao no tempo.

Atua sobre B a forca de corpo f. Todo ponto em OB esté sujeito a uma tensdo S™, em

que n é o versor externo a 0B. As componentes de S™ sao dadas por

S = gun;, i=1,2,3, (L.1)

)

em que se considera soma implicita no indice j = 1,2,3, e 0;; sao as componentes do

tensor tensao.

Da elasticidade linear classica temos o tensor deformacao infinitesimal, dado por
1 (Ou; Ou,
== . 1.2
i 2<axj+axi> (12)

Temos também que a equacao diferencial de equilibrio é dada por

aO'ij .
a i = PU;, 1.3
o, +pfi = pv (1.3)

em que f; é a i-ésima componente da forga de corpo f, e v; a i-ésima componente de v.

T:

A conservacao do momento é satisfeita se o tensor tensao for simétrico, isto é, o o

Na termoelasticidade, a relacao entre a deformagao térmica e as tensoes associadas
serd estabelecida a partir dos principios da termodinamica, utilizando-se do balancgo de
energia e de uma equacao constitutiva do material, conforme sera apresentado na secao
a seguir. Neste trabalho, a classe de materiais de interesse sao os materias elasticos

lineares isotrépicos.
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1.1.2 Termodinamica

No tratamento da termodinamica sera utilizado o conceito de variaveis de estado X,
a = 1...m 4+ n, com m,n naturais. Sejam n dessas variaveis independentes. Entao

Xo = fa(Xq,..., Xp), a=n+1...n+m, sdo fungdes ou equagoes de estado.

A lei zero da termodinamica afirma que se um corpo A esta em equilibrio termodinéa-
mico com um corpo C, e um corpo B esta em equilibrio termodindmico com o mesmo

corpo C, entao A e B estao em equilibrio termodindmico entre si.

Escrever este requisito em termos de funcoes de estado implica na existéncia de uma
funcao que atinge o mesmo valor nos diferentes corpos dadas as mesmas variaveis de

estado. A essa funcdo 6 se denomina temperatura empirica.

A poténcia mecanica aplicada sobre o corpo B é dada por
W(t) = / pfi()vidV + / S™ A, (1.4)
B oB

A energia interna U é uma funcao de estado que corresponde ao trabalho adiabatico
realizado sobre o corpo. Se o trabalho nao for adiabatico, entdo o aumento, em excesso,
da energia interna se deve a introducgao de calor no sistema. Assim, a primeira lei da

termodinamica toma a forma

AU = dW + dQ, (1.5)

em que dU ¢ o diferencial de energia interna, dW ¢ o diferencial do trabalho e d@ ¢ o

diferencial do calor.

Em um sistema nao homogéneo, trabalha-se com as densidades de fung¢oes de estado.

Seja € = £(x,t) a densidade de energia interna.

A energia cinética do corpo B ¢ dada por
K = ! / pU;v;dV (1.6)
5 /s V;V; .

e a energia interna por

U:/Bpadv. (1.7)

A poténcia mecénica expressa em (1.4) pode ser reescrita como

W =We+W,, (1.8)
em que Wp = Jg pfividV é a poténcia mecanica das forca externa f e W, = Jop i1 v:d A
¢é a poténcia de tensao.

Seja Q = — Jo @dA a energia transferida para B através de 0B, em que g é a magnitude

do fluxo de calor g = ¢n, e n o versor externo a dB. A taxa de calor ) transferido ao
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corpo B mais o trabalho realizado sobre B, pela conservagao da energia, sao iguais a
soma da taxa de variagao da energia interna U e da energia cinética K. Assim, neste

trabalho, a expressao da conservacao da energia toma a forma

d . . )
%(K+U):WF+W0+Q,

d /1
dt \2 /s B oB B oB

Como as deformacoes sao infinitesimais, admite-se que o dominio de integracao varia

pouco no tempo e a equagao acima é reescrita como
0
B B B Ox; B o8

Como a superficie OB é arbitraria, pode-se tomar qualquer superficie na integral, o que
implica na existéncia de um fluxo de calor, através de qualquer elemento de superfi-
cie, dado por ¢ = ¢;n;, onde n; sao as componentes do versor n externo a superficie

escolhida.

Utilizando o teorema da divergéncia, pode-se reescrever o balango de energia (1.9) como

0 dg;
/ povidV + / pedV = / 2 (oy0)dV + / pfividV — / 9 qv, (1.10)
B B B Ox; B B 0x;

em que ¢; ¢ a componente de q em coordenadas cartesianas.

Reordenando os elementos em (1.10), resulta

N ) o | dV A — V =0. 1.11
/Bvl <8x- ol pvl> v+ /3 (U” Ox; Oz, ps) d 0 (L.11)

J

Da equagao de equilibrio (1.3), segue que o primeiro integrando em (1.11) é nulo. Além
disso, uma vez que o corpo B é arbitrario, devemos ter para todos os pontos x € B que

v dq;

0'. . j—
" 8[Ej 8@

—pe = 0. (1.12)
Decompondo % em componentes simétrica e anti-simétrica, segue que
J

ov; 1 (0v;  Ov, 1 (dv;, O, . .
2 2 B = €ij + Wi 1.1

L (0 9y
= 2 ij 8:131 ’

10
=9\ o 0x; )

em que
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Note, do inicio da se¢do 1.1.1 que v = u e que, portanto, v; = ;.

Introduzindo (1.13) em (1.12), resulta
. dgi .
O0ij€i5 — 671'1 = peg, (114)
que corresponde a conservacao de energia em sistemas nao homogéneos. Note que

oi;w;; = 0 pois o;; € simétrico e w;; anti-simétrico.

1.1.3 Segunda lei da termodinamica

Para a consideragao da segunda lei da termodinamica aplicada aos meios continuos sob
deformacoes infinitesimais, considere separadamente aquelas deformagoes elasticas das
deformagoes dissipativas, como, por exemplo, deformacoes viscoelasticas. Considere as
variaveis de estado de deformacao &,, a = 1...n, e as variaveis de estado de deformagao

dissipativa d,, 4 = 1...m, de modo que

O'”E” = Sﬂd# -+ O-aéa-a (115)

em que S, ¢ a componente do tensor tensao associada a varidvel de estado de defor-
macao dissipativa d,, p = 1...m, e 0, ¢ a componente do tensor tensao associada a

variavel de estado de deformacao &,, a=1...n.

As variaveis de estado de deformacao podem ser tomadas, por exemplo, como as compo-

nentes do tensor de deformagao infinitesimal

(=€, a=1...6ij=123, (1.16)

Introduzindo na expressao da conservagao da energia (1.14), segue que

: . g,
Sudu%—aaﬁa—ai:pé, a=1...nu=1...m. (1.17)

O teorema de Carathéodory (BOLEY; WEINER, 1960) permite escrever, a partir da

equacao acima, as seguintes expressoes

Oaba +pTn=pé, a=1...n, (1.18)
; 9q; .
Sud#—a—xi:an, pw=1...m, (1.19)

em que 7 é a densidade de entropia e T' uma medida de temperatura empirica.

Reescrevendo a equagao (1.19) na forma

Sudlt _ l aqz
T TaZL’I,

pn =
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e integrando sobre B, obtemos

. 0 q; q; oT Sud,u
— _ 1 _ 2 1.2
/BpndV /B ox; <T> v B T2 dx; v+ /B T v (1.20)

O segundo e terceiro termos do lado direito da equacao (1.20) compoem a taxa de gera-
¢ao de entropia, dada por
P = — 7y L2

. (1.21)

O postulado da termodinamica afirma que 7; > 0. Renomeando as varidveis como

4 = S, (1.22)
10T -
T Top (1.23)

comi=1,23epu=m+1,m+ 2,m+ 3, respectivamente, resulta

@@>0

T 20, w=1,....,m+3. (1.24)

pm =
1.1.4 Relacao tensdo-deformacao e equacao de energia para sélido elastico
isotrépico

Neste trabalho é utilizada a relagao tensao-deformagao de um sélido elastico isotropico
no regime linear elastico. Assim, o desenvolvimento a seguir se aplica a pequenas defor-

magoes e pequenas variagoes de temperatura.

Seja a funcao energia livre
()O(Eij, T) = E(Eij, T) — TT](EZ']', T) (125)
Introduzindo (1.16) na expressao (1.18) e rearranjando os termos, fornece

oij€i; + pI'n = pe,

oijéi; = p(é —Tn). (1.26)

Introduzindo agora a fungao energia livre (1.25) na expressao (1.26) e derivando com

relagdo ao tempo, resulta

oy \ . ¢\ -
(Uij - Pasp> €ij =P (77 + (9?) T'=0. (1.27)
1)
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Assumindo que €;;, 7,7 = 1,2,3 e T' sao arbitrarios e independentes dos coeficientes na

expressao acima, segue que

0
Oij = PafJ (1.28)
ij
Oy

Para solidos isotrépicos, pode-se escrever a funcao energia livre em termos dos invarian-

tes do tensor de deformacao infinitesimal e da temperatura

QO(QJ,T) = QO(HUHI[E’I[]H[GT)J (130)
Os invariantes sao dados por
I = e, (1.31)
]IHE = Eélmeilejﬂ’w (132)
L Gijk
]H[]Ie - gélmneile‘jmelﬂw (133)

y - ) .
em que 0p, = VijkYimk € Opon = YijkYimn 80 deltas de Kroenecker generalizados, e

+1 se ijk é uma permutacao par de 123,
Vijk = 0 se quaisquer dos indices ijk sdo iguais, (1.34)

—1 seijk é uma permutacao impar de 123.

Segue das expressoes (1.28) e (1.31)-(1.34) que

S dp [0y O, Oy Ol n Oy OIII, (135)
U= Pae,; ~ P\l de;; " OIL ey | OIIL, Oeyy ) |
As derivadas dos invariantes em (1.35) sao dadas por
ol
= =6 1.36
aEij J ( )
Ol
aEij = (51']'1[5 — 61']', (137)
Ol
. = €€k — EinE + 5”]1]16 (138)
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Considere agora uma temperatura inicial T' = T na qual o material esta livre de tensao.

Defina
T—-T,

T =
To

(1.39)

Substituindo 7" por 7" em (1.30) e expandindo em fungdo da resultante,

1
o (I, I, I, T") = = (ag + a1l + aoll, + a3lll, + a7+
p

+ asl? + agll? + a7IM2 + agT'T, +...) (1.40)

Introduzindo esta série, juntamente com (1.36)-(1.38), em (1.28), utilizando (1.31),

(1.32), (1.33), e mantendo apenas os termos lineares, fornece a aproximacao

Oi5 = (2@5 + CLQ)(SijEkk — Q26 + agdijT/. (141)
Tomando-se
as = —24, (1.42)
A+2
as =212 (1.43)
2
ag = —(3X + 2u) oy Ty, (1.44)

em que i e A sdo as constantes de Lamé, e «; o coeficiente de expansao linear, resulta a

expressao classica

Oij = A(Sijek‘k + 2,&62']' — (3/\ + 2[1,)5740[1(7—‘ — T()) (145)

A desigualdade em (1.24) implica em uma relacao funcional entre S, e dp; em particu-

lar, entre ¢; e %. Como aproximacao, admitindo uma relacao linear entre estas quanti-
1

dades, a relacao mais geral ¢ dada por

orT orT
= G+ by 1.46
Considerando material isotrépico, deve-se ter b;; = bd;;, e segue de (1.46) a forma
classica da lei de Fourier da conducao de calor, dada por
aT
i = ; 1.47
6= (1.47)

em que Kk = a + b é a condutividade térmica.
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Retomando a equacao (1.19), na auséncia de deformagoes dissipativas, fornece

9q; .
— = pI'n. 1.48
oz, = P10 (1.48)
Lembrando que n = —g—;ﬁ, resulta
9q; P P
_ — —oT i T 1.49
8:1%- P <6€ij8T€J * 8T2 ( )

Considere, em particular, um processo a deformacao constante

9q; P, i
— = o —T = T 1.
axi p aTQ pC’U ) ( 50)
em que
D¢

é o calor especifico a volume constante.

Retomando a expressao (1.28) e derivando em 7', segue que

82@ . 1 8aij

=— . 1.52
Por outro lado, segue da expressao (1.45) que
80'7; i
aTj = —(3N+2p)d;qy (1.53)
Reescrevendo a equagao (1.49), com as expressoes obtidas acima,
0T _ T + (3\ + 2u)oy T¢ (1.54)
H’axlaajz - pcv :u apd €. .

A expressao (1.54) corresponde a equagao acoplada de conservagao da energia da termo-

elasticidade linear.

1.1.5 Teoria termoelastica desacoplada

O termo (3X + 2u)ayTéx, na expressao (1.54) representa o acoplamento mecénico na
equacao da conducgao de calor. Este termo indica que a geracao de deformacao é acom-
panhada por um fluxo de calor e consequente aumento da entropia. Ou seja, aumento
de energia armazenada mecanicamente de maneira irreversivel. Se este fenéomeno de
dissipacao ¢ o principal objeto de interesse no modelo, entao a equagao acoplada deve
ser considerada (BOLEY; WEINER, 1960).
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Em muitas aplicagoes de engenharia, é possivel simplificar a expressao (1.54). As simpli-
ficagoes mais comuns consistem na remocgao do termo de acoplamento mecanico e dos
termos de inércia na equacao de movimento. Estas simplificacoes sdo motivadas pelo
fato de que as variacoes de temperatura devido & deformacao sao geralmente pequenas,

e que, portanto, nao afetam a distribuicdo de temperatura de maneira significativa.

Assim, neste trabalho, o termo de acoplamento mecanico é desprezado, resultando na
equagao
o*T :
K = pc,T. 1.55

1.1.6 Axissimetria

Neste trabalho a fibra 6ptica é um cilindro de secdo transversal circular, o que permite
utilizar coordenadas cilindricas (7, ¢, z), sendo z a coordenada na diregao do eixo longi-
tudinal da fibra, para reescrever a equacao do calor, dada por (1.55) em coordenadas
cartesianas, na forma (OZISIK, 1980)

T 19T 19T &T 19T

ot it e o T aar (1.56)

Supondo uma distribuicao axissimétrica de temperatura, em que 7' nao depende da
coordenada azimutal ¢, segue o de (1.56) que

QT 10T 9T 19T

o Trar toE T e (1.57)
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?2 Transferencia de calor

2.1 Formulacao do problema

Conforme mencionado na secao 1.1.6, neste trabalho a fibra 6ptica é um cilindro de
secao circular, composto de um nucleo de vidro e dois cilindros concéntricos de mate-
riais poliméricos, conforme ilustrado na Fig. (1). Nesta secao, é determinada a solugao
analitica da distribuicao de temperatura para um nimero N arbitrario de camadas. Sao

apresentadas, quando pertinente, expressoes para o caso de interesse N = 3.

Figura 1 — Configuragao tipica da fibra 6ptica com ntcleo de vidro e duas camadas de
recobrimento.

Segunda camada de protecado

/ Vidro

Primeira camada de protecdo

Seja B C R? a regido composta da unido de cilindros circulares e concéntricos ocupando
as regices B; = {(r,0,2)|ri.; <r <r,0 <0 <21,0<2z2<L},i=1...N,em
que 19 = 0. O i-ésimo cilindro possui difusividade térmica «;, condutividade térmica
k; e coeficiente de transferéncia de calor h; constantes. Considerando axissimetria, as
solugbes de interesse estao definidas sobre D; = {(r,z)|ric1 < r < 1,0 < z < L},

1 =1...N. No que se segue, nao se aplica a soma sob indices repetidos.

Busca-se a distribuicdao de temperatura axissimétrica T; : D; x Rt — R na i-ésima

camada do cilindro que satisfaca a equacao da conducgao de calor

T, 10T, O°T, 10T,

- - 2.1
ar2+rar+8z2 a; Ot (2.1)
com 0 <t < ty, juntamente com as condigoes de contorno e de continuidade
aT, -
—KNT;V = hya(Ty —T(2)), r=ry, (2.2)
oT:
—5171 + thl <00, 1= 0, (23)

or
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mi%TZ —/<;Z-+18?+1, r=r, i=1...N—1, (2.4)
/ﬁi%{}:hiﬂ(ﬂ—ﬂﬂ), r=r;, i=1...N—1, (2.5)
5N T = ), 2= L, (2.6)
m-aaj;i +hi T = f(r), z=0, (2.7)

e a condicdo inicial Tj|,—g = foi(r, 2). As funcdes T(z) e foi(r, z) sdo conhecidas. As
constante h,,,7 = 0...N — 1, sao escolhidas para impor a condi¢ao de contorno

desejada nas extremidades do cilindro.

2.2 Solucao analitica
A equacao (2.1) é linear, permitindo obter solu¢ao particular e solugdo homogénea inde-
pendentemente. A solucao completa é dada pela combinacao linear destas solugoes.

A solucao analitica de (2.1) pode ser obtida utilizando o método da separacao de varia-
veis (OZISIK, 1980).

Inicialmente, a separacao de variaveis sera aplicada para se obter as solugoes particula-

res correspondentes a condicao de contorno de Dirichlet nas superficies do cilindro.

Para isso, definimos as seguintes superficies:

OBy = {(r,0,2)|r =ry,0< 0 <27,0< z< L},

OBy = {(r,0,2)[0 < r <ry,0< 0 <2m,z= L},

OBy = {(r,0,2)[0 <7 <ry,0 <0 < 27,2 = 0}.

Uma vez que a equacao diferencial é linear, para obter as solugoes particulares, perma-
nentes, admite-se condicao de contorno nao nula em uma superficie 9B5;, i=1 ... N, por
vez e condicao de contorno nula nas superficies restantes. Assim, na abordagem da solu-
¢ao particular de cada superficie, a equagao (2.1) é considerada em regime permanente.
Posteriormente, a solucao transiente é obtida utilizando as condi¢oes de contorno nula,

juntamente com as condig¢oes de continuidade e a condigao inicial.
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2.2.1 Superficie 0B,

Considere inicialmente a superficie 0B;. E imposta a condi¢ao de contorno nula nas

superficies 0By e 0Bs.

Busca-se a distribuicao de temperatura 7T; : D; — R que satisfaca a equagao da condu-

¢ao de calor em regime permanente

0*T; i lﬁTi n 0*T,
or? r or 022

=0, (2.8)

emquer, 1 <r<r,0<z<Li=1...Neryg=0, juntamente com as condicoes de
contorno (2.2) a (2.7) considerando f(r) = f(r) = 0.

Considere a separacao de variaveis

Ti(r, z) = Ri(r)Z(2), (2.9)

i=1...N. Introduzindo (2.9) em (2.8), obtém-se

1 [82& 18Ri1 10*Z

Rz Trar | T Tz (2.10)

A equagdo (2.10) implica que ambos os lados sdo iguais a uma constante de separagio 7,
que deve ser determinada de modo a satisfazer as condig¢oes de contorno. Aqui, utiliza-
mos resultado apresentado em Ozisik (1980) e tomamos, a priori, o sinal adequado da

constante de separagao. Assim, (2.10) fornece as equagoes diferenciais ordinarias

O*R;  10R;

2
Or2 + ; or —n RZ = 0, (211)
2
Z
222 +n°Z = 0. (2.12)

As solugoes das equagoes diferenciais (2.11) e (2.12) sao dadas por Ozisik (1980)

Ri(r) = Ailo(nr) + B;Ko(nr), (2.13)

Z(z) = Csen(nz) + Dcos(nz), (2.14)

em que A;,B;, C' e D sao constantes a determinar das condigdes de contorno e Io(nr)
e Ko(nr) sao as fungoes de Bessel modificadas do primeiro e segundo tipo, respectiva-

mente.

Introduzindo (2.9) em (2.2), fornece
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OR 3
—I{NZTTN = hys1ZRy — hy i T(2).

Separando os termos que dependem de r e de z,

RN 0RN T(Z)
Ry =
hN—i—l or t AN Z

em que ¢ € R pode ser escolhido arbitrariamente, pois é apenas uma constante multi-
plicativa que é compensada ao se impor as condi¢oes de contorno e continuidade. Por

simplicidade, tome ¢ = 1. Resulta

+Ry=1. (2.15)

Similarmente, a introdugao de (2.9) na condigao de contorno (2.3) fornece

OR
A [—Hll +hR| <o

or

Uma vez que Z(z) é continua e limitada no intervalo [0, L], segue que

OR,
—Kk1— +h . 2.16
K1 ar +h R < oo ( )

Substituindo (2.9) na condi¢ao de contorno (2.4), resulta

OR; ORi11\
Z (filar - H}i_i_lar) = 0

Como Z(z) # 0, segue que
i=1...N—1. (2.17)

Similarmente, a condigado de contorno (2.5) fornece

OR;
A _ﬁiﬁ — hl'Jrl(R/L' — RIL'+1) =0.
Como Z(z) # 0, segue que

A condicio de contorno (2.6) juntamente com f(r) =0 e (2.9) fornecem
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0z
0z
Uma vez que R;(r) # 0,
A
Hii+hi+1Z:0, i=1...N.
0z

A condicio de contorno (2.7) juntamente com f(r) =0 e (2.9) fornecem

0z
Ri [—Hi + hi+1Z] =0
0z
Novamente, como R;(r) # 0, segue que
0z
—liii—f—h“_lZ:O, 1=1...N.
0z

(2.19)

(2.20)

As condigoes de contorno obtidas acima levam a dois sistemas de equagoes lineares. Um

sistema referente a componente radial da solugao

Mpgar = bg,
em que
Aln
Bln
aR = : , br = .
Ann 0
BNn

(2.21)

a forma da matriz Mg depende do ntimero de camadas N. Neste estudo, o caso de in-

teresse corresponde a N = 3, por tratar do nicleo da fibra Optica e dois revestimentos

poliméricos. Neste caso

]O(nnrl) _]O(nnTl) _KO(nn/rl) 0 0
"1177”]1 (nnrl) _"1277n]1 (Unﬁ) RQT]TLKl (77n7“1) 0 0
Mp = 0 To(nnr2) Ko(nnr2) —Io(nnra) —Ko(nnr2)
0 Kann 1 (77n7“2) — Ko Ky (%7“2) — K301y (nnTQ) K3 K (%7’2)
I 0 0 0 Io(nnrs) Ko(nar3)
e outro referente a solugao longitudinal
MZaZ = bz. (222)
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em que

Para se obter a solu¢ao nao nula foi imposto det(Mz) = 0. Esta condigao leva a um
problema de autovalores 7, e autofungoes Z,. Como o sistema possui infinitas solucoes,

a solucao resultante pode ser escrita como

T (r, 2) i_oj L (2), (2.23)

em que os coeficientes flp, p=1,2,..., sao determinados da imposicao das condigoes de

contorno.

Note que para cada autovalor 7,, a matriz My é determinada e é possivel calcular os co-
eficientes em ar. Um dos coeficientes de az, em geral, pode ser tomado arbitrariamente,
de modo que, independente da escolha, o valor é compensado ao se impor as condi¢oes

de contorno.

Tendo em vista a expressao (2.14), Z, é uma combinagao linear de senos e cossenos, e a

seguinte relacao de ortogonalidade é valida

L 0 sen
/ 2 Zpdz = 7P , (2.24)
0

N(Z,) sen=p

em que N(Z,) = [} Z2dz.
Introduzindo (2.23) em (2.2)

/{Naa’[" (i ApRlp(T)Zp(Z)) + hN+1 (i ApRip(T’)Zp<Z)> = hN+1T7

p=1

S OR -
Apr (I{N 87]4\[;0 + hN—l—lRNp) = hN+1T. (225)

Multiplicando (2.25) por Z,, integrando em z no intervalo (0, L), e utilizando a relacao

de ortogonalidade (2.24), resulta

1 ORnNy B L .
A,N(Z,) < T e RN) = Ayt /O Z,Tdz,
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fornecendo

- ]’LN 1 fL Z TdZ
f%,::pv T : (2.26)
(Zp) (“NT + hN—HRNp)

Assim, com o coeficiente A, e os vetores ag € ayz, a expressao (2.23) é determinada.

2.2.2 Superficies 0By e 0B3

A abordagem para a obtencao das solugao particulares considerando condigoes de con-
torno nas superficies 0By e dB3 é analoga. Considere a superficie 9B,. Sao impostas

condigoes de contorno nulas nas superficies 0By e 0Bs.

Busca-se a distribui¢cao de temperatura T; : D; — R que satisfaca a equac¢ado da con-
dugao de calor em regime permanente (2.8) juntamente com as condigoes (2.2) a (2.7)
considerando T(z) = f(r) = 0.

Considere a separacao de variaveis

Ti(r,z) = Ri(r)Z(2), i=1...N. (2.27)

Introduzindo (2.27) em (2.8), e isolando as varidveis, obtém-se

1 (8°R, 10R\ _ 10°Z
7022

R; \ Or? +7“ ar |

A constante de separagdo 1 deve ser escolhida para que sejam satisfeitas as condicoes de
contorno (OZISIK, 1980). Toma-se

1 (0*°R; 10R; 10*Z 9
= - S — 2.28
Ri<8r2+7"(9r> Z 0z " ( )
Fornecendo as equacoes diferenciais ordinarias
PR; 10R; 9
- i = U, 2.2
8r2+r8r+?7R 0 (2.29)
0Pz 9
— —n*Z =0. 2.30
5.2 0 (2.30)

As solugoes das equagdes diferenciais (2.29) e (2.30) sao dadas por Ozisik (1980)

Ri(r) = A;Jo(nr) + B;Yo(nr), (2.31)
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Z(z) = Csenh(nz) + Dcosh(nz), (2.32)

em que Jo(nr) e Yo(nr) sao as fungdes de Bessel do primeiro e segundo tipo, respectiva-

mente.

Introduzindo a expressao (2.27) na condi¢ao de contorno (2.2), fornece

OR
Z <I€N 87”N + hN+1RN> = 0.

Uma vez que Z(z) # 0, segue que

ORN

N or

+ hyp Ry = 0. (2.33)

Introduzindo (2.27) na condigao de contorno (2.3), fornece
OR

Z (—/111 + h1R1> < 0.
or

A funcdo Z(z) é continua e limitada no intervalo [0, L], logo

OR,
—Ki— + MR ) 2.34
K1 7 +h R <o ( )

Similarmente, introduzindo (2.27) na condigao de contorno (2.4), resulta

Z (/@aRl — Rjt1 8Ri+1> .
or

Como Z(z) # 0, segue que

OR; OR; 1

i—— = Kj . 2.

i or daz or (2.35)

Introduzindo também (2.27) na condigdo de contorno (2.5), resulta
OR;
Z(KZW — hi+1(Ri — Ri+1)) =0.

Como Z(z) # 0, segue que

OR;

I{Z‘W = hi—i—l(Ri — Ri+1)- (236)

Introduzindo agora a expressao (2.27) na condigao de contorno (2.6), fornece
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0z f
/{ia + th_lZ = E(T)

Note que o lado esquerdo da equacao acima é uma constante para cada:=1...N —1, e

podemos tomar

07z

Introduzindo a expressao (2.27) na condigao de contorno (2.7), fornece

07

Ri(—ﬁia + hi+1Z) =0.
Uma vez que R;(r) # 0, segue que
oz
—ki— + h; 1 Z = 0. 2.38
Rigy T it (2.38)

Analogamento, ao introduzir as fungoes (2.31) e (2.32) nas condigbes de contorno (2.33)

a (2.38), resultam dois sistemas de equagoes lineares. Na coordenada radial resulta

MRCLR = bR, (239)
em que
Aln
Bln
ar = ) bR = ’
Ann, 0
BNn

a forma da matriz Mg depende do ntimero de camadas N. Neste estudo, o caso de
interesse corresponde a N = 3, por tratar do ntucleo da fibra 6ptica e dois revestimentos

poliméricos. Neste caso

Jo(Tlnﬁ) —Jo(nnh) —Yo(nnﬁ) 0 0
K1MnJ1 (77n7’1) — KNy 1 (W”l) 52777LY1(777L7’1> 0 0
Mg = 0 Jo(1n72) Yo (nn12) —Jo(Mnr2) ~Yo(ur2) |,
0 KofnJ1(MnT2) =K Y1 (MaT2)  —K3NnJ1(Mnr2) K300 Y1(1a72)
0 0 0 Jo(nar3) Yo (nnrs)

e na coordenada longitudinal, resulta

MZaZ = bz, (240)
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em que

M, — [nncosh(nnL) —nnsenh (L)

Tn 0

Neste caso, bg = 0. Deve-se impor det(Mpg) = 0 para determinar os autovalores 7,. Uma

vez determinados os autovalores, a solucao pode ser escrita como

TP r,2) = 3 60 Rin (1) Z(2),
n=1

em que o coeficiente ¢, serd determinado a partir das condi¢oes de contorno.

Utilizando a seguinte relacao de orgonolidade, apresentada em Ozisik (1980)

Nl Ti 0 sen
Z Kli/ o T’RinRipdT B 7& P s
=0 T N(R,) sen=p
em que
N-1 riit
N(Rn) = Z Ki/ TRZ'QndT>
i=0 T

Introduzindo (2.41) em (2.6), obtém-se

0z

N-1 ) N-1 )

i & 87, i
Z / " K; Z éanpRln(lizi + hi+1Zn)7"d7’ = Z / o /fifrdr.
i=0 7 n=1 i=0 "

Utilizando a relacao de ortogonalidade (2.42), segue que

07, N=Lopr .
6nN(Rn)(5187 + hi12,) = Z / " KiRin frdr.
z i=0 /Ti
Logo,
YNGRy frdr
N(R,) (Hz’% + hi+1Zn) '
Note que 88% e e Z, sao calculados em z = L.

Para a superficie 0B3 o procedimento é analogo. Aqui,

T 2) = 3 60 Run(r)Za(2).

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)
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em que

. SNE :’*1 ki Rin frdr
Cn =

N(R,) (k% + hip1 Z,) (2.48)

Neste caso, da% e Z, sao calculados em z = 0.

Conforme discutido na secao 2.2.1, para cada autovalor 7, os vetores agr e az sdo deter-
minados. Juntamente com os coeficientes (2.46) e (2.48), as expressoes (2.41) e (2.47)

sao, respectivamente, determinadas.

2.2.3 Solucdo transiente

Busca-se a distribuicao de temperatura 7; : D; x RT — R que satisfaca a equacao
da condugao de calor em regime transiente dada por (2.1) juntamente com as condi-
¢oes (2.2) a (2.7) considerando T(z) = f(r) = 0 e a condicdo inicial T}—y = fo =
fo(r,2) =33, TV (r, 2), em que Tl (r, 2), i = 1,2, 3, sdo as solucoes particulares obtidas

da superficie 0B; correspondente, as quais sao dadas por (2.23), (2.41) a (2.47).

Considere a separacao de variaveis T;(r, z,t) = W;(r, 2)['(¢). Introduzindo em (2.1),
segue que
Q; (92\111 1 8\Ilz 82\112 10r 2
= +o—+ = -2,
or?2 r Or 9:2 ) T ot
em que \; é a constante de separacao. Logo,
or
— +MT =0 2.49
0, 10¥; 0*; N\
+ + + 20y, =0. (2.50)

or2 ' r or 022 o

Considere agora outra separagao de variaveis, W;(r, z) = R;(r)Z(z). Introduzindo a

mesma em (2.50), fornece

/2P . 27
o (a R; 18Rl> 1 <ala + )\QZ> S (2.51)

R; \ Or? r Or 072

Assim,
0*’R;, 10R; 52
—R; = 2.52
or? T r or lR 0 (2.52)

Pz NP

072 o

Z =0. (2.53)
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Definindo n? = )‘?;ﬁ 2, em (2.53) fornece

Z
a2 T n’Z = 0. (2.54)

As solugbes de (2.52) e (2.54) sao, de acordo com Ozisik (1980), dadas por

Ri(r) = AIy(nr) + B;Ko(nr), (2.55)

Z(z) = Csen(nz) + Dcos(nz), (2.56)
em que Iy e Kj sao as fungoes de Bessel modificadas de ordem zero do primeiro e se-
gundo tipo, respectivamente.

Aplicando agora a separacio de varidveis na condicdo de contorno (2.2) com T(z) = 0,

resulta

OR
AN (I{NO;V + hN+1RN> = 0.

Uma vez que Z(z)I'(t) # 0, segue que
ORN

N or

+ hys1 Ry = 0. (2.57)

Similarmente, a condi¢ao de solucao limitada (2.3) fornece
OR
ZT (—qu + h1R1> < Q.
or
Para a regiao fechada [0, L] x [0, t], tem-se Z(z)I'(¢) limitado. Logo,

OR,
—Kk1—— +h ) 2.
K1 or + Ry < oo (2.58)

Aplicando a separacao de varidveis em (2.4), segue que

AN (m OR; aR”“) —0.

— — /{._"_1
or ’ or

Uma vez que Z(2)I'(t) # 0 em [0, L] x [0, t], resulta

8Rz o aRi+1
/‘iiﬁ = KRjt1 ar . (259)

Similarmente, segue de (2.5) que
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OR;
A% ﬁiﬁ —+ hi+1(Rz’ - Rz’—i—l) =0.

Novamente, uma vez que Z(2)I'(t) # 0 em [0, L] x [0, ¢], resulta

OR;

Hiﬁ = hi+1 (Ri+1 — Rz) (260)

A condi¢do de contorno (2.6) com f(r) = 0 fornece

07
RZF (K'i + hi+1> =0.
0z

Como R;(r)['(t) # 0, segue que

0z

A condicdo (2.7) com f(r) =0

A
0z

Uma vez que R;(r)I'(t) # 0, resulta

07

Introduzindo as fungoes (2.55) e (2.56) nas expressoes (2.57) a (2.62), resultam dois

sistemas de equacoes lineares, dados por

MRaR = bR, (263)
€I que
Aln
Bln
ar = : )
ANn
BNn

e br ¢ um vetor nulo. Conforme discutido nas se¢oes 2.2.1 e 2.2.2, o caso de interesse

corresponde a N = 3, em cujo caso a matriz Mg é dada por
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() —n(%) %R 0 0
v (Gm) Ve () En (GR) 0
= |0 e e e ne
o wh R enGR) s CR) e (GR)
0 0 0 Jo(222) Yo(%art) |
O segundo sistema ¢ dado por
MZaZ = bz, (264)

em que by ¢é o vetor nulo, e

Nucosh(n, L)  —n,senh(n,L)

M, —
d 1 0

Impoem-se det(Mg) = 0 e det(Mz) = 0. Determinando os autovalores 3 e n, pode-se

escrever

(r,z,t) Zchpe (B +aqn? " Z,(2) Rin(7). (2.65)

n=1p=1

Para definir ¢, serao introduzidas relagoes de ortogonalidade na secao a seguir.

2.2.4 Relacdes de ortogonalidade

A solugao geral da equagao (2.1), juntamente com as condi¢oes de contorno e continui-
dade de (2.2) a (2.7) e a condicao inicial T;|;—g = foi(r, 2), ¢ dada em termos de série

infinita de autofuncoes R;,, e Z, e seus respectivos autovalores associados 3, e 7,. Sera
necessario estabelecer relagoes de ortogonalidade para representar as condi¢oes de con-
torno em termos das autofuncoes. Para isto, considere o desenvolvimento apresentado a

seguir.

Inicialmente, (2.52) é reescrita na forma

10 32
—R; =0. 2.66
ror ( or ) * o ( )
Expressando (2.66) para duas autofungoes Ry, e R;,, resulta
19 [ ORin 2
“Rim =0, 2.67
ror <T or ) + o ( )

2

r 5’7‘ or o
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Multiplicando (2.67) por R;,, (2.68) por R;, e subtraindo a segunda expressao da pri-

meira, resulta

o; TRszZn = E le'f’W Rmfr‘ ar . (269)
Integrando de (2.69) no intervalo (r;,7;41), fornece
2 2 rig1l . . Tit1
L ) / ' T Rim Rindr = RimTLRm - RinTale (2.70)
o7 ; or or .

Multiplicando por k;, a condutividade térmica da i-ésima camada, e somando em ¢ =
0...N —1, segue que

aRzn aRzm s
] L2

Ki
Z / TRszzndr - Z Ky [ imT 87’ - Rzn?

Ti

Neste trabalho, o contato térmico entre as camadas é suposto perfeito, de modo que o
coeficiente de transferéncia de calor h; — oo. Neste caso, a condi¢ao de continuidade

(2.5), juntamente com a separagao de varidveis T;(r, z,t) = R;(r)Z(z)I'(t), implica

A condicao de continuidade (2.4), juntamente com a separagao de variaveis T;(r, z,t) =
R;(r)Z(2)I'(t), fornece

(‘9R, . 8Ri+1 .
i H(r) = hin— (), i=1..N-1 (2.73)

Expandindo o lado esquerdo da equagao acima, e considerando as expressoe (2.72) e
(2.73), note que os termos intermedidrios cancelam-se mutuamente. Uma vez que o = 0,

segue que

(2.74)

N-1 . Ti+1
(5= B Y [ R Ry = ( Ry, OB aRNm>
i—0 Qi Jri

— Ry,
or N oy
Considere a condi¢ao de contorno (2.2). Seja A(z,t) = Z(2)I'(¢), isto é, T;(r, z,t) =

R;(r)A(z,t). Escrevendo (2.2) para duas autofun¢oes Ry, e Ry, fornece

8RNm
or

A/iN + hNJrlARNm = hNJrlT (275)

N 4 hy ARy = hy T (2.76)

AKN
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Multiplicando (2.75) por Ry, (2.76) por Ry, e subtraindo a segunda expressao da

primeira, resulta

aRNm aRNn
n m | — Y, 2.77
/‘€N< ar Ry r RN) 0 ( )
pois Ax(z,t) # 0. Segue entao, de (2.74), que
(8% — B2) Z i / Ry Rondr = 0. (2.78)
No caso em que f3,, # [, segue, de (2.78), que
Z i / Ry Rindr = 0. (2.79)

i—0 i

Pode-se, entao, escrever a seguinte relacao de ortogonalidade:

Z Al / " R Rondr = 6, Z Al / R (2.80)

=0 Q; =0 Q; v
em que 0,,, ¢ o delta de Kroenecker.

Considere agora (2.65) quando ¢t = 0, ou seja,

(r,2,0) Z chp (1) = fo, (2.81)

n=1p=1

em que fo = fo(r,2) — 5 TU(r, 2).

Multiplicando a expressao (2.81) por uma fungdo Z,(z), integrando a expressao resul-
tante em z no intervalo (0, L), e tendo em vista a relagdo de ortogonalidade (2.80),

segue que

can:i/ 7 Fodz,
nzz:l g N(Zp) 0 Plo

em que N(Z,) = [ Z3dz.

Multiplicando agora a expressao (2.2.4) por %irR;,, integrando no em r no intervalo

(ri1,m3), 9 =1... N, somando as expressoes resultantes, e considerando (2.80), fornece

1

Cn :— rRinZy fodzdr, 2.82
P N(Z,)N(R,) = 1az/n 1/ o (282)

em que N(R,) =N, & [ rR2 dr.

i=1 q; Jric1
Assim, sao obtidos os coeficientes ¢,, da expressdo (2.47), e a solucao transiente esta

determinada em funcao da condicdo inicial fo = fo(r,2) — X5, Tl (r, 2). Realiza-se o
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mesmo procedimento discutido nas secoes 2.2.1 e 2.2.2 para determinagao dos vetores

ar € agz.

2.3 Solucao numérica

2.3.1 Formulac3o classica

Seja B={(r,0,2)][0 <r < R,0<6<2m,0< 2z < L} um cilindro circular, T = J}_, 98,
em que 0B; estao definidas na secao 2.2, a superficie de B, k a condutividade térmica e

« a difusividade térmica.

Dadas a condicéo inicial fy : B — R, as condicoes de contorno T': 9B; — R, f 1 0By —
Re f : 0B3 — R, encontre T : B — R, tal que

2 LT
VT = =5 ol B % (0,1), (2.83)
T=T() emr=R, (2.84)

or

Ky, = f(r)yemz=1L, (2.85)

or
ko= f(r)em z =0, (2.86)
T|t:0 = f() em B, (287)

em que
s 10 (0w 1 (e (s

Vie) = ror \or ) T P2 + 022 (2:88)

¢é o operador Laplaciano, aqui dado em coordenadas cilindricas.

2.3.2 Formulacao variacional

Considere os seguintes conjuntos

v={wlw(z)=0,zel,} (2.89)

6 = {ulu(z) =T,u€ H', x €T,}, (2.90)
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em que I'y é a parte de I sujeita a condi¢ao de contorno de Dirichlet, H' é o espaco de

Hilbert tal que a primeira derivada é quadrado-integravel, e seja I', = 1" —I'y.

Multiplicando (2.83) por w € v arbitréario, pela condutividade térmica x e integrando

sobre B, resulta

oT
[ w2 Tway = [ 5 wav. (2.91)
B B« Ot
Considere a férmula de Green fornecida por Hughes (2000)
0
/ 0 V20pdV = / vlﬂdv - / Vo, VadV, (2.92)
B
em que vy e vy sao fungoes continuas e 88( ) ¢ o gradiente de (o) na dire¢do do versor

normal exterior a I'. Aplicando esta férmula em (2.91), resulta em

/ ﬁwidr / wwvray = [ “9 v
Ba Ot
Uma vez que w € v, segue que
oT T
/ nw—dl“ / wwwvray — [ T av, (2.93)
Ba Ot
Aplicando as mesmas operagoes que precedem (2.91) sobre a condigao inicial, resulta
em
K K
/ BT |odV = / B wTodV. (2.94)
B« B«
Introduzindo a notacao
a(vy,vy) = /BVmVUQdV, (2.95)
(’Ul,Ug) = /Bvlvng, (296)
(’Ul,UQ)S == /SvlvgdS, (297)

em que S é uma superficie genérica parametro da fungao.

As expressoes (2.93) e (2.94) sdo, entdo, reescritas como

orT k0T
(w7 K%>Fh o a(w7 KJT) - (w7 aa)a (298)
(w, = Tims) = (w0, ~Th). (2.99)

Assim, dados f I = R, f T 5> ReT:T — R, encontre T € § tal que, para todo

w € v, (2.98) é satisfeita com condigao inicial (2.99).
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2.3.3 Formulacao de Galerkin

Para implementagdo do MEF, primeiramente é obtida a formulagao de Galerkin. Sejam

8" C § e v" C v conjuntos de dimensdo finita e considere T" € 6" da forma
T = o + ¢", (2.100)

com v" € V" e g" € 6". Note que T"(T,) = T.

Introduzindo T" em (2.98), segue que

éE K Ov" K Ogh

Iy hy hy nwvYy wYd o
(/LU,K/ an) a(w)liv ) a/(w7lig ) (w7 a at >+ (w7 a at )

Uma vez que I', = U2, 0B;, pois I'y = 0B, tendo em vista as condigoes de contorno
(2.84) a (2.86), segue que

dg" 9B g" B3 h hy _ K Ov" K dg"
%) + (w,ma—n) —a(w, k") — a(w, kg") = (w, aﬁ) + (w, EW)'

(w, Kk

Note das condicdes de contorno (2.85) e (2.86), e considerando T' = T", que /’i% = f(r)

o ox . : :
em 0B e /188% = f(r) em 0Bs, respectivamente. Assim, rearranjando os termos, fornece

h K Ov" £\OB2 7\0B3 h K 0g"
——) = - — ——). 2.101
alw, ") + (w0, S50 = (w, )P+ (w, P — a(w,ng) — (w, 2. (2100)
Analogamente para a condigao inicial (2.99), obtém-se
K K
(w, avhhzo) = (w, a(TO — ¢"i0)). (2.102)

Assim, dados f : 0By — R, : 9B; — R e g" € §", queremos encontrar v" € v tal que,

para todo w € V", (2.101) é satisfeita juntamente com a condicio inicial (2.102).

2.3.4 Funcoes de forma

Considere que B seja subdividido em elementos poligonais. Sejam os vértices desses
elementos poligonais denominados de nés e considere que os nés estao enumerados, de
modo que o conjunto de todos os indices de nés da malha é n. Os indices deste conjunto

que correspondem aos nés em I'y e I', compoem os conjuntos 7, e 7, respectivamente.

Seja w € V" uma funcdo dada por

w(r,z,t) = Y Na(r,z)da, (2.103)

A€np,
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com dy € R. Seja também ¢" € 6" dada por

g"(r,2) = > Nege. (2.104)
Ceny

Note que ¢g" é constante, de modo que o ultimo termo da expressio (2.101) é igual a

Zero.

As fungoes N;(r, z) em (2.103) e (2.104), s@o denominadas fungdes de forma. Introdu-
zindo (2.103) em (2.101), segue que

0 M - y
S dula(a )+ (N, 20 = 3 dal(Va, PP+ (N PP~ (N )
Aeny, A=1

Uma vez que a condicdo deve ser satisfeita para Yw € v, segue que

K Ovh A .
a(Na, k") + (Ng, — B ) = (N4, )22 + (N4, £)7% — a(Ny, kg"), (2.105)
com A € ny.
Como v" € V", segue que
V"(r,z,t) = Y Ng(r,z)ds, (2.106)
Beny,

em que dp = dg(t). Aplicando (2.106) na equagao (2.105), obtém-se

od A .
Z [dBa(NA? ’%NB) atB (NA? NB)] = (NA7 f)aB2 + (NA7 f)aBg - a(NA7 th)v (2107)
Beny
com A € n.

Introduzindo agora (2.104) em (2.107), segue que

M ad .
Z [dpa(Na, kNp) + BNy, = NB)] = (Na, /)7 + (Na, /) = 3" gea(Na, Ne),

ot =
(2.108)

em que A € np,.
Pode-se entao expressar o sistema de equagoes lineares (2.108) na forma matricial

Md+ ng F, (2.109)

As matrizes de rigidez M, de massa B e de carregamento F' podem ser expressas em

termos das matrizes obtidas ao nivel de cada elemento. Assim,
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Nel Nel Nel

M= M B=Y B F=> F°,

em que o sufixo e refere-se ao e-ésimo elemento da malha de elementos finitos e n. é o

numero de elementos da malha e as matrizes M€, B¢ e F€ estao definidas abaixo.

Foram escolhidos elementos retangulares como ilustrado na Fig. 2.

Figura 2 — Elemento quadrilateral genérico.

Com base na expressao (2.96), considere a notagao
a(vy,vy)Y = / v1v2dV, (2.110)
v

em que V é um volume arbitrario de B.

Assim, as matrizes do e-ésimo elemento podem ser expressas como

M®={ag}, B ={By}, F'={f;}

em que a,b=1...4, ¢
agy, = a(Ng, k°Np)®,
K* Be
Sb = <N57 ENIT) )
o= (NG, )%+ (Ng, )7 — 3 gea(Ng, kNG,
CEMNgMMe
em que B¢ corresponde a por¢ao de B referente ao e-ésimo elemento, 0B¢ a porcao de

OB referente ao e-ésimo elemento, 0B = 0B° N 0B, e 1. o conjunto dos nés pertencentes

ao e-ésimo elemento.

Tendo em vista a simetria axial, as expressoes acima sao reescritas em coordenadas
cilindricas,

ag, = 27r/ KVN;V Ny rdrdz,

e
B, = 21 / ¥ NeNerdrds,
Qe

fe=2r [ /8 NE frdr + /8 Nef— 3 (ge / /-zeVN(fVNgrdrdz)],
B B

CengMne £
em que ¢ é a area do elemento, e o gradiente V(e), em coordenadas cilindricas, é dado

- (o) | 10(s) . (o)
O(e 10(e O(e
o TP 00 TP ar

V(e)=r (2.111)
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em que r,¢ e z sao os versores nas direcoes radial, tangencial e longitudinal.

Assim, pode-se escrever as equacoes acima como

ag, = &°a(Ng, Ni)™, (2.112)
e K* e e\ e

= o (N, Ni)™ (2.113)

fo= (N NP+ (NE 75— > [gerta(Ng, NE)™). (2.114)
CengMne

2.3.5 Transformacdo bilinear

A implementagao das expressoes (2.112) a (2.114) exige a integracdo em dominios de
diferentes tamanhos, uma vez que nao impomos a priori que todos os elementos sejam
iguais. Sera utilizada uma transformacao linear, que permite a integracao ao longo de
um dominio local fixo O = ({,n)] —1 < <1,—1 <n <1, dada por

4

r(&n) =Y Na(&,m)rs, (2.115)
a=1
4
2(&,m) = > Na(€,m)25, (2.116)
a=1
em que .
Na = 1(1+£a£>(1+nan)7 (2117)

eré z¢,a = 1...4, sao as coordenadas radial e longitudinal, respectivamente, do e-

ésimo elemento no sistema de coordenadas global.

O caso unidimensional é analogo,

r(€) =D Na(©)rs, (2.118)

a=1
em que N, = %(1 + £.8).

A seguinte relagao entre derivadas é fornecida por Hughes (2000),

o6 o€ 9z _Or
or 0z| _ 1 on on
a9 Jl_o9z o |7
or 0z o0& o0&

or 0z or 0z

em que j = - — 556 € 0 Jacobiano da transformagcao.

Introduzindo a mudanca de varidveis em (2.112), (2.113) e (2.114), obtém-se as

formulas utilizadas para implementar o MEF, como se segue

a(Ng, Ny)™ = /AD VNL(&m)VNy(&m)r (&, m)lj|dA”, (2.119)
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(Ne N = [ Nu&m)No(&, (€, )l A”, (2.120)
g A = [ NaFr©)re e (2.121)
v = [ Moo e (2.122)

em que A" é a area do elemento no dominio [J.

2.3.6 Discretizacdo no tempo

Introduzindo as expressoes (2.103), (2.104) e (2.106) em (2.102), andlogo ao que foi

feito com a expressao (2.101), fornece
Bd|i—o = do. (2.123)
A expressao (2.109) juntamente com (2.123) corresponde a forma matricial da solugao

pelo MEF da equagao (2.83), juntamente com as condigdes de contorno (2.84) a (2.85),

e condigao inicial (2.87).

De acordo com Hughes (2000), a matriz de massa B é positiva definida, o que permite

utilizar a decomposicao de Cholesky, dada por

B=G"G. (2.124)

Considere a mudanca de variaveis m = Gd. Introduzindo em (2.109) e (2.123), obtém-se

_ or -
Ar+ — = F 2.125
Tlimo = G~ Tdy, (2.126)

emque A=G TMG'e F=GTF.

Seja
aﬂ'[n] ﬂ'[n} — 7'('[77’_1]
~ 2.127
ot T ’ ( )
onde 7 = %, t, é o tempo final e n é o niimero de passos no tempo. Utilizamos o passo
atual n e o passo anterior, conhecido, n — 1 para estimar a derivada %’Z, o que confere

estabilidade numérica ao método. Este método corresponde ao método de Euler

implicito. Introduzindo (2.127) em (2.125), segue que
7 = (I +7A) Y 7y, (2.128)
em que I é a matriz identidade. Assim,
d" = G xl, (2.129)

fornece a temperatura em cada n6 nao prescrito da malha.
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3 Termoelasticidade

3.1 Solucao numérica

Analogamente ao que foi realizado na secao 2.3 para obter a solu¢do numérica do
problema da transferéncia de calor, inicialmente considere um corpo homogéneo. Como,
ao final, as equagOes serdo escritas a nivel do elemento, pode-se definir as diferentes
camadas especificando as propriedades termo-mecanicas de cada elemento em fungao do

raio.

Supondo que o problema possui simetria axial, procura-se o campo de deslocamento
u:Q — R% com ul = {u,,u.}, em que u, e u, sdo as componentes radial e longitudinal
do deslocamento, €2 é a seccao longitudinal do cilindro e 9€) o seu contorno, que
satisfaca a forma fraca da equagao de equilibrio dada por (ZIENKIEWICZ, 2006)

/ 5T od() — / ou"bd2 — [ outdoQ =0, (3.1)

em que o é o tensor tensao, b é uma forga de corpo, t é uma forca de superficie, e

ou, Ou, u, 1 {0u ou
T __ T z HMro 2 T z
6_{8r’82’7”2(8z+87’>} (3.2)

é o vetor deformacao. A notagao d(e) indica uma variagao arbitraria do argumento (e).

Neste trabalho, as forcas de corpo e de superficie sao nulas e a deformacao do corpo é

devida somente a variagdo de temperatura no corpo. Assim, (3.1) toma a forma

/ delodQ = 0. (3.3)
Q

A relagao constitutiva para materiais eldsticos lineares é dada por

o= D(e—¢), (3.4)
em que
1—v v v 0
1) v 1—v v 0
D=— , 3.5
d v 1—v 0 (35)

comd=(14+v)(1-2v)e
o

T
0=1""1. (3.6)
aod
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Substituindo (3.4) em (3.3), obtemos
/ 5" DedQ — / 5" Degd® (3.7)
0 Q

3.1.1 Formulacdo de Galerkin

Foi utilizada uma formulacao de Galerkin do problema termoeléstico, analogo ao que foi
realizado na secao 2.3.3 para a determinagao numérica do campo de temperatura,
subdividindo B em elementos poligonais. Seja N o niimero de nés resultante. Considere

que o deslocamento é aproximados por
N
um =Y Na(r,z)aa, (3.8)
A=1

em que Ny(r,z) é uma funcao de forma referente ao A-ésimo né e 4 é o deslocamento
do A-ésimo né. Por conveniéncia de notacao, a contagem sobre A sera omitida nas

proximas equacoes.

Para o caso de simetria axial, o vetor deformacao pode ser expresso como

e = Su, (3.9)
em que
9(e)
or 0
0 8;.)
S={w T (3.10)
19(e)  10(e)
2 0z 2 Or
Introduzindo (3.8) em (3.9), obtemos
erx €= Baly, (3.11)
A
em que
3(]9\5.,4 0
0 ON 4
0z
Ba=|,, | (3.12)

10N4g 109Ng
2 0z 2 Or

Introduzindo (3.11) nas variagoes d(e) em (3.7), segue que

S ot
A

/QBgD(e - 60):| = 0.
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Uma vez que o diferencial é arbitrario, resulta

/ BYDed = / BTDeyd, A=1...N. (3.13)
Q Q
Substituindo agora e dado pela expressao (3.11), em (3.13), fornece

N
Z/BiDBBaBdQ:/BXDEOdQ, A=1...N. (3.14)
B=1 Q Q

Pode-se escrever (3.14) matricialmente como
Ku=F, (3.15)

em que

K = [Kagl, Kap= / BYDBydQ,
Q

F={F), Fy= / BT Deyd.
Q

3.1.2 Formulacado no elemento

Pode-se compor as matrizes K e F a partir das matrizes dos elementos. Sejam K¢ e F*°

as matrizes referentes ao e-ésimo elemento, dadas por

K° = [Kuy), K= / BT DB,dQ, (3.16)
Qe

P ={f.}, fo= [ BiDeod. (3.17)

em que §2° é a area do e-ésimo elemento e a,b =1...4, pois foi utilizado o mesmo

elemento quadrilateral apresentado na secao 2.3.4.

Seja a transformacao linear

4

T(éan) - ZNa(£7n>TZ7 (318)
2(&,m) = Zj Na(&,m)z, (3.19)

em que N,(&,n) é dado por (2.117), r¢ é a coordenada radial do a~ésimo né do e-ésimo
elemento e z{ é a coordenada longitudinal do a-ésimo né do e-ésimo elemento. Como o
elemento de area ¢ dado por df) = rdrdz, a transformacao fornece

dQ = |det(J)|r(&,n)dédn, em que J é o jacobiano dado por

or or
J=|5% 9. (3.20)
o o

Assim, é possivel implementar a rotina para o calculo do campo de deslocamento.
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3.1.3 Deformacoes

Uma vez obtido o campo de deslocamento, a abordagem utilizada para a determinacao
das deformacoes consiste em realizar uma média da deformagao, considerando os
elementos do entorno de um né. Calcula-se a deformacao no ponto central de cada um
dos elementos no entorno do né e admite-se que a deformacao no ponto é a média

destas médias. Pode-se expressar esta abordagem como

ey S [ Byiig]| s A°

n, )
eiel Ae

(3.21)

€ =
em que S e A° denotam, respectivamente, o ponto central e a area do elemento avaliado

e N ¢ o numero de elementos no entorno do né.

Como serd utilizada a mudancga de coordenadas, segue que

req g [B(E m)oiig) le=p=0A°
pey Ae |

€ =

(3.22)

3.1.4 TensoOes

Para determinagao das tensoes foi utilizado procedimento analogo ao das deformacoes,

de modo que a tensao média é dada por

4 ~
ey 2y [D° By — D€y Ni]|s A°

o= , 3.23
W (3.23)
em que
OéeTb
OéeTb
€op = : 3.24
= (3.24)
0
Como serd utilizada a transformacao linear, segue que
o = Ziel ;)121 [DeB<£7 U)bazc; — DCGSbN(£7 77)16)] |§:7I:014e ) (325)

n, e
eiel A

Assim, as expressoes (3.22) e (3.25) permitem calcular, respectivamente, os campos de

deformagao e tensao.
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4 Metodologia e Resultados

4.1 Problema térmico

4.1.1 Solucdo analitica

Realizou-se um estudo variando-se o nimero n de autovalores utilizados na solugao
analitica obtida para o problema definido na se¢ao 2.1. Utilizando o procedimento
apresentado na se¢ao 2.2, obteve-se a solucao analitica para o caso do cilindro composto
por trés camadas concéntricas (N = 3). Neste estudo, os cilindros tém dimensoes

1 =10"3m, ro = 2 x 1073m, r3 = 3 x 1073m e comprimento [ = 5 x 10~3m. Foram
utilizados n = 2, 16, 32 autovalores na série e considerou-se a solu¢ao em que n = 32
como a referéncia, em vista da convergéncia observada. Note que, ao utilizar n
autovalores, a série resultante terd n? termos, e a rapida convergéncia da solucao é

observada mesmo para n relativamente baixo.

As condigoes de contorno utilizadas foram temperatura na superficie 0B; igual a zero,
fluxo de calor na superficie 9B, igual a 10W/m?, fluxo nulo na superficie 9B, e

temperatura inicial igual a 35°C.

As propriedades dos materiais utilizados sao apresentadas na Tab. 1.

Tabela 1 — Propriedades térmicas dos materiais do cilindro composto.

Camada | k[W.m™%] | a[107%m?.s71]
1 387.6 114.1
2 202.4 85.9
3 418.7 170.4

A distribuicao de temperatura, com t = 1073s, ao longo do raio variando-se o ntimero
de autovalores é mostrada nas figuras (3), (4) e (5), para z = Omm,2.4mm e 5mm,
respectivamente. Note nestas figuras que a série converge rapidamente, com boa

concordancia entre as curvas de n = 16 a n = 32.

A distribuicao de temperatura, com ¢t = 1072s, ao longo do raio e variando-se o ntimero
de autovalores ¢ mostrada nas figuras (6), (7) e (8), para z = Omm,2.4mm e 5mm,
respectivamente. Note, nestas figuras, que a série converge rapidamente, com boa
concordancia entre as curvas de n = 2 e n = 32. Isto indica que, para tempos
relativamente longos, nao ha necessidade de um grande ntimero de componentes na série

para se obter uma solucao com baixo erro.



56 Capitulo 4. Metodologia e Resultados

4.1.2 Comparacao entre a solucao analitica e numérica

A solugao analitica com n = 32 autovalores serd comparada a solu¢do numérica obtida
pelo MEF, utilizando uma malha de elementos retangulares de 15 x 25 elementos radial e
longitudinalmente, respectivamente, sob as mesmas condi¢oes e dimensoes especificadas

na secao 4.1.1.

Para t = 1035, a solucdo analitica e a solucdo numérica apresentam boa concordancia,
como pode ser observado nas figuras (9), (10) e (11). Note que as curvas praticamente

se sobrepoem.

Utilizando o mesmo procedimento para t = 1072s, observa-se que as solucdes mostram
ainda boa concordéancia, conforme ilustrado nas figuras (12), (13) e (14) em que as

curvas de temperatura obtidas analiticamente se sobrepoem as obtidas numericamente.

Figura 3 — Convergéncia da solu¢do em func¢do do nimero de autovalores n para t =
10735 em 2z = 0.
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Figura 4 — Convergéncia da solucao em funcao do ntimero de autovalores n para t =
10735 em 2z = 2.4mm.
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Observa-se, portanto, uma boa concordancia entre as solugoes analitica e numérica,

validando o método numérico implementado.

4.2 Comparacao da solucdo numérica com solucdo de software

comercial

No capitulo 3, foi considerado um sélido livre de forgas de superficie e de forcas de

corpo, sujeito apenas a uma carga térmica, para obter as expressoes (3.15), (3.22) e
(3.25), que permitem o célculo do campo de deslocamento, de deformacao e tensao,
respectivamente. Estas expressoes foram implementadas utilizando o software de

computacao simbolica Mathematica®).

Figura 5 — Convergéncia da solu¢do em fun¢do do nimero de autovalores n para t =
10735 em z = bmm.
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Figura 6 — Convergéncia da solugdo em funcdo do ntimero de autovalores n para t =

107%2s em z = 0.
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Figura 7 — Convergéncia da solugdo em fungdo do niimero de autovalores n para t =

1072s em 2z = 2.4mm.

30

BB
25 W B
“H_

1 1.5

r[mm]

Figura 8 — Convergéncia da solucdo em func¢do do nimero de autovalores n para t =

107%s em z = bmm.
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Figura 9 — Solucoes analitica e niimerica para t = 1073s em z = 0.
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Figura 10 — Solucoes analitica e nimerica para t = 1073s em z = 2.4mm.
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Figura 11 — Solucdes analitica e ntimerica para t = 10735 em z = 5mm.
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Para validacao do método numérico implementado, foi realizado um estudo de
convergéncia do campo de tensao variando-se o nimero de elementos utilizados. A
malha foi refinada tanto radialmente quanto longitudinalmente. Foi dado foco na
distribuicao de tensao na extremidade do cilindro pois é a regiao de maior concentracao
de tensao. Os resultados obtidos utilizando nossa implementacao foram comparados
com os resultados fornecidos por um software MEF comercial. O software utilizado para
este propésito foi o Abaqus® 6.13 Student Edition que fornecia todos os requisitos
necessarios para modelar o mesmo problema, além de ser fornecido gratuitamente para
propositos académicos. Uma desvantagem ¢é que o niimero de nés utilizados no modelo ¢é

limitado a apenas 1000.

Deseja-se analisar um cilindro composto de trés camadas de materiais distintos, sujeito
a uma variacdo de temperatura uniforme, e comparar as solugoes fornecidas pelo
método implementado e pelo software comercial. A formulagao desenvolvida no capitulo
3 permite que as propriedades termo-mecanicas de cada elemento sejam definidas

independentemente. Desta forma, é possivel especificar as diferentes propriedades em

Figura 13 — Solucoes analitica e nimerica para t = 107%s em z = 2.4mm.

25 ™ By

e Analitico

: & .| + - Mumeérico

r[mm)

Figura 14 — Solugoes analitica e niimerica para t = 10725 em z = 5mm.
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funcao do raio e, assim, definir um s6lido composto por trés materiais distintos.

Para esta andlise, sujeitou-se o solido a uma variagao de temperatura uniforme de 10°C.
A imposicao desta condi¢cdo permite parametrizar o estudo apenas no calculo das

grandezas mecanicas, com uma distribuicdo de temperatura simples.

4.2.1 Modelagem no Abaqus

O Abaqus®) fornece um ambiente de modelagem em simetria axial, de forma que nao é
necessario modelar um cilindro composto completo, porém apenas sua se¢ao simétrica
em torno do eixo longitudinal. Assim, foi possivel estabelecer uma comparacao entre os
rresultados obtidos do cédigo implementado no Mathematica e aqueles que sao

fornecidos pelo Abaqus.

Para modelar o sélido, foi necessario criar trés entidades distintas e acopla-las. O
acoplamento utilizado foi do tipo tie’. O elemento finito utilizado foi o CAX/R, que
consiste no elemento finito bilinear de quatro nés de geometria axial para problemas de
analise de tensao, analogo ao utilizado na formulacao proposta neste trabalho.
Utilizou-se uma malha de 24 x 35 elementos nas direcoes radial e longitudinal,
respectivamente, em ambas as solugoes. O cilindro tem dimensoes ;1 = 50um,

ro = 100um, r3 = 150um e comprimento | = 500um.

As condigoes de contorno impostas consistem no né de coordenadas (r, z) = (0,0) fixo
nas direcoes radial e longitudinal. O eixo de simetria pode se deslocar apenas

longitudinalmente.

Os materiais utilizados em ambas as simulagoes estao listados na Tab.2, em que E é o

modulo de elasticidade, v o coeficiente de Poisson e «a, o coeficiente de expansao linear.

Tabela 2 — Propriedades dos materiais do cilindro composto.

Camada | E [GPa] | v | a 107° [1/K]
1 45 0.3 0.5
2 4.5 0.4 11
3 1 0.3 30

4.2.2 Resultados numéricos

As tensoes, as grandeza de principal interesse neste estudo, fornecidas pelo Abaqus®)
foram consideradas. Além disso, toma-se a coordenada z = Oum como referéncia tendo

em vista a concentracao de tensdo presente nesta seccdo. Observa-se que nas interfaces,
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as solugoes apresentam alguma diferenga conforme mostrado nas figuras (15), (16), (17)
e (18), mas apresentam boa concordancia longe das interfaces.

Na Fig. (17) observa-se boa concordéncia mesmo na interface. A tensao longitudinal,
vista na Fig. (16), apresenta maior diferenca nas interfaces. A diferenga pode ser fruto
de uma malha pouco refinada, pois no estudo de convergéncia realizado com nossa

implementacgao, ainda ha variacao consideravel da solucao com uma malha mais

refinada.

Figura 15 — Tensao radial o, para AT = 10°C em z = 0.
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Figura 16 — Tensao longitudinal o, para AT = 10°C em z = 0.
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Foi realizada analise de convergéncia da tensdo no método implementado variando-se o
numero de elementos nr na dire¢ao radial com um nimero de elementos na direcao
longitudinal nz = 20. Observamos nas figuras (19), (20), (21) e (22) que conforme a

malha é refinada, a tensdo na interface tende a aumentar e convergir.
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Na Fig. (19), observe que ao refinar a malha radialmente nao ha mudanca significativa

da solugao, de modo que as curvas se sobrepoem. Ja nas figuras (20) e (21), ao

aumentar o nimero de elementos na direcao radial, aumenta a magnitude da tensao nas

interfaces. A Fig. (22) mostra uma queda de tensao na interface. Nas figuras (19) a (22),

observa-se que longe da interface a solugao permanece praticamente a mesma e as

curvas aparecem sobrepostas.

Variou-se também o ntimero de elementos nz na direcao longitudinal, mantendo o
nimero de elementos nr = 24 na direcao radial fixo. Na Fig. (23) observa-se que a

discretizacao longitudinal ¢ importante na determinacao da tensao na extremidade da

fibra. A curva varia consideravelmente nas interfaces com o aumento do ntimero de

elementos. Um comportamento andlogo é observado nas figuras (24), (25) e (26). Aqui

foi utilizada uma malha mais refinada do que foi possivel com o Abaqus.

Figura 17 — Tensao tangencial o7 para AT = 10°C em z = 0.
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Figura 18 — Tensao cisalhante o,, para AT = 10°C em z = 0.
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Figura 19 — Convergéncia da tensao radial o, para AT = 10°C em z = 0 com nz = 20.
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Figura 20 — Convergéncia da tensao longitudinal o, para AT = 10°C em z = 0 com

nz = 20.
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Figura 21 — Convergéncia da tensao tangencial or para AT = 10°C em z = 0 com
nz = 20.
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Figura 22 — Convergéncia da tensao cisalhante o,, para AT = 10°C em z = 0 com
nz = 20.
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Figura 23 — Convergéncia da tensao radial o, para AT = 10°C em z = 0 com nr = 24.

Figura 24 — Convergéncia da tensao longitudinal o, para AT = 10°C em z = 0 com
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Figura 25 — Convergéncia da tensdo tangencial op para AT = 10°C em z = 0 com

nr = 24.
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Figura 26 — Convergéncia da tensao cisalhante o,, para AT = 10°C em z = 0 com

nr = 24.
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4.3 Distribuicao de temperatura e tensao na fibra optica

O cédigo MEF implementado foi utilizado para a determinagao, inicialmente, da
distribuicao de temperatura. A distribuicao de temperatura obtida foi utilizada no
calculo das tensoes radial, longitudinal, que contribuem potencialmente para o
descolamento da interface, e a tensao tangencial. Utilizou-se uma malha de 25 x 100
elementos nas dire¢oes radial e longitudinal, respectivamente, e as propriedades

geométricas, térmicas e mecanicas utilizadas no célculo sao apresentadas na Tab. 3.

Tabela 3 — Propriedades térmicas dos materiais do cilindro composto.

Camada | r[um] | k[W.m™?] | a[107"m*.s7!| | E[GPa] | v | ar[1076°C™1]
1 62.5 1.114 5.901 70 0.22 9
2 100 0.171 1.034 0.00135 | 0.42 175
3 125 0.221 1.056 3 0.4 85

Neste caso, foi imposta uma temperatura inicial uniforme de T'= 35°C em toda a fibra.
Todas as condig¢oes de contorno no problema térmico sao fixas iguais a zero, isto é, as
faces laterais do cilindro sao isoladas termicamente e a superficie é mantida a uma
temperatura zero. O isolamento lateral implica que a distribuicdo de temperatura é
independente da coordenada z. No entanto, como a fibra é finita, as tensoes observadas
serao diferentes na extremidade e no centro da fibra, com a condi¢do mais critica nas
extremidades. A distribuigao de temperatura obtida é mostrada na figura (27), para

alguns instantes.

Figura 27 — Distribuicdo de temperatura na fibra éptica para alguns valores de tempo.
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Aplicando esta distribuicao de temperatura na solu¢ao numérica do problema

termoelastico, resultam as tensoes correspondentes. A tensao radial para z =0 e



4.8. Distribuicdo de temperatura e tensdo na fibra optica 69

z = 37bum, é mostrada nas figuras (28) e (29), respectivamente. Estas secgoes foram
tomadas para avaliar a diferenga na distribuicao de tensao na extremidade da fibra em
comparagao com o centro. Observe o aumento consistente da tensao de tracao que pode

ocasionar o descolamento da fibra.

As figuras (30) e (31) mostram a tensao longitudinal nos pontos z =0 e z = 375um,
respectivamente, da fibra. Finalmente, as figuras (32) e (33) mostram a tensao
tangencial nos pontos z = 0 e z = 375um. Estas figuras ilustram a diferenca entre as
tensoes observadas no meio da fibra em contraste com as tensoes observadas nas
extremidades. Uma vez que os modelos estudados na bibliografia, em sua maioria,
adotam o modelamento unidimensional, nao é possivel observar o efeito das

extremidades.

Figura 28 — Distribuicao da tensao radial na fibra éptica para alguns valores de tempo

em z = 0.
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Figura 29 — Distribuicdo da tensao radial na fibra 6ptica para alguns valores de tempo

em z = 375um.
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Figura 30 — Distribuigdo da tensao longitudinal na fibra éptica para alguns valores de

tempo em z = 0.
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Figura 31 — Distribuicao da tensao longitudinal na fibra éptica para alguns valores de

tempo em

z = 375um.
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Figura 32 — Distribuigao da tensao tangencial na fibra 6ptica para alguns valores de

tempo em
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Figura 33 — Distribuigao da tensao tangencial na fibra éptica para alguns valores de
tempo em z = 375um.
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5 Conclusao

Neste trabalho, foi abordado o problema das tensoes residuais térmicas em cilindro
composto de diversas camadas concéntricas, com aplicacao no calculo de tensoes
residuais na fibra éptica. Foi utilizada a teoria da termoelasticidade linear classica, e foi
considerado que o campo de temperatura independe do campo de deslocamento.
Também considerou-se a axissimetria da distribuicao de temperatura para simplificagao

das equagdes governantes, motivados pela geometria da fibra éptica.

A distribuicdo de temperatura foi obtida analiticamente utilizando a separacao de
variaveis, conforme apresentado na secao 2.2. Este método fornece a distribuicao de
temperatura em termos de uma série infinita de autofuncgoes e seus respectivos
autovalores. Esta solugao foi implementada utilizando o software de computacao
simbolica Mathematica com um ntmero finito de termos na série. Observou-se a
convergéncia da solu¢do com o aumento do ntimero de autovalores utilizados na série.
Também foi calculada a distribuicdo de temperatura numericamente, utilizando o MEF,
implementado utilizando Mathematica. De acordo com os resultados apresentados, o
MEF implementado apresentou boa concordancia com a solucao analitica, conforme os
graficos discutidos no capitulo 4. A solugdo numérica é vantajosa pois permite a facil
implementagao de nimero maior de camadas, sem a necessidade do calculo de

autovalores.

A solugao numérica do campo de deslocamento desenvolvida no capitulo 3 foi
implementada e realizou-se analise de convergéncia do campo de tensao, refinando-se a
malha utilizada. Aplicando uma distribuicdo de temperatura uniforme, observou-se que,
conforme refinamos a malha, as tensoes radial, longitudinal, tangencial e cisalhante
convergem. Observa-se que as interfaces sao as regides de maior dificuldade para a

convergencia.

Foram utilizadas a geometria e materias tipicos de uma fibra éptica para o calculo das
tensoes residuais. Inicialmente, foi obtida a distribuicao de temperatura transiente
utilizando-se o codigo MEF implementado. A distribui¢do de temperatura resultante foi
aplicada no cédlculo das tensoes residuais, também utilizando o c6digo implementado no
software Mathematica. Observa-se a presenca de tensao radial residual, porém de baixa
magnitude, ou compressiva, em regime permanente. Neste caso, nao foram observadas
as tensoes elevadas apresentadas em alguns artigos estudados na revisao bibliogréfica,
porém a distribuicao de tensao depende fortemente das propriedades termo-mecanicas

das camadas, assim como da espessura das camadas.

Neste trabalho, ndo estudamos critérios de falha na interface, para determinar quando
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haveria falha da fibra por descolamento da interface. Como sugestoes de melhora na
modelagem, pode-se estender a aplicagdo a materiais viscoelasticos, assim como
considerar critérios de falha que considerem nao sé a possibilidade de falha por tracao,

mas também por tensao cisalhante.
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