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Resumo

O proposito desta tese é elaborar técnicas de reducdo de ordem via Krylov para siste-
mas quadratico-bilineares MIMO. Esta é uma classe especial de modelos n3o-lineares
que sdo quadraticos com relacdo a variaveis de estado e bilinear nas entradas. Para
que este objetivo seja alcancado, foi necessario, primeiramente, aprender como siste-
mas ndo-lineares gerais podem ser trazidos a este formato. A investigacdo da teoria
de sistemas deste tipo de modelo e de como ele pode ser reduzido via subespacos
de Krylov logo se fez necessaria, de modo que as técnicas de reducao em estado da
arte pudessem ser completamente entendidas. Depois disso, esses métodos ja exis-
tentes foram implementados e sua validade, conferida. Uma comparacdo entre essas
reducdes independentes de entrada, e a decomposicdo ortogonal prépria (POD), um
método ja amplamente usado, mas dependente de entradas de treinamento, pode ser
feita também. Com a ajuda desta comparacdo, pode-se ver o porqué de o uso de su-
bespacos de Krylov para aproximar o comportamento de transferéncia do sistema ser
considerado um grande avanco. O passo seguinte foi, entao, estender estes conceitos
ao caso MIMO, investigando sua teoria e explicando suas complicacdes. O produto
final deste processo foi a elaboracdo de quatro novas técnicas de reducdo de ordem
para sistemas MIMO. Estes métodos puderam ser testados com a ajuda de dois mo-
delos quadratico-bilineares de benchmark e uma analise extensa pode ser executada.
Pode-se checar que a abordagem mais apropriada a processos industriais é a tensorial
com interpolacdo tangencial. Essa técnica foi capaz de entregar modelos reduzidos
estaveis e cuja ordem n3o era t3o elevada. Por fim, um resumo de tudo o que foi
feito e as conclusdes do trabalho foram apresentadas, bem como um panorama do
que ainda pode ser feito em trabalhos futuros no campo de reducao de ordem de
modelos quadratico-bilineares.
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Abstract

The foundation of the present thesis is to elaborate Krylov-based model order re-
duction techniques for MIMO quadratic-bilinear systems. This is a special class of
nonlinear models that are quadratic with respect to the state variables and bilinear on
the inputs. In order to achieve this goal, it was necessary to, firstly, learn how general
nonlinear systems can be brought to this format. Then, the investigation of the sys-
tem theory regarding this type of models and how MOR via Krylov subspaces work
made themselves necessary, so that the state of the art reduction techniques could be
completely understood. Afterwards, these already existing reduction approaches were
implemented and put to test in order to check their validity. A comparison between
these input-independent reduction techniques and the proper orthogonal decomposi-
tion (POD), an already broadly used input-dependent reduction routine for nonlinear
systems, was also carried out. With the aid of this comparison, it could be seen why
using Krylov subspaces to approximate the transfer behavior of such systems would
mean a great advancement. The next step was to extend these concepts into the
MIMO case, investigating its system theory and explaining why it is more complicated.
The final product of this process was the elaboration of four new reduction approaches
for MIMO systems: two of them can bring all the moments of the first two transfer
functions of quadratic-bilinear systems to match and the other two make sure that
a linear combination of these transfer matrix entries are matched. These approaches
could be, then, tested with the help of two quadratic-bilinear benchmark models and
an extensive analysis could be carried out. It could be seen that the approach that is
most suitable for industrial purposes was the tensor-based technique with tangential
interpolation. This reduction method could deliver stable models whose reduced order
was not very large. Lastly, a summary of what was done and the conclusions taken
from the work were presented, as well as an outlook of what there is more to be done
in future works in the field of quadratic-bilinear model order reduction.
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo, uma breve introducdo ao tema e aos objetivos deste projeto é apresen-
tada. Primeiramente, uma motivacdo para reducdo de ordem de modelos dinamicos
em geral é dada e, depois, os objetivos desta tese em especifico s3o tratados. Por

fim, uma breve sintese do trabalho é dada.

1.1 Motivacao

Simulacées numéricas de sistemas dinamicos constituem um aspecto crucial na mo-
delagem e no controle de fendmenos fisicos. Com o passar do tempo e o avancar da
tecnologia, torna-se inevitavel adotar modelos mais precisos e complexos. O preco a
se pagar é, no entanto, o custo computacional relacionado as suas simulacdes, que po-
dem levar um longo tempo para serem rodadas ou até mesmo serem completamente

impraticaveis.

Neste sentido, a reducdo de ordem (MOR, do inglés model order reduction) torna-se
uma ferramenta muito importante, ja que seu objetivo é reduzir sistemas de ordem
alta a modelos menores e, portanto, mais simples de modo tal que eles ainda consigam
entregar respostas confidveis. Deste modo, modelos complexos podem ser executados

com mais eficiéncia, economizando tempo e esforco computacional.
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22 Capitulo 1. Introducao

Tipicamente, modelos de grande escala podem ser obtidos pela discretizacao espacial
de equacdes diferenciais parciais (PDEs). Tais modelos discretizados podem ser ob-
tidos, por exemplo, de um procedimento de elementos finitos. Além disso, a ordem
de modelos matematicos de circuitos elétricos que contém muitas malhas também
pode crescer a estas ordens de grandeza. Um exemplo disso é no desenvolvimento de

processadores, onde tais sistemas de alta ordem aparecem com frequéncia.

Muitas técnicas de MOR que preenchem os requisitos anteriormente citados foram
desenvolvidas para sistemas lineares invariantes no tempo (LTI), mas é sabido que
nem todos os modelos se comportam dessa maneira. Um dos jeitos para se lidar
com sistemas que possuem caracteristicas ndo-lineares é a sua linearizacdo. Como
toda simplificacdo, este processo adiciona ao modelo erros que se tornam maiores
na medida que a ndo-linearidade do sistema for mais forte. Além disso, pode ser
importante, em certos casos, que o modelo mantenha caracteristicas que s3o inerentes

a sistemas nao-lineares, como a aparicao de ciclos limite, por exemplo.

Deve estar evidente, portanto, que desenvolvimento de técnicas que sao capazes de
lidar com a reducdo de sistemas nao-lineares é necessaria. Neste dominio, ha alguns
campos de pesquisa que trabalham certas classes de sistema de modo a simplificar
modelos nao-lineares introduzindo erros menores ou até nenhum erro. Este é o caso
de sistemas quadratico-bilineares (QB), j& que uma grande gama de sistemas n3o-

lineares pode ser trazida a este formato sem a introducdo de erros a suas dinamicas.

Nesta tese, as propriedades principais e a reducdo de ordem de sistemas quadratico-
bilineares sdo apresentadas. Isso representa n3o s6 uma grande melhora na perfor-
mance de simulacdes confidveis e rapidas com sistemas de nao-linearidade acentuada,

mas também na compreensao de seus comportamentos.

1.2 Objetivos da tese

Esta tese é focada no estudo de sistemas quadratico-bilineares e em como eles podem

ser reduzidos. Além disso, a extensdo de métodos de reducao que ja existem também
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é um dos principais objetivos. Em particular, a expansao dos métodos de reducao via
subespacos de Krylov para o caso MIMO, que n3o havia sido tratado até o presente
trabalho, é de sumo interesse. Os problemas computacionais e as particularidades

que se relacionam a implementacdo destes conceitos também serdo discutidos.

N3o menos importante é a investigacdo da teoria por tras destes sistemas e como ela
pode ser interpretada. Neste sentido, este trabalho também pode servir como base

para desenvolvimentos futuros nesta area.

1.3 Sintese do trabalho

Esta dltima secao do primeiro capitulo é dedicada a descricao do que cada capitulo

do relatério contém.

O segundo capitulo desta tese trata dos conhecimentos preliminares que precisam
ser apresentados e consolidados antes de abordar o problema de reducdo de ordem
de sistemas QB em si. Isso contempla os principios e operacdes matematicas que
sao usados extensivamente ao longo deste trabalho, bem como a maneira na qual
sistemas nao-lineares gerais podem ser trazidos a forma QB e a teoria de sistemas

por tras dessa classe de sistemas no caso SISO.

O terceiro capitulo, redugdo de ordem (MOR) de sistemas QB SISO via subespacos de
Krylov é estudada. Nele, uma explicacdo geral de como este tipo de MOR funciona
e uma comparacdo deste com outras modalidades de MOR serdo vistas. Depois,
as técnicas em estado da arte sdo descritas e testadas, enfatizando suas qualidades
e limitacdes. Elas também sdo ilustradas com a ajuda de exemplos numéricos e
aplicados a sistemas de benchmark: escada RC n3o-linear, equacdo de Burgers e a
equacao de Chaffee-Infante. Uma vez vistas suas caracteristicas, a formulacdo exata

do problema podera ser feita.

No capitulo 4, tudo o que foi implementado e explicado para sistemas SISO é expan-

dido ao caso MIMO. A teoria de sistemas e reducdo de ordem de plantas quadratico-
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bilineares MIMO, que s3o os principais produtos deste trabalho, sdo os aspectos mais
relevantes cobertos neste capitulo. Uma breve discussao com respeito aos pontos
fortes e fracos destas novas técnicas também é dada na ultima secao deste capitulo,

comparando as abordagens tensorial e pseudolinear separadamente.

No capitulo de nimero 5, uma extensiva analise de todos os métodos de reducao
desenvolvidos é dada por meio de resultados numéricos. A fim de usar os métodos
desenvolvidos, o modelo da escada RC precisou ser adaptado ao caso MIMO e o
modelo de FitzHugh-Nagumo foi usado, ilustrando os resultados desta tese. Estes
resultados também servem como anélise das vantagens e desvantagens de cada uma

das técnicas de uma maneira experimental.

O sexto e ltimo capitulo contempla as observacdes finais do trabalho. Um resumo
de todo o periodo da tese, as conclusdoes advindas de seu desenvolvimento e um

panorama para trabalhos futuros s3o finalmente dados.



Capitulo 2

Consideracoes Preliminares

Neste capitulo, as consideracdes preliminares a reducdo de ordem de sistemas quadratico-

bilineares s3o descritas.

Primeiramente, os principios matematicos que sdo usados de maneira particularmente
frequente nesta tese sdo abordados. Depois, a teoria de sistemas é desenvolvida com a
ajuda dos conceitos previamente estabelecidos. Ademais, uma explicacao de reducao
de ordem (MOR) projetiva é dada, o que leva aos métodos que ja estavam disponiveis
no momento em que esta tese comecou a ser escrita sob a denominacado “Estado da

Arte”.

2.1 Principios Matematicos

Ainda antes de entrar diretamente a teoria de sistemas, que consegue explicar os

fendmenos em MOR, é necessario ter alguns conceitos matematicos em mente.

2.1.1 Produto de Kronecker

O produto de Kronecker é uma operacdo definida para qualquer par de matrizes

sem restricdo. Como ele é extensivamente usado ao longo deste relatério, algumas

25
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consideracdes sobre ele devem ser feitas para um bom entendimento dos célculos e
derivacGes que virdo. Ao fim desta secdo, é possivel encontrar exemplos notaveis de
usos do produto de Kronecker e seus corolarios. Contudo, é necessario inciar com a

definicdo rigorosa desta operacdo.

Definicdo 2.1 (Produto de Kronecker [1, 23]). Sejam A € R™™ e B € RP*¢

matrizes. O produto de Kronecker (A ® B) € R"7*"? entre elas é definido como

CLHB Ce (llnB

(A®B)=(ay-B)=| : -~ |. (2.1)

amiB ... an,,B

Exemplo 2.1 (Produto de Kronecker de uma matriz identidade com uma arbitraria).
Seja A € R™™ uma matriz, I,, a matriz identidade de ordem m e O,,,, € R"™*"

uma matriz de zeros.

In@A)=1] : . (2.2)

Exemplo 2.2 (Produto de Kronecker de um vetor com ele mesmo). Seja x um vetor

de mondémios de primeira ordem com n entradas x;, com i = 1,...,n. O produto de
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Kronecker (x ® x) é um vetor com todas as possiveis combinacdes de mondmios de

segunda ordem formadas pelos elementos de x.

_xlx_ T19
T9X 7173
(x®x) = = (2.3)
TnX Tply 1
L xi _

Uma das propriedades mais importantes do produto de Kronecker é uma que diz

respeito a multiplicacdo de matrizes, como representado pela equacdo (2.4).

(A®B)(C®D)=(AC) ® (BD) (2.4)

2.1.2 Tensores

Tensores sao nada mais do que a extensao natural do conceito de matriz. Enquanto
uma matriz pode ser interpretada como uma concatenacdo de vetores, um tensor

pode ser visto como uma composicdo de matrizes. [23]

Para ilustrar este conceito, Fig. 2.1 mostra uma comparacdo entre essas entidades

matematicas.

Em realidade, qualquer uma das entidades da Fig. 2.1 podem ser chamados de tenso-
res. A Unica diferenca entre elas jaz em suas ordens: um vetor é um tensor de ordem

1, uma matriz é um tensor de ordem 2 e o elemento mais a direita € um tensor de
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I T T T T
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I 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 |
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I I I I I I I I !
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I I I I I I I I 7
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(a) (b) (c)

Figura 2.1: Comparacdo esquematica de vetor (a), matriz (b) e tensor (c).

ordem 3. Com isso em mente, torna-se possivel escrever a definicio de um tensor,

obtido originalmente de [24].

Definicdo 2.2 (Tensor). Um tensor X’ de ordem d e tamanho n; X ... X ng é uma

série ordenada de dimensdo d e entradas A, onde i, € {1,...,n,} para todo

geenyld?

w=1..d. A

Em outras palavras, um tensor X é um elemento do conjunto R™***"d e cada uma de
suas entradas pode ser representada por X;, comi € J = {1,....,n1} x...x{1,....,n4}

com i = (i1, ...,14) uma d-upla.

A Definicdo 2.2 descreve a formulacao geral de um tensor. Contudo, serdo de interesse
somente tensores de ordem até 3, i.e., escalares, vetores, matrizes e tensores de
terceira ordem. Deste modo, todas as referéncias a tensores deste ponto para frente

neste relatério serdo relacionados aos de ordem 3.

Além disso, é possivel definir operadores tensoriais. De maior importancia sdo as
operacoes basicas de adicao e multiplicacdo por escalar, seguindo as relacGes seguintes

[24]:

Z=X+)Y <= Z =X+, para Z,X,Y € R’ (2.5)

Z=a-X & Z;=a- X para Z,X, € R a € R (2.6)
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Isso significa que a adicdo entre dois tensores e a multiplicacao de um tensor por um

escalar sdo feitas elemento a elemento.

Contudo algumas outras operacées tém definicGes menos diretas. Esse é o caso com
a multiplicacdo de tensores, que necessita, por sua vez, da definicio de um outro

operador: a matricization.

Para definir este operador, é necessario imaginar o tensor em termos de suas fibras de
modo p. No caso de um tensor de terceira ordem, as colunas representam as fibras
de modo 1. De maneira similar, as fibras de modo 2 s3o as linhas e as de modo 3, as

que vao na direcao da profundidade do tensor.

A Fig. 2.2 mostra a disposicao das fibras de um tensor de ordem 3.

e e e e e
7777777777777 A
7777777777777 | 7/ 7/ 7/ 7/ 7/
, v v v v v v
,,,,,,,,,,,,, 1) s s s s s .
sl s s s s s y
4 y y y p
(g 7
V‘{ | | | | | 2",
ffffffffffffff e Lo v _a__i__\V o~
1,4 7 ] l ] ] | s
s 2 ’
7777777777777 /)/‘ 7\77\7 \7\77\77 7’ ,
“‘, T | r=n | // .
d 1{ l l l l l L, s
s ,
—————————————— ‘/‘ 0, F =<4 === e d e ml= = yi ,
/‘( | | | | | 7 ,
7777777777777 20 2z S T E N I A
0,4 i I i i I e
O I I I I I ,
************** ! F—t—=-I——t == ===
I I I I I
1 1 1 1 1

Figura 2.2: Esquemas das fibras de modos 1 (a), 2 (b), e 3 (c) de um tensor.

Definicao 2.3 (Matricization de modo 1 de um tensor [6, 23]). Seja X' € R™*n2x"3
(ninong)
um tensor de ordem 3. Sua matricization de modo y X e R™” S 6 definida

como a concatenacdo de cada uma destas fibras de modo i em formas de coluna. A

A fim de clarificar esta definicdo, o exemplo de um tensor e suas 3 matricizations

diferentes é dado.
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Exemplo 2.3 (As matricizations de um tensor de terceira ordem). Seja dado H €

R3*3%2 como representado pelas duas camadas que seguem:
1 2 3 10 11 12
Hen =14 5 6 Hee2) = (13 14 15
7 8 9 16 17 18

= matricization 1

1 2 3 10 11 12

HY =14 5 6 13 14 15

= matricization 2

1 4 7 10 13 16

H? =9 5 8 11 14 17

= matricization 3

HO® =
10 13 16 11 14 17 12 15 18

A

Corolario 2.1 (Matricizations de um vetor). Se um vetor z € R" é visto como um

tensor Z € R™1*1  ent3o suas representacées de modo 2 e 3 sio iguais a z" .
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Observacdo 2.1 (Soma das matricizations de tensores). Se um tensor Z pode ser
representado pela soma de outros dois, a saber X’ e ), suas matricizations de modo

1 também podem ser representadas pelas somas das matricizations ;. de X e Y.
Z=X+Y = ZW =XW L y®W (2.7)

A

Tendo definido as matricizations ;1 de uma matriz, é possivel definir o conceito de

multiplicagdo de tensores [6, 23].

Definicdo 2.4 (Multiplicacdo de tensores matricial de modo ). Sejam H € R *n2xns
um tensor de terceira ordem e U € R"™™ uma matriz. O tensor ) resultante da

multiplicacdo matricial de modo p de U com H é definido na equacgdo (2.8).

YV=Hx,U < YW =UHW (2.8)

Corolario 2.2 (Matricizations de um tensor definido por uma multiplicacdo matricial
[6, 23]). Sejam H € R™*"2*"s ym tensor de terceira ordem e U € R™"*™ 'V ¢
R™2*"2 e W € R™*™ matrizes, o produto Y = H x1 U x5V x3 W € R"*72x73

pode ser interpretado como nas equacées (2.9) a (2.11).

YV = UHO(WT @ V1) (2.9)
Y® = VHO(WT g UT) (2.10)
Y® = WwH® (VT @ UT) (2.11)

Corolario 2.3 (Tensores simétricos). Sejam H € R™ ™™ um tensor simétrico de
terceira ordem, i.e., suas matricizations de modos 2 e 3 sio iguais, eu, v € R" vetores.
E valido que o produto de Kronecker destes vetores multiplicado pela matricization

de modo 1 é comutativa, como representado na equacdo (2.12).

HY(u®v)=HY(v®u) (2.12)
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Com estas consideracdes matematicas, torna-se possivel tratar o processo de quadratico-

bilinearizacdo e a teoria de sistemas com mais detalhes.

2.2 Uma Representacao Diferente de um Sistema

N3ao-Linear

Como ja mencionado em capitulos anteriores, sistemas quadratico-bilineares podem
reproduzir, sem nenhum erro, o comportamento de uma grande gama de sistemas
nao-lineares. Para ser mais preciso, qualquer sistema que contém nao-linearidades
cujas derivadas sao continuas podem ser reescrito em termos quadratico-bilineares,

como em (2.13) e (2.14):

Ex(t) = Ax(t) + H(x(t) @ x(t)) + i Nx(t)u; (t) + Bu(t) (2.13)

y(t) = Cx(t) (2.14)

Gu [19] desenvolveu uma maneira algoritmica para se fazer este procedimento, que
pode ser dividido em dois estagios: os processos de polinomializacao e de quadratico-
bilinearizacdo. E necessério apontar que é somente preciso capturar a esséncia de tais
métodos e que este relatério nao os contempla com a exaustividade e a mintcia de

Gu.

2.2.1 Procedimento de Polinomializacao

A fim de se trazer o sistema ndo-linear a forma quadratico-bilinear, é necessario
representa-lo, em primeiro lugar, na forma polinomial. A técnica utilizada para tal é
bastante simples, mas tem a desvantagem de adicionar mais equacoes diferenciais ao

sistema.
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Seja descrito um sistema n3o-linear que é linear em suas entradas e saidas por (2.15)

and (2.16):

Ex(t) = g(x(t)) + Bu(?) (2.15)
y(t) = Cx(t) (2.16)

Para um grande conjunto de fun¢des n3o-lineares g(x), cada linha do sistema de equa-
¢Ges diferenciais ordinarias (ODE) pode ser reescrita, substituindo a ndo-linearidade

por uma combinac3o linear de um conjunto de funcdes elementares, como em (2.17).

exX = agox + a;191(X) + a;292(X) + - - - + a; g gx(X) + bu, Vi (2.17)

O objetivo do procedimento de polinomializacdo é trazer esse conjunto de equacdes

ndo-lineares a forma polinomial, como de acordo em Definicdo 2.5 [19].

Definicdo 2.5 (Sistema polinomial). Um sistema é dito polinomial se todos os seus
termos sdo polinomiais com respeito as suas variaveis de estado (i.e., se todas as suas

n3o-linearidades forem polinomiais) e lineares com respeito as entradas. A

Exemplo 2.4 (Sistema polinomial). O sistema & = x® + z?u é polinomial, mas os

sistemas © = 2% + zu? e & = cos(x®) + x?u ndo sio. A

H4 duas abordagens para se polinomializar um sistema nao-linear: adicionando-se
equacdes algébricas polinomiais ou utilizando a derivada de Lie [19]. O primeiro
método consegue lidar com apenas um conjunto restrito de ndo-linearidades, enquanto
o segundo é capaz de polinomializar um espectro maior de sistemas. Este, portanto,

serad o foco dos esforcos que seguem.

O procedimento pode ser resumido a trés passos [19]:

1. introduzir uma nova variavel de estado v; = g;(x);

2. substituir g;(x) por v; nas equacdes originais;
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3. adicionar ©; = Zﬁ’:k como uma equacao diferencial polinomial nova, onde ”Clg:

consiste em funcdes polinomiais de x e v.

As equacdes diferenciais resultantes s3o, portanto:
d T
gxi = awx + Cli71’U1 “+ -4 CLL]C'U]{ + biu (218)
—v; = L3gi(x) = il )(agox +aiav1 + -+ ai g + biu), (2.19)
dt dx ’ ’ ’

onde Ly [(z) = d%gf) - a(z) denota a derivada de Lie. Exemplo 2.5 ilustra como

algumas nao-linearidade continuas podem ser polinomializadas via derivacdo com

respeito a sua varidvel de posicdo x.

Exemplo 2.5 (Polinomializacdo de algumas n3o-linearidades). Os pontos que seguem
apresentam algumas nao-linearidades comuns que podem ocorrer em sistemas dina-

micos e como suas derivadas no espaco podem ser representadas na forma polinomial.

= ¢ (Curva corrente-tens3o tipica de um diodo) [19]:

v=2e" =1 =" = (2.20)
= 5 [19]:
1 , 1 )
— S = — 2.21
r+k (x+ k)2 ! (221)

» * (Partindo de um mondmio de ordem n a um de ordem 2) [19]:

1

« ! a— —1
v =2% = V] =ax = QU T T = QUi 2.22
1 Z ( )

v2

vy=1'=v)=—2%=—v] (2.23)
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= In(z) [19]:

v =In(r) =) =27 =, (2.24)

== v)=—2?=—v] (2.25)

» tan~!(kz) (Pode representar uma curva de saturacdo):

k
— -1 —

V1 = tan (k’.’lf) = Ui = m (226)

———

k , 2k3x
— S — } Y3 2.27
T el T T () 1) T2 (2:27)
A

E, para ilustrar como essas derivadas podem ser utilizadas no processo de polinomi-

alizagdo como um todo, o Exemplo 2.6 é desenvolvido [19].

Exemplo 2.6 (Procedimento de polinomializacdo). Considere a ODE que segue:

1
T 2.28
t= 1 (2.28)
E possivel polinomializa-la introduzindo as novas variaveis:
vy = €” (2.29)
! (2.30)
vy = .
! 1+ (%)
e determinar suas respectivas derivadas com respeito ao tempo:
T =1 (2.31)
U = —Vi0y = —Vavs (2.32)
1')2 = UQZt = VU1 (233)
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O Algoritmo 2.1 mostra a polinomializacdo de ODEs nao-lineares de uma maneira

simples e metddica.

Algoritmo 2.1: Procedimento de polinomializacdo [19]

Entrada: X = [&1,Z9,...&y], a lista de expressdes simbdlicas das ODEs
Saida: Y4, 0 conjunto de novas varidveis; Y.y, 0 conjunto de expressdes para

as novas variaveis; X, o conjunto de expressdes simbdlicas das novas ODEs.

1 inicio

2 Inicializar Yyar < {}, Yeapr < {};

3 enquanto ha em X pelo menos uma funcdo ndo-polinomial de x ou de

qualquer uma das varidveis em Y, faca

4 Pegue de X uma funcdo n3o linear g(x) que n3o é uma funcdo polinomial
de x;

5 Defina uma nova variavel de estado v = g(x);

6 Adicione v a Yy € g(x) @ Yeapr;

7 Calcule a expressdo simbdlica de v = g—gx;

8 Adicione a expressdo simbdlica de v a X

9 Em X, substitua as ocorréncias das expressdes em Y, pelas varidveis
correspondentes em Y 4;;

Observacdo 2.2 (Sobre a n3o-unicidade do procedimento de polinomializagdo). E
importante ressaltar que esse processo ndo é unico e diferentes substituicoes podem
levar a diferentes representacdes do sistema e a diferentes quantidades de equacdes

diferenciais ao final do processo. A

Observacdo 2.3 (Uma condic3o necesséria para a equivaléncia das formas polinomial
e original). Também relevante é o fato de que os sistemas original e polinomial tém
a mesma dinamica, i.e., para uma dada entrada, a mesma saida é esperada. Entre-
tanto, é necessario ajustar as condicOes iniciais do sistema, uma vez que o nimero
de variaveis de estado cresceu. Antes da polinomializacdo, o vetor de condicbes

iniciais era simplesmente x(0), ao passo que, depois do procedimento, tornou-se

[x"(0) v'(0)] = [x"(0) g"(x(0))]. A

Observacio 2.4 (Polinomializacdo de funcdes compostas [19]). Uma composicdo de

funcoes também pode ser transformada em expressdes polinomiais segundo este pro-
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cedimento. Por exemplo, a composicdo (g; © g2)(X) = g1(g2(x)) pode ser substituida

introduzindo as varidveis vo = ¢g2(x) e v1 = g1(v9). A

2.2.2 Procedimento de Quadratico-Bilinearizacao

Com o sistema polinomial em maos, é possivel representa-lo de forma quadratico-
bilinear. De maneira similar ao procedimento feito em § 2.2.1, a ideia é substituir
as expressoes cujas ordens s3o maiores que dois por uma nova variavel de estado e

adiciona-la ao conjunto inicial de equacdes.

Para que esse método possa ser melhor demonstrado e ilustrado, o Exemplo 2.7 é

feito.

Exemplo 2.7 (Procedimento de quadratico-bilinearizacdo). Seja o sistema em (2.34)

polinomial.
i=1"+u (2.34)

Substituindo-se sua variavel de terceira ordem, é possivel reescrever o sistema.

T =1xv+u (2.36)
O = 2z(7v + u) = 220%0 + 22U = 20° + 27U (2.37)

Definindo-se o vetor de estado como x = [z v], é possivel trazer o sistema a forma

quadratico-bilinear, como na equacgdo (2.13).

72
1 0| |z 0 0Of [z 01 0 0] |av 0 Of |z 1
= + + u+ u (2.38)
0 1f (v 0 Of (v 0 0 0 2| |av 2 0] |v 0
—_—m ——— — —_—— =~
E x A X H 9 N x b
v
L
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Assim, o sistema pode ser representado como quadratico-bilinear. A

Observacdo 2.5 (Sobre a nio-unicidade da matriz Hessiana). E digno de nota menci-
onar que ha infinitas representacGes para o mesmo sistema quadratico-bilinear, uma
vez que a matriz H (Hessiana) n3o é tinica. No Exemplo 2.7, a matriz Hessiana pode
ser escrita de qualquer outro modo desde que his + hi3 = 1 e hoy + hog = 0, onde

hi; denotam os elementos na i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz H. A

Entdo, o Algoritmo 2.2 pode ser escrito, generalizando os passos feitos em Exem-

plo 2.7 de maneira metddica.

Algoritmo 2.2: Procedimento de quadratico-bilinearizacdo [19]

Entrada: X = [%},d2,...3y), a lista de expressdes simbdlicas das ODEs
Saida: Y4, 0 conjunto de novas varidveis; Y.p-, 0 conjunto de expressdes das

novas variaveis; X, a lista de expressdes simbdlicas das ODEs polinimiais.

1 inicio

2 Inicialize Yyar < {}, Yeupr < {};

3 enquanto hd em X pelo menos um termo ndo-linear ou ndo-quadratico de x ou
de qualquer outra varidvel em Y ;- faca

4 Pegue um mondmio m(x) de X com grau maior que 2;

5 Ache uma decomposicdo de m(x), i.e., ache g(x) e h(x) que satisfacam

m(x) = g(x) x h(x);

6 Defina uma nova variavel de estado v = g(x);

7 Adicione v a Yyqr € g(x) @ Yegpr

8 Compute a expressdo simbdlica de v = g—)gc)’c;

9 Adicione a expressdo simbdlica de v a X

10 para todos os monémios m(x) faca

11 se m(x) € linear ou quadratico em termos de x ou de qualquer outra

variavel em Y ., entao
12 t Substitua m(x) como um termo linear ou quadratico;
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2.3 Teoria de Sistemas Quadratico-Bilineares SISO

A descricdo de qualquer sistema dinamico é feita por uma de duas maneiras: modelos
em espaco de estados ou em funcdo de transferéncia. Sob qualquer modalidade,
é importante estudar como esses modelos funcionam e como eles sdo derivados,
de modo a poder desenvolver métodos de reducdo de ordem que sdo nao somente

factiveis, mas também plausiveis.

Com este propésito, a teoria de sistemas de modelos nao-lineares gerais é explicada

nesta secao, seguido de aplicacoes em modelos quadratico-bilineares.

2.3.1 Andlise Variacional e Modelos em Espaco de Estados

Alternativos

O modelo em espaco de estados generalizado de sistemas quadratico-bilineares ja foi
mostrado na equacdo (2.13). Contudo, os métodos desenvolvidos até a confeccdo
deste trabalho foram feitos apenas para sistemas SISO. Deste modo, o foco é, pri-
meiramente, saber como eles funcionam, para depois abordar sistemas MIMO em um

capitulo futuro.

As equacdes (2.39) e (2.40) mostram sistemas QB SISO convencionais.

Ex(t) = Ax(t) + H(x(t) ® x(t)) + Nx(t)u(t) + bu(t) (2.39)

y(t) = c’x(t) (2.40)

Ha, no entanto, uma outra maneira de representar tais sistemas em espaco de estados,
que se provara Util para demonstracdes futuras, em particular quando a série de
funcdes de transferéncia destes sistemas foi derivada. Esta outra representacdo é
obtida via andlise variacional, que quebra a representacao convencional em uma série

de subsistemas cuja soma compora a resposta total do modelo a uma dada entrada.
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A ideia principal deste procedimento é assumir que a resposta do sistema a uma
entrada de forma au(t) possa ser escrita em termos de uma soma de sub-respostas

a'x; [4, 6, 7, 15, 19, 30], como a seguir [31, §3.4]

X(t) = ax; + %y + a’xg + . .. (2.41)

E, substituindo esta expressdo na equacdo (2.39) e comparando seus termos com

poténcias iguais de «, pode-se obter as equacdes diferenciais descritas na Tabela 2.1.

Tabela 2.1: Equacdes variacionais obtidas comparando-se poténcias iguais de «.

Poténcia de o | Equacdo Diferencial
at Ex;(t) = Ax;(t) + bu(t)
o? Exs(t) = Axo(t) + H(x1 (1) @ x1(1)) + Nx (t)u(t)
af k>3 | Exi(t) = Axy(t) + Ziijjzlk H(x;(t) ® x;(t)) + Nxj_1(t)u(t)

A representacdo obtida tomando-se todas as infinitas equacGes variacionais na Tabela
2.1 ([31, §3.4] e [7]) d& uma alternativa exata a primeira equacdo em (2.39). Como se
pode ver, as equacdes variacionais sdo uma maneira muito menos pratica de descrever
um sistema QB. Apesar disso, elas s3o Uteis, para se derivar as funcdes de transferéncia

do sistema.

Observacdo 2.6 (O significado das equagBes variacionais e de suas respostas). E
possivel notar que o primeiro subsistema depende linearmente da entrada e consiste,
portanto, em um sistema linear comum. O segundo, entretanto, deve ser analisado

com mais atencao.

O termo bilinear deste subsistema, Nx;(t)u(t), é composto por uma multiplicagdo
de x;(t), que depende linearmente de u(t), e u(t) propriamente. lIsso implica que
este termo depende de uma certa maneira quadraticamente da entrada. O mesmo
acontece com o termo quadratico, H(x;(t) ® x1(t)), que depende quadraticamente

de x;(t) e, portanto, da entrada também.
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Esta interpretacdo é relevante, pois ela explica o porqué de o segundo subsistema
reagir a uma entrada au(t) com a resposta a*x,(t), como estabelecido como uma

premissa da analise variacional.

Tal analise pode ser analogamente estendida para todos os subsistemas de ordem

superior remanescentes. A

2.3.2 Abordagem das Exponenciais Crescentes

Funcdes de transferéncia sdao uma maneira de representar o comportamento entrada-
saida de um sistema. Ela é definida, geralmente, como a transformada de Laplace da
saida do sistema sobre a transformada de Laplace de sua respectiva entrada, como

descrito na equacdo (2.42).

i = £ Yo )

Outro conceito interessante é a funcdo de transferéncia dos estados, onde a saida é

substituida pelo vetor de estados x(¢) do modelo.

Em se falando de subsistemas de ordem superior, como obtidos pelas equacdes varia-
cionais, a definicao deste conceito diverge da classica. Isso ocorre, pois essas funcoes
tém que levar os expoentes de o em consideracdo, de modo que possam representar

respostas adequadas do sistema em questao.

Torna-se necessario, entao, adaptar este conceito, analisando seus fundamentos. Uma

maneira de fazé-lo é com a abordagem de exponenciais crescentes.
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Nucleo monovariavel

Para que se possa entender este método completamente, assume-se um sistema nao-
linear homogéneo de nicleo f;(t), de modo que a resposta de seus estados x;(t) a

uma certa entrada u(t) seja dada por [31, §1.1] na seguinte equac3o:

xi1(f) = / " fo)ult — o)do (2.43)

—00

Se a entrada for uma exponencial crescente, i.e. u(t) =eM, A >0,ex =0, t <0,

tem-se a relacdo (2.44).

x(t) = | T (o) do = / T (0)e VoM = Fi(A) N (2.44)
—00 0

L(f1(t))=F1(N)

Assim, é possivel obter a funcdo de transferéncia dos estados de um dado sistema

analisando-se sua resposta a uma exponencial crescente [31, §2.4].

Observacdo 2.7 (Resposta a uma soma de exponenciais). Se, ao invés disso, a entrada
k

for a soma de exponenciais crescentes u(t) = Y&, e*, entdo, segundo [31, §2.4], a

resposta dos estados tera a forma

X1 (t) = ZFI()\Z> . 6)\it (245)

=1

Nuacleo multivariavel

No caso de sistemas ndo-lineares e, em especial, quadratico-bilineares, niicleos mono-
varidveis ndo sdo suficientes para representar toda a resposta dindmica do sistema a
uma entrada. Logo o uso de nicleos multivaridveis. Eles sao obtidos dos subsistemas
de ordem superior que a Tabela 2.1 mostra. Entretanto, nao é de interesse desta tese
chegar aos nicleos em si, mas somente em suas transformadas de Laplace ou, em

outras palavras, suas funcoes de transferéncia.
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Para a resposta temporal de n-ésima ordem, obtém-se a equacdo (2.46) [31, §2.4].
- / / £(01, s 00) - u(t — 01 )it — 03) - doy...doy (2.46)

M n3o é suficiente para se descrever o sistema

No entanto, fixar a entrada u(t) = e
como um todo no dominio da frequéncia, uma vez que a resposta no tempo seria da
forma x;(t) = Fi(), ..., \) - e"**. E possivel notar que a funcdo de transferéncia de
k-ésima ordem depende de somente uma variavel, e nao de k, como se pode esperar.
Neste sentido, deve-se ter uma soma de exponenciais crescentes de modo a garantir

que a transformada de Laplace do nicleo deste sistema dependa do niimero certo de

variaveis.

Por motivos de simplicidade, o Gnico subsistema de ordem superior que sera tratado
neste relatério é o segundo. A justificativa e a validade desta simplificac3ao ainda sera
discutida em capitulos futuros, mas é suficiente saber, por ora, que as tnicas funcdes

de transferéncia relevantes ao problema sao as duas primeiras.

Tomando, entdo, o segundo subsistema e aplicando-lhe a entrada u(t) = eMt 4 et

pode-se chegar as relacGes que seguem:
oo o 2
Xo(t) :/ / fy(01, 09 H )‘1 t=o;) 4 gralt= "9)] dodos (2.47)

- Z Z F2 )‘km )‘kz)exp(z Akjt) (248)

ki=1ko=1 j=1

Mesmo que a equacdo (2.48) possa parecer complicada, ela ndo diz nada mais de que a
funcdo de transferéncia simétrica de segunda ordem, ou seja, Fa (A1, \s), corresponde

aos coeficientes que multiplicam o termo e 1722t em x,(t) dividido por dois.

Agora, é possivel aplicar este conhecimento a sistemas QB.



44 Capitulo 2. Consideracoes Preliminares

2.3.3 Funcoes de Trabferéncias de Sistemas Quadratico-Bilineares

Como ja mencionado em § 2.3.1, um sistema QB pode ser dividido em infinitos

subsistemas. As equacdes (2.49) e (2.50) mostram seus dois primeiros.

Ex; = Ax,(t) + bu(t) (2.49)

Ex; = Axy(t) + H(x:(t) @ x1(t)) + Nxy (t)u(t) (2.50)

Como a intencdo desta secdo é derivar as funcles de transferéncia de até segunda
ordem, uma soma de duas exponenciais crescentes é definida como entrada do sistema,

ie., u(t) = et + e,

Subsistema de Primeira Ordem

O subsistema de primeira ordem é uma planta linear comum, de modo que suas
funcdes de transferéncia sdo relativamente faceis de serem obtidas. No entanto,
para que essa abordagem possa ser bem compreendida, elas também s3o derivadas
com a ajuda da abordagem de exponenciais crescentes. Segundo a dada entrada, os
estados do sistema — e suas respectivas derivadas no tempo — sdo esperadas como

nas equacdes (2.51) e (2.52).

x1(t) = Fi(s1)e®" + Fy(sp)e® (2.51)

Xl(t) = Sq1° Fl(Sl)eslt + 89 - F1(82>€S2t (252)

Inserindo estes termos na equac&o da dindmica do sistema, Ex;(t) = Ax;(t)+bu(t),

obtém-se

E(s1F1(s1)e" " +55F (s52)e™") = A(F1(s1)e’ +F(s2)e®") +b(e®" +e%') (2.53)
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Esta relacdo deve ser valida para todos os valores de (s, s2). Logo, duas equacdes
separadas podem ser obtidas quando os coeficientes que multiplicam cada termo

esi' 1 = 1,2 s3o comparados. Chega-se a

ESlFl(Sl) = AF1<81) +b= Fl(sl) = —(A — SlE)_lb (254)
ESQFl(SQ) = AFl(Sg) +b= F1(82) = —(A — SQE)ilb (255)

A partir destas equacoes, é possivel chegar as funcdes de transferéncia com respeito

as saidas do sistema.

Gi(s1) = —c’(A —s;E)'b (2.56)
G1(82) = —CT(A — SQE)_lb (257)

Ou simplesmente a equacdo (2.58).

Gi(s) = —c'(A —sE)"'b (2.58)

Este resultado corresponde a ja conhecida funcdo de transferéncia de sistemas lineares,

como previsto.
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Subsistema de Segunda Ordem

O subsistema de segunda ordem nZo é mais um sistema linear, de modo que a tnica
maneira de derivar suas funcdes de transferéncia é por meio da abordagem das expo-

nenciais crescentes. Os termos nas equagdes (2.59) - (2.62) podem ajudar a fazé-lo.

Xg(t> = 2F2(81, 82)6(81+S2)t + F2(817 81)6251t + FQ(SQ, 82)62S2t (259)

5(2(15) = 2(51 + SQ)FQ(Sl, 82)6(81+82)t + 251F2(51, 81)6281t

+ 282F2($2, 82)6282t (260)

x1(t) @ x1(t) = [F1(s1) ® F1(31)]6281t + [Fi(s1) @ Fy (32)]6(51+52)t

+ [F1(s2) ® Fi(s1)]el1t59 4 [Fy(s5) ® Fy(sy)]e? (2.61)

X1 (H)u(t) = Fi(s1)e*' + [Fi(s1) + F1(52)]e(51+52)t + Fi(s)e*2t (2.62)

Inserindo-os a equacdo diferencial Exy = Axo(t) + H(x1(t) ® x1(t)) + Nx (t)u(t)

com os termos x;(t) e u(t) previamente definidos, chega-se a:

2E((s1 + 52)F1(s1, 52)e 72 4 51 Fy(s1, 51)e + 55F (59, 55)€>") =
= A(2F(s1,52)el" 12 4 Fy(s1,51)€™ + Fa(s2, 52)¢” )+
+H([Fi(s1) @ Fi(s1)]e®" + [Fi(s1) @ Fy(sg)]e 524

+ [F1(s2) @ Fi(s1)]e 72 4 [Fy(s2) © Fi(s2)]e”*)+

+ N<F1(Sl)€251t + [F1<81> -+ F1 (82)]6(51+52)t + F1(82)€252t> (263)

Agora, estas equacoes devem ser validas para todo os s; e sy, tal que se possa
comparar os coeficientes que multiplicam os termos e%‘. Particularmente, sdo de
interesse os termos que multiplicam e*1+52) que correspondem a funcdo de trans-
feréncia simétrica Fa(s1, s2). Logo, pegando-se comente estes termos de interesse,

€screve-se:
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2E(81 + 82)F2($1, 82) = 2AF2(81, 52)—|—

+H(Fa(s1) @ Fi(s2) + Fi(s2) @ F1(s1)) + N(F1(s1) + F1(s2)) (2.64)

Isolando o termo Fy(sq, s2) e usando a notacdo A; = A — sE, a equacgdo (2.65) é
obtida.

1
Fy(s1,50) = —§A‘1 HA;'b2A_'b+A_'bo A 'b)

S1+52

—N(A'b+A_'D)] (2.65)

Assim, a funcao de transferéncia do segundo subsistema é dada pela multiplicacao de

Fy(s1, s2) com o vetor de saidas c” pela esquerda.

1
GQ(Sl, 82) = —*CTlAi1

9 s1+s2

HA, D2 A 'b+A_'b® A 'b)

—N(A;'b+A_'b)] (2.66)

Observacdo 2.8 (Sobre a natureza da funcdo de transferéncia de segunda ordem).
Agora é o momento exato para se fazer uma observacdo sobre a natureza da funcdo
de transferéncia de segunda ordem. Como mencionado na equacdo (2.41), o segundo
subsistema responde ao quadrado da amplitude das entradas. Utilizando-se deste fato
e da equacdo (2.46), que explicita a resposta no tempo de um subsistema de ordem
maior que um, a funcao de transferéncia de segunda ordem pode ser vista como a
resposta de segunda ordem ys(t) dividida pelo quadrado da entrada no dominio da
frequéncia. Ainda sera visto que esse quadrado corresponde, em realidade, ao produto

de Kronecker das entradas. Isso pode ser visto matematicamente como a seguir:

YQ(Sl, 82) = GQ(Sl, 82) . [U(Sl) & U(SQ)] (267)
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Observacdo 2.6 também pode ajudar para a compreensao dos conceitos previamente

citados. A

Com estas funcdes de transferéncia em maos, torna-se possivel derivar e compreender
técnicas de reducdo de ordem via subespacos de Krylov para sistemas QB. E relevante,
no entanto, primeiramente saber como esse método funciona em seu principio e qual

é a ideia por tras destes subespacos.

2.3.4 Uma breve digressao sobre nicleos multivariaveis: De

onde eles vém?

De § 2.3.2 em diante, foi tomado como pressuposto que nicleos multivariaveis existem
e, de fato, a derivacdo das funcdes de transferéncia de segunda ordem de um sistema
QB foi completamente baseada nisso. Contudo, em nenhum lugar foi explicado de
onde tais ntcleos vém. Isso foi feito intencionalmente, uma vez que n3o é necessario
saber sua proveniéncia para entender a ideia geral da abordagem de exponenciais

crescentes.

Entretanto, é importante saber de onde eles vém para entender consideracdes fu-
turas. Reconsiderando, como um exemplo, as duas primeiras equacoes variacionais
apresentadas na Tabela 2.1 e reescritas nas equacdes (2.68) e (2.69), a origem destes

nlcleos multivaridveis pode ser investigada.

Ex, (1) = Ax,(t) + bu(t) (2.68)
Exo(t) = Axa(t) + H(x, (£) © x1(8)) + Nx; (£)u(t) (2.69)

Como o primeiro subsistema é linear, sua resposta no tempo pode ser facilmente
. . o~ _ (EilAt)
calculada com a ajuda da matriz de transicio ®(t) = e , como representado a

seguir:
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x1(t) :/ e(E_lA") E~'b-u(t —o)do :/ ®(0)E"'bu(t — o) do
—00 NV — 00—
f1(o)
= / fi1(o) - u(t —o)do (2.70)

Este resultado pode ser trabalhado para ser inserido na equacao do segundo subsistema. A

equacdo (2.71) mostra o produto de Kronecker que é necessario.

t) ®@xi(t / fi(o) -u(t—o da®/ fi(o) - u(t —o)do

_/ / £1(01) @ F1(09) - ul(t — 01)u(t — 03) dordos (2.71)

Rearranjando (2.69) e sabendo que x2(t) ndo depende de x;(t), chega-se a um sistema que

pode ser interpretado como linear na entrada u*(¢) = [u(t) 1]7, como reescrito a seguir:

Exo (t) = AX2(t) + H(Xl (t) ® X1 (t)) + Nx; (t)u(t) =

u(t)
EXs(t) = Axa(t) + |Nx; (t) H(x,(t) ® x1(£)) (2.72)
B* (1) !

u*(t)

Logo, é possivel prosseguir de mesmo modo como feito com o primeiro subsistema, ou seja,
calculando sua resposta no tempo via matriz de transicdo. Os resultados estdo na equacdo

(2.71).
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xo(t) = /_OO (B A0) E " 'B*(0) - u*(t — 0)do
(o)
- / &(0)E " [H(x1 () ® x1(1)) + Nx1 (D)ult — 0)] do
:/ (I'(U)E_l |:H </ / f1(01)®f1(02) -u(t—al)u(t—ag) d01d02>
N (/ £1(01) - u(t — o) dm) u(t — a)] do
_ / / / &(0)E"H(f1(01) @ £1(09)) - u(t — o1 )ult — 03) dordosdo
+/ /Oo &(0)E"'Nfy(01) - ult — 01)ult — o) dordo (2.73)
Finalmente, pode-se definir o nicleo de segunda ordem |31, §§3.4] como

£2(01, 00) :<I>(02)E*1Nf1(01)+/_00 B(0)E H(f1(01) @ £1(0)) do (2.74)

De modo que a resposta do subsistema de segunda ordem possa ser escrita como represen-

tado na equagdo (2.75) [31, §3.4].

Xz(t)

= /700 [w fa(01, 02)u(t — o1)u(t — o2) dordoy (2.75)

Este procedimento pode ser feito com virtualmente todos os subsistemas de ordem superior

restantes. Nesta tese, no entanto, somente os dois primeiros sdo de maior importancia.



Capitulo 3

Reducao de Ordem de Sistemas

Quadratico-Bilineares SISO

Neste capitulo, as técnicas de reducdo de ordem (MOR) via Krylov para sistemas QB ja

existentes serdo apresentadas, bem como suas aplicacGes e limitacdes.

Este capitulo dara, portanto, um panorama de como os subespacos de Krylov foram adap-
tados ao problema quadratico-bilinear. Ele também tratard as questdes ainda abertas que

motivaram esta tese.

Primeiramente, MOR projetiva sera tratada de uma maneira geral e, a seguir, os métodos de
Krylov serdo abordados. Nas secGes seguintes, as técnicas em estado da arte s3o examinadas

e, por fim, a formulacio exata do problema desta tese é declarado.

3.1 Reducao de Ordem Projetiva

Como o nome ja insinua, MOR projetiva consiste em técnicas de reducdo de ordem que
se baseiam em projecdes do vetor de estados sobre um subespaco de dimensdo menor que
consiga reproduzir a dinamica do sistema original de modo satisfatério. Hoje em dia, ha
muitos métodos que usam essa ideia para se obter modelos menores, mas cada uma dessas

praticas chega ao espaco de estados reduzido por critérios diferentes.

51
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Essa tese é focada em métodos que usam subespacos de Krylov, mas um breve panorama

de outras técnicas de projecdo também é dado.

3.1.1 Fundamentos da Projecao do Vetor de Estados

Antes de entrar nos métodos propriamente ditos, uma compreensdo clara sobre projecoes

do vetor de estados deve ser dada. Neste sentido, o conceito de projetor é definido.

Definicdo 3.1 (Projetor [33]). Uma matriz P € R™*™ é chamada de projetor se P% =
P. A

Entdo, se for necessario obter a projecdo x, de um vetor x em Im (P), deve-se somente

efetuar a operacdo x, = Px.

A Definicao 3.1 n3o prové, entretanto, qualquer informacao sobre como a matriz de projecao
é formada, sendo dadas a direcdo de projecdo e a base do subespaco sobre o qual o vetor deve
ser projetado. Para que seja possivel descobrir este procedimento, sup&e-se que V € R"*"r
€ uma matriz cujas colunas formam a base do subespaco sobre o qual a projecdo é feita e
W € R™"  a matriz cujas colunas formam a base do subespaco ortogonal a direcdo de

projecao.

A Fig. 3.1 ilustra esta suposicio mostrando um exemplo de um vetor x € R3 sendo projetado

com V, W e R3*2,

Xp

A%

Figura 3.1: Esboco da projecdo de x € R3 sobre V € R3*2? por W € R3*2
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Como x,, esta dentro do subespaco de base V, é possivel escrever:

x, = Vr (3.1)

Esta equacdo é valida para um vetor ainda desconhecido r € R™. Para que se possa

calcula-lo, é necessério considerar a soma vetorial e que x| é ortogonal a W.

N (32)

Wix, £0 (3.3)

Uma combinagdo das equagdes (3.1), (3.2) e (3.3) leva a expressdo do vetor r, que é dada

a seguir:

r=(WI'v)"'wTx (3.4)

Desse modo, a expressdo para o projetor P pode ser determinada.

x, = Vr = V(IWTV)"'w’ x (3.5)
P

E possivel notar que esta equacdo da uma expressio para P que satisfaz Definicdo 3.1,
confirmando, de fato, que se trata de um projetor. n3o menos importante é o fato que

Im (P) =Im (V) e ker (P) = Im (W).

Definicdo 3.2 (Projecdes ortogonais e obliquas [33]). A projecdo é dita ortogonal se os

subespacoes de projecao forem iguais, i.e., W =V, e obliqua caso contrario. A

Uma pergunta natural que pode ocorrer é como usar essas matrizes V e W em siste-
mas quadratico-bilineares e como determina-las de modo que o modelo reduzido entregue
uma boa aproximac3o. Esta é a tarefa dos métodos de reducdo, que, sob certos critérios

determina algoritmos que ajudam na escolha de matrizes adequadas.
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3.1.2 Matrizes Reduzidas de Sistemas Quadratico-Bilineares

Uma representacdo em espaco de estados de um modelo SISO de ordem cheia (FOM, do

inglés full-order model) é dada, mais uma vez, pelas equacgdes:

Ex(t) = Ax(t) + H(x(t) ® x(t)) + Nx(t)u(t) + bu(t) (3.6)

y(t) = ch(t) (3.7)

Para que se chegue as formas reduzidas das matrizes que definem o sistema, é preciso
aplicar a suposicdo de que x(t) pode ser aproximado por uma projecdo em um subespaco
de dimens3o menor n, |6, 7]. Isso pode ser escrito matematicamente como x(t) &~ Vx,(t),

com V € R e x,. € R™ chegando a (3.8) e (3.9).

EVx,(t) = AVx,(t) + H(Vx,(t) ® Vx,(t)) + NVx,(t)u(t) + bu(t) + (t)

yr(t) = CTVXT(t) (3.9)

Mas, como projecdes de Petrov-Galerkin s3o definidas pela ortogonalidade do erro com
a matriz de projecdo, a equacdo (3.10) pode ser escrita, onde o erro é € = EVx,(t) —

AVx,.(t) —H(Vx,(t) @ Vx,(t)) — NVx,(t)u(t) — bu(t).

el W= Wle=0 (3.10)

Logo, seguindo de (3.10) e da definicdo do erro, a forma reduzida de sistemas quadratico-

bilineares por uma projecdo de Petrov-Galerkin pode ser escrita como

E, %, (t) = A,x(t) + H, (% () @ (1)) + Nyx, (£)u(t) + byru(t) (3.11)

Y (t) = cI'x,(t) (3.12)

As equagdes (3.11) e (3.12) foram escritas tomando-se as relacdes representadas nas equa-

cbes (3.13) a (3.18).
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E, = W/EV (3.13)
A, =WTAV (3.14)
H . =WH(VaV) (3.15)
N, = WINV (3.16)
b, = Wb (3.17)
¢, =Vie (3.18)

Observacdo 3.1 (Forma dos sistemas QB reduzidos). Cabe observar que a forma de um
sistema quadratico-bilinear é mantida quando ele é reduzido. Esta é uma vantagem desta
representacdo com relacdo a sistemas n3o-lineares gerais x = f(x, u), que ndo tém nenhuma

estrutura. A

Observagdo 3.2 (Sobre as matrizes reduzidas de um sistema MIMO). Essas matrizes re-
duzidas sdo vélidas apenas para sistemas qudratico-bilineares SISO, que s3o representados
nas equacdes (3.6) e (3.7). Para sistemas MIMO, a representacdo pode ser diferente e serd

tratada com mais profundidade em § 4. A

Agora, basta elaborar o método que escolhe as matrizes de reducao V e W de maneira

satisfatdria.

3.1.3 Métodos de Reducao Comuns

N3o existe um Unico jeito de escolher matrizes de reducdo V e W adequadas. Bem como
virtualmente tudo na engenharia, hd nao nenhum método cujas vantagens ultrapassam as
dos outros de maneira absoluta e cujas desvantagens sdo despreziveis para todos os casos.

A eleicdo do melhor método depende, portanto, da aplicacdo do sistema e de sua estrutura.

Dentre os métodos de reducdo de ordem mais conhecidos estdo a decomposicdo prépria
ortogonal (POD, do inglés Proper Orthogonal Decomposition), o truncamento balanceado
(BT, do inglés Balanced Truncation) e os métodos de subespacos de Krylov. Uma vez que

0 objetivo desta tese é contemplar a dltima destas técnicas, uma breve descricdo de cada
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uma das duas primeiras é dada, a titulo de exemplo. Enquanto isso, a técnica de Krylov,

que é o tema central desta tese, tem uma subsec3o separada para si.

Decomposicao Prépria Ortogonal
Os passos basicos de uma decomposicdo prépria ortogonal sdo [3, 21, 25]:

1. Escolher sinais de treinamento adequados ui(t), us(t),. .., u(t);

2. Tirar “fotos" (estados estéticos) da trajetéria de ordem cheia simulada e salva-las

nas colunas de uma matrix X;

3. Fazer uma decomposicdo em valores singulares dessa matrix de estados estaticos X,

como segue:

X = MENT ~ M, %, N7 (3.19)

4. Calcular as matrizes de projecio V=M, e W =V,

A partir destes passos, é possivel saber as vantagens e desvantagens deste método, que sdo

listadas na Tabela 3.1.

Tabela 3.1: Vantagens de desvantagens da [32]

Vantagens Desvantagens
» Método direto e derivado de da- » Simulacdo do sistema cheio para
dos diferentes entradas é necesséria
» Limite para o erro de aproxima- » Decomposicdo da matriz de es-
cao tados estaticos X
= Otimo, no sentido de minimos » Depende de sinal de treina-
quadrados mento

Observacdo 3.3 (Dependéncia de entradas de treinamento). Dado que a POD n3o leva em
consideracdo nenhuma classe de sistema — linear, Port-Hamiltoniano, etc. —, ela depende

de um ou um conjunto de sinais de treinamento para conseguir reduzir o sistema. Logo,
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nada pode garantir uma boa aproximacdo das respostas temporais dos sistemas reduzido
e original quando a entrada real na planta for diferente das de treinamento. Isso pode ser

apontado como a maior desvantagem deste método de reducdo. A

Truncamento Balanceado

Em contraste com a POD, que n3o depende da classe do sistema a ser reduzido, o trun-
camento balanceado depende [28]. Logo, para o bem da concisdo desta tese, nenhuma

equacdo caracteristica deste métodos é passada, mas somente sua ideia geral:
1. Resolver uma equacdo de Lyapunov com respeito as entradas do sistema e a sua
controlabilidade;

2. Resolver uma equacdo de Lyapunov com respeito as saidas do sistema e a sua ob-

servabilidade;

3. Fazer uma decomposicdo de Cholesky em cada uma das matrizes resultante e uma

decomposicao em valores singulares na multiplicacdo das duas;

4. Eliminar as colunas correspondentes aos menores valores singulares.

De maneira similar ao feito na secdo de POD, a Tabela 3.2 ilustra as vantagens e desvan-

tagens do método:

Tabela 3.2: Vantagens e desvantagens do BT [33]

Vantagens Desvantagens

» Este método pode ser feito au-
tomaticamente » Computacionalmente caro

» Preserva a estabilidade do sis- » Requer grande memoéria RAM
tema original

Observacdo 3.4 (Sobre a grande memdria requerida pelo BT). A necessidade de guardar
muitas matrizes e fazer fatoracdes de grande escala faz este método ser muito caro e

exigente em se tratando de memoria. Isso representa um limite superior a ordem do sistema
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original, que n3o deve ultrapassar um valor com o qual as memdrias de computadores

comuns podem lidar. A

Muitas outras técnicas de reducdo também podem ser usadas, mas estas ja atingiram o
objetivo de ilustrar o quao diferentes os critérios de reducdo e métodos resultantes podem
ser. A partir da préxima secdo, entretanto, somente métodos com subespacos de Krylov

serao explorados e analisados.

3.1.4 Métodos dos Subespacos de Krylov

Uma outra abordagem para se reduzir sistemas dindmicos é por meio de suas funcdes de
transferéncia. Ela representa nada mais do que o comportamento entrada-saida de um

dado modelo no dominio da frequéncia.

O objetivo principal das abordagens de Krylov é aproximar a funcdo de transferéncia do
modelo de ordem cheia (FOM). Isso significa que, em teoria, a qualidade da reducdo n&o

depende da entrada e, por conseguinte, nenhum sinal de treinamento é necessério.

A ideia basica desta classe de métodos de reducdo é a coincidéncia de momentos. Mas,
antes de tratar de como se faz os momentos coincidirem, é necessario definir este conceito,

em primeiro lugar.

Momentos de Sistemas Nao-Lineares

Definicdo 3.3 (Momentos de uma func3o de transferéncia). Seja G : C — C, ou simples-
mente G(s), uma funcdo de transferéncia de um sistema dindmico arbitrério. G(s) pode
ser escrita como uma expansdo em série de Taylor ao redor de um ponto de expans3o — ou
shift — sg, resultando na equacdo que segue:

G'(s0)

1!

G"(s0)
2!

(s —s0)+ (5 —s0)% +... (3.20)

. . - . —_ l ~
O momento de ordem [ de G(s) é o coeficiente que multiplica o termo (s “so) na expansio.

A
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Em outras palavras, os momentos de uma func3o de transferéncia sdo suas derivadas em

S0.

E possivel notar que Definicdo 3.3 leva somente sistemas lineares em consideracio, uma vez
que estes sdo os (nicos que tém funcdes de transferéncia G(s) claramente definidas. Ambos
os conceitos — funcdo de transferéncia e momentos — podem ser, entretanto, estendidos a

sistemas nao-lineares.

Como ja visto em § 2.3.3, sistemas quadratico-bilineares tém funcdes de transferéncia.
Elas podem ter, no entanto, mais de uma variavel de Laplace, o que foge da Definicao 3.3.
Apesar disso, a nocdo de série de Taylor pode ser estendida a funcdes multivaridveis, bem

como 0s momentos.

Definicdo 3.4 (Momentos de uma func&o de transferéncia de ordem k). Seja G (s1, .. ., k)

uma funcdo de transferéncia multivariavel de ordem k£ de um sistema dinamico n3o-linear

arbitrério. Seus momentos m(ly,...,lx) de ordem [ = [y + - -+ + I, ao redor dos pontos
(so1,---,S0k) podem ser entendidos como suas derivadas parciais de ordem [ ao redor de
(so1,---,So0k). Matematicamente, a equacdo (3.21) pode elucidar esta definicdo:
8l
m(ll,...,lk) Gk<801,...,80k), L+ 4+l =1 (3.21)

~ o Uk
Osy' ...0s)

Calculo Explicito de Momentos Quadratico-Bilineares

Com (3.21) e focando, agora, em sistemas QB, é possivel derivar os momentos quadratico-

bilineares.

Como ja mencionado algumas vezes, apenas as duas primeiras funcées de transferéncia de
sistemas quadratico-bilineares s3o de interesse nesta tese. Logo, apenas os seus momentos
serdo explicitamente derivados. Entretanto, como o primeiro subsistema é puramente linear
— ja muito estudado na literatura — nenhum esforco serd dado a derivacdo de seus coefici-

entes. Assim, apenas os momentos da segunda func3o de transferéncia serdo tratados.
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Para que possa calcula-los, é necessario saber as derivadas de A, que é dada pela equacdo
que segue:
81‘

ﬁAgl(s) =il (A;'E)'A;! (3.22)
S

Como exemplo, sua primeira derivada é calculada em (3.23).

%A;l(s) = A'EA;! (3.23)

Assim, a primeira derivada de Ga(s1, s2) — da equacdo (2.66) — com respeito a s; pode ser

calculada.

002 _ _Lorpa-t pa-t

For 5 SLGEACL HA 'b@A'b+ A 'be A D]

1
—=cf'At

5 SLGHAEA '@ A b+ A 'b® A 'EA_'b]

1
+ -cl’A7L EATL

9 s1+s2 81+82N[A;11b + A;zlb]

1
+ icTA_l N[A,'EA_'b] (3.24)

S$1+S2

A primeira derivada com respeito a sy pode ser calculada analogamente.

Pode-se observar que os primeiros dois termos dependem somente do comportamento qua-
dratico do sistema, enquanto que os dois Gltimos, somente do bilinear. Logo, os momentos
de um sistema QB podem ser separados em suas parcelas quadratica e bilinear, explicita-

mente dadas em (3.25):

mi® =m =m? 4+ mb (3.25)
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Observando o padrdo da férmula da primeira derivada, as expressdes para os termos de

ordem superior podem ser alcancadas.

31 l2 l l
U lo) = ZZ z1+z2—z’—j)u!j!<?><?>-
2 3= t)\J

|: (As_1+32 )ll+lg 1— jA_

S1+52

H((AJ'E)'A;'b® (A'E)A_'D)

oT(A LB AL H((AEY AL ® (A['E)'AS'D)]
(3.26)
hoq I
mb(ll, 12) :Z *(ll + 1y — Z)' 7! ( >
=0 2 v
— l1+lo—1 A — —1 A —
(Asl+52 ) e A51+52N(As1 E) Asllb
L g N
+Z§(ll+l2—J)!J! :
=0 J
(AL E)TRIACL N(ATEYA D (3.27)

A fim de se fazer essas varidveis mais tangiveis e compreensiveis, as derivadas de ordem até

(I1,12) = (3,1) sdo explicitamente calculadas em Exemplo 3.1.

Exemplo 3.1 (Célculo dos momentos QB de ordem (3,1)). Para uma melhor compreens3o
do processo, sé os momentos quadraticos serdo tratados em primeiro lugar e somente depois
serdo desenvolvidos os bilineares. Além disso, é tido como premissa que a matriz Hessiana é
simétrica, o que implica que o produto de Kronecker é comutativo. Isso serd explicitamente
tratado na préxima secdo. Em outras palavras, H(x ® y) = H(y ® x). Apesar de o uso
desta propriedade poder levar a uma simplificacdo, ela serd usada para deixar os seguintes
calculos mais compactos. A expressio de @ = m(1,0), como na equacdo (3.24), é

tomada como ponto de partida das derivacGes.
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X CTA—l

AL

et (ALY
cTATY

cTA7L

el ot (A
cTATE

AL

cl3l (ALY
clal. (A_1
N P
cTA!

cTAT!

el ar. (A_1
AL

A7t

EA!

s1+s2 S1+S2

H[A['EA;'b® A_'D]

H[A_'b® A_'b]

S1+s2

E)’A;"

s1+s2

H[A;'b® A_'b]

s1+s2

EA!

s1+82 S1+S2

EA;'  H[A'EA'b® A_'b]

s1+52 s1+s2

H[A['EA;'b® A_'D]

s1+s2

AL H2U (A'E)’E;'b® A_'b]

s B ALL G HIAL D @ AL D)

EA;'  HA'EA'b® A_'b|

Ss1+82 s1+s2

H[2!- (A 'E)’E;'b® A_'b]

S1+582

E)A!

s1+s2

H[A,'b® A 'b]

s1+s2

E)ZA;!

s1+s2

H[A['EA;'b® A_'D]

s1+s2

E)ZA;!

S1+S2

H[A['EA;'b® A 'D]

S1+S2

EAC!

s1+s2 S1+S2

-1 —1 2 —1 -1
EA;L, H[2'- (A;'E)’E;'b® A, 'b|

S1+82 S1+82

H[2!- (A;'E)?A['b® A_'D]

TAL HB! (A'E)P’E;'b® A_'b]

s1+s2

el 3 (ADLLEPADL JHIA b @ ALD]

s1+s2 s1+S2

E)?A;!

S1+82

H[A'EA;'b® A ']

S1+s82

EA_!

S1+582 S1+82

H[3!- (A 'E)’E;'b® A_'b]

H[2!- (A 'E)’A'b® A ']

S1+52

(3.28)

(3.29)

(3.30)
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mi(3,1) =

m®(1,0) =

mb(2,0) =

1.

+1-

+1

+1-
+1-

+1-

+1

+1-

+2.

+1

ecTATE

eTATE

1y cTASE

‘AL HIAL D ® AL

AL LHIA'b @ AL 'EA D]

)
)
E)* AL HA'EA_'b® A_'b]|
)
)

S1+52

1 —1\2 A —1 -1 -1
EA;' H]2'- (A;'E)’A;'b® A 'EA;'b]

S1+582 S1+S2

-1 —1 3p—1 -1
EA;. H[3!- (A;'E)’E;'b® Aj'b]

Ss1+82 s1+s2

<TAZL H[3! - (A'E)*E;'b® A 'EAZ'D]

S1+s2

o cTADL L EAYL  NIA "D+ A D]

s1+s2 s1+s2

- cTAL NIA'EA D]

S1+s82

lp.cT 2l (A

51+S2

1p.cTAZL  BA!

s1+s2 S1+S2

1p.cTAZL  BA

s1+s2 S1+S2

N[2!- (A 'E)*A D]

E)A; L N[A'b+A_'b]

s1+s2
N[A,'EA D]
N[A,'EA D]
S1+52

gl 2l (A

S$1+82

E)A; L N[A'b+A_'b]

S$1+82

La-c"ALL  EALYL NIA'EA,'b]

s1+s2 s1+s2

1p-cTAZL N2 (A 'E)?A D]

s1+s2

AL LHIA'EA'b @ A 'EA D]

AL H[2 (ADE)A b © A

(3.31)

(3.32)

(3.33)
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m’(3,0) =+1-1/2-¢’ -3l (AL, E)*A L N[A'b+ A ']
+1-12-ch 20 (AL E)PAL, N[A'EA ] 'b]
+2-1/2-ch 21 (AL E)PAL, N[A'EA D]

+2-1p-cTAL!

S1+52

EA;!

S$1+S2

N[2!- (A, 'E)*A D]
EA;'

S$1+S2

—1 3A—1
[3' : (Asl E) A51 b]

+1-1k-cTA!

S1+52

N[2!- (A;'E)*A] D]

+1-14-cTA!

s1+s2

=+1-14-c" -3 (A}

s1+s2

+3-12-ch -2 (AL E)PAT

S1+82

)3A1

s1+s2

—1 —1

N[A{ b+ A b]
—1pa—1

N[A; 'EA "b]

+3-14.cTA!

S1+582

EA!

S1+82

N[2!- (A 'E)*A ] 'b]

+1.1/2. TA_

S1+82

N[3!- (A'E)*A D] (3.34)

mb(3,1) =+1-14-c’ -4 AL UN[A '+ A D]

81+82

51+S2 51+S2 [A;;EA;;b]

+3- 1/2 -c"-3 81+82 81+s2 [A;IEA;Ib]

2A1

s1+s2

P (A s B)
+1-14-cT -3 (A7L E)PA
L (ALLLE)PA
L (AL, B)

+3-14-cl .2 N[2!- (A;'E)*A; D]

81+$2

+1-1-cTA7L EAJ!

S1+82 S1+82 [3 (A IE) As_llb] (335)
Com as expressbes (3.28) a (3.35), as féormulas dos momentos QB de ordem superior

puderam entendidas melhor. A

O célculo completo e explicito dos momentos QB n3o é necesséario para garantir a coin-
cidéncia deles por meio de subespacos de Krylov, mas eles podem ser (teis, caso seja de

interesse testar se eles realmente coincidem.

Coincidéncia de Momentos

Como ja citado anteriormente, o objetivo de técnicas de reducido baseadas em Krylov é
aproximar funcdes de transferéncia por meio de coincidéncia de momentos. Mais uma vez,
o nome é bastante sugestivo e insinua que um certo ndmero de momentos dos sistemas de

ordem cheia (FOM) e reduzida (ROM, do inglés reduced order model) coincidem.
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E possivel imaginar, entretanto, que os momentos que se quer que coincidam precisem ser
calculados e forcados a serem iguais, mas este n3o é o caso. Existe uma classe de técnicas
de reducdo que faz uso de subespacos de Krylov para construir matrizes de projecdo de

modo tal que as condicdes de coincidéncia de momentos sejam satisfeitas sem calcula-los.

Para contextualizar o que s3o os subespacos de Krylov, sua definicdo é dada.

Definicdo 3.5 (Subespaco de Krylov |2, 18, 33]). Sejam M € R"™*" e v € R™ uma matriz
e um vetor, respectivamente. O subespaco de Krylov de ordem ¢ relacioando ao par (M, v)

é definido a seguir:

K,(M,v) = span{v, Mv, M?v,... M? 'v} (3.36)

Nem todos os teoremas que serdo tratados nesta tese garantirdo coincidéncia de momentos
por meio de subespacos de Krylov reais, como na Definicdo 3.5. Mas, como eles sdo usados
para construir matrizes de projecdo que garantem coincidéncia de momentos no caso linear,

este termo se consagrou como sinénimo de coincidéncia de momentos.

Na secdo seguinte, dois teoremas de reducdo de sistemas QB em estado da arte s3o apre-
sentados e provados. Depois disso, exemplos numéricos sdo mostrados para se checar sua

validade.

3.2 Estado da Arte

Os métodos em estado da arte que existem nos dias de hoje para se reduzir sistemas QB
cobrem somente modelos no caso SISO. Essas técnicas sdo apresentadas nesta secdo para
que se possa haver uma familiarizacdo com elas e saber quais sdo seus pontos fortes e suas

limitacdes.
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3.2.1 Consideracoes Preliminares

Algumas consideracées preliminares sobre o tensor Hessiano e os esforcos computacionais

do célculo de (V ® V) devem ser citados antes de se entrar nas técnicas de reducdo em si.

Simetria do Tensor Hessiano

A partir de agora, sera (til considerar a matriz Hessiana como uma matricization de modo
1 de um tensor Hessiano H € R™*nxn je HW = H. Logo, a notacdo de matricization
de um tensor serd amplamente usada, bem como suas propriedades. Em sistemas MIMO,
nao somente a matriz Hessiana serd enxergada como um tensor, como também a bilinear

N. Esta dltima, entretanto, serd devidamente enderecada em um capitulo que segue.

Ambas as seguintes rotinas de reduc3do sdo validas, levando em consideracdo o Corolario 2.3,
que é uma propriedade de tensores simétricos, ou seja, tensores cujas matricizations 2 e
3 sdo iguais. Deste modo, é necessario que H seja simétrico, em termos tensoriais. No
entanto, nem todos os modelos possuem essa propriedade, o que pode soar como um fator
limitante para estes métodos de reduc3o. E possivel, contudo, simetrizar essa matriz sem

afetar a dindmica do sistema e, depois, realizar as reducdes.

Analisando a parte quadratica da dindmica do sistema QB e usando Corolario 2.1 em

combinacdo com Corolario 2.2, chega-se a equacdo (3.37).

q=HY(xex)=x"HYxe D) = [x"H® x e 1)’ (3.37)

Se as matricizations de modos 2 e 3 de H sdo definidas tal como em (3.38), a dindmica
do sistema — ou o vetor q — ndo é alterada.

H@w:;Hm+H®%:H® (3.38)

sy sym

Ent3o, é possivel substituir a matriz Hessiana original do sistema pela matricization 1
do tensor definido em (3.38) sem interferir no comportamento original do modelo QB.

Os corolérios que seguem da propriedade de simetria do tensor Hessiano serdo utilizados
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extensivamente nos processos de reducdo n3o somente de sistemas SISO, mas também no

caso MIMO.

Para se ilustrar como o processo de simetrizacao n3o afeta a dinamica do sistema original,

o Exemplo 3.2 é dado.

Exemplo 3.2 (Simetrizacdo de um sistema quadrético [6, 7]). A equacdo (3.39) descreve

um sistema puramente quadratico.

at
I a b c d| [Tz
_ (3.39)
I e f g h| |r1720
—— —_————
bd H 2
)
L J
XQx

Uma vez que a segunda e a terceira entrada do vetor x ® x sdo iguais, a dinamica do
sistema original n3o é alterada desde que as somas hios +hi3=b+ce hoo+hos=f+g

sejam mantidas, como mencionado na Observacdo 2.5.

As matricizations de modo 2 e 3 podem ser escritas como em (3.40) e (3.41).

a e ¢ g

H® = (3.40)
b f d h
a e b f

HO® — (3.41)
c g d h

E a nova vers3o simetrizada de H® = H®) pode ser calculada:

a bte [tg
HY), =H) = (3.42)
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Chegando, entdo, a versdo simétrica da matriz Hessiana:

a % % d
H) =H,, = (3.43)

sym
f+tg f+g
e 5 3 h

Pode-se notar que as somas dos elementos na segunda e terceira coluna s3o iguais as do

sistema original o que significa que as dindmicas permanecem inalteradas. A

Esforcos Computacionais

Em geral, os esforcos computacionais relacionados a reducdo de sistemas n3o-lineares sdo
maiores do que os enfrentados na reducdo de lineares. Em particular, sistemas quadratico-

bilineares podem ser muito caros computacionalmente devido a reducdo da matriz Hessiana.

Como explicitado em (3.15), é necessario calcular o produto de Kronecker V ® V para
se obter a matriz reduzida H,. A performance e a alocacdo em memoria deste produto
sdo, no entanto, impraticaveis para a maioria dos computadores modernos, uma vez que
dim(V ®@ V) = (n%,n2) e, diferentemente da matriz esparsa H, V ® V é cheia. Logo,
é preciso haver uma outra maneira de se calcular esta operacdo sem fazer o produto de

Kronecker explicitamente.

O Algoritmo 3.1 pode ser rodado para isso, aplicando-se propriedades tensoriais para se

computar a matriz Hessiana reduzida.

Algoritmo 3.1: Construcdo da matriz Hessiana reduzida [6, 7]
Entrada: Matriz Hessiana de ordem cheia H e as matrizes de reducao Ve W

Saida: Matriz Hessiana reduzida H,
1 inicio
2 Compute Y € R *"X" yija Y — WTH;:
3 Compute Z € R *"rXn yig 72 = vTy®.
4 Compute H, € Rxmrxnr vig HB) = vz

Por meio deste método, o calculo de um modelo com ordem reduzida se torna computa-

cionalmente mais barato. Apesar de a operacdo mais cara — YO = wi'H - poder ter
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até n - n, entradas, a matriz resultante é esparsa e n3o requer tanta meméria quanto o

procedimento direto.

3.2.2 Coincidéncia de Multimomentos

Teorema 3.1 (Coincidéncia de multimomentos via Krylov [6]). Admite-se que 98 =
(E,A,H,N,b,c’) denote um sistema de equacbes diferenciais algébricas quadratico-
bilineares (QBDAE) de dimensdo n. Sejam q1,q2 € N com g2 < q1. Assume-se que um
sistema reduzido de QBDAEs é construido por uma projecdo do tipo Petrov-Galerkin: E, =
WTEV € R A, = WAV € R H, = WTH(V @ V) € R™*" | N, =
WINV € R b, = Wb € R™, ¢, = VIc € R™, onde span(V) e span(W) sdo

bases ortonormais dos espacos construidos pelo Algoritmo 3.2.

Algoritmo 3.2: Construcdo das matrizes de reducdo de coincidéncia de multi-

momentos
Entrada: As matrizes do sistema QB E, A, H, N, b, ¢, o ponto de expansio —

ou shift — o, as ordens reduzidas da primeira func3do de transferéncia, ¢,
e da segunda func3o de transferéncia, g2
Saida: Matrizes de reducdo V e W
1 inicio
2 Vi =K, (A;'E, A b);
3| Wi=Kq (A3 ET Ay ¢);

4 parai=1: gy faca

5 Vi = Kgo—ir1(Ag, B, Ag, NV (,4);

6 b= Kpoir1(A;TET AJTNTW (:,4));

7 para j =1 :min(g; — i+ 1,%) faca

8 Vy! = Kgpmi1 (Mg By Agg H(V1(5,1) @ Vi (:,)));

9 L Wi/ = Kot (A;TET, ASTHO (V4 (4,1) @ W, )

10| span(V) = span(V1) UUspan(V3) U Uspan(Vy');
% i,j
11 span(W) = span(W1) U span(W54) U U span(Wé’j)
7 1,]
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S3o vilidas, ent3o:

oG, | G,

4 = ' , =0,... -1 3.44
5 )= o ) i=0 (3.44)
0'G4 Gy ,
—(20) = —— (2 =0,... -1 4
8821 ( U) aszl ( 0)7 ? 07 7Q1 (3 5)
az-i-j ai-i—j
—G(0,0) = -Gy, (0,0), i+75<2¢p—-1 (3.46)
dst s, dst s,

A demonstracdo deste teorema n3o adiciona muito a discussdo da extensdo ao caso MIMO.
Ela serd omitida, portanto, a fim de se deixar esta tese mais sucinta, mas ela é completa-

mente desenvolvida em [6]

3.2.3 Coincidéncia de Momentos Hermitiana

Teorema 3.2 (Interpolacdo de Hermite obliqua via subespagos de Krylov [7]). Sejam
E, = WIEV € R"*"™ njo-singular, A, = WTAV € R**" H, = W/ H(V®V) e
R, N, = WINV € R"*™ , b, = WI'b € R ec, = Vic € R™ com
V., W € R" " de posto maximo tais que as equacdes (3.47) e (3.48) sdo vélidas com

o; ¢ {NAE),A(A,,E.)} ei=1...,k

span (V) D span {A'b, A5} [H(A;'b® A 'b) - NA_'b)]} (3.47)
i=1,...,k

]

1
span (W) D span {AQ_UT;C, AOTZ,T[H@) (A;'b® AQ_UJ;C) - iNTAQ_Uj;c)}} (3.48)
=1,k

Assim, as equagbes (3.49) a (3.52) também valem, para j =1, 2.

Gi(oi) = G1,(04) (3.49)
G1(20) = G1,(20;) (3.50)
G2<Uu Uz) = G2,r(0'270'7,) (351)
9Gs 0Gs,
0781'(0“ Ul) 8Sj (Uu Uz) (3.52)

Demonstracdo. Para se demonstrar o Teorema 3.2, uma série de relacGes serad derivada e,

combinando-as entre si e com o sistema original, a coincidéncia dos momentos pdoera ser
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garantida. Definem-se os projetores II; = V(WTEV) " 'WTE eII, = W(VIETW)" ' VTET.
Pode-se observar que Im (IT;) = Im (V) e Im (II3) = Im (W).

Do primeiro vetor em span (V), chega-se a relacdo (3.53).

VAl b, =VA LWTA, A 'b=VA ! WA, TI,A'b
Y v " 3 " 7
wTb
=VA,, WA, VIWTEV)'W'EA'b
N———
Ao,
=VA LA (WEV)'W'EA'b
I
= V(W'EV)'WTEA_'b
1T,

=ILA;'b=A]'b (3.53)

Nota-se que a ultima expressdo é valida somente em Im (IT;) = Im (V).

Analogamente, do primeiro vetor de span (W), a relacdo (3.54) pode ser obtida.

WAL ¢ =WA L VIAy, A c=WA L VTAL T1,A; e
\/'/ 1 1 1 1 K

r,20; r,20 r,20
vTe
=WA, J VIAL W(VTE'W)'VITETA; ¢
b k2 (3
3‘—:201'
=WA 3 Al (VIE'W) 'VIETA;c
I

=W(VTE"W) 'VIET A;Tc
II>

=ILA c=A c (3.54)
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Do vetor remanescente em span (V), a relacdo (3.55) tamb;em pode ser obtida.

VAL

Tr,20;

[ Ho(A . b, ®A b,) — N.A  b,]

7,04

WTH(VRV) (A5, br-®A 5 b,) WTNAL b,

=VA_l

7,20

(WT'H(VA, . b, @ VA1 b,) - W/ NVA_lb,)]
N——

AZ'b AZ'b AZ'b

= VA, 5, WAy, AS [H(A;'b® A 'b) — NA 'b]

T,20;

= VA, WA II; A3 [H(A, b ® A 'b) — NA'b]
II;
= AL [HA'b® A_'b) — NA_ D] (3.55)

Agora, o ultimo vetor em span (W) pode ser trabalhado.

WA T [HP (A b, ®A ] ¢;) — NIA T ¢, |

7,05 r,20; T

VTH® (VAL b,@WA L c;) VINTWA;T ¢,

T,20; T,20;
= WA ZVIH® A 'be Ay c) - NTA; ¢
K

= WA TVIATTIL A TK =11,A K

i

112

= AT HPA b Az e) - NTA ¢ (3.56)

04

Agora, a coincidéncia de momentos pode ser provada. Multiplicando-se os ambos os lados

do simbolo de igualde da equacdo (3.53) por ¢! pela esquerda, obtém-se:

VA Ib, =c"A'b = Gi,(0:) = Gi(0) (3.57)

cf

De modo parecido, multiplicando ambos os lados da equac&o (3.54) por b’ pela esquerda,

chega-se a:
b"WA ] ¢, =b"Ay c = G1,(20:) = G1(207) (3.58)

bl
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Mais uma vez, se ambos os lados de (3.55) s3o multiplicados por ¢’ pela esquerda, o
préximo passo da coincidéncia de momentos pode ser checado.

VAL H(Alb, @A lb)-NA b=
\V./ Y 'Y U

r,20;

cf
A5 H(A;'b® A 'b) —NA'b] =
G (04, 0i) = Ga(04,0i) (3.59)

Para se provar a dltima relacdo de coincidéncia de momentos, a equacdo (3.56) sera usada

em combinacdo com (3.53).

E]
T A-T yyTaT T r(2)( A -1 -7 LT A-T
br Ar,ai V'E'W Ar,ai [Hr (Ar,aibr ® Ar,?aicr) - §Nr AT,QUZ'CT] -
1
b"A;TETA;TH? (A b AT c) - iNTAQJTZ_ c] (3.60)

Se ambos os lados de (3.60) representam uma matricization de modo 2 dos tensores de-
finidos nas equacdes (3.61) e (3.62), suas matricizations de modo 1 tém que ser iguais

também.

G =M x1(c"AZ}) x2 (BTATETA;T) x3 (bTAT)

1
- 5/\f x1 (c"A5}) xo (bTATETA,T) x31 (3.61)
Gr = Hr x1 (] AL 3,,) X2 (bf AT ETAT) x5 (bl AT)
1
- 5/\@ x1 () Arg,) %2 (bFATTEIAT) x31 (3.62)

Usando as relacdes dentro do Corolario 2.2, mais especificamente as equacgdes (2.9) e (2.10),

a equagdo baseada em suas matricizations de modo 1 podem ser mostradas em (3.63).

’I‘,ZO',L'

1
cIA S, Hi(A 2 b, @A LEALD,) — iNrA;’;ETA,T’;bT]

1
=c'A} [H(A;'b® A_'EA'b) — 5NA;?EA;}b] (3.63)
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Ainda é necessario usar as equacdes (3.55) em combinacdo com (3.54) para se chegar a

uma outra igualdade relevante.

E[
—
¢/ A3, WIEVA [Ho (A )b, ®A; b)) —N,A, ] b,]
=c"AJ)EA) [H(A;'b® A, 'b) — NA_ 'b] (3.64)

Adicionando-se todos os termos de (3.64) e (3.63), chega-se a ultima condicdo de coinci-

déncia de momentos, como representada na equacido (3.65).

0Ga,
88]'

(0i,01) (3.65)

(0i,01) =

0s;

3.2.4 Uma Breve Discussao Sobre as Técnicas em Estado da

Arte

Com essas duas técnicas em estado da arte para sistemas QB, é possivel notar suas dife-
rencas, bem como suas respectivas vantagens e fraquezas. Os pontos que seguem listam

algumas dessas caracteristicas.

= A maneira mais direta de se expandir as técnicas de reducdo de sistemas bilineares

ao problema quadratico-bilinear é o método dos multimomentos.

= A abordagem dos multimomentos lida com as dinamicas quadratica e bilinear sepa-

radamente, enquanto o método hermitiano as considera como somente uma.

= A ordem do sistema reduzido pela abordagem de multimomentos serd maior para os

mesmos pontos de expansao e momentos coincidentes.

» Quando se usa a abordagem hermitiana, o usudrio n3o tem tanta liberdade para
escolher os parametros da reducdo quanto quando se usa a dos multimomentos, uma

vez que o nimero de momentos é fixa.
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Pode parecer que a abordagem hermitiana ndo é tdo vantajosa por conta do nimero de
momentos a coincidir por ponto de expansdo. No entanto, também pode ser bastante til
que os momentos coincidam em um niimero maior de pontos do que um nimero grande de
momentos coincidam por ponto. Isso advoga a favor da segunda abordagem, que da uma

ordem menor para o mesmo ndmero de momentos coincidentes.

Pode-se interpretar, entdo, que considerar as dindmicas bilinear e quadratica como uma sé
possibilita que se chegue a um sistema reduzido menor do que quando se considera as duas

dindmicas separadas.

Esta anélise serd atil para derivar técnicas de reducdo para sistemas MIMO, uma vez que

elas servem como inspiracao para esta extensao.

3.3 Exemplos Numéricos

Nesta secdo, os modelos quadratico-bilineares de benchmark s3o apresentados, a fim de se
simular os teoremas mencionados até este ponto. Em paralelo a eles, uma outra reducao
é feita com a POD (decomposicdo ortogonal prépria) para que seja possivel comparar as
vantagens e desvantagens de se utilizar uma MOR via Krylov ou outra que é dependente

de sinal de treinamento.

3.3.1 Escada RC Nao-Linear

Ao contrario dos demais modelos de benchmark, as equacdes dindmicas de uma escada RC
[4, 13, 12, 19] n3o sdo obtidas a partir da discretizacdo espacial de uma equac3o diferencial
parcial (PDE), mas sim de equacdes diferenciais ordinarias (ODEs) obtidas por meio da lei
das malhas de Kirchhoff. Fig. 3.2 mostra o circuito elétrico que representa este modelo

fisicamente.

E possivel ver que o elemento que torna o modelo n3o-linear é o diodo, cuja corrente ip
depende da voltagem entre seus terminais vp de acordo com a expressdo ip = e0vp — 1.

A entrada do sistema é a fonte de corrente u(t) = i e sua saida é a tensdo no primeiro né
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N2 N3 NY-1T NN

L1 L1 L1 L1
% . ] ZJE -

Figura 3.2: Circuito elétrico de uma escada RC.

y(t) = v1 — que somente sera tratado mais tarde. As equagdes (3.66) a (3.68) representam

a dindmica do circuito [12, 19].

'l')l = —2’[}1 + vo + 2 — 640v1 — 640(1}17@2) + U(t) (366)
B = —20; + vj_1 + vigp + 00T M)y << N1 (3.67)

oy = —vN +oy_1 — 1 4 200N-17oN) (3.68)

Se as varidveis de estado forem fixadas como sendo vy, v; ;41 = v;—vi41 paral <i < N—-1

e as n3o-linearidades forem tratadas como novas variveis de estado, a saber w; = %01 —1

40v;—1,4

ew; =e — 1 para2 <i < N, as equacdes diferenciais com respeito a essas variaveis

de estado podem ser escritas como em (3.69) a (3.76), para2 <i < N—-2e3<j < N-—1.

b1 = —vg —v1g + 2 — e — etz 4y () (3.69)

D19 = —v1 — 2019 + Vg3 + 2 — 200 — 2e40012 4 023 g (4) (3.70)
i1 = —20i441 + Vi1, + Vig1,ig0e 01 — 240001 4 A0t 142 (3.71)
IN-1,N = —20N_1,N + UN—2 N—1 + 1 + ?0N-2N-1 _ 9pd0uN—1N (3.72)
Wy = 40(w1 + 1)(—v1 —v1,2 — w1 — wa + u(t)) (3.73)

we = 40(wz + 1)(—v1 — 2v1 2 + v2,3 — w1 — 2wa + w3 + u(t)) (3.74)

wj = 40(wj + 1)(—2vj_11 +vj—2j-1 + Vi1 — wj—1 — 2w; +wjy1) (3.75)

wy =40(wy + 1)(—2vn-1, 8 + UN—2 N—1 — WN—1 — 2WN) (3.76)

Com a adicdo das novas variaveis de estado, o novo modelo é quadratico-bilinear e sua

dimens3do torna-se 2N, onde IN é o niimero de nds.
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Fixando o vetor de saida do sistema como ¢ = [1,0,..., O]T de modo a se obter a tensdo
no primeiro ndé, o modelo estd pronto para ser reduzido. A Fig. 3.3 mostra a resposta
no tempo de uma escada RC de suas respectivas formas reduzidas. A reducdo por POD

também foi feita para efeito de comparacio.

1072
I T
—FOM
—— Hermite
Ly Multi |
— POD
Z
" 05 ‘ |
0 ‘ | | | | | | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Tempo (s)
1074 E i i ] : .
5 — —— Hermite
1073 f K~ Multi |-
° if's POD :
21076 & E
= |
210771 =
o i
107
1079 |
10—10 i | | | | | | | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Tempo (s)

Figura 3.3: Escada RC com u(t) = e,

E importante, também, levar em consideracdo todos os pardmetros de reducio antes de
analisar os resultados. Com a intencdo de se deixar os ROMs comparaveis, os modelos
reduzidos pela técnica hermitiana e de multimomentos foram trabalhados nos mesmos
pontos de expansdo e com o mesmo nimero de momentos coincidentes em cada ponto, i.e.
q1 = g2 = 1 para a abordagem de multimomentos. A lista que segue resume os parametros
de reducao e simulacdo remanescentes. Também é importante notar que, uma vez que nao
ha nenhum algoritmo que auxilie na escolha dos pontos de expansdo de um modelo QB

otimamente, eles foram obtidos a partir do IRKA (/terative Rational Krylov Algorithm),
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que dita os pontos de reducao 6timos para sistemas lineares. Deste modo, garante-se que

a reducao do primeiro subsistema é 6tima em termos de norma Hs.

Entrada: u(t) = e™*
» Integrador: odelbs

= Passo temporal: 1ms
» Sistema original

— Ordem cheia: n = 1000

— Tempo de simulacdo: 17.6s

= Abordagem hermitiana

Ordem reduzida: 7, per = 12

Pontos de expans3do: 6 obtidos pelo IRKA

Norma do erro relativo: 1.40-1073

Tempo de simulacdo: 0.116s

» Abordagem de multimomentos

Ordem reduzida: 1,y = 18

Pontos de expansdo: 6 obtidos pelo IRKA

Norma do erro relativo: 1.37-1073

Tempo de simulacdo: 0.1225s

= POD

Ordem reduzida: n, pop = 12

—t

Entrada de treinamento: igual a entrada de simulacdo u:(t) = e

Norma do erro relativo: 1.81-10~%

Tempo de simulacdo: 0.102s
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Apesar de o tempo de simulacdo do FOM n3o ter sido muito alto, a simulacdo dos ROMs
tomam cerca de duas ordens de grandeza a menos que o sistema original, o que ja representa
um ganho. Em ambientes industriais, os modelos a serem reduzidos podem ser maiores
€ menos esparsos, o que contribuiria para maiores tempos de simulacio do FOM e uma

diferenca maior entre o tempo de simulacdo deste e dos ROMs.

Também pode ser checado pela Fig. 3.3 e pela norma do erro relativo que a POD entrega
uma reducdo ligeiramente melhor que os demais métodos. Isso ndo é surpresa, uma vez
que esta reducdo foi baseada na resposta no tempo do sistema original submetido a uma
entrada igual a simulada. Este n3o é o caso quando as entradas de treinamento e simulacio
sdo diferentes. As técnicas de multimomentos e hermitiana ndo dependem de sinais de

treinamento e s3o, portanto, independentes da entrada.

Para se ilustrar essa propriedade, a Fig. 3.4 mostra os mesmos modelos reduzidos apresen-
tados anteriormente, mas com uma excitag3o diferente u(t) = (cos(27{5) +1)/2 — o sinal

de treinamento da reduc3o por POD permaneceu u;(t) = e~ *.

Agora, pode-se ver que as reducSes independentes de entrada performaram muito melhor
que a por POD, mesmo sem a ajuda do grafico do erro relativo, o que confirma que a
qualidade da reducdo depende, de fato, do sinal de treinamento. Isso serve como uma das
maiores motivacdes para se desenvolver técnicas que aproximam o comportamento entrada-

saida de sistemas n3o-lineares, ao invés de depender de métodos baseados em simulacao.

Além desta independéncia com relacdo a entrada das rotinas hermitiana e dos multimomen-
tos, pode-se ver, também, que a técnica de multimomentos entrega um modelo reduzido
maior para um mesmo nimero de momentos coincidentes, o que se deve evitar. Isso da ao

primeiro método uma grande vantagem.

3.3.2 Equacao de Burgers

A seguir, uma equagdo de Burgers unidimensional no dominio £ = (0, L) x (0,7") é conside-
rada. Esta equacdo aparece em muitos problemas de mecéanica dos fluidos, como dindmica
de gases e acistica ndo-linear [9, 14, 22]. O modelo continuo consiste em um conjunto de

quatro equacdes que determinam sua dindmica e condicdes inicial e de contorno.
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Figura 3.4: Escada RC com u(t) = (cos(2m5) +1)/2.
ov ov 0%
E v - % =UV- @ em (O, L) X (O, T) (377)
av(0,t) + B%(O, t) = u(t) em (0,7) (3.78)
v
%(L,t) =0 em (0,7) (3.79)
v(z,0) = vo(x) em (0,L) (3.80)

Das equagdes (3.77) a (3.80), v denota o pardmetro relacionado a viscosidade e vy(x)

denota a condicdo inicial do sistema. A semidiscretizacdo dessa PDE hiperbdlica

leva a

um conjunto de equacSes quadratico-bilineares cujo tamanho é igual ao niimero de pontos
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de discretizacdo. A discretizacdo completa e o procedimento de quadratico-bilinearizacao

deste modelo n3o serdo tratados explicitamente nesta tese.

Controle de contorno

Para se obter as equacGes do controle de contorno deste sistema, é necessario fixar o = 1,
B = 0, de modo que a entrada seja direcionada diretamente ao contorno esquerdo do
sistema. Ademais, o estado inicial é fixado a zero, ou seja, vo(x) = 0. Se o tépico de
interesse é investigar como o contorno direto se comporta, entdo o vetor de saidas do
sistema tem que ser ¢ = [0,...,0,1]7. A Fig. 3.5 mostra, mais uma vez, uma comparacio
do FOM, dos modelos reduzidos independentes de treinamento, e do modelo reduzido por

POD, todos com v = 0.05 e u(t) = e™".

~ —FOM
0.2 ; —— Hermite ||
Multi
g POD
= 0.1} =
D
0 _

Tempo (s)
. § —— Hermite |
1077 Multi |
0107} —— POD |
2 § = §
®10° = E
[0) - .|
s
L 10-8 WN *
109 *H’ |
—10 i | | | | | | | | | ]
10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tempo (s)

Figura 3.5: Equacdo de Burgers com u(t) = e".
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Os parametros de simulacdo e reducdo usados para estas simulacdes s3o descritos na lis-
tagem que segue. Enfatiza-se que as escolhas dos pontos de expansdo e ordens reduzidas
foram feitas seguindo a mesma légica que nas simulacdes da escada RC.

= Entrada de simulacdo: u(t) = e™*

Integrador: ode45
= Passo temporal: 10 ms
= Sistema original

— Ordem cheia: n = 500

— Tempo de simulacdo: 1.64-10% s

Abordagem hermitiana

Ordem reduzida: n, per = 12

Pontos de expans3do: 6 obtidos pelo IRKA

Norma do erro relativo: 3.50-10~%

Tempo de simulacdo: 2.78s

= Abordagem dos multimomentos

Ordem reduzida: 1,y = 18

Pontos de expansdo: 6 obtidos pelo IRKA

Norma do erro relativo: 3.50 - 10~*

Tempo de simulacdo: 29.97s

= POD

Ordem reduzida: n, pop = 12

—t

Entrada de treinamento: igual a entrada de simulacdo w(t) = e

Norma do erro relativo: 1.02- 1073

Tempo de simulacdo: 9.11s
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Analisando estes resultados, percebe-se imediatamente que hd um ganho significativo de
tempo entre qualquer modelo reduzido e o FOM. Dependendo da rotina de reducdo, o
tempo de simulacido dos ROMs pode variar de 0.17% a até 1.64% do tempo original de

simulacdo.

Pode-se ver, também, que as duas primeira técnicas entregam reducdes de qualidades
equivalentes, cujos erros recaem sobre a mesma ordem de grandeza, mesmo que o sistema
reduzido pela técnica dos multimomentos tenha ordem maior. A POD, por outro lado, tem

performance ligeiramente pior.

De modo similar ao que foi feito antes, estes mesmos modelos reduzidos foram testados com
uma entrada diferente, a fim de se reforcar a importancia da independéncia de treinamento.
A Fig. 3.6 mostra as respostas no tempo do modelo de ordem cheia e seus modelos reduzidos

com um sinal diferente ao de treinamento da POD, bem como seus erros relativos no tempo.

04+ |— FOM i
—— Hermite |\
0.3 . Multi i
g \ POD
= 02} -
D
0.1 i
O |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tempo (s)
1072 ‘ 1
. B —— Hermite |
1077k Multi |
_ J— = B =Y, N
+~ —6 ; —— ;
=Rl —
o107 h -/
S0 iy
10-0 |
—10 i | | | | | | | | | ]
10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tempo (s)

Figura 3.6: Controle de contorno da equagdo de Burgers com u(t) = cos(nt).
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Agora, ndo fica 100% claro se os duas técnicas independentes de treinamento performaram
melhor ou pior que a POD apenas olhando para o grafico. Isso pode ser checado pela
evolucdo dos erros relativos no tempo e na Tabela 3.3, que compara a norma do erro
relativo das rotinas de reducdo. Apenas para efeito de reforco, as ordens reduzidas também

s3o0 mostradas.

Tabela 3.3: Comparacdo entre os e, e n, das abordagens hermitiana, de multimo-
mentos e POD

Hermitiana Multimomentos POD
€rel  3.94 - 1074 3.65-107¢% 2.43-1073
n, 12 18 12

De modo contrario ao que ocorreu com a escada RC, as qualidades de reducdo da POD
e das outras duas n3o difere drasticamente. Pode-se ver, entretanto, que a POD reage
de forma levemente pior — aproximadamente uma ordem de grandeza — que as demais.
Além disso, pode-se enfatizar, mais uma vez, que a POD é baseada em simulac3o, o que
significa que uma simulacdo — ou um conjunto de varias simulacdes — do FOM, tem que ser
feita. Este processo pode consumir muito tempo e, para ilustrar isso, a Tabela 3.4 mostra

o periodo de tempo que é necessario para se reduzir por cada uma dessas trés abordagens.

Tabela 3.4: Tempos de reducdo da POD, técnica hermitiana e dos multimomentos

Hermitiana Multimomentos POD
trea(s) 1.444 0.757 1.684 - 10
n, 12 18 12

Pode-se ver facilmente como os tempos de reducdo nas duas primeiras colunas divergem do
da Gltima por conta da simulacdo do modelo de ordem cheia na POD. Também enfatiza-se
que somente um sinal de treinamento foi usado. Se, ao invés disso, os sinais de treinamento

fossem mais numerosos, o tempo de reduc3o seria ainda maior.
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Caso nao-controlado

Também é interessante testar se os métodos de reducao apresentados conseguem lidar com
reconstrucdo de estados. Para tal, o caso ndo-controlado é apresentado e @« = 0,3 = 1 sdo
fixados. Além disso, uma condic3o inicial diferente de zero vg(z) = 1 + sin((2x + 1)7) é
dada, junto com um novo estado de referéncia & = x — vp(x), tal que um termo de entrada

constante b, seja obtido.

Com relacdo ao vetor de saida, todos os estados devem ser levados em consideracdo, de
modo que ¢ = %[1, ..., 1JT é uma opcdo adequada. E importante ressaltar que, uma vez
que o objetivo deste processo é reconstruir os estados do sistema, o vetor de saida é usado
somente para construir as matrizes de projecao para a reducdo, e ndo para obter uma saida

de fato.

A Fig. 3.7 mostra os estados reconstruidos para cada uma das rotinas independentes de
treinamento, bem como os estados do sistema original. Como a POD n3o é o objetivo
principal desta tese e foi simulada previamente apenas para efeito de comparacdo, ela é
deixada de lado de agora em diante. Também pode ser dito que, devido a entrada constante
e suas propriedades intrinsecas, a POD provavelmente teria uma performance melhor que

os demais métodos, fazendo sua simulacao desnecessaria.

Pode-se ver que a abordagem dos multimomentos n3o é capaz de reconstruir os estados do
sistema original, uma vez que hd um grande desvio entre este e 0 FOM simulado. O método
hermitiano, entretanto, apresenta resultados bastante satisfatérios. O erro absoluto deste
em comparacdo ao modelo original também é mostrado e seus valores, apesar de altos em
alguns pontos, sdo relativamente baixos em regime permanente, diferentemente ao que se

observa no caso dos multimomentos.

Os detalhes da reducdo podem ser vistos a seguir:

= Ordem cheia: n = 500

Integrador: ode45

= Passo temporal: 10 ms

» Abordagem hermitiana
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Sistema original, n = 500 Hermite, n, = 18

Tempo (s) 00

Erro Hermite

Erro

Tempo (s) ’ 00 x (m) Tempo (s) ) 0 1 x (m)
Figura 3.7: Caso ndo-controlado da eq. de Burgers com vy(z) = 1+ sin((2z + 1)7).
— Ordem reduzida: n, e, = 18

— Pontos de expans3o: 9 obtidos pelo IRKA

» Abordagem dos multimomentos

— Ordem reduzida: 1y yue = 27

— Pontos de expans3do: 9 obtidos pelo IRKA

Também deve ser notado que o método dos multimomentos entrega modelos instaveis com
mais frequéncia que o hermitiano. Este é o motivo para o niimero de pontos de expansdo ser
levemente maior que nos casos anteriores: a abordagem com os multimomentos conseguiu

entregar resultados estaveis somente com nove pontos.
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3.3.3 Equacao de Chafee-Infante

De modo similar ao feito na equacdo de Burgers, somente a equacdo de Chafee-Infante
unidimensional [10, 20] é levada em considera¢do neste capitulo. Assim como o modelo
anterior, este também é formado por um conjunto de quatro equacdes que definem a
dinamica e as condicdes de contorno e iniciais do sistema. Nota-se que este modelo tem

somente uma fonte de n3o-linearidade, que é o termo ciibico em (3.81).

v 2y
(th +0? = gﬁ +v em (0,L) x (0,7) (3.81)
av(0,t) + Bg;(o,t) = u(t) em (0,7) (3.82)
gZZ(L,t) =0 em (0,7) (3.83)
v(z,0) = vo(x) em (0, L) (3.84)

A discretizacao espacial desta PDE parabdlica leva a uma série de equacdes que, por sua vez,
podem ser quadratico-bilinearizadas pelo processo descrito em § 2.2.2. Especificamente,
uma nova varidvel de estado pode ser definida como w; = v?, com w; = 2v;0;. lsso leva a
um aumento no nimero de QBDAEs em comparacdo ao niimero de pontos de discretizac3o.
Se o sistema original for discretizado em k segmentos, a representacdo quadratico-bilinear

tem 2k equacoes.

Controle de contorno

O mesmo procedimento feito com a equacdo de Burgers é repetido com a de Chafee-Infante.
Como a motivacdo para se elaborar técnicas de reducdo que mimetizem o comportamento
de transferéncia do sistema original no reduzido ji foi apresentada, as simulacGes com a

POD s3o deixadas de lado.

A Fig. 3.8 mostra a resposta no tempo do controle de contorno de um sistema governado
pela equacdo de Chafee-Infante a uma entrada u(t) = 3(cos(wt)+1) em sua posicdo z = 0
— borda esquerda. Sua saida é, como em § 3.3.2, o valor da varidvel de estado no contorno
direito — posicdo x = L. Para se obter essas condices, os pardmetros o = 1, § = 0,

c=1[0,...,0,1]7 e vg(x) = 0 s3o fixados.
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Figura 3.8: Controle de contorno de Chafee-Infante com w(t) = 3(cos(mt) + 1).

Mais uma vez, os detalhes dos parametros de reducdo e simulacdo podem ser vistos na
listagem que segue:

= Entrada: u(t) = 3(cos(mt) + 1)

» Integrador: odel5s

= Passo temporal: 10 ms

» Sistema original

— Ordem cheia: n = 1000

— Tempo de simulacdo: 25.50s

» Abordagem hermitiana
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Ordem reduzida: n;. per = 8

Pontos de expans3do: 4 obtidos pelo IRKA

Norma do erro relativo: 1.03-1073

Tempo de simulacdo: 1.56-107!s

» Abordagem dos multimomentos

Ordem reduzida: n, i = 12

Pontos de expansdo: 4 obtidos pelo IRKA

Norma do erro relativo: 5.34 - 1073

Tempo de simulac3o: 1.50-107!s

Pode ser visto que, mais uma vez, os dois métodos independentes de treinamento en-
tregaram modelos reduzidos com qualidade similar. A desvantagem da abordagem dos
multimomentos é a mesma que antes: a ordem reduzida é maior. Entretanto, pode-se

checar que os tempos de simulacao de ambos os modelos sao praticamente os mesmos.

Também pode ser dito que a abordagem dos multimomentos n3o é t3o robusta que a
outra, uma vez que os modelos resultantes dela sdo mais suscetiveis a serem instaveis. Este
é o motivo pelo qual somente quatro pontos de expansdo foram usados nestas reducdes:
todas as tentativas com mais pontos ndo resultaram em modelos estaveis pela técnica dos

mutimomentos.

Caso nao-controlado

E, novamente, o caso ndo-controlado é analisado para se investigar quiao capazes os métodos
de reducdo s3o de reconstruir os estados do sistema original. Para tal, o = 0,8 = 1 sao
fixados e um novo estado de referéncia & = x — vg(z) foi criado, exatamente como feito

no caso da equacao de Burgers.

A Fig. 3.9 exemplifica uma resposta no tempo dos estados com uma condic3o inicial vo(x) =

% + % -sin?((2z + 1)7) e nenhuma entrada.

Pode ser visto que ndo ha nenhuma superficie correspondente a reducdo por multimomentos.

Isso se deve ao fato de que ndo foi possivel simuld-la, uma vez que todos os modelos
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Hermite, n, = 10

Sistema original, n = 1000

i
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Figura 3.9: Caso n3o-controlado de Chafee-Infante com vy(7) = = + % - sin?((2x +

1)m).

reduzidos foram instaveis. Isso exemplifica, também, a robustez do método hermitiano em

comparacao ao dos multimomentos.

Também é possivel ver que a técnica hermitiana aproxima os estados originais do sistema
satisfatoriamente, com erros na ordem de 1072 em seus maximos. Pode-se dizer, ent3o,
que apesar de a rotina hermitiana ter sido projetada para reproduzir bem o comportamento

entrada-saida do sistema original, ela também pode reconstruir os estados originais com

fidelidade.

Observacdo 3.5 (Por que somente duas fun¢des de transferéncia sdo o bastante?). Pode-se
ver pelos resultados das simulacGes que os métodos de reducdo que s3o baseados somente
nas duas primeiras funcdes de transferéncia de um modelo QB podem dar uma boa apro-
ximacdo. Isso se deve ao fato de toda a informac3o sobre as n3o-linearidades do sistemas,
ou seja, as matrizes H e N, ja serem levadas em considerac3o [7]. Ademais, pode-se argu-
mentar que hd uma tendéncia de os subsistemas de ordem superior representarem um papel

menos importante na dindmica do sistema em comparac3o aos dois primeiros. Ja que estes
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respondem a k-ésima poténcia da entrada, suas respostas devem ser gradualmente menores,
tal que a resposta total no tempo ainda seja limitada. Se os subsistemas de ordem superior
crescessem em importancia com o aumento de k, pequenas entradas gerariam saidas muito

grandes. A

3.4 Formulacao do Problema

Pode-se checar dos teoremas citados anteriormente que eles sdo validos somente para siste-
mas SISO. Isto se deve ao fato que n3o had nenhum método que contemple o caso MIMO.
Expandi-los de uma maneira direta — ou seja, apenas substituindo-se os vetores de entrada
e saida por matrizes de entrada e saida — leva a operacdes inconsistentes e que ndo podem

ser feitas.

Neste sentido, é necessério investigar como sistemas quadratico-bilineares do caso MIMO

funcionam antes de se desenvolver técnicas de reducdo em si.

Este é, portanto, o maior problema a ser transposto nesta tese: elaborar uma compreensao
sélida de sistemas quadratico-bilineares com miltiplas entradas e saidas de modo tal que a

derivacao de uma rotina de reducdo de ordem se torne uma tarefa mais facil e tangivel.
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Capitulo 4

Modelos Quadratico-Bilineares

MIMO

Neste capitulo, ndo somente serdo citadas as abordagens de reducdo de sistemas MIMO,

como também suas consideracdes preliminares serdo estabelecidas.

Primeiramente, os fundamentos de sistemas QB MIMO serdo apresentados, enfatizando
suas diferencas com o caso SISO. Seguindo, as matrizes de transferéncia desta classe de
modelos pode ser derivada. Com a ajuda das consideraces ja previamente mencionadas,
os subespacos de Krylov que constroem as matrizes de projecdo podem ser formados e sua
validade com respeito a coincidéncia de momentos, formalmente confirmada e matemati-

camente provada.

4.1 Teoria de sistemas de modelos MIMO

A teoria de sistemas acerca de plantas MIMO n3o-lineares é bastante similar aquela acerca
de modelos SISO. Entretanto, alguns ajustes precisam ser enderecados de modo a n3o se

cometer erros simples. O objetivo desta secdo é enfatiza-los.

93
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4.1.1 Fundamentos de sistemas QB MIMO

Antes de mais nada, é preciso apresentar a equacao que define um modelo quadratico-

bilinear MIMO. Isso é feito pelas equacdes que seguem:

Ex(t) = Ax(t) + H(x(t) ® x(t)) + > N;x(t)u;(t) + Bu(t) (4.1)
Jj=1

y(t) = Cx(t) (4.2)

Além do fato de que os vetores de entrada e saida b e ¢, terem sido substituidos por
suas formas matriciais, B e C, hd uma outra diferenca significante que é digna de ser
comentada. A presenca de mais de uma matriz N levanta perguntas sobre como manipula-

las matematicamente.

Definindo-se uma outra representacio para as m matrizes N comoN = [N} Ny ... N,,] €

R™*™ ™ [16], o sistema QB pode ser reescrito como a seguir:

Ex(t) = Ax(t) + H(x(t) @ x(t)) + N(u(t) ® x(t)) + Bu(t) (4.3)

y(t) = Cx(1) (4.4)

Esta representacao facilita as derivacGes algébricas das expressGes das matrizes de projecio.
Pode-se checar a equivaléncia das duas formas de se escrever as equacées da dinamica de

um sistema qudratico-bilinear pelo Exemplo 4.1.

Exemplo 4.1 (As duas representacdes do termo bilinear de um sistema QB MIMO). Sup&e-
se que um sistema QB MIMO tenha m = 3 entradas, tal que N = [N; Ny N3] e
u(t) = [ui(t) ua(t) uz(t)]”. A multiplicacio N(u(t) ® x(t)) pode ser reescrita como

representada em (4.5).
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N(u(t) ® x(1)) = [Ny N2 Ny - | [ ()| @ x(0)

= [N Na NaJ - |, (4)x(¢)

us(t)x(t)

= Nju (t)X(t) + Nousg (t)x(t) + NgUg(t)X(t)

m=3 m=3
j=1 Jj=1

Com a ajuda de (4.3), é possivel quebrar o modelo QB em uma série de sistemas homogé-

neos, assim como em § 2.3.1 via abordagem variacional.

Analogamente ao caso SISO, as equaces variacionais de modelos MIMO foram derivadas
comparando-se os termos de poténcias iguais de a quando uma entrada da forma au(t)
for fixada e uma resposta no tempo x(t) = ax; + a’xy + a®x3 + ... for admitida. Os
subsistemas que resultam da substituicdo destes termos na equacao diferencial original sdo

dados pelas equacdes que seguem:

E)'Cl (t) = AX1 (t) + Bll(t) (46)
Exo(t) = Axa(t) + H(x1 (1) @ x1(t)) + N(u(t) @ x1(t)) (4.7)
Ex;(t) = Axp(t) + > H(xi(t) @ x;(t)) + N(u(t) @ x_1(t)) (4.8)
ij>1
i+j=k

Tendo as equacdes variacionais em maos, é possivel estudar como as funcdes de transfe-
réncia de um sistema quadratico-bilinear MIMO podem ser derivadas.
Observacdo 4.1 (A matriz N vista como um tensor). Com a modificacdo da representacdo

das m matrizes N; em uma s6 matriz N, também é possivel vé-la como uma matricization
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de modo 1 de um tensor N/ € R"*™*™ cuja j-ésima camada é a matriz N;. Matematica-

mente, a relacdo (4.9) é valida.

Ny =Nj = NP =N (4.9)

Esta interpretacao sera (til ao se construir os subespacos de Krylov. A

4.1.2 Funcoes de Transferéncia de Sistemas MIMO QB

Assim como feito com sistemas SISO, as funcdes de transferéncia de um modelo QB MIMO
podem ser derivadas pela abordagem das exponenciais crescentes. Para que haja um bom

entendimento, seus passos sdo listados a seguir.

» Se a func3o de transferéncia dos subsistemas de ordem até k devem ser determinadas,
uma superposicdo de k exponenciais crescentes é fixada como entrada do sistema,

assim como na equacdo (4.10), onde 1,, € R™ é um vetor coluna com m uns.

k
u(t) =1p,-Y €, s>0,i=1,....k (4.10)

i=1
» Calcular as expressbes que devem ser substituidas nas equacdes variacionais, ou seja,
xi(t), Xx(t), (u(t) ® x4—1(t)), e a combinagdo de (x;(t) ® x;(t)), em termos das

funcoes de transferéncia dos estados F; com i < k.

» Fixar todas estas expressGes nas equacdes diferenciais obtidas com a analise variaci-

onal.

k
= Separar a equacdo obtida ao se comparar os termos que multiplicam 1,x LoDzt Sit —
. p(s1t+sot-tsg)t
1mk 6( ) .

» Isolar Fy(s1, s2,. .., Sk).

= Multiplicar tudo por C pela esquerda para se obter o comportamento de transferéncia

entre as entradas e saidas Gy (s1, s2,. .., Sk)-
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Observacdo 4.2 (Nicleos multivaridveis de sistemas MIMO). Uma observacdo importante
a ser feita com respeito a abordagem de exponenciais crescentes para sistemas MIMO é
relacionada aos niicleos multivariaveis, ja que sua transformada de Laplace corresponde a

funcdo de transferéncia.

Diferentemente do caso SISO, os niicleos dos estados — e, consequentemente, as funcdes de
transferéncia dos estados — n3o sdo mais vetores, mas matrizes. No primeiro subsistema, o
significado de cada elemento desta matriz é relativamente intuitivo. Com a ajuda de (4.11),
pode-se ver que cada linha do nicleo f1(o) corresponde a um estado no vetor x;(t) e cada

coluna, a uma respectiva entrada de u(t).

X1 (t) = /_O; £1(o)ult — o) do (4.11)

Sistemas de ordem superior ndo se comportam desta maneira. Em § 2.3.2, a equac3o (2.46)
mostra como os niicleos de ordem superior e as entradas constroem a resposta temporal
xi(t) de um sistema SISO de k-ésima ordem. A multiplicacdo u(t — o1)...u(t — o) ndo
é possivel quando se considera modelos MIMO, uma vez que a entrada n3o é mais um

escalar, mas um vetor.

Seguindo os mesmos passos que em § 2.3.4, as expressGes para a resposta temporal e

nicleo do segundo subsistema x2(t) podem ser derivados, como representado nas equacdes

seguintes:
Xg(t) = /_Oo /_OO f2(01,02) . u(t - 01) X u(t - 02) dUldO'Q (4.12)
f2<01,02) = /_OO ‘I)(O')EilH(fl(O'l) ® f1(0’2))d0’
+ ®(00)E'N(,, ® f1(01)) € R (4.13)

Em (4.13) e daqui para frente, a notacdo I,, serd usada para representar uma matriz
identidade de ordem m. Esse procedimento pode ser feito até uma ordem arbitraria k, cuja

resposta temporal pode ser escrita como a seguir:

xk(t):/_O:O.../_ka(al,...,ak)-u(t—al)®~--®u(t—ak)dal...dak (4.14)
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Conclui-se que as linhas da matriz de nicleos fi (o1, ..., ak)Rnxmk correspondem aos es-
tados em xj(t) e suas colunas a cada elemento de u(t) ® - - - ®@u(t) (k vezes). Contraintui-
tivamente, isto significa que fi(o1,...,0%) tem mP colunas, ao invés de somente m como
em casos gerais de na teoria de sistemas. Isso explica o porqué de a coluna de uns ter m*

elementos, em comparando os termos multiplicando 1, i - e(s1T52++56)t na abordagem

das exponenciais crescentes para sistemas MIMO.

No caso do subsistema de segunda ordem, as colunas correspondem a cada elemento do
vetor u(t) ® u(t) e, logo, o niicleo f3(01,02) — e a matriz de transferéncia Ga(s1, s2) =
CFy(s1, 52) — teriam m? colunas. Isso confirma e explica o que foi mencionado na Obser-

vacao 2.8.

Subsistema de Primeira Ordem

Para o primeiro subsistema, ou seja, k = 1, a matriz de transferéncia corresponde a um
sistema linear simples, como ja feito em § 2.3.3. Como n3o ha mudancas grandes nas
derivacdes de matrizes de transferéncia MIMO e SISO, seu procedimento n3o sera escrito

neste texto. Seu resultado, contudo, é:

Fi(s)=—(A-sE)"'B=-A'B (4.15)

Gi(s) = —C(A - sE)"'B=—-CA,'B (4.16)

Subsistema de Segunda Ordem

Mais um vez, o segundo subsistema de um modelo QB deve ser investigado com mais
profundidade, ja que ele é ndo-linear. As equacdes (4.17) - (4.20) representam os termos

a serem substituidos na equagdo variacional da resposta a uma entrada da forma u(t) =

1, - els1+s2)t,
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xa(t) = 2F2(s1,82)1,,2 - els1ts2)t o Fa(s1,81)1,,2 e2s1t

+ Fy(s2, 52)1,,2 - €252 (4.17)

)'(g(t) = 2(81 + 82)F2(81, 82)1m2 . 6(81+s2)t + 281F2(81, 81)1m2 . 6281t

+ QSQFQ(SQ, 82)1m2 . g2s2t (418)

Xl(t) X X1 (t) = [Fl(sl) (029 Fl(sl)]1m2 . 6281t + [Fl(sl) [ F1(82)]1m2 . 6(81+S2)t

+ [Fi(s2) @ Fi(s1)] 12 - 1752 1 [F)(52) @ Fi(s2)]1,2 - €22
(4.19)

u(t) @ x1(t) = [In, @ F1(s1)]1,2 - et 4 I, ® F1(s2)]1,,2 - e2s2t

+ Ly, @ (Fi(s1) + Fi(s2))]1,,2 - es1752) (4.20)

Substituindo estes termos em seus respectivos lugares na segunda equacdo variacional
Exo(t) = Axa(t) + H(x1(t) ® x1(t)) + N(u(t) ® x1(t)) e isolando o termo Fy(s1, s2),

chega-se a equacdo que segue:

Fa(s1,82) = —%(A — (51 + 52)B) "' [H(F1(s1) ® F1(s2) + Fi(s2) @ Fi(s1))

+N(I,, ® (F1(s1) + F1(s2)))] (4.21)

Multiplicando (4.21) por C pela esquerda e substituindo os termos Fi(s) = —A;'B,

encontra-se a matriz e transferéncia de segunda ordem desejada.

S1+s2

1
Go(s1,52) = —§CA71 H(A;'BoA'B+ A 'BeA['B)

~N(I, ® (A'B+A_'B))] (4.22)
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Pode-se notar com apenas alguns célculos simples que a dimens3o a matriz de transferéncia
resultante é (p,m?). Com a expressio (4.22), também é possivel computar sua primeira
derivada — ou momento de primeira ordem — como explicitado pela expressdo a seguir:

oG 1, _ _ _ _ _
6512 (s1,80) = — §CA511+52EA811+82H(A811B ®A;'B+A.'BeA;'B)
1

1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
~5CALLHABA'BOAB + A /B® A'EA,'B)
1

B §CA;11+52EA;11-&-82N(I”1 ® (As_llB + AS_ZIB))
1

- §CA;11+52N(Im ® A, 'EA,'B) (4.23)

Pode-se ver que as expressdes (4.22) e (4.23) também podem ser aplicadas ao caso SISO.
O resultado recairia sobre (2.66) e sua respectiva derivada de primeira ordem, ja que I, ®

(A;'B+A_'B)=A;'b+A_'beN=N; =N param = 1.

Observacdo 4.3 (Derivadas com respeito a s3). A primeira derivada com respeito a s2 pode
ser feita analogamente a com respeito a s1. Entretanto, as técnicas de reducdo que serao
vistas nas préximas secOes levardo em conta somente a parte das funces de transferéncia

que estao ao longo do eixo s; = s9.

Considerando-se esta premissa, ndo haverd necessidade de calcular %—(s? explicitamente,

uma vez que ela terd o mesmo valor que %S‘f. A

Com estas expressdes, é possivel abordar os métodos de reducdo de sistemas quadratico-

bilineares MIMO.

4.2 Abordagens de Reducao de Ordem de Sistemas
QB MIMO

Nesta secdo, todos as abordagens desenvolvidas para reduzir modelos quadratico-bilineares
MIMO s3o apresentadas e suas validades, provadas. Na ultima subsecdo, também had uma
comparacdo de todos os métodos com respeito a esforcos computacionais e qualidade da

aproximacao.
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4.2.1 Primeiras Consideracoes das Funcoes de Transferéncia

do Sistema

Como ja mencionado na Observacido 4.3, somente os momentos ao longo da reta s; =
so serdo considerados para todos os métodos de reducdo. Por este motivo, a matriz de
transferéncia de segunda ordem do sistema e suas derivadas nos pontos (s1,s2) = (0,0)
sdo escritos nas equagdes (4.24) e (4.25). A matriz de transferéncia do primeiro subsistema
e suas derivadas ndo apresentam nenhuma diferenca ao caso linear, que ja é amplamente

estudado na literatura. Portanto, elas ndo vao ser escritas explicitamente nesta sec3o.

Observagdo 4.4 (Sobre a razdo pela qual Gy somente é calculada em (s1, s2) = (0,0)).
Pode-se achar estranho que somente os pontos de Ga(si,s2) que estdo na reta s =
s9 = o sdo levados em consideracdo pelos métodos de reducdo. Entretanto, se esse ndo
fosse o caso, uma malha de pontos de expansdo teria que ser calculada, o que pode ser
computacionalmente caro [7]. Resultados mostram que, no entanto, essa suposicdo pode

entregar aproximacdes satisfatérias e que esta escolha pode ser um bom ponto de partida

da pesquisa [34]. A
Ga(0,0) =— CALH(A,'B® A, 'B) - N(I,, ® A, 'B)] (4.24)
0G2

8751(0, o) =—CA'EAJH(A;'B® A,'B)

1
— §CA2_01H(A;1EA;1B 2A;'B+A'Be AJ'EA'B)
+ CAL'EASN(I, ® A;'B)

1 _
+ 5CA;(}N(Im ® A;'EA;'B) (4.25)

Observacdo 4.5 (Matriz Hessiana simétrica). E importante ressaltar que, em contrapartida
ao caso SISO, a relagio HU ® V) = H(V ® U) néo é vélida no caso MIMO mesmo que
H seja simétrica e, portanto, a segunda linha da equacdo (4.25) n3o pode ser simplificada
ainda mais. Isso ocorre devido ao fato de que os termos dentro dos paréntesis ndo sdo mais

vetores, mas matrizes. O Exemplo 4.2 ajuda a clarificar esta propriedade. A

Exemplo 4.2 (O produto de Kronecker ndo é comutativo para matrizes). Seja H € Rnxn?

uma matricization de modo 1 de um tensor simétrico, U = [u; ug] € R"™2eV = [vi vo] €
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R™ 2 matrizes, onde uy, us, vi,va € R™ s3o vetores. Ent3o, os produtos de Kronecker nas

equagdes (4.26) e (4.27) valem.

URV=u®v uy®vy ug®vy uy ® vs

VeU=[vi®u vi®uy v2Q@u; vz ® ug

Multiplicando estas equacdes por H pela esquerda, chega-se a (4.28) e (4.29).

H(U X V) = [H(u1 ® Vl) H(ul X Vg) H(UQ ® Vl) H(LIQ ® Vz)]

H(V & U) = [H(Vl & ul) H(Vl & LIQ) H(V2 X 111) H(Vg X UQ)]

Mas, se H for simétrico, as equagdes (4.30) a (4.33) sdo validas.

H(u; ®vi) =H(vi®@up)
H(u; ® vo) = H(v2 @ uy)
H(u; ® vi) = H(vi ® up)
H(uz ® v2) = H(va ® uy)

Logo, (4.28) e (4.29) podem ser reescritas como a seguir:

H(U & V) = [H(Vl & ul) H(V2 & u1) H(V1 X 112) H(V2 X UQ)]

H(V X U) = [H(Vl & ul) H(Vl X u1) H(Vg & ul) H(V2 & ug)]

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.34)

(4.35)

Logo, pode-se checar que, por conta da permutacdo da segunda e terceira coluna, as

matrizes HU ® V) e H(V ® U) n&o sdo iguais, mesmo que a matriz Hessiana do sistema

for simétrica.

A
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4.2.2 Matrizes Reduzidas de Modelos Quadratico-Bilineares

MIMO

Como a matriz bilinear do sistema teve que ser adaptada no caso MIMO, uma nova expres-
sdo para sua forma reduzida tem que ser derivada também. Considere a equacdo original

do sistema quadratico-bilinear.

Ex(t) = Ax(t) + H(x(t) ® x(t)) + N(u(t) ® x(t)) + Bu(t) (4.36)

y(t) = Cx(t) (4.37)

Incluindo a aproximacdo x(t) ~ Vx,(t), a equacio seguinte pode ser escrita.

EVx,(t) # AVx,.(t) + H(Vx,(t) ® Vx,(t)) + N(u(t) ® Vx,(t)) + Bu(t)
(4.38)

y,(t) = CVx,(t) (4.39)

Se o erro na equacdo dindmica (4.38) é assumido ortogonal a um subespaco W de dimens3o

n,, como na relacdo (4.40), entdo uma reducdo de Petrov-Galerkin pode ser encontrada.

(EVX,(t) — AVx, (t) — H(Vx, () @ Vx, (1)) = N(u(t) @ Vx,(t)) - Bu(t)) L W (4.40)

Sejam definidos E, = WIEV, A, = WIAV, H, = W/ H(V® V), N, = WIN({I,, ®
V), B, = WTB e C, = CV como as matrizes reduzidas do sistema, 0 ROM quadratico-

bilinear pode ser escrito como a seguir:

E % (t) = Apx,(t) + Hy (x(1) @ x,()) + Ni(u(t) @ x¢(t)) + Bru(t) (4.41)

y(t) = Crx,(t) (4.42)

A (nica matriz que apresenta uma diferenca significante em sua forma reduzida é, de fato,

a matriz bilinear N. As demais matrizes tém formas reduzidas analogas as do caso SISO.
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4.2.3 Abordagem Tensorial com Blocos Krylov

Teorema 4.1 (Coincidéncia de Momentos Obliqua Tensorial por Blocos Krylov). Sejam
E, = WTEV € R™ ™ uma matriz ndo-singular, A, = WTAV € R»*" H, =
WTH(V @ V) € R*" N, = WIN(IL, ® V) € R>*mne B = WIB ¢ Rwxm,
C, = CV € RP*" matrizes, com p = m, H uma matricization de modo 1 de um tensor
simétrico H € R™"*"*"™ e V., W € R"*" matrizes com posto maximo tais que (4.43) e

(4.44) sdo validas com o; ¢ {A(A,E),A(A,,E,)}.

span (V) O span {A,'B,AJ'EA_'B,..., (A 'E)"A,'B,

i=1,...k
A3 H(A,'Bo A,'B) - N(I, ® A;'B)]} (4.43)
span (W) O span {A;7CT, A;THP(A]'B® A;CT),
i=1,..k
AN, @ A;TCT)) (4.44)

Entdo, as equacdes (4.45) a (4.48) também valem.

'Gy G,
G1(20'i) = G17T(2O'i) (446)
GQ(O}', Ui) = GQ,T(UZ', O‘i) (4.47)
0Go 0Go., .
2 04,04) = 2" (03, 04 =1,2 4.4
aSj (Uzyaz) aSj (UI,J) J ( 8)

Demonstracdo. Para demonstrar o Teorema 4.1, cada uma das condicGes de coincidéncia
de momentos serd provada separadamente. Se os projetores II; = V(WTEV)_leE
e I, = W(VITETW)"'VTET s30 definidos, pode-se observar que Im (I1;) = Im (V) e
Im (IT) = Im (W).
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Com a ajuda deles, (4.45) pode ser provada como a seguir.

VAl B, =VA ! WTA, A 'B=VA ! WA, II,A]'B
Rl 2N / " 1 " 1
wTB
= VAL WA, V(W'EV)'W"EA'B
N—_————
AT,CFZ‘
=VA LA, (WEV)'"W'EA'B
N———

I,

=V(W'EV)"'W'EA_'B
II,

=ILA,;'B=A_'B (4.49)

Multiplicando ambos os lados da equacdo (4.49) por C, chega-se a (4.45) paral = 0. Para
se provar esta condicdo paral = 1,...,m, os mesmos passos podem ser feitos para os
proximos m blocos de direces de Krylov em span(V). Para efeitos de compreens3o, este

mesmo procedimento também é apresentado com a direcdo seguinte, A;}EA;}B.

VAL E A 'B,=VA I W'EVA B,
WTEV A;'B
= VA L W'A, AJ'EA]'B
=VA, , WIA, ILA;'EA]'B

=VA,, WA, VIWTEV)'W'EA_'EA]'B
N——

Ao,

=VA A, (WEV)'W'EA,'EA]'B
\%,_/

L.,
=V(W'EV)'WTEA_'EA_'B
I1;
=ILA,'EA;'B=A_'EA]'B (4.50)

Novamente, multiplicando (4.50) por C pela esquerda leva a condicdo (4.45) para [ = 1.
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A demonstracdo da equacdo (4.46) também é analoga aquela em (4.49), como representado

pelos préximos passos:

WA T

20,

CT =WA; L VT Ay, A;TCT = WAL VTAL TL,A;7CT
v b 7 7 bl 7 2 1
vTcT
=WA,J VI'A] WV'E'W) 'VIE"A;TC”
' ——

T
20,

= WA, AL, (VIETW)'VTETA I CT
N—————

r,20;
I,
=W(V'E'W) 'VIET A, FCT
11,

=ILA;CT = A CT (4.51)

op)

E, multiplicando ambos os lados de (4.51) por B” pela esquerda, chega-se a condicio

(4.406).
T3o direta quanto as provas anteriores, a da relacdo (4.47) pode ser feita repetindo-se o
procedimento analogo a dltima direcdo de span(V) e utilizando a relacdo (4.49).

VAL

T,20;

[ H (A 0B, ®A;B) — N(I,9A;B,) |

WTH(VeV) (A, ;. Br®A ;. B,) WINI,.QV)(I.®A, ;. B,)

=VA,;, [WH(VA !B, @ VA ) B,) - W/N(I,, ® VA, B,)]
K I

7,20,
A;'B A;'B A;'B
= VAL, WAy, AL [H(A; /B A;'B) - N(I, © A B)]
= VA1, W' Ay, I A, [H(A,'B® A'B) - N(I,, © A, 'B)
I,
= A, [HA,'B®A,'B) - N(I,, ® A;'B)] (4.52)

Como ja feito anteriormente, a multiplicacdo de (4.52) por C pela esquerda resulta na

relacdo de coincidéncia de momentos (4.47).



4.2. Abordagens de Reducdo de Ordem de Sistemas QB MIMO

107

A demonstrac3o da relacdo (4.48) é mais demorada que as demais. Para se deixa-la mais

facil, as equacSes (4.53) a (4.56) mostram, mais uma vez, a primeira derivada da segunda

matriz de transferéncia, para j = 1, 2.

0G2
851

(0i,00) =

— CA EA; H(A;'B® A,'B)

- %CA;;L_H(A;EA;}B ®A;'B+A;'BoA,'EA;'B)
+ CA,EA;! N(I,,® A;'B)

1 _
+ 5(LAL;;ZN(Im ® A,'EA;'B)

(4.53)
(4.54)
(4.55)

(4.56)

A coincidéncia dos momentos de primeira ordem serd feita linha a linha. Primeiramente, a

soma das linhas (4.53) e (4.55) é demonstrada com a ajuda das relagbes (4.51) e (4.52).

CA;! EA;[H(A;'B®A,'B)—N(I,®A;'B)

— -
C,A 5, W VA ) [H. (A7 B,®A; 5 B,)-N,(In,®A; ; B,)|

r,20; r,20;

=C,A,,, WEVA ) H. (A 1B, ®A,,B,)-N,(I,®A; ) B,)]

T,20; ,20;
E,
=CA 5, E AL, [H (Al B, ®A; ) B,) — N (I, ® A} B,)]

(4.57)

Para se provar a linha (4.54), o uso de matricizations é necesséario. Mas, antes de discuti-la

com mais profundidade, o segundo bloco de direcdes em span(W) deve ser trabalhado.

WA, L @ (A, 2B, ®A 5 Cl)

VTH®) (Vew)

= WA TVIH? (VA I B, @ WA ] CI)

T,20;

Af:llB A270’1:CT
= WA, TVTAT A THO(A]'B® AT CT)

= WA, TVIATIL A;THP(A]'B ® A, T CT)

T4

11,

=LA, "HP(A'Bo A, CT) = A;THO(A]'Bo AL FCT)

7

(4.58)
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Multiplicando (4.58) por BTA;L_TET pela esquerda resulta em:

BTA;T ETWATH® (A1 B, @A, ] Cl)
BTA; T VT
=BIATETATHO (AL B, ® AL CT)

7,20

=BTA;TETA,THY(A'Be A, fCT) (4.59)

A equacdo (4.59) pode ser interpretada como uma igualdade de duas matricizations de

modo 2 dos tensores representados em (4.60) e (4.61) .

P =H x1 (CAL,) x2 (BTA,TETA,T) x5 (BTAT) (4.60)
Pr = Hr x1 (CrAL},.) x2 (BIATEIAT) x5 (BY A, L) (4.61)

E, se suas matricizations de modo 2 s3o iguais, suas matricizations de modo 1 também

tém que ser. Logo, a equacdo a seguir pode ser escrita.

C,A 5, H (A )B, ®A JE.A . B,)=CA;, HA;'B® A,'EA]'B)
(4.62)

No entanto, ja que a matriz Hessiana é simétrica, ou seja, H®?) = H® ¢ H7(n2) = an?’), a
equa¢do (4.59) pode ser reescrita como:

BIATETATHO (AL B, ® A, ], CT)

7,04 r,20;

=BTA;TETA;TH®(A]'B® A, CT) (4.63)

E (4.63) pode ser interpretada como uma igualdade de duas matricizations de modo 3 dos

tensores a seguir:

Q =M x1 (CA3}) x2 (BTAT) x5 (BTA,TETAT) (4.64)

Or = Hr x1 (CrA; 3, ) x2 (BIA L) x3 (BI A TEIAT) (4.65)

04 04
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Ent3o, passando tudo a representacao de modo 1, chega-se a equacio que segue.

C,A 5, H (AL EA LB, ®A, . B,) =CA; HA,'EA;'Bo A 'B)
(4.66)

A soma de (4.62) e (4.66) prova que a linha (4.54) em suas formas cheia e reduzida sdo

iguais.

Por fim, a equivaléncia na linha (4.56) pode ser provada por um argumento anélogo a o
usado com (4.54). Mas, antes disso, o (ltimo bloco de direcdes em span(W) deve ser

manipulado.

wal NP g,eAl D)

7,0 r 7,204
—~—
VIN®(L,,,aW)
T~ T2 -T ~T
= WA ZVIN?(1, e WAL CT)
—_—————
Ay, CT

— WA, TVIN? (1, © A,7CT)

= WA, ZVTAL A;.TN(Z) (In ® A3 CT)

— WA, ZVIAT T, A, "N (1, @ A;7CT)
II,

— LA, "N (L, © A;7CT) = A, "NP (1, © A, CT) (4.67)

i

E, multiplicando (4.67) por BTA;Z,TET pela esquerda, chega-se a

B'A,” E'WAL N (1,247 Cl)
—— ~—~—
BTA; L VT VIN®(1,,W)

_ T (2 _
- BIATEAING (1,0 AL, CT)

r,20;

- T2 —T ~T
=BTA,TETA NI, ® A} CT) (4.68)

[oF
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Novamente, a relacdo (4.68) pode ser vista como uma igualdade de duas matricizations de
modo 2. Logo, suas representacdes de modo 1 também tém que ser iguais, o que resulta
em

CA; N(I,®A,;'EA;'B)=C,A}, N,(I,® A, EA B, (4.69)

,20; 04

Com as equacdes (4.57), (4.62), (4.66) e (4.69), pode-se provar que os modelos de ordem
cheia e reduzida tém momentos de primeira ordem da segunda funcdo de transferéncia

iguais.

Com este método, os momentos da matriz de transferéncia inteira coincidem, o que significa
que todo o comportamento do sistema pode ser reproduzido nos pontos de expansdo. No
entanto, é possivel ver que, para cada ponto de expansdo, (m + 1) - m +m? = m + 2m?
direcGes sdo adicionadas as matrizes de projecdo, o que pode fazer com que a ordem

reduzida fique alta muito rapidamente.

Para se consertar este problema, as abordagens seguintes tém a vantagem de adicionar
menos colunas as matrizes V e W por ponto de expansdo. Uma discussdo mais completa
das vantagens e desvantagens de cada método é feita depois que todos forem apresentados,

em § 4.3.

4.2.4 Abordagem Pseudolinear com Blocos Krylov

Teorema 4.2 (Coincidéncia de Momentos Obliqua Pseudolinear com Blocos Krylov). Sejam
E, = WTEV e R™* "™ uma matriz nio-singular, A, = WTAV ¢ R»*n H, =
WIH(V @ V) e R N, = WIN(I, @ V) € Rmxmnie B, = WI'B € R>™ e
C, = CV € RP*™ matrizes com p =m, V,W € R"™"™ com posto maximo tais que as

equagdes (4.70) e (4.71) sdo vaélidas, com o; ¢ {A(A,E),A(A,,E;)}.

span (V) D span {A;}B,A;}EA;}B} (4.70)
=1,k
span (W) D span {AQ_CZ;CT, A;g;ETAQ_UTZ_CT} (4.71)

i=1,..,k
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Ent3o, as equacdes (4.72) e (4.77) também valem, para j =1, 2.

Gi(0s) = Gip(0) (4.72)
ko) = G () (473)
G1(205) = G, (207) (4.74)

Gek20) = 5 20 (a.75)
Go(01,01) = Gap (0, 01) (4.76)
%?;(Ji,m) - ‘98(;;” (05, 0%) (4.77)

Demonstracdo. Assim como na demonstracdo do Teorema 4.1, as primeiras direcGes de

span (V) e span (W) podem ser manipuladas para se chegar as equacdes:

VA, B, =A_'B (4.78)
WA J Cl=A]C” (4.79)

A segunda direcdo de span (V) também pode ser analogamente trabalhada:

VAl E. A !B, =VA !lWI'EVA !B,
WY v " " "W
WTEV A;}B
=VA, . WI'A, A_'EA'B
= VA, . WI'A, ILA;'EA;'B
=VA; L WA, V(W'EV)'W"EA_'EA_'B
N———
Ar,ai
=VA LA, (WEV)'W'EA;'EA,'B
I
=V(W'EV) 'WTEA_'EA_'B
I1;

=ILA,'EA;'B=A_'EA]'B (4.80)

De modo similar, a relacdo (4.81) pode ser derivada com a segunda direcdo de span (W).



112 Capitulo 4. Modelos Quadratico-Bilineares MIMO

W =T T =T T _ W =T TyT W =T T
Ar,?ai Er AT’,QO'Z‘ Cr‘ - Ar,2a'iV E Ar,2o'i CT‘
~—~ —_———

VIETW A LcT

=WA, 7 VIAL A, TETATCT

r,20; o o;

r,20;

II,

=LA ETACT = A JETA ] CT (4.81)

Agora, a multiplicacdo de ambos os lados de (4.78) e (4.80) por C pela esquerda resulta

na seguinte condicdo de coincidéncia de momentos, para j = 1,2:

Gi(oi) = G1,(04) (4.82)
0G1 0G1
Tsj(o’i) = ds, (o) (4.83)

De mesmo modo, multiplicando os lados direito e esquerdo de (4.79) e (4.81) por B pela

esquerda resulta em (4.84) e (4.85), para j =1, 2.

G1(20y) = G1,(20y) (4.84)
0G1 0G1 .,
20;) = = (205 4.
aSj ( UZ) 85] ( O"L) ( 85)

O préximo passo é manipular a expressdo da matriz de transferéncia de segunda ordem e

chegar a sua forma reduzida.

Ga(0i,00) = —CAy,. [H(A;'B @ AJ'B)-N(I,® A,'B)]
——— N—_—— N—_—— N——
~CrA 5, WT VAL B, VALB, VA, B,

=-C,A,, WH(VeV)A, ;B @Al B,)
N—————
H,
+C A, WINI, @ V)L, ® A} B,)
N—————
N,
=-CA,, H (A} B, ®A; ] B,)
+C, A5, N (L, ® A} B,) = Go,(04,09) (4.86)
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O procedimento exatamente igual ao feito em (4.86) pode ser aplicado a primeira derivada

da matriz de transferéncia de segunda ordem, resultando em (4.87), para j = 1, 2:

0Go
st

8G2,r
8Sj

(O‘i,O’i) = (01,0'7;) (4.87)

E facil notar que somente 2m colunas sdo adicionadas por ponto de expansdo quando
se utiliza por este método. Além disso, um nidmero maior de momentos coincidem. As

desvantagens deste método, contudo, serdo trazidas em § 4.3.

4.2.5 Abordagem Tensorial com Direcoes Tangenciais

Teorema 4.3 (Coincidéncia de Momentos Obliqua Tensorial com Direcdes Tangenciais).
Sejam E, = WTEV € R"*™ yma matriz ndo-singular, A, = WTAV € Rrxnr H, =
WTH(V @ V) € R*" N, = WIN(IL, ® V) € R>*mn B = WI'B ¢ Rxm,
C, = CV € RP*"™  matrizes, 1; € RP,r; € R™ direcdes tangenciais, H a matricization
de modo 1 de um tensor simétrico H € R™"*"*"™ ¢ V, W € R"*" com posto maximo tais

que as equacdes (4.88) e (4.89) sdo validas com o; ¢ {A(A,E), A(A,,E,)}.

span (V) D span {A'Br;, A]'EA'Br;,
i=1,...k

A3} [H(A,'Br;® A, 'Br;) — N(r; ® A, 'Br;)]} (4.88)
span (W) O span {A57C"1, A;"NP (r; @ A5 7CT1),
i=1,....k

A THO(A'Br; © Ay CT)} (4.89)
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Ent3o, as equacdes (4.90) a (4.93) também valem.

l l
[88?(01-)] r; = laacil” (ai)] r; 1=0,1 (4.90)
17 [G1(20:)] = 17 [G1+(204)] (4.91)
(Ga(0i,09)] (ri @ 1;) = (G (04,04)] (r; @ 1) (4.92)
17 l%(j;(%%) (ri@r;) =17 [8;? (0i,00) | (ri ®ry) j=12 (4.93)

Demonstracdo. Para se provar o Teorema 4.3, uma abordagem analoga a demonstracio
do Teorema 4.1 é feita. Se as relacdes B = Br; e C = lgpr sdo vélidas e os projetores
I, = VIWIEV)"'WTE e II, = W(VITETW)"'VTET forem definidos, pode-se ver
que Im (IT;) = Im (V) e Im (IT3) = Im (W).

Com a ajuda deles, a condicdo (4.90) pode ser provada, como a seguir.

VA, ! B, =VA WA, A 'B=VA | WA, II,A]'B
" v " 1 " 7
wTB
=VA, . WA, V(WTEV) 'W'EA_'B
N———
Ao,
=VA LA, (WEV)'W'EA'B
I
=V(W'EV) 'WTEA_'B
I

=ILA;'B=A,'B (4.94)

E, multiplicando ambos os lados da equacdo (4.94) por C pela esquerda, chega-se a (4.90)
para Il = 0. O mesmo processo pode ser feito analogamente para a direcdo seguinte em

span(V). Para efeitos de compreensdo, o mesmo procedimento é feito mais uma vez.
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VAL E A LB, =VA Il W'EVA,'B,
WTEV A'B
=VA L W'A, A_'EA]'B
= VA L WTA,ILA'EA;'B

=VA,, WA, VIWTEV)'W'EA_'EA]'B
N———
A'r,o'i

=VA A, (WEV)'WEA'EA]'B
N————

I,
=V(W'EV)"'W'EA_'EA'B
1
=ILA,'EA;'B=A_'EA]'B (4.95)

Mais uma vez, multiplicando (4.95) por C pela esquerda resulta na condicdo (4.90) para

=1

A prova de (4.91) também é andloga aquela de (4.94), como representado pela equacio

seguinte:

WA, T G =WA;L VT Ay, A TC = WAL VTAL TLA,TCT

T,20; r,20;
vre”
_ _ _7=T
=WA J VIAL W(VTETW)'VTETA;]C
N—————
T
,20;

~ WAL AL, (VIETW) 'VTETA,TC"
—_————

20, r,20;

I,
— W(VTE"W) 'VTET A, 7C"
112
— LA, C" = A" (4.96)

E, novamente, multiplicando ambos os lados da equac3o (4.96) por BT resulta na condic3o

(4.91).
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T3o direta quanto as demonstracdes anteriores é a da relacdo (4.92), que pode ser feita
repetindo-se 0 mesmo procedimento para a Gltima direcdo em span(V) e utilizando a

relacdo (4.94).

VA;,%@-[ HT(A;,CIHBT ® A;,;ZBT) - Ny(r;@ A;,;ZBT‘) ]
WTH(VRV) (A5, B,0A 5 B,) WIN(I,.V)(r®A B,)
= VA, [WH(VA !B, @ VA1 B,) - W/N(r; ® VA, . B,)]
b I I b
A;'B A;'B A;'B
= VA 5, WA, Ay H(A,'Bo A, 'B) - N(r; © A, 'B)]
= VA, WA IT A [H(A,'B@ A 'B) - N(r; ® A,'B)]
11,
= A H(A;'BRA;'B) - N(r; ® A;'B)] (4.97)

Como ja feito antes, a multiplicacdo de (4.97) por C pela esquerda resulta na relacdo

(4.92).

Assim como na abordagem com blocos de direcdes, a demonstracdo da relacdo (4.93) é
mais longa que as demais. Para torna-la mais facil, as linhas de equacdo (4.98) a (4.101)

mostram, mais uma vez, a primeira derivada da matriz de transferéncia de segunda ordem,

para j = 1,2.
oG
l,LT [%?(Ui,di) (I'i & I'Z') =

J

—CA,EAJH(A,'B® A,'B) (4.98)
1=~ ~ ~ ~

— 5CA;C}iH(A;}EA;}B ®A,'B+A'BoA'EA]'B) (4.99)
+CA,EA;N(r; ® A, 'B) (4.100)

1=~ _ ~
+ §CA2—(}Z_N(1~¢ ® A,'EA'B) (4.101)
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A coincidéncia dos momentos de primeira ordem serd feita linha a linha. Primeiramente, a

soma das linhas (4.98) e (4.100) é provada com o auxilio de (4.96) e (4.97).

CA;! EALHA;'BwA'B)-Nr; oA, B)

VA;;% [H(A; 5, B,0A; 5 B,)-N,(r;®A; . B,)]

W'EVA, H. (A B ®A ]
E,

= C AL B AL [H(ALLB, © AL B,) — N, (r; 2 AL B,)] (4.102)

Para se provar a linha (4.99), o uso de matricizations é necessario. Mas antes de entrar em

uma discussdo mais profunda sobre elas, a segunda direcdo de span(W) deve ser trabalhada.

&, AT wT

r,20;

_ -1
- CTA’I‘,QO'Z'

WAL @ (ALB wAL C)
~—~—
VTH®) (VeWw)
— WA, ZVTHO (VAL B, o WAL C))
AL'B A;TC

T

— WA, ZVTAT A;THO (A B e A;TCY)

— WA, TVTATT, A, "H® (A;'Bo A, 7CT)
(4.103)

II,

i

— LA, "H?(A;'Bo A;7€") = A,TH?(A;'Bo A1 C)

A multiplicacdo de (4.103) por BTA;Z,TET pela esquerda resulta em:

B'A,T ETWA;TH?(A;]
——
B, Ao VT
B _ 1= 7 =T
A’I’ Z EZAT,Z; H1(ﬂ2) (A’r,;iBT ® Ar,go'i C?“ )
(4.104)

T
= T 104
—B'ATETA-THO (A B A;TC!
- o o; ( a; ® 20; )
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A equacdo (4.104) pode ser interpretada como uma igualdade de duas matricizations de

modo 2 dos tensores apresentados a seguir:

P =M x1 (CA3L) xo B A;TETA;T) x5 (B'A,T) (4.105)
Pr=Hy x1 (CrA L) X2 (Br A TETALT) x5 (B A, L) (4.106)

r,20; 7,04

E, se suas matricizations de modo 2 sdo iguais, suas representacdes de modo 1 também

devem ser. Logo, a equacdo (4.107) pode ser escrita.

C.A 5, H (A B, @A LE A} B,)=CAHA,'BA,'EA,'B)
(4.107)

No entanto, uma vez que a matriz Hessiana é simétrica, ou seja, H® = H® ¢ H,(?) =
H®) a equacio (4.104) pode ser reescrita:

B, A TEFA THO (AL B, 0 AT E))

r,20

—B'A;ETA;"HO (A B o A TE) (4.108)

E (4.108) pode ser interpretada como uma igualdade de matricizations de modo 3 dos

tensores nas seguintes equacdes:

O =H x1 (CAZL) xo (BTA;T) x5 (B"A,TETA,T) (4.109)
O, = H, x1 (C, AL ) xo (Br A;T) x5 (B A, ZETA;T) (4.110)

r,20;

Entdo, passando tudo a representacdo de modo 1, a equacdo a seguir pode ser obtida.

CA L, H(ALEA LB A 1B,

r,20; 7,054

=CA; H(A;'EA;'B® A;'B) (4.111)

A soma de (4.107) e (4.111) prova que a linha (4.99) em suas formas cheia e reduzida sdo

iguais.
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Finalmente, a equivaléncia da linha (4.101) pode ser provada por argumentos anélogos a

de (4.99). Mas, antes disso, a tltima dire¢cdo em span(W) tem que ser manipulada.

_ (2 _ =T
WAT,UTi N7(‘ ) (ri ® Ar,gaicr )
~——
VTN (1,,eW)

= WA ZVIN @@ WA;QTWCTT)
—_—
A,ret
— WA, 7VIN®(r; @ A,7C")
— WA, TVTAL A, "NP (r; @ AT
— WA, TVTAT L A, "N® (r; © A,7C")
11>

— LA, "N?r e A;7C") = A; "N (r; 0 A7 CT)

E, multiplicando (4.112) por BTA;_TET pela esquerda, chega-se a:

ST 0 — —T (2 _ =T
B'A,” E"WA; IN" (r;0 A, L C))
———
BIA;TVT

=B ATETA NP (r, @ AL C))

r T,20;

= BTA;iTETA;iTN(2) (r; ® Ayl el

(4.112)

(4.113)

Novamente, a relagdo (4.113) cpode ser vista como uma igualdade de duas matricizations

de modo 2. Logo, suas matricizations de modo 1 tém que ser iguais também, o que resulta

em:

CA N ®A;'EA;'B)=C,A, N, (r;® A, ) E, A} B,)

(4.114)

Com (4.102), (4.107), (4.111) e (4.114), prova-se que os modelos de ordem cheia e reduzida

tém momentos de primeira ordem iguais na matriz de transferéncia de segunda ordem.



120 Capitulo 4. Modelos Quadratico-Bilineares MIMO

Finalmente, este método adiciona somente 3 colunas por ponto de expansdo. Ademais,
segundo este método, as matrizes de entradas e saidas do sistema podem ter dimensdes

diferentes, o que n3o era o caso nas abordagens anteriores.

4.2.6 Abordagem Pseudolinear com Direcoes Tangenciais

Teorema 4.4 (Coincidéncia de Momentos Obliqua Pseudolinear com Direcdes Tangenciais).
Sejam E, = WTEV € R " uma matriz no-singular, A, = WTAV ¢ R*"r
H, = WH(VaV) € R N, = WIN(IL,,@V) € R*mnr B, = WI'B e R ™
e C,. = CV € R™* "™ matrizes, 1; € RP,r; € R™ direcées tangenciais e V, W € R"*"r

com posto maximo tais que (4.115) e (4.116) sdo validas com o; ¢ {A(A,E),A(A,,E;)}.

span (V) D span {A;ilBri,A;ilEA;ilBri} (4.115)
i=1,...k

span (W) O span {A;CTl;, A;TETA;TCT1} (4.116)
i=1,...,k

-----

Entdo, (4.117) a (4.122) também sdo vélidas, para j = 1,2.

[G1(03)]ri = [G1r(03)]ri (4.117)

lg(m)] r; = l({f;(m)] r; (4.118)

1 [G1(207)] = I [G1,-(207)] (4.119)

I [%(: (201-)] =17 [f’sijr(zw)l (4.120)

1 [Ga(0i,00)](x; @ 15) = 1[G (04, 04)] (r; @ 17) (4.121)

I l%?;(%m)] (ri@r) =17 [ag:” (oi,ai)] (r; ® 1) (4.122)

Demonstracdo. Assim como na demonstracdo do Teorema 4.3, a primeira direcdo de span (V)
e span (W) podem ser manipuladas para se provar coincidéncia de momentos. Definindo

B=Br;eC= liTC, as equacdes que seguem podem ser escritas.
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VA 1B, =A;'B (4.123)
WA, L €, =A,¢" (4.124)
A segunda direcdo de span (V) pode ser trabalhada analogamente, como em (4.125).
VAl E, A lB,=VA !W'EVA !B,
R v " b2 b3
WTEV A;'B
=VA,, WA, A_'EA'B
=VA,, WIA, ILA;'EA]'B
=VA,, WA, V(WTEV) 'W'EA_'EA'B
———
A'r,ai
=VA LA, (WEV)'"W'EA'EA,'B
I
=V(W'EV) 'WTEA_'EA_'B
I1;
=ILA,'EA]'B=A]'EA;'B (4.125)
De modo similar, a relagdo (4.126) pode ser derivada.
WAL El AL C =wA ] VIE'TWA;] G,
—TxT
VTETW ATE
_ _ AT
= WA, 5, VIAL A TETA]C
_ _ _7AT
= WA, VIAL T, AL ETA;C
II:
— /T — 7T
=ILAJETAJC = A JETATC (4.126)
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Agora, a multiplicacdo de ambos os lados de (4.123) e (4.125) por C pela esquerda resulta
nas relacbes (4.127) e (4.128), para j = 1,2.

(G1(0)]ri = [G1,r(04)]rs (4.127)
0G, 0G..,
[(%j(oi)] r; = [ 7, (Ui)] r; (4.128)

Do mesmo modo, a multiplicacdo de (4.124) e (4.126) por BT pela esquerda resulta em:

171G1(209)] = 1T [G1,(204)] (4.129)
8(}1 8G1,r
17 lasj(m)] :1?[ 75, (201»)1 (4.130)

O préximo passo é manipular a expressdo da matriz de transferéncia de segunda ordem para

se chegar a sua forma reduzida.

7 (Go(or,on)lror) = ~CA;l H(A'B © AJ'B)
—— N—_—— N——
~-C,A ,, W VA B, VAL B.

+ CA;l N(I,® A,'B)
S~—— N——
wT VA B,

r

rA

—1
,20;

=-CA}, WH(VeV)A, B @A B,)

04 04
—_— —
H,
+CA, WIN(I,®V)(r;® A, B,)
| S —
N,
=-CA}, H (A }B,®A, ) B,)

+C A, N (ri® AL B,)

=17[Gy, (01, 04)](r; @ 15) (4.131)

Este exato procedimento pode ser feito com a primeira derivada da matriz de transferéncia

de segunda ordem, resultando na relacdo (4.132), para j = 1,2:

aGQ,r
aSj

(0i,04) (0i,04)| (r; @1;) (4.132)

! aSj

(Pz‘®1‘z‘)—llf[
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4.2.7 Extensao da Abordagem dos Multimomentos para o Caso

MIMO

Uma extensdo pura da abordagem dos multimomentos apresentada em § 3.2.2 é escrita
nesta secdo. No entanto, sua demonstracdo nao serd apresentada porque este teorema é

dado somente para efeitos de comparacdo, que sera feita em § 4.3.

Teorema 4.5 (Coincidéncia de Multimomentos via Subespacos de Krylov para sistemas
MIMO). Seja 98 = (E,A,H,N,B, C) um sistema de equacdes diferenciais quadratico-
bilineares (QBDAE) de dimensdo n. Sejam q1,q2 € N com g2 < q1. Assume-se que um
sistema reduzido de QBDAEs é construido por uma projecdo de Petrov-Galerkin: E, =
WTEV € R A, = WAV € R H, = WTH(V @ V) € R™*" | N, =
WIN(I,, ® V) ¢ Rm*™mm B, = WIB € R"*™ C, = CV € RP*™, onde span(V)

e span(W) s3o bases ortonormais dos espacos construidos pelo Algoritmo 4.1.

Algoritmo 4.1: Construcdo das matrizes de reducio para coincidéncia de mul-

timomentos de um sistema MIMO
Entrada: As matrizes do sistema QB E, A, H, N, B, C, o ponto de expans3o o,

a ordem reduzida da func3o de transferéncia de primeira ordem, ¢, e da
func3o de transferéncia de segunda ordem, go
Saida: Matrizes de projecdo V e W
1 inicio
2 V1=K, (A;'E,A'B);
3| Wi=Kq (A ET A CT);

4 parai=1: gy faca

5 Vi = Kgiv1 (A3 E, A7N(L, © (A;'E)A'B));

6 Wi = K, i1 (A;TET, A;TN (1,  (ALJE) 1 ALB));
7 para j =1 :min(g; — i+ 1,7) faca

8 Vg’j =

Kooit1 (A3 E, Az H((A;'E) 1A 'B @ (A 'E) 1A 'B));
9 ng =
Keoit1 (A;TET, AZTHO (AT'E) 1A 'B @ (A5 E)1A,)B));

10 | span(V) = span(Vi) UUspan(Vh) UUspan(Vy');
% i,j
11 span(W) = span(W1) U span(W5) U U Span(Wé’j)

1,J
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Entao, sdo validas:

0'Gy 0'Gy,, _
: = = =0,... -1 4.133
8811 (U> 8811 (U)v ? ) 1 ( )
0'G 0'Gq,
L (20) = =21 (20), i=0,...,q—1 (4.134)
0s] 0s}
oiti giti
—Go(0,0) = ——Ga,(0,0), i+7<2p—-1 (4.135)
dst s, dst s},

E dificil elaborar uma express3o analitica para o niimero de colunas nas matrizes de projecio
resultantes V e W devido aos lacos de iteracdo. No entanto, o mesmo niimero de colunas
a3 abordagem tensorial com blocos de direcdes — i.e. m + 2m? — é adicionada por ponto
de expansdo para q1 = ¢o = 1. Esta configuracdo faz somente os momentos de ordem
zero de (g1 e os de ordens zero e um de Go coincidirem. lIsso significa que a abordagem
tensorial por blocos é capaz de aproximar as matrizes de transferéncia melhor no dominio
da frequéncia que esta extensdo da abordagem dos multimomentos com a mesma ordem

reduzida.

4.3 Sobre as Técnicas Desenvolvidas

Nesta secdo, algumas observacSes e uma comparacdo de todas as abordagens s3o feitas.
Primeiramente, os métodos tensoriais serdo tratados juntos e, depois, 0 mesmo sera feito

com as técnicas pseudolineares.

4.3.1 Abordagens Tensoriais

As abordagens tensoriais sdo as técnicas principais desenvolvidas nesta tese. Isso pode ser
dito porque as pseudolineares n3o conseguem transferir o comportamento n3o-linear dos
modelos as matrizes de projecio V e W. Desta maneira, os modelos reduzidos por elas

ndo sdo tdo bons quanto os reduzidos por via tensorial, como serd visto em § 5.

Os métodos tensoriais foram desenvolvidos inspirados em ambas as abordagens hermitiana
a dos multimomentos para sistemas SISO. Em um primeiro instante, torna-se claro que

seria melhor tentar expandir os métodos de sistemas SISO para o caso MIMO levando-se
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em consideracdo somente a abordagem hermitiana, ja que ela é a que entrega modelos
com resultados mais satisfatérios dentre as duas. No entanto, a teoria de sistemas por tras
da coincidéncia de momentos n3o permite que a abordagem hermitiana seja diretamente

transposta ao caso MIMO sem a investigacdo minuciosa de sua matematica.

Deste modo, a matriz V foi construida, em primeiro lugar, para ser analoga aquela da
técnica hermitiana, o que n3o foi possivel com W. Logo, esta foi construida analogamente
a técnica de multimomentos. Como estes métodos entregam niimeros diferentes de colunas
— ou blocos de direcio — por ponto de expans3o, m? colunas foram adicionadas a V para que
a reducdo fosse dimensionalmente possivel. Ent3o, estas colunas que estavam “sobrando”
foram usadas para fazer mais momentos a coincidirem, o que representa uma vantagem a

uma pura extensdo da abordagem de multimomentos ao caso MIMO.

Observacdo 4.6 (Sobre a razdo pela qual W n3o pode ser construida analogamente a abor-
dagem hermitiana). Toda a problematica jaz no fato de que H(A;}EA;}B ® A;}B) #*
H(A;}B ® A;ilEA;ilB). Isso torna o isolamento de A;ilEA;ilB fora do produto de
Kronecker — via matricization de tensores — muito mais dificil que no caso SISO, onde a

relacdo anéloga é valida. A

No entanto, pode-se ver que o método tensorial com blocos entrega modelos reduzidos
muito grandes, o que é um problema. Logo, direcoes tangenciais tornam-se importantes,

uma vez que ela resultam em ROMs menores.

A interpretacdo das abordagens tangenciais é uma simples interpolacdo. Quando se multi-
plica as matrizes de transferéncia G e G por 17 pela esquerda, as saidas — linhas de uma

matriz de transferéncia — sdo interpoladas.

Analogamente, a multiplicacdo das matrizes por r e (r®r) pela direita d4 uma interpolacio
das colunas das matrizes de transferéncia — que, por sua vez, representa as entradas ou

uma multiplicacdo delas.

As direcGes tangenciais representam mais um grau de liberdade na escolha dos parametros
de reducdes por subespacos de Krylov, mas elas podem ser escolhidas de modo tal que

menos importancia seja dada a entradas e saidas menos relevantes.
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Logo, as abordagens tangenciais ddo uma condic3o de coincidéncia de momentos mais fraca
que os métodos por blocos de direcdo, mas elas resolvem o problema das numerosas colunas

das matrizes de projecdo.

Observacdo 4.7 (Projecdo Ortogonal com Base Tensorial). As abordagens tensoriais tam-
bém podem ser usadas de modo ortogonal — em termos de projecdo. Abusando de notacdo
do MATLAB, basta definir matrizes V. = [V, W]|; W = V; e os momentos ainda coincidi-
riam. Isso pode ser provado substituindo-se todas as instancias de W por V e de I, por

II; nas demonstracdes dos teoremas.

Isso resulta em uma projecdo ortogonal cuja ordem é o dobro da ordem reduzida obliqua-
mente. Isso pode n3o parecer Util, mas a probabilidade de se chegar a uma reduc3o instével
com projecdes ortogonais é bem mais baixa. Logo a importancia, mais uma vez, de dire-
cOes tangenciais, uma vez que elas podem reduzir drasticamente o nimero de colunas nas

matrizes de projec3o. A

4.3.2 Abordagens Pseudolineares

Como ja mencionado anteriormente, as abordagens pseudolineares podem trazer momentos
a coincidir, mas eles tendem a n3o entregar resultados t3o bons por conta da auséncia
das caracteristicas nao-lineares dentro das matrizes de projecdo. Isso pode ser visto nos

resultados numéricos em § 5.

Este método pode ser expandido para fazer mais momentos coincidirem, uma vez que os
subespacos de Krylov desta técnica podem crescer até ordens arbitrérias. Isso da a este

método uma flexibilidade que n3o pode ser conferida aos tensoriais.

Todas as consideracdes que foram feitas com respeito a problemética envolvendo as direcoes
tangenciais em comparacao as abordagens com blocos de direcdo e o truque para se chegar

a uma projecao ortogonal também s3o validos para as técnicas pseudolineares também.



Capitulo 5

Resultados Numeéricos

Este capitulo contém os resultados numéricos dos métodos de reducdo desenvolvidos em
§ 4, simulados com dois modelos de benchmark. Para tal, estes modelos sdo apresentados
e descritos em seus respectivos subcapitulos. Depois, os resultados de suas simulacdes sao

mostrados e interpretados.

Nas secGes de simulacdo, as abordagens por blocos sdo aplicadas separadamente as com
interpolacao tangencial, de modo que os resultados possam ser mostrados de uma maneira

mais organizada.

5.1 Escada RC Nao-Linear MIMO

Os resultados numéricos correspondentes a versdo MIMO da escada RC s3o mostrados
nesta secdo. Como mencionado anteriormente, uma descricdo do sistema é dada, antes dos

resultados de suas simulacGes.

5.1.1 Descricao do Modelo

Para se testar os métodos MIMO desenvolvidos nesta tese, a escada RC, apresentada em

§ 3.3.1 foi adaptada, para que ela tenha duas entradas e duas saidas.

127
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A Fig. 5.1 mostra o modelo fisico do circuito, cujas entradas sdo as fontes de corrente
u1(t) = i1 e uz(t) = iz e suas saidas sdo as tensdes y;(t) = v1 e y2(t) = vn—_1 n. Neste
sistema, bem como no caso SISO, diodos com caracteristica corrente-tens3o ip = e40vp —1

foram usados.

i T TS

Figura 5.1: Circuito elétrico da escada RC MIMO.

Como nenhum elemento além da fonte de corrente foi adicionado ao circuito, as equacdes

diferenciais que o descrevem s3o muito similares a do modelo SISO.

b1 = —201 + vy 4 2 — 00 — 1001mv2) 4y (3) (5.1)
b = —20; + Vi1 + Vi + e0Wim1TE) _ M0imvi) 9 << N1 (5.2)

Uy = —UvN +un_1— 1+ 640(UN_17UN) + UQ(t) (5.3)

Agora, com a mudanga de varidveis v; ;41 = v; —vj41 para 1 <7 < N —1, e a substituicdo
das n3o-linearidades w; = e*Vi-1.: as novas equacSes dindmicas podem ser escritas em

(54)a(b.1ll)para2<i<N—-2e3<j<N-L1

v = —v] — v1,2 + 2 — 640v1 — €4OU1’2 + u1 (t) (54)

U120 =—v1 —2v12+ V23 +2 — 01— 9ed0vr2 4 4023 4 gy (1) (5.5)
@i,i+1 _ 72%7“1 + Vi1 + Vitlite + 6401;1-_1,1' _ 2640vi,z’+1 + 6401)i+1,i+2 (5.6)
ON-1,N = —20N_1,N + ON—a,N—1 + 1 + !0V 281 2ed0N-1N () (57)
=40(w1 + 1)(—v1 —vi2 — w1 — w2 + ui(t)) (5.8

( (
40(ws + 1)(
40(w; + 1)(
( )

—V1 — 21)172 +v23 —wip — 2wy + w3 + ul(t)) (5‘9

w1
Wy
w; 20j-11 + V21 Vi1 — wio1 — 2wj + wip) (510
wN

40(wy + 1 (—21)]\[_1,]\] +UN_2N—-1 —WN_1 — 2WN — ua(t)) (5.11
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Estas equacdes representam a escada RC MIMO em sua forma quadratico-bilinear, uma
vez que ndo ha nenhum mondémio com ordem maior que dois com respeito as varidveis de
estado. Elas podem, ent3o, ser trazidas a forma matricial de sistemas QB, ou seja, com as

matrizes E, A, H, N, B e C, e serem reduzidas de acordo com as abordagens em § 4.

Deve-se enfatizar, também, que este modelo tem m = 2 entradas e p = 2 saidas e pode,

entdo, ser reduzido por todos os métodos desenvolvidos em § 4.2.

5.1.2 Abordagens com Blocos de Direcao

As abordagens com blocos de direcdo podem entregar coincidéncia de momentos de toda
a matriz de transferéncia, que é o melhor dos casos em um sistema MIMO. Entretanto,
o uso da extensdo pura da abordagem dos multimomentos resultou em modelos reduzidos
instaveis com muita frequéncia e, por esse motivo, essa técnica foi deixada de lado nas

discussdes futuras.

Ambas as técnicas remanescentes entregam modelos reduzidos de ordens diferentes para
o mesmo nimero de pontos de expans3do, uma vez que a abordagem tensorial adiciona
m + 2m?2 colunas as matrizes de reducdo e a pseudolinear, somente 2m. Isso resulta em
uma grande discrepancia entre as reducdes no que se trata de ordem reduzida e exatid3o.
Contudo, é importante fazer comparacSes justas entre as rotinas de reducio, e, por este
motivo, tanto simulacdes com a mesma ordem reduzida quanto com os mesmos pontos de
expansdo sdo feitas separadamente. Primeiramente, fazem-se as reducdes com os mesmos

pontos de expans3o.

Reducées com os Mesmos Pontos de Expansao

A Fig. 5.2 mostra a resposta temporal do modelo de ordem cheia e suas reducbes pelas

abordagens tensorial e pseudolinear.

Os detalhes da simulac3o e da reducdo sdo dados, assim como feito em § 3.3, pela listagem

que segue.

» Entradas da simulac3o:
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T
—FOM
— Tensor ||
Pseudo
E 1
= 1
0.6 - 1
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Figura 5.2: Escada RC MIMO reduzidas com os mesmos pontos.

— ui(t) = $(cos(2m{5) + 1)

— uy(t) = § cos(t)

Integrador: odelbs
= Passo temporal: 10 ms
= Sistema original

— Ordem cheia: n = 800

— Tempo de simulacao: 61.95s
= Abordagem tensorial

— Ordem reduzida: n, g = 60

— Pontos de expans3o: 6 obtidos pelo IRKA

— Norma dos erros relativos:
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x e = 6.01-10%

* eg = 1.62- 102

— Tempo de simulacao: 3.30s

= Abordagem pseudolinear

— Ordem reduzida: n, pr, = 24
— Pontos de expans3o: 6 obtidos pelo IRKA
— Norma dos erros relativos:

x e; = 3.30- 102

x €9 =2.22-10"1

— Tempo de simulacdo: 3.01-107!s

Pode-se ver que tanto a ordem reduzida como o tempo de simulacdo da reducao pseudolinear
foram mais baixos que os da tensorial. Entretanto, também vé-se que seus erros relativos
sdo muito mais altos. Essas observacoes sao compativeis a tendéncia de sistemas de ordem

reduzida: quanto maior a ordem reduzida, mais precisa a reducao sera.

Deve-se mencionar, também, que, apesar de o modelo reduzido tensorial levar aproxima-
damente 11 vezes mais tempo para ser simulado do que a outra reducdo, o ganho em
velocidade em comparacdo ao modelo de ordem cheia é consideravel, ja que sua simulacdo

toma apenas 5.32% do tempo da simulacdo do FOM.

Os erros maiores da abordagem pseudolinear também podem ser explicados pelo nimero
de momentos coincidentes em cada reducdo. Enquanto trés momentos na funcdo de trans-
feréncia de primeira ordem G e dois na de segunda ordem, Go, coincidem com a técnica
tensorial, a pseudolinear consegue fazer somente dois momentos em cada funcdo coincidi-

rem.

Logo, como ja mencionado, também é necessario comparar ambos os ROMs com a mesma
ordem reduzida. Mas antes de fazé-lo, seria interessante, também, checar se os momentos

de cada um dos sistemas realmente coincidem com os do sistema original.



132 Capitulo 5. Resultados Numéricos

Checagem dos Momentos

As equacdes (5.12) a (5.15) mostram as normas dos erros na matriz de momentos. Cada
elemento das matrizes de erros Ejy;, ¢ = 1,2 mostra o erro nos momentos calculados em
cada uma das entradas da matriz de transferéncia ;. Ja que uma matriz de momentos
diferente é gerada para cada ponto de expansdo, a norma de cada elementos ao longo de

todos os pontos de expansdo é representada.

1.50-10716 9.92.10718
Eyvir = (5.12)

4.62-1071% 8.83.1017

1.77-10716 2.01-10"18 2.06-10"18 1.76-10"17
Eyvars = (5.13)

22810717 880-1071% 9.29.1071° 7.01-10"17

1.82-10716 4.05-10"%
EM7]_7PL = (514)

1.83-1072%6 6.59-10~17

6.33-10712 3.61-1071° 342.-1071% 543.10°%
EM,Q,PL = (5.15)

5.93-10722 7.77-10722 844-10722 6.51-10712

Analisando as equacdes anteriores e evando-se em consideracdo a precisdo da maquina,
pode-se verificar que o erro nos momentos é, de fato, igual a zero. Agora que a coincidéncia

foi checada, os testes com os modelos reduzidos de ordens similares podem ser feitos.

Reducdes com Ordens Similares
A Fig. 5.3 apresenta a simulacdo do FOM e de duas de suas reducées com a mesma ordem
reduzida n, = 60.

Mesmo sem checar a norma dos erros relativos, é possivel notar que a técnica tensorial

performa melhor que a pseudolinear. Entretanto, é sabido que rotinas de reducdo de Krylov
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Figura 5.3: Escada RC MIMO com as mesmas ordens reduzidas.

somente tém uma tendéncia a serem melhores com o aumento da ordem reduzida, mas

esta ndo é uma regra fixa. A escolha infeliz dos pontos de expansdo pode levar a reducoes
instaveis ou imprecisas também.

Para exemplificar esta propriedade, a mesma reducdo tensorial é comparada, agora, com
um modelo reduzido pela técnica pseudolinear ligeiramente maior, obtido pela adicdo de
somente um ponto de expansio a reducdo. E importante enfatizar, também, que os pontos
sao escolhidos de modo a otimizar a norma Hso do subsistema linear — ou seja, sao obtidos
pelo IRKA. Deste modo, n3o é possivel modificar os valores dos pontos de expansdo, mas

somente sua quantidade. Os resultados desta segunda comparacdo podem ser vistos na

Fig. 5.4.

Com seus detalhes listados a seguir:

» Entradas da simulac3o:
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Figura 5.4: Escada RC MIMO com ordens reduzidas similares.

— uy(t) = (cos(2m{5) + 1)

— uy(t) = § cos(t)

Integrador: odelbs

Passo temporal: 10 ms

» Sistema original:

— Ordem cheia: n = 800

— Tempo de simulacao: 58.54s
= Abordagem tensorial

— Ordem reduzida: n, g = 60

— Pontos de expans3o: 6 obtidos pelo IRKA

— Normas dos erros relativos:

10



5.1. Escada RC N3o-Linear MIMO 135

x e = 6.01-10%

* eg = 1.62- 102

— Tempo de simulacdo: 2.33s

= Abordagem pseudolinear

Ordem reduzida: n, p;, = 64

Pontos de expansdo: 16 obtidos pelo IRKA

Normas dos erros relativos:

x eg = 1.27-1073

x eg = 1.80- 102

Tempo de simulacdo: 2.83s

Agora, com uma configuracdo de pontos de expansdo ligeiramente diferente, ambos os
modelos reduzidos se comportam de maneira similar, com erros e tempos de simulacido que

n3o diferem muito entre si.

Também é importante ressaltar que as reducées s3o, de fato, independentes de entrada. A
Fig. 5.5 representa uma simulacdo com os mesmos modelos reduzidos a Fig. 5.4, mas com

entradas fixadas a uy () = uz(t) = €.

A Tabela 5.1 mostra os erros para cada abordagem de reducdo nesta simulacdo. Ja que
ambos sdo pequenos, mesmo com entradas variadas, a independéncia destes modelos com

relacdo a entrada pode ser experimentalmente checada.

Tabela 5.1: Comparagdo entre e,¢1 € €,¢,2 de ambas as técnicas de reducao

Tensorial Pseudolinear

erq 1.95-107%  1.25-1073

eretz 1.09-107%  6.73-107*
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Figura 5.5: Escada RC MIMO com ordens reduzidas similares e u; (t) = us(t) = e

Reducao de um Sistema de Ordem Grande

Até agora, somente sistemas de ordens medianas foram testados devido a questdes de
tempo, mas é muito importante testar os métodos desenvolvidos nesta tese para sistemas

de ordem realmente alta. Esta é, afinal de contas, a intenc3o principal de reducdo de ordem.

A Fig. 5.6 mostra a resposta no tempo de uma escada RC MIMO com ordem cheia n = 5000
e suas de formas reduzidas. De modo similar ao feito com os modelos de ordem mediana,
é dificil escolher pontos de expansdo que possam entregar modelos reduzidos estaveis com
ambos os métodos de reducdo. Logo, os modelos reduzidos tém ordens parecidas, mas nao

iguais.
Como de praxe, os detalhes da simulacdo e da reducdo se encontram listados a seguir:

» Entradas da simulacao:

—u(t)=et
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Figura 5.6: Escada RC MIMO de ordem alta e seus modelos reduzidos.

— ug(t) =et

= Integrador: odelbs
= Passo temporal: 10 ms
= Sistema original

— Ordem cheia: n = 5000

— Tempo de simulacdo: 5.64 - 102 s
= Abordagem tensorial
— Ordem reduzida: n, 75 = 80
— Pontos de expans3do: 8 obtidos pelo IRKA

— Normas dos erros relativos:

x e; = 1.85-1073
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x €9 = 3.82-1074

— Tempo de simulacao: 5.73s

» Abordagem pseudolinear

Ordem reduzida: n, p;, = 84

Pontos de expans3o: 21 obtidos pelo IRKA

Normas dos erros relativos:

x e; = 1.11-1071

* €9 = 8.02-1074

Tempo de simulacdo: 7.24s

Pode-se ver que a abordagem pseudolinear entrega uma reduc3o pior que a tensorial. Logo,
pode-se concluir que a segunda técnica é mais adequada para reduzir sistemas grandes. Isto
é intuitivo, pois as matrizes de projecdao deste método contém mais informacdo — sobretudo
com relacdo as n3o-linearidades do sistema — do que as do método pseudolinear, o que

pode desempenhar um grande papel quando o sistema é maior.

Anteriormente, pode-se observar que uma pequena mudanca nos pontos de expansio pode
causar uma melhora significativa na qualidade da reducdo. Este n3o foi o caso com a
abordagem pseudolinear com este sistema de ordem grande, uma vez que essas pequenas

mudancas resultaram em reducdes instaveis.

Reducdes Ortogonais

Apenas para efeitos de ilustracdo, uma reducdo da escada RC MIMO por projecdo ortogonal
é feita, segundo cada um dos métodos. Este truque foi descrito na Observacio 4.7 e, como
se pode ver, as matrizes de projecdo — e ordens reduzidas, portanto — tornaram-se muito

maiores.

As informacGes relativas a simulacdo e a reducdo se encontram listadas a seguir.

» Entradas da simulacao:

—u(t)=et
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Figura 5.7: Escada RC MIMO e suas

—t

= Integrador: odelbs

= Passo temporal: 10 ms

= Sistema original

— Ordem cheia: n = 800

— Tempo de simulacdo: 14.75s

= Abordagem tensorial

— Ordem reduzida: n, 75 = 100

— Normas dos erros relativos:

x e; = 1.88-1073

— Ponto de expans3o: 5 obtidos pelo IRKA

reducdes ortogonais.
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* eo = 1.16-1073

— Tempo de simulacao: 4.37s

» Abordagem pseudolinear

x e = 2.57-1073

% €9 =7.13-1074

Ordem reduzida: n, p;, = 40
Pontos de expans3o: 5 obtidos pelo IRKA

Normas dos erros relativos:

Tempo de simulacdo: 0.24s

Nestas simulacbes, pode-se notar que a abordagem pseudolinear performa ligeiramente

melhor que a tensorial no que se trata de erro relativo, mesmo que seu tempo de simulac3o

e ordem reduzida sejam muito menores, com os mesmos pontos de expans3do. Isso significa

que esta técnica representa uma escolha mais inteligente quando se reduz ortogonalmente.

Como um dos maiores problemas da técnica pseudolinear é a obtencio de ROMs estéveis,

pode valer a pena uma reducdo ortogonal com este método.

Os momentos em projecdes ortogonais coincidem também, como se pode ver em (5.16) a

(5.19), seguindo a mesma notacdo que antes.

1.11-10716
Eyir =

4.14-10717

2.33.10716
Eyvare =

2.77-10~17

2.51-10~17

(5.16)
2.69-1017
6.35-10719 3.97-10719 2.76-10"17

(5.17)

2.05-10718% 237.1071% 1.40-10716
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1.15-10717 1.02-1072
EM,l,PL = (5.18)

1.66-10"2° 6.84-10"17

5.74-10717 6.78-10722 5.69-10"22 3.90-1026
Enepr = (5.19)

1.86-1072! 5.96-10"%6 6.39-10"26 2.47-10~17

5.1.3 Interpolacdao Tangencial

Assim como feito com as abordagem com blocos, todas as andlises e testes feitos anteri-
ormente ser3o refeitos com os métodos que usam interpolacdo tangencial. A acuracia no
dominio do tempo, independéncia de entrada de treinamento e a verificacdo da coincidéncia

dos momentos s3o alguns dos pontos abordados pelos resultados que seguem.

Reducdao com a Menor Ordem Reduzida Possivel

Como ja mencionado anteriormente, um dos maiores problemas da abordagem pseudolinear
¢ a estabilidade dos modelos reduzidos. Este problema se torna ainda mais evidente com o
uso de interpolacdo tangencial, ja4 que nenhuma das configuracdes de pontos de expansdo
determinadas pelo IRKA que foram testadas entregou uma reducdo estavel. Logo, somente

reducdes pelo método tangencial s3o testadas nesta secdo.

Como n3o hd mais a necessidade de escolher uma configuracdo de pontos de expansdo
que consiga entregar modelos reduzidos estaveis pelos dois métodos ao mesmo tempo, a
quantidade deles pode ser determinada de maneira arbitraria. Ent3o, para ser possivel
determina-la de maneira objetiva, uma série de simulacdes foi rodada, comparando os erros
em ambas as saidas para varios valores de ordens reduzidas para entradas uq(t) = ua(t) =

e~!. A Fig. 5.8 mostra estes resultados.

Exceto os erros correspondentes a ordem reduzida n, = 45, os erros dos sistemas com
ordens maiores que 7, ¢hresn, = 30 ndo apresentam uma grande diferenca entre si. Logo,
Nythresh = 30 corresponde a melhor escolha de pontos de expansdo, ja que € a menor

ordem reduzida que entrega uma boa aproximacio.
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Figura 5.8: Erros correspondentes as reducdes tensoriais com interpolacdo tangencial.

A Fig. 5.8 também mostra o que foi previamente discutido em § 5.1.2: mesmo com uma
ordem reduzida maior, um sistema pode apresentar grandes erros sem nenhuma razio
aparente. Isso pode ser explicado pelo fato de que as aproximaces tém somente uma
tendéncia de serem melhores com o aumento da ordem reduzida. E possivel, entretanto,

que a escolha dos pontos de expans3o seja infeliz e que o modelo reduzido n3o seja bom.

Este mesmo efeito aparentemente aleatério ocorre com a preservacio da estabilidade. Pode-
se ver que nao hd nenhum ponto designado aos erros entre as ordens reduzidas de 15 e 24.
Isso ocorre devido ao fato de que essas ordens reduzidas resultaram em modelos instaveis
e que, portanto, ndo puderam ser completamente simuladas. N3o ha, até agora, nenhuma
técnica de reducao que permita uma escolha dos pontos de expansdo de modo tal que a

preservacao da estabilidade seja garantida.
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A Fig. 5.9 mostra a resposta no tempo do modelo original e seu modelo reduzido com

ordem reduzida n, = 30 — e, portanto, nimero de pontos de expansdo Ngy = 10.

102

0 | | | 1 =

FOM
— Tensor

Tempo (s)

1075

Erro relativo e

-7 I | | | |
10 0 0.5 1 1.5 2 2.5

Tempo (s)

Figura 5.9: Escada RC MIMO e seu ROM com interpolacdo tangencial.

Erro relativo e,

9

—
1S)
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-7
10 0

1072

2
Tempo (s)

E possivel observar que, mesmo com uma condicdo de coincidéncia de momentos mais

fraca, a abordagem tangencial entrega uma boa aproximacdo ao sistema original com uma

ordem reduzida baixa. A listagem a seguir enumera os detalhes destas simulacdes e desta

reducdo.

= Entradas da simulacao:

—u(t)=et

- ug(t) =et
» Integrador: odelbs

= Passo temporal: 10 ms
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= Sistema original

— Ordem cheia: n = 800

— Tempo de simulacao: 34.97s

= Abordagem tensorial

Ordem reduzida: n, = 30

Pontos de expansdo: 10 obtidos pelo IRKA

Direcbes tangenciais: obtidas pelo IRKA

Normas dos erros relativos:

x e = 1.89-1073

* ey =7.37-107%

Tempo de simulacdo: 0.87s

A independéncia de sinal de treinamento deste método também deve ser checada. A

Fig. 5.10 mostra a resposta temporal destes mesmos modelos a entradas degrau.

Tanto pela resposta no tempo quando pelo grafico do erro, pode-se notar que o modelo
reduzido aproxima o original muito bem. Logo, conclui-se que a reducido é, de fato, inde-

pendente do sinal de entrada.

Checagem dos Momentos

Como a independéncia deste modelo reduzido com respeito a entrada pode ser vista, a
coincidéncia de seus momentos também pode ser verificada. As equagdes (5.20) e (5.21)
mostram, respectivamente, as normas dos erros de 17'Gr; e 17 Gy(r; ® r;), que sdo dois

escalares.

e =3.03-1071 (5.20)

enma =6.29-10"% (5.21)
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Figura 5.10: Escada RC MIMO e seu ROM com interpolacdo tangencial, u(t) =
117

Pode ser verificado, entdo, que a abordagem tensorial usando interpolacdo tangencial pode
garantir coincidéncia de momentos, uma vez que todos erros relacionados a eles ficam em

torno da precisdo da maquina e podem, portanto, ser atribuidos ao truncamento numérico.

Reducdes Ortogonais

Como as reducdes com interpolacdo tangencial também podem trazer problemas de estabi-
lidade para os modelos reduzidos — especialmente para aqueles que foram reduzidos com a
abordagem pseudolinear — € intuitivo tentar reduzi-los ortogonalmente. De fato, este modo

de aproximac3do pode entregar modelos reduzidos estaveis com mais frequéncia.

Para se comparar a qualidade das reducdes, a Fig. 5.11 mostra as respostas no tempo dos

modelos original e reduzidos com a mesma ordem reduzida n, = 36.

A listagem a seguir mostra os detalhes, como de costume.
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Figura 5.11: Escada RC MIMO e suas reducdes ortogonais com interpolacdo tangen-

cial

= Entradas da simulacao:

—u(t)=et

- ug(t) =et
» Integrador: odelbs
» Passo temporal: 10 ms
» Sistema original

— Ordem cheia: n = 800

— Tempo de simulacdo: 14.66s
= Abordagem tensorial

— Ordem reduzida: n, = 36
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Pontos de expansdo: 6 obtidos pelo IRKA

Direcdes tangenciais: obtidas pelo IRKA

Normas dos erros relativos:

x e = 1.75-1073

*x eg = 7.18-107%

Tempo de simulacdo: 3.31-107!s

= Abordagem pseudolinear

Ordem reduzida: n, = 36

Pontos de expansdo: 9 obtidos pelo IRKA

Direcdes tangenciais: obtidas pelo IRKA

Normas dos erros relativos:

x e; = 2.57-1073

*x eg = 9.26-1073

Tempo de simulacdo: 2.67-107!s

Pode-se observar que ambas as abordagens performam de maneira similar com respeito
ao tempo de simulacdo e a qualidade da aproximacdo. Conclui-se, entdo, que fazer uma
projecdo ortogonal pode ser uma boa maneira de usar a abordagem pseudolinear com
direcGes tangenciais, jd que seus resultados se mostram compardveis aos da abordagem

tensorial.

Tirando o fato de que mais momentos coincidem pela técnica pseudolinear, nenhuma vanta-
gem pode ser vista com respeito as duas respostas no tempo. Deve-se dizer, entretanto, que
é preferivel que sistemas sejam reduzidos obliquamente, que podem garantir coincidéncia de
momentos com ordens reduzidas menores. Estes testes foram mostrados para ilustrar uma
possibilidade de reducao quando se encontra problemas com estabilidade. Nestes casos,

vale a tentativa com projecdes ortogonais.
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5.1.4 Abordagens com Blocos vs. Direcoes Tangenciais

N3o menos importante é a comparacdo entre as abordagens com blocos e as tangenciais.
Contudo, como cada método di& uma quantidade diferente de colunas para um mesmo
nimero de pontos de expans3do, torna-se dificil compara-los todos de uma maneira justa.

Este problema se torna ainda mais critico pois varias reducdes s3o instaveis.

Ent3o, para transpor este obstaculo, uma série de simulacdes variando o niimero de pontos
de expansdo foi feita. Os erros obtidos em cada uma destas simulacdes s3o plotados na
Fig. 5.12. Todas as simulacGes foram rodadas com ode15s, pontos de expansdo e direcdes
tangenciais obtidos pelo IRKA, um modelo original de ordem n = 800, simulacdes com

tempos de t; =0 aty =4 s e ui(t) = us(t) = sin(2t) como entradas.
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Figura 5.12: Erros relativos para varias ordens reduzidas.
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Os marcadores nos graficos foram colocados nas ordens reduzidas que deram modelos
estaveis. Pode-se notar que nem todas as configuracdes resultaram em reducdes estaveis, o
que pode ser visto pela distribuicao desigual dos marcadores. Ademais, nenhum marcador
foi atribuido a técnica pseudolinear tangencial, uma vez que ela ndo conseguiu entregar

ROMs estaveis, como ja discutido em sua prépria secio.

Considerando os erros nas saidas e na tentativa de escolher a menor ordem reduzida possivel,
a Tabela 5.2 pode ser construida, mostrando as configuracoes de pontos de expansdo que

serdo usadas na comparacao das trés técnicas.

Tabela 5.2: Ordens reduzidas escolhidas para a comparacao final.

NsO ny €rel,1 €rel,2

Tensorial com blocos 3 30 2.80-107* 3.26-1073

Tensorial Tangencial 7 21 3.78-107* 4.06-107

Pseudolinear com blocos 13 52 7.70-10* 2.72-103

Seguindo os mesmos pardmetros de simulacdo que as simulacdes anteriores desta secdo e

com os parametros de reducdo na Tabela 5.2, a Fig. 5.13 pode ser gerada.

Pode-se ver que, como esperado, as trés abordagens performaram de maneira similar com
respeito 3 qualidade da reducdo. A diferenca jaz no tamanho dos modelos reduzidos, que
variam de 21 — no caso da abordagem tensorial com direcSes tangenciais — a 52 — quando
se reduz com a abordagem pseudolinear e blocos de direcdo. Para ilustrar esta variancia, a

Tabela 5.3 mostra o tempo de simulacdo de cada ROM.

Tabela 5.3: Comparacdo dos tempos de simulacdo do FOM e dos ROMs.

n(r) tsim (S>

Ordem cheia 800 15.40
Tensorial com blocos 30 2.32-1071
Tensorial tangencial 21 1.09-107¢

Pseudolinear com blocos 53 5.42-107!
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Figura 5.13: Escada RC MIMO e seus vérios modelos reduzidos.

Fica claro que a abordagem tensorial combinada com as direcSes tangenciais performa
melhor que as demais, uma vez que é capaz de entregar modelos reduzidos confiaveis,

estaveis e com ordem baixa mais frequentemente.

5.2 Modelo de FitzHugh-Nagumo

De maneira similar ao feito na secdo anterior, que tratou da escada RC MIMO, esta secdo
também apresenta uma breve descricdo do sistema MIMO usado para testar as reducdes e,

em seguida, os resultados de suas simulacGes.
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5.2.1 Descricao do Modelo

O modelo de FitzHugh-Nagumo é um sistema n3o-linear que funciona como um oscilador
de relaxacdo. Quando o estimulo externo excede um certo limite, o sistema faz uma breve
excursdo no espaco de fase antes de retornar ao seu ciclo limite. Se este limite n3o for
ultrapassado, o sistema permanece dentro da oscilacdo. Pode-se falar, entdo, de um ciclo

limite estavel.

Um sistema real que opera tipicamente deste jeito é a membrana de uma célula, que
apresenta um desvio em seu ciclo de bombeamento de ions com a presenca de uma corrente
elétrica. Neste caso, v(z,t) é a tensdo na membrana — diferenca de potencial entre os lados
de dentro e fora da célula, dada por um gradiente de concentracdo de ions — ao longo do
tempo e w(x,t) é a varidvel de relaxac3o, que representa o fluxo de fons entre os lados de
dentro e fora da célula. As equacGes que descrevem o modelo continuo matematicamente

estdo dispostas a seguir [11, 29].

ov 5, 0%
55(1‘,1&) =c @(x,t) + flv(z,t) —w(x,t)+g (5.22)
%l:(x,t) = hv(z,t) — yw(z,t) + g (5.23)

Segundo o que foi feito em [5], f(v) = v(v — 0.1)(1 — v) é uma n3o-linearidade cibica,
e = 0.015, h = 0.5, v = 2, g = 0.05 s3o os valores dos parametros e as condicoes de

contorno e iniciais do modelo sdo dadas pelas expressdes que seguem.

v(z,0) =0 w(z,0) =0 para x € [0, 1] (5.24)
ov ov
— 7 —_— = > .
o (0,1) i0 6x<1’t) 0 para t >0 (5.25)

Quando se semidiscretiza o modelo em k elementos, chega-se a um sistema de 2k ODEs -
k para (5.22) e k para (5.23) — cujas expressdes tém n3o-linearidades clbicas que vém de
f(v). Logo, é necessério adicionar as expressdes z; = UZ-Z, 1 < ¢ < k como novas varidveis

de estado, o que adiciona mais k equacdes diferenciais ao modelo. O modelo quadratico-

T T

bilinear final tem, portanto, 3k ODEs. Se v = [vq,...,vk]", W = [wy,...,wi]" ez =

[21,..., zk]T forem definidos como estados que correspondem a discretizacdo espaciais de v,

w e z respectivamente, o vetor de estados total do sistema discretizado é x = [v, w’,zT|T.
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Algumas consideracdes sobre as entradas do sistema também devem ser feitas. A excitacao
em forma de corrente elétrica iy que estimula a derivada espacial da varidvel de estado v
em z = 0 é, evidentemente, uma das entradas do modelo de FitzHugh-Nagumo, sendo,
portanto, referenciada como u1(t). Entretanto, esta ndo é a Unica entrada do sistema. A
constante g da PDE no sistema continuo permanece inalterada no modelo semidiscretizado,
ou seja, ela continua sendo uma constante que nao depende dos valores dos estados. Deste
modo, este termo n3o pode ser inserido a nenhuma matriz que multiplique os estados x ou
qualquer uma de suas composicdes — a saber E, A, H e N - na representacdo de espaco
de estados. Logo, uma nova entrada artificial ua(¢) = 1 é adicionada ao vetor u(¢). O

modelo discretizado tem, portanto, duas entradas.

As saidas do sistema podem ser escolhidas como se queira, mas as varidveis de estado v; e
w; representam a resposta no tempo de v(i,t) e w(i,t) na mesma coordenada de espaco
arbitraria x = i. Faz sentido, ent3o, escolher uma matriz de saidas de modo tal que ela
possa filtrar os estados que correspondem a mesma coordenada espacial, de modo que os

ciclos limite possam ser vistos quando plotados no espaco de fase.

Como uma andlise extensiva das abordagens de reducdo ja foi feita com a escada RC, uma

menos completa sera feita com este modelo.

5.2.2 Resultados das Simulacdes

Diferente ao que ocorre quando se simula a escada RC, os pontos de expansdo obtidos
pelo IRKA n3o foram bem-sucedidos em dar modelos reduzidos estdveis da equacdo de
FitzHugh-Nagumo. Logo, foi necessario escolher os pontos de expansao manualmente, o

que pode ser muito dificil sem nenhuma informac3o adicional.

Deste modo, a resposta na frequéncia do sistema é investigada e a Fig. 5.14 mostra a

amplitude da primeira funcdo de transferéncia ao longo da frequéncia.

A nomenclatura G ;i corresponde a resposta na frequéncia da funcdo na j-ésima linha e

k-ésima coluna da func3o de transferéncia de ordem i.

A segunda funcdo de transferéncia também é relevante nesta analise, entdo sua amplitude

ao longo da frequéncia também é plotada. Para gerar a Fig. 5.15, a segunda matriz de
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Figura 5.14: Resposta na frequéncia da primeira funcao de transferéncia do modelo
de FitzHugh-Nagumo.

transferéncia foi calculada nos valores de frequéncia iw e sua amplitude foi tomada, anélogo

ao que é feito no caso linear.

Pode-se checar que as frequéncias em torno de w = 5 % sdo as que mais contribuem
para cada funcdo de transferéncia. Logo, seria interessante usar pontos de expansdo que
est3o perto destes picos, alguns a sua direta e alguns a sua esquerda para se fazer uma boa

interpolacao.

Agora, j& que ndo ha nenhum jeito de variar as ordens reduzidas e direcGes tangenciais
automaticamente — porque os pontos obtidos pelo IRKA n3o s3o apropriados — ndo é
possivel mostrar um grafico dos os erros com vérias ordens reduzidas. Logo, a escolha dos

pontos de expansdo foi feita levando-se somente a resposta na frequéncia em considerac3o.
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Figura 5.15: Resposta na frequéncia da segunda funcao de transferéncia do modelo
de FitzHugh-Nagumo.

Isso significa que n3o ha nenhuma maneira de garantir que as respostas obtidas sdo 6timas

em qualquer sentido.

Resposta no Tempo no Local de Excitacao

Primeiramente, a resposta no tempo de v(z,t) e w(z,t) no valor de x = 0 é plotada, ja

que este é o lugar onde a excitacdo u;(t) = ip é fixada.

Como este modelo se comporta com ciclos limite e os parametros de reducdo dados pelo
IRKA n3o sdo capazes de dar boas aproximacdes, € muito dificil chegar a modelos redu-
zidos estaveis. Em particular, os métodos de reduciao que ja apresentavam dificuldades
em entregar ROMs estaveis ndo conseguiram reduzir modelos que possam ser simulados

completamente com nenhuma configuracdo de parametros.



5.2. Modelo de FitzHugh-Nagumo 155

Logo, a técnica de reducdo que era mais suscetivel a entregar modelos estaveis — i.e. a
abordagem tensorial com interpolacdo tangencial — foi a (nica a conseguir reduzir este

modelo.

A Fig. 5.16 mostra os ciclos limite que ocorrem em z = 0 e sua reducao obliqua.

0.2 T T T T
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Figura 5.16: Espaco de fases de v(0,t) e w(0,t) e seus erros.

A listagem que segue mostra os detalhes da simulacdo e da reducdo, com a excecdo das
direcBes tangenciais, que sdo dadas pela Tabela 5.4. Pode-se ver que os pontos foram
escolhidos de maneira tal que um deles estd nos picos — w = 5% —, dois deles estdo

ligeiramente a esquerda dele e os outros dois, ligeiramente a direta (em escala logaritmica).

Entradas da simulacao:

— uy(t) =5- 10" 31
- ug(t) =1
» Integrador: odelbs
» Periodo da simulagdo: 5s
= Passo temporal: 10 ms
= Sistema original

— Ordem cheia: n = 1500

— Tempo de simulac3o: 9.97 - 10%s

» Abordagem tensorial com interpolacdo tangencial
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— Ordem reduzida: n, = 15

— Normas dos erros relativos:

x e; =4.98-1073

x eo = 2.07-1073

— Tempo de simulacdo: 1.41s

Tabela 5.4: Pontos de expansao e direcdes tangenciais da reducao do modelo de

FitzHugh-Nagumo.

Pontos de expansao

0.1

100

150

Direcdes a esquerda |;

1.2018
1.4234

5.6911]
0.7659

8.7503]
7.4053

34857
45653

0.4192]
6.6825

Direcoes a direita r;

[6.9925]
8.7541

[5.7136)
46752

[6.2869)
1.4134

[8.7776]
0.6813

[6.6235)

7.1424

A coincidéncia dos momentos também pode ser checada por este método. Os erros de

liTGlri e ll-TGg(ri ® r;) normalizados ao longo dos pontos de expansdo sdo dados nas

equacoes que seguem:

ey =1.01-10713

enma =5.57-1071

(5.26)

(5.27)

A Fig. 5.17 mostra o resultado da mesma simulacdo, mas adicionando-se vérios valores

de x. Este grafico tridimensional foi gerado pegando-se as matrizes de projecao V e W
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da dltima reducdo e aplicando-as a novas matrizes de saida artificiais. Para efeitos de
compreens3o, supde-se que X, (t) sdo os estados do ROM e C; é a matriz de saida que
filtra as respostas de v(i,t) e w(i,t). Entdo as saidas artificiais y;(¢) foram calculadas

como y,(t) = C; - Vx,(t).

E importante ressaltar que este método de reducdo ¢ intencionado para aproximar bem a

saida original, que é y, neste caso.

—FOM
Tensor - Tangent

0.2 g \\ | /\ \\

soe | LR 10 ) (NN

v(x) -0.5 0 X

Figura 5.17: Espaco de fases tridimensional de v(z,t) e w(z,t).

Pode-se ver que, mesmo que os ciclos limite ainda sejam mantidos e que n3o hd um grande
desvio dos dois modelos, uma pequena variacdo entre eles pode ser vista mesmo sem a
ajuda de graficos de erro. Entdo, seria interessante saber se as abordagens MIMO também
conseguem reconstruir os estados dos sistema, assim como a técnica hermitiana do caso

SISO.

Reconstrucao de Estados

Similar ao que foi feito com as técnicas SISO, é atil testar se as rotinas desenvolvidas para o
caso MIMO também conseguem reconstruir os estados. Contudo, usar o mesmo raciocinio
ao caso SISO para se escolher a matriz de saidas artificial para a reducdo como duas linhas

de niimeros 1 somente entregou resultados instaveis.
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Neste caso, considerou-se uma reducdo ortogonal, cujo espaco de fase pode ser visto na

Tabela 5.5.

— FOM
Tensor - Tangent

0.2

0.15

5.102 | \, ‘
\ IS N\ R \ )
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0.4
0.2
v(x) -0.5 0 X

Figura 5.18: Espaco de fase tridimensional de v(z,t) e w(x,t).

Os detalhes da simulacdo e da reducdo da Fig. 5.18 podem ser vistos na listagem a seguir

e na Table 5.5.

Entradas da simulac3o:

- u(t) = 5104317

—ug(t) =1
» Integrador: odelbs
» Periodo de simulacdo: 5s
= Passo temporal: 10s
= Sistema original

— Ordem cheia: n = 1500

— Tempo de simulacdo: 1.01-10%s
= Abordagem tensorial com interpolacdo tangencial e V = [V, W]

— Ordem reduzida: n, = 30
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— Tempo de simulacdo: 3.09s

Tabela 5.5: Pontos de expansao e direcoes tangenciais para a reducao do modelo de
FitzHugh-Nagumo.

Pontos de expansao | Direcoes a esquerda 1; | Direcoes a direita r;

[0.3656] [9.5530)

0.1
3.2583 1.6351
1 8.0920] [0.2054]
5.4645 0.2110
! 74862 [9.2368)]
3.0888 7.9466
12019 [6.5370]

50
4.1509 5.7739
52505 9.3261

150
1.8074 4.4004

Pode-se ver que a variacdo aparente entre o ROM e o FOM é mais baixa, agora. Ademais,
pode-se checar que reducdes ortogonais sio, de fato, mais suscetiveis a serem estdveis que

as obliquas.

5.3 Consideracoes Gerais

Neste capitulo, as implementacdes e os resultados numéricos das abordagens de reducdo
desenvolvidas em § 4 puderam ser vistos. Um breve resumo das técnicas de reducdo é

apresentado na enumeracdo que segue.

= Abordagem tensorial

— Blocos: Esta rotina de reducdo pode entregar coincidéncia de momentos da

matriz de transferéncia MIMO completa, mas ela também tem a desvantagem
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de adicionar muitas colunas — m + 2m? — s matrizes de projecdo por ponto

de expans3o, o que aumenta o tempo de simulacdo do ROM.

— Interpolacdo tangencial: Esta abordagem é a melhor no que se trata de esta-

bilidade e qualidade da reducdo. Pode-se ver que ela consegue entregar boas
aproximacdes, meso com ordens reduzidas relativamente baixas, o que é uma

vantagem no que diz respeito a esforcos computacionais.

= Abordagem Pseudolinear

— Blocos: Esta técnica também pode fazer todos os momentos da matriz de trans-

feréncia coincidirem. Entretanto, como as matrizes de projecdo n3o possuem
informac3o sobre a caracteristica ndo-linear do modelo, ela é mais suscetivel a

entregar modelos instaveis.

Interpolacdo tangencial: Infelizmente, essa abordagem somente entregou mode-
los instaveis e ndo pode ser comparada as demais. E possivel que os resultados
sejam mais favoraveis com uma escolha de pardmetros mais feliz, dada uma

eventual futura abordagem 6tima ou que garanta preservacdo de estabilidade.



Capitulo 6

Consideracoes Finais

Neste dltimo capitulo, um resumo e uma conclusao deste trabalho serdo apresentados, bem

como um panorama de temas futuros de pesquisa que possam complementar esta tese.

6.1 Resumo

O estudo presente foi baseado nos papers da SIAM [7] e [5], que, por sua vez, referen-
ciaram [19]. Eles tratam de trés abordagens de reducdo de modelos quadratico-bilineares
no caso SISO, bem como o procedimento de quadratico-bilinearizacdo, que traz sistemas

nao-lineares gerais ao formato QB.

Ent3o, para se entender completamente o que foi feitos nestes trabalhos e como conse-
guir expandi-los, a teoria de sistemas por trdas de modelos n3o-lineares — especialmente
quadrético-bilineares — foi revisitada e investigada. Em [31], uma grande parte da informa-
c3o referente a abordagens variacional e das exponenciais crescentes, bem como funcées
de transferéncia n3o-lineares pode ser estudada e seus corolarios puderam ser aplicados ao

caso especial de modelos QB.

O passo seguinte foi achar meios para trazer os momentos das matrizes de transferéncia
a coincidirem. lIsso foi apresentado em § 4. Como a abordagem dos multimomentos é
a extensdo direta da coincidéncia de momentos de sistemas bilineares, esta alternativa

foi primeiramente explorada. Contudo, a abordagem hermitiana foi capaz de entregar

161
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aproximacdes melhores que a primeira no caso SISO, logo, tentou-se desenvolver uma
rotina de reducdo analoga a esta. Entretanto, a matematica por tras dela provou-se muito
mais complicada que o esperado e uma investigacdo mais profunda seria necesséria, o que
escaparia do escopo deste projeto. Assim, a abordagem tensorial foi desenvolvida, que veio

como uma combinacdo da hermitiana e dos multimomentos, aplicada a modelos MIMO.

Para se testar se os métodos que foram desenvolvidos até entdo eram validos ou se ainda
precisavam de ajustes, modelos de benchmark foram necessarios. No entanto, ndo had mui-
tos sistemas MIMO abertos que podem fazer este papel. Entdo, em paralelo ao ja existente
modelo de FitzHugh-Nagumo, a escada RC n3o-linear foi adaptada e recebeu mais uma
entrada, de modo que os métodos desenvolvidos pudessem ser aplicados a ela. Estes mé-
todos foram testados e suas validades foram confirmadas, como visto em § 5. Apesar de
algumas técnicas de reducao se sairem melhor do que outras, pode-se checar que todas
entregaram coincidéncia de momentos e respostas temporais razoavelmente boas. A estru-
tura quadratico-bilinear do sistema de ordem cheia foi mantida e algumas caracteristicas

inerentes a sistemas nao-lineares puderam ser checadas, como a presenca de ciclos limite.

6.2 Conclusoes

No presente trabalho, pode-se concluir que uma grande classe de sistemas n3o-lineares pode
ser trazida a estrutura quadratico-bilinear em uma representacdo em espaco de estados sem
fazer nenhuma aproximac3o no processo. E necessério, entretanto, adicionar variaveis de
estado ao sistema original, o que pode representar um acréscimo ao tempo de simulac3o.

Isso, combinado ao fato de que muitos modelos de aplicacdo industrial ja tém ordens

elevadas, motiva a MOR.

Uma andlise estruturada de sistemas ndo-lineares também pode ser aprendida no periodo
deste projeto. A generalizacdo do conceito de transformada de Laplace, niicleos e funcdes de

transferéncia a teoria ndo-linear pode ser vista e aplicada a sistemas quadratico-bilineares.

Além disso, pode-se ver como abordagens para coincidéncia de momentos puderam ser
derivadas e quais eram suas dificuldades em sistemas MIMO. Em adic3o a isso, as peculia-
ridades de se elaborar ROMs via subespacos de Krylov também foram checadas. A grande

quantidade de graus de liberdade, como o valor e nimero dos pontos de extensdo, a esco-
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Iha das direcGes tangenciais, etc., pode interferir na qualidade de reducdo e preservacio da

estabilidade.

N3o menos importante, a experiéncia pessoal de se ter trabalhado em um ambiente aca-
démico com um assunto que ainda n3o havia sido estudado foi bastante esclarecedor com
relacdo as barreiras atuais da pesquisa académica e ao que pode ser esperado deste campo

de pesquisa no futuro.

6.3 Panorama

Nesta tese, técnicas de reducdo de ordem de sistemas quadratico-bilineares MIMO foram
desenvolvidas. Além disso, as abordagens principais de modelos tanto MIMO como SISO
foram implementadas. Entretanto, ha ainda passos importantes que devem ser dados em

trabalhos futuros e que podem complementar o progresso documentado neste relatério.

A teoria de sistemas que diz respeito a como modelos quadratico-bilineares funcionam e
como sua coincidéncia de momentos pode ser garantida foram derivadas a luz de interpola-
c3o de subsistemas. Entretanto, esta ndo é a (inica maneira pela qual sistemas n3o-lineares
podem ser interpretados. Interpolacdo por série de Volterra [17] é uma outra abordagem
conhecida para se analisar tais modelos. Seria interessante, entdo, investigar sistemas bi-
lineares e quadratico-bilineares seguindo este tipo de andlise, de modo que ainda outras

técnicas de ROM possam ser desenvolvidas.

Ademais, uma das maiores fontes de erro e incerteza é a escolha eventualmente ruim dos
pontos de expansdo e direcdes tangenciais. Isso se deve ao fato de que n3o havia nenhum
algoritmo que entregasse pardmetros de reducdo (quase-)6timos até a elaboracdo desta
tese. Entretanto, este assunto foi estudado ao longo dos dGltimos meses e o trabalho [8]
apresenta uma algoritmo truncado ( Truncated Quadratic-Bilinear Iterative Rational Krylov
Algorithm - TQB-IRKA) que promete reducdo étima de sistemas quadratico-bilineares.
Logo, é sugerido que uma comparacdo com as técnicas de reducdo desenvolvidas nesta tese
e o TQB-IRKA seja feita. Ainda mais, os pontos de expans3o e direcGes tangenciais étimos
que esta técnica entrega poderiam ser inseridos aos parametros de reducido nos algoritmos

estudados em § 4. Isso resolveria o problema da escolha ruim das especificacdes de reducio.
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Além disso, uma condic3o para a preservacdo da estabilidade de sistemas reduzidos foi feita
em [7]. Isso pode ser usado junto as abordagens de reducdo do presente trabalho para se

obter reducdes estaveis mais frequentemente.

Complementarmente, também seria interessante desenvolver outros modelos quadratico-
bilineares de benchmark. Propde-se trabalhar com a transferéncia de calor n3o-linear [27] e
a viga eletrostética [26] como modelos a serem submetidos ao procedimento de quadrético-

bilinearizacdo.



Apéndice A

Notacao

A.1 Operadores especiais e simbolos

Produto de Kronecker

O produto de Kronecker de duas matrizes A € R™*"™ e B € RP*? é definido como

a11B . alnB

A®B:(A®B):(ai]‘~B): . (Al)

amB ... amnB

Norma #,

A norma Hy de um sistema de ndcleo g(t) é definida como

Gl =/ [ loto)? dt = gl (A2)

A.2 Lista de abreviacoes

BT truncamento balanceado
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DAE equacdes diferenciais algébricas

FOM modelo de ordem cheia

LTI linear invariante no tempo

MOR reducdo de ordem

ODE equacdes diferenciais ordinarias

PDE equacdes diferenciais parciais

PMOR reducdo de ordem projetiva

POD decomposicdo propria ortogonal

QB quadritico-bilinear

QBDAE equacdes diferenciais algébricas quadratico-bilineares
QBMOR reducdo de ordem quadratico-bilinear
ROM modelo de ordem reduzida

TF func3o de transferéncia
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