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“A cardinal principle of modern mathematical research may
be stated as a maxim: One must always topologize. ”

Marshall Harvey Stone



RESUMO

LEITAO COSTA, C. Algebras de Boole e a Dualidade de Stone. 2023. 164 p. Monografia (Ba-
charelado em Matemaética) — Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo,

S3do Paulo, 2° Semestre de 2023.

Esta monografia tem como objetivo principal motivar, demonstrar e aplicar a dualidade de
Stone em uma linguagem matematica voltada para aqueles ja familiarizados com conceitos bdsicos
da teoria dos conjuntos e com estruturas algébricas.

Algebras de Boole sio estruturas algébricas introduzidas inicialmente por George Boole em
1854, que buscava descrever axiomaticamente a teoria de légica proposicional cldssica. No século
seguinte, os estudos de Henry Maurice Sheffer, Adolf Lindenbaum e Alfred Tarski estabeleram
concretamente algebras de Boole como parte de teoria de l6gica e reticulados.

Porém foi com o trabalho de Marshall Harvey Stone que algebras de Boole se tornaram
relevantes para um puiblico maior de matematicos. Em 1936, Stone publicou o primeiro resultado
do que hoje denominamos dualidade de Stone, estabeleceu uma relagdo de cardter categérico
entre dlgebra abstrata e topologia conjuntista.

A maior parte das defini¢des e notagdes deste texto provém da obra Handbook of Boolean
Algebras, Volume 1 de Sabine Koppelberg, enquanto as discussdes histdricas da importancia da
teoria se devem principalmente a introdugdo do livro Stone Spaces de Peter. T. Johnstone. Outras
referéncias serdo indicadas quando se tornarem mais relevantes.

O texto em si é dividido em quatro capitulos. O primeiro estabelece a fundagdo da teoria,
trazendo os conceitos e teoremas essenciais que serdo utilizados ao longo do texto. O segundo
capitulo traz as demonstragdes cldssicas da dualidade de Stone, com énfase em como o resultado
poderia ser naturalmente descoberto. O terceiro capitulo se trata de como algumas construgoes
usuais de algebras de Boole interagem com a dualidade de Stone. Por fim, o quarto capitulo traz

algumas aplicacdes da dualidade em topologia e teoria dos conjuntos.

Palavras-chave: dlgebras de Boole, representagdo de Stone, dualidade de Stone.



ABSTRACT

LEITAO COSTA, C. Boolean Algebras and Stone’s Duality. 2023. 164 p. Monografia (Bachare-
lado em Matematica) — Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sdo

Paulo, 2° Semestre de 2023.

This monograph’s main objective is to motivate, demonstrate and apply Stone’s duality in a
mathematical language aimed at those already familiar with basic concepts of set theory and with
algebraic structures.

Boolean algebras are algebraic structures initially introduced by George Boole in 1854, which
sought to axiomatically describe the theory of classical propositional logic. In the following
century, studies by Henry Maurice Sheffer, Adolf Lindenbaum and Alfred Tarski concretely
established Boolean algebras as part of logic theory and lattice theory.

However, it was with the work of Marshall Harvey Stone that Boolean algebras became
relevant to a wider audience of mathematicians. In 1936, Stone published the first result of what
we now call the Stone duality, establishing a categorical relationship between abstract algebra
and point-set topology.

Most of the definitions and notations in this text come from the Handbook of Boolean Algebras,
Volume 1 by Sabine Koppelberg, while the historical discussions of the importance of the theory are
mainly due to the introduction of the book Stone Spaces by Peter . T. Johnstone. Other references
will be indicated when they become more relevant.

The text itself is divided into four chapters. The first establishes the foundation of the theory,
bringing the essential concepts and theorems that will be used throughout the text. The second
chapter presents Stone’s classic demonstrations of duality, with an emphasis on how the result
could be naturally discovered. The third chapter deals with how some common constructions of
Boolean algebras interact with Stone duality. Finally, the fourth chapter presents some applications

of the duality in topology and set theory.

Keywords: Boolean algebras, Stone representation, Stone duality.
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Capitulo I

Fundamentos da algebra booleana

Existem duas visdes cldssicas de 4lgebras de Boole: como estrutura algébrica e como ordem
parcial. Cada visdo tem suas vantagens e na pratica usamos as duas indistinguivelmente. Assim,
introduzimos ambas as visdes e como elas se relacionam na secdo 1, tratamos dos conceitos que
sdo mais naturalmente provindos da teoria de ordem na se¢do 2 e dos provindo mais naturalmente
da teoria algébrica na segao 3.

Neste capitulo, as principais referéncias sdo [Kop89] e [BS81].

1 Aritmética elementar

Naturalmente, comegamos com a defini¢do de dlgebra de Boole e como suas operagdes se com-
portam. Mesmo para aqueles familiarizados com reticulados distributivos, recomendamos ler os

exemplos desta secdo, ja que o usaremos frequentemente no resto do texto.

1.1 Defini¢Oes e primeiros exemplos

Defini¢do 1.1. Uma dlgebra de Boole é uma estrutura (A, +,-, —,0,1) com duas operacdes bindrias
(+ e -), uma operagdo undria (—) e dois elementos 0 e 1 de A na qual valem os dez axiomas a

seguir para todos x, i e z elementos de A:

(Bl) x+y=y+x (Bl) x-y=y-x
(B2) x+(y+2z) = (x+y)+z (B2) x-(y-z) = (x-y)-z

(B3) x+ (x-y) =x (B3) x-(x+y) =x

(B4) x-(y+2z) = (x-y)+(x-2) (B4) x4+ (y-2) = (x+y) - (x+2)
(B5) x+ (—x) =1 (B5) x-(—x) =0



1. ARITMETICA ELEMENTAR 2

Os axiomas (B1) e (B1’), (B2) e (B2'), (B3) e (B3'), (B4) e (B4') e (B5) e (B5’) sdo deno-
minados respectivamente propriedades comutativas, associativas, absortivas, distributivas e
complementares.

Quando a estrutura estiver clara, nos referimos a dlgebra de Boole simplesmente com o con-
junto A, e as operagdes +,- e - sdo respectivamente denominadas soma, produto (ou multiplicagdo)
e menos (ou complemento). Para evitar uso excessivo de parénteses, determinamos uma ordem
de operacgdes, a operacdo menos tem precedéncia sobre a operacdo produto, que entdo tem pre-
cedéncia sobre a operacdo soma. Além disso, dizemos que a dlgebra tem certa cardinalidade se o

conjunto A tiver tal cardinalidade.

Essa defini¢cdo ndo é a mais sucinta possivel. De fato, mostraremos que dlgebras de Boole
podem ser caracterizadas de forma mais simples usando ordens parciais no Teorema 1.37, mas a

motivagado para esta defini¢do como dada fica justificada pelo seguinte exemplo.

Exemplo 1.2 (Algebra das partes). Seja X um conjunto e denote por §2(X) o conjuntos das partes
de X, isto é, o conjunto de todos os subconjuntos de X. A estrutura (§(X),U,N,°,?, X), onde
Y = X \'Y, é uma algebra de Boole, ja que os dez axiomas da defini¢do se tornam propriedades

elementares de teoria de conjuntos. §?(X) é denominada a dlgebra das partes de X.

Assim, com esse exemplo, a defini¢do acima esclarece que se procura estudar as propriedades
de estruturas com operagdes que agem como unido finita, intersec¢do finita e complemento de

conjuntos e também as fungdes que preservam tal estrutura, o que justifica a préxima definic¢ado.

Defini¢do 1.3. Sejam (A, +4,-4,—4,04,14) e (B, +8, B, —8,0p,1p) dlgebras de Boolee f : A — B

uma fungdo. Dizemos que f é um homomorfismo entre dlgebras de Boole se

f(x+ay)=x+py flx-ay)=f(x) 5 f(y) f(—ax) = —pf(x)

para todos elementos x e y de A.
Além disso, se f for um homomorfismo injetor, sobrejetor ou bijetor, dizemos que f é respec-
tivamente um monomorfismo, epimorfismo ou isomorfismo. Se existir um isomorfismo entre duas

dlgebras A e B, dizemos que elas sdo isomorfas e denotamos A = B.

Observe que, na defini¢cdo anterior, as caracteristicas distintas das algebras A e B foram
subscritas com suas respectivas algebras para clareza da definigdo, porém quando trabalhamos
com élgebras distintas, se ndo houver risco de confusdo, vamos denotar suas opera¢des sem o

subscrito para deixar a notagdo e a leitura mais agradaveis.

2



3 CAPITULO I. FUNDAMENTOS DA ALGEBRA BOOLEANA

Dado um conjunto X, dizemos que uma algebra de Boole é uma dlgebra de conjuntos sobre X
se a soma, produto e o menos forem respectivamente a unido, intersec¢do e o complemento de
conjuntos e o elemento 1 de A for X. Dizemos simplesmente que A é uma dlgebra de conjuntos se
existir um conjunto X tal que A é uma algebra de conjuntos sobre X.

Dizemos também que uma algebra de conjuntos A é simplesmente uma dlgebra de partes se

existe conjunto X tal que A = §£(X).

Observagao 1.4. Observe que toda élgebra de partes §?(X) depende apenas da cardinalidade de
X, no sentido que se |X| = |Y|, entdo §£(X) = §£(Y). De fato, se f : X — Y é uma bije¢do, entdo é

um bom exercicio verificar que

é um isomorfismo entre as algebras.

Note que toda 4lgebra de partes é uma algebra de conjuntos, porém vamos exemplificar a

seguir uma algebra de conjuntos que ndo é de partes.

Exemplo 1.5 (Algebra finita-cofinita). Seja X um conjunto. Dizemos que um subconjunto Y de X

é dito cofinito (em X) se X \ Y é finito. Seja
A ={Y C X | Y é finito ou cofinito}.

O conjunto A é uma dlgebra de conjuntos, denominada dlgebra finita-cofinita sobre X e denotada
por FinCofinX. De fato, para mostrar que A é uma algebra de Boole, basta mostrar que ele é
fechado para unido e interseccao finitas, ja que claramente o complemento de um finito é um
cofinito e vice-versa.

Vamos analisar alguns casos. Se a,b € A sdo ambos finitos, entdo a U b é finito. Sea,b € Aea
é cofinito, entdo X \ (a Ub) é um subconjunto de X \ a, que é finito, logo X \ (a U b) é finito e
a U b cofinito. Portanto A é fechado por unides finitas.

Agora, com A fechado por unides finita e complementos, dados a,b € A, temos que
anb=X~\((X~\a)U(X\b))

pertence a A, ja que escrevemos a M b em func¢do de unides e complementos de elementos de A.
Note que se um conjunto X é finito, entdo a &dlgebra finita-cofinita de X, coincide com a
dlgebra das partes de X, ja que todo subconjunto de X é finito. Porém no caso em que X é

infinito, essas 4lgebras diferem. De fato, se X é infinito, é possivel escolher {x, | n € w}

3
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um subconjunto enumerével de X, de modo que {xz, | n € w} € £(X) \ FinCofinX e portanto

FinCofinX ¢ §£(X).

Esse é nosso primeiro exemplo de duas élgebras distintas em que uma algebra estd contida na

outra. Isto motiva a préxima definigdo.

Defini¢do 1.6. Sejam (A, 44,4, —4,04,14) € (B, +3, -5, —B,0p, 1p) dlgebras de Boole. Dizemos
que A é uma subalgebra (de Boole) de Bse A C B, 04 = 0p, 14 = 1p e as operagdes +4, -4, — 4
sdo respectivamente as operagdes +p, -, —p restritas aos elementos de A. Além disso, se A é uma

subdlgebra de Be A C B, dizemos que A é uma subdlgebra prépria de B.

E imediato dessa defini¢ao que um subconjunto qualquer X de uma algebra de Boole A é uma
subalgebra de A se X contém 0, 1 e é fechado pelas operagdes de A. Neste caso, X é também em
si uma algebra de Boole, ja que os axiomas necessérios valem para todos os elementos de A, e

X CA.

Proposi¢do 1.7. FinCofinX é uma subdlgebra de §2(X), que é prépria se e somente se X é infinito. Além

disso, se X tem cardinalidade infinita x, entdo FinCofinX também tem cardinalidade x.

Demonstragio: Claramente FinCofinX é uma subalgebra de §2(X), que coincide com §(X) se X
é finito. Agora, suponha que X é infinito e sejam F e C respectivamente os conjuntos de elementos
finitos e cofinitos de X. FinCofinX é entdo a unido disjunta de F e C e |F| = |C|, j& que todo finito
pode ser associado a um tinico cofinito através do complemento em relacdo a X e vice-versa. O
conjunto de unitarios {{x} | x € X} constitui apenas conjuntos finitos de X, e assim esta contido
em F, e logo ¥ < |F|. Assim |F| é infinito e |FinCofinX| = |F| + |C| = |F| + |F| = |F|.

Por outro lado, considere, para cada n natural, F, = {Y C F | |Y| = n} o conjunto dos

subconjuntos de F de cardinalidade exatamente 1. Temos que
|Enl < [{(x1,...,xn) | x1,...,xp € F}| = |X"| = [X]" = |X| =«

e F é a unido disjunta de todos os F;,, e assim

Fl=|JF|=)Y [R<) x=N-x=x
new new new
Portanto |FinCofinX| = |F| = k. [ |

Coroldrio 1.8. Todo cardinal infinito k é a cardinalidade de uma dlgebra de Boole.

O anédlogo ao coroldrio acima para cardinais finitos ndo vale, o que serd mais facil de demons-

trar quando introduzirmos &lgebras relativas na subsecédo 2.3.

4



5 CAPITULO I. FUNDAMENTOS DA ALGEBRA BOOLEANA

Todos os exemplos de dlgebras de Boole apresentadas até agora foram algebras de conjuntos.

A seguir vamos apresentar uma algebra de Boole que ndo é uma algebra de conjuntos.

Exemplo 1.9 (Algebra de dois elementos). Considere a seguinte tabela verdade, onde V e F

representam os conceitos de ”Verdadeiro”e “Falso”.

p/Aqipvg|—p

poqa|pA
vV V| Vv
V F| F
F V| F
F F| F

m N S S| <
< <N ™™

E simples verificar que a estrutura ({V, F}, A, V, -, F, V) satisfaz os dez axiomas apresentados em
1.1 e portanto é uma édlgebra de Boole.

Se B = {0p, 13} também é uma 4lgebra de Boole com exatamente dois elementos, entdo é facil
verificar que o mapa que associa 0g — F e 1p — V é um isomorfismo. Portanto, {V, F} é a tinica
algebra de cardinalidade 2, exceto por isomorfismos. Denominamos {V, F} como a dlgebra com

dois elementos e a denotamos simplesmente por 2.

Outra forma de encontrar uma dlgebra com apenas dois elementos é considerar a dlgebra das
partes de um conjunto com apenas um elemento. De fato, se X = {x}, entdo £(X) = {Q, X} é
uma algebra de Boole com apenas dois elementos. Assim, apesar de {V, F} como apresentada
acima nao ser uma algebra de conjuntos, ela é isomorfa a uma algebra de partes e logo pode ser
vista como uma algebra de conjuntos e é como a trataremos daqui para frente. Em particular,
se X = {D}, entdo §2(X) = {@,{D}} é o cardinal {0,1} = 2, justificando nossa notag¢do para a
dlgebra com dois elementos. E possivel também obter uma algebra com um tnico elemento, como

apresentamos a seguir.

Exemplo 1.10 (Algebra trivial). Considere A a dlgebra das partes do conjunto vazio. A possui
apenas um elemento, ({@}). Novamente, toda dlgebra com apenas um elemento serd isomorfa a

A, com isomorfismo dado pela tinica fungdo possivel. Dizemos que A é a dlgebra trivial.

Alguns autores pedem uma condicdo adicional de que 0 # 1 na defini¢ao de algebra de Boole
justamente para evitar a presenga da élgebra trivial, j4 que serd uma consequéncia do lema 1.26
que esta é a unica algebra que isto ocorre. Aqui, queremos que todo §(X) seja uma édlgebra de
Boole, até mesmo nesse caso particular, e se necessério diremos que uma algebra é nio trivial se
0 # 1, isto é, ela tiver mais de um elemento.

Porém, aqui pedimos que toda dlgebra de Boole contenha os elementos (ndo necessariamente

5



1. ARITMETICA ELEMENTAR 6

distintos) 0 e 1, portanto ndo existe escolha de opera¢des booleanas que torne o conjunto vazio
uma algebra de Boole.
Agora, para comegar um estudo mais profundo de dlgebras de Boole, precisamos compreender

bem como as operagdes se comportam, o que serd o objetivo das proximas segoes.

1.2 Principio da Dualidade e idempoténcia

Antes de embarcar no estudo da aritmética das algebras de Boole, vamos provar um resultado
elementar que simplifica significativamente as demonstra¢des das préximas segdes.

Note que, na defini¢do 1.1 de algebras de Boole, os axiomas (B1)-(B5’) podem ser obtidos
dos axiomas (B1)-(B5) simplesmente trocando respectivamente +, - e 1 por -, + e 0, e vice-versa.
De forma mais geral, se ¢ € uma afirmacao sobre algebras de Boole escrita em termos de suas
operagdes e de elementos arbitrdrios, entdo a afirmacdo obtida pela troca de papéis descrita
acima é denominada a afirmacdo dual e denotada d¢. Assim, com essa linguagem, temos que

d(Bi) = (Bi') e d(Bi') = (Bi) paraide 1 a 5. Essa simetria gera o seguinte teorema.

Teorema 1.11 (Principio da Dualidade). Uma afirmagdo é verdadeira em toda dlgebra de Boole se e

somente se a afirmagdo dual é verdadeira em toda dlgebra de Boole.

Demonstragdo: Seja ¢ uma afirmacdo verdadeira em toda élgebra de Boolee A = (A, +,-,—,0,1)
uma algebra de Boole qualquer. Considere a estrutura dual dA = (4, -, +, —,1,0), como obser-
vado anteriormente, d(Bi) = d(Bi’) e d(Bi') = d(Bi), logo dA é uma élgebra de Boole e portanto
¢ é verdadeira em dA. Pela dualidade da definicdo de dA, ¢ ser verdadeira em d A implica que
d¢ é verdadeira em A.

Reciprocamente, se d¢ é verdadeira em toda algebra de Boole, pelo demonstrado anterior-

mente, dd¢ é verdadeira em toda algebra de Boole, e claramente dd¢ = ¢. n

Observe que poderiamos entdo ter definido uma algebra de Boole como sendo uma estrutura
na qual valem (B1)-(B5) (ou (B1")-(B5')) e o Principio da Dualidade, reduzindo a defini¢do para
apenas seis axiomas. Em 1933, foi provado em [Hun33] que é possivel definir uma algebra de
Boole com apenas trés axiomas em fun¢do da soma, produto e complemento. Para um resumo do
estudo da quantidade minima de axiomas necessarios para caracterizar uma algebra de Boole,
recomendamos [McC+02], no qual uma axiomdtica com tnico axioma é apresentada.

Como exemplo de uma aplicagdo do Principio da Dualidade, vamos provar uma propriedade

das operagdes + e - que é comumente associada com o termo “booleano”, a idempoténcia.

Proposicdo 1.12 (Idempoténcia). Seja A uma dlgebra de Boole. As operagdes + e - sdo idempotentes, isto

éat+a=aea-a=a, paratodoa € A.



7 CAPITULO I. FUNDAMENTOS DA ALGEBRA BOOLEANA

Demonstracao: Seja x € A, entdo

x+x = x+x-(x+x) pelapropriedade absortiva do produto (B3’)
= Xx pela propriedade absortiva da soma (B3)
e x-x = x para todo x € A, pois é a afirmagdo dual da que acabamos de provar. |

Assim, ao provar uma afirmagdo, o Principio da Dualidade imediatamente prova sua afirmagao
dual, o que é uma técnica que usaremos de forma rotineira daqui em diante.

1.3 Ordem parcial booleana e reticulados

Dizemos que um conjunto P é parcialmente ordenado por R se R é uma relagdo bindria sobre os

elementos de P na qual
e xRx;
* Se xRy e yRz, entdo xRz;
* Se xRy e yRx, entdo x =y,

para todo x,y,z € X, isto é, R é reflexiva, transitiva e anti-simétrica, respectivamente. Neste caso,
dizemos que R é uma ordem parcial sobre P, ou que o par (P, R) é uma ordem parcial.

Vamos considerar o exemplo motivador 1.2 da dlgebra das partes de X. Neste caso, §(X)
é naturalmente parcialmente ordenada pela relacdo C de inclusdo, e se A é uma &lgebra de
conjuntos, 0 mesmo pode ser feito. Vamos generalizar essa ordem, para parcialmente ordenar toda
dlgebra de Boole, caracterizando a inclusdo de conjuntos em funcio da unido ou da intersecgio. E

um fato da teoria de conjuntos que
XCY«— XNY=X<=XUY=Y.
Vamos provar que a segunda equivaléncia vale no contexto mais geral das dlgebras de Boole.
Lema 1.13. Sejam A uma dlgebra de Booleea,b € A. Entdoa-b=aseesésea+b =Db.
Demonstra¢do: Sejam x,y € A e suponha que x - y = y. Entao

x+y = x+(x-y)

= X pela propriedade absortiva da soma (B3)

e a reciproca segue do Principio da Dualidade. |

Assim, temos motivagdo para definir a seguinte relacao.

7
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Definicao 1.14. Seja A uma algebra de Boole. Para x,y € A, definimos

def 1.13
x§y<:e>x-y:x<:>x+y:y
e dizemos que < é a ordem parcial booleana de A. Lemos x < y como simplesmente x é menor que y

(em A).

Note que a ordem parcial booleana claramente depende da algebra em que foi definida, logo
seria apropriado denota-la por <,, mas novamente prezamos por uma notagdo mais leve e
colocaremos o subscrito apenas quando necessério para clareza. Vamos verificar que a ordem

parcial booleana €, de fato, uma ordem parcial em sua algebra de Boole.
Lema 1.15. Seja A uma dlgebra de Boole. A ordem parcial booleana de A é uma ordem parcial em A.

Demonstragido: Sejam A uma édlgebra de Boole, x,y,z € A e < arelagdo definida acima. Vamos
mostrar que < é reflexiva, transitiva e anti-simétrica.
Pela idempoténcia da operagdo +112 temos que x + x = x, logo x < x. Assim, a relagdo < é

reflexiva. Se x <y ey < z, entdo

x+z = x+(y+z) poisy<z
= (x+4y)+z pelaassociatividade da soma (B2)
= y+z pois x <y

= z poisy <z
Logo, a relagdo < é transitiva. Se x < y ey < x, entdo
X = x+y poisx <y

= y+x pelacomutatividade da soma (B1)

=y poisy < x

Logo, a relagdo é anti-simétrica. Portanto, < é uma ordem parcial em A. [ |

Note que numa algebra de conjuntos, a ordem parcial booleana coincide com a ordem parcial
da inclusdo de conjuntos. Para estudar as propriedades da ordem parcial booleana, vamos
introduzir a nogdo de reticulado, mas antes vamos relembrar algumas defini¢des usuais da teoria

de ordens.
Defini¢do 1.16. Seja (P, <) uma ordem parcial, e M C P.
* Um elemento p € P é dito um limitante inferior de M se p < m para todo m € M.

* Um elemento g € P é dito um limitante superior de M se m < q para todom € M.

8



9 CAPITULO I. FUNDAMENTOS DA ALGEBRA BOOLEANA

* Um elemento i € P é dito o infimo de M, e denotado por inf M, se i é 0 maior limitante

inferior de M. Se tal elemento i existir, dizemos que M admite infimo.

¢ Um elemento s € P é dito o supremo de M, e denotado por sup M, se s é o menor limitante

superior de M. Se tal elemento s existir, dizemos que M admite supremo.

Defini¢ao 1.17. Sejam P um conjunto e < uma rela¢do nele. Dizemos que (P, <) é um reticulado

se (P, <) é uma ordem parcial na qual todo subconjunto finito admite infimo e supremo.

Observe que para demonstrar que uma ordem (P, <) é um reticulado, basta mostrar que os
subconjuntos de P com dois elementos admitem infimo e supremo. De fato, com essa suposigao,
temos que todo subconjunto finito M = {x1,...,x,} C P admite infimo, pois é f4cil verificar por

indugdo que inf{xy, ..., x,} = inf{xy, inf{xs, ..., x,}}.

Proposicao 1.18. Sejam A uma dlgebra de Boole e < sua ordem parcial booleana. Entio (A, <) é um

reticulado no qual inf{x,y} = x -y esup{x,y} = x+y.

Demonstragdo: Pelo lema 1.15, (A, <) é uma ordem parcial e, pela observagdo acima, basta
mostrar que para quaisquer x,y € A, {x,y} admite infimo e supremo. De fato, x +y é um

limitante superior de x e de y, pois

X+ (x+y)

(x+x)+y pelaassociatividade da soma

= x+y pela idempoténcia da soma

e analogamente para y. Agora suponha que z é um limitante superior de x e de y, entdo

(x+y)+z = x4+ (y+z) pelaassociatividade da soma
= x+z poisy <z

= z poisx <z

e portanto x + y < z, 0 que mostra que sup{x,y} = x + y. Aplicando o Principio da Dualidade

na afirmagdo que acabamos de provar, temos que inf{x,y} = x - y. n

Corolario 1.19. Sejam A uma dlgebra de Boole, < sua ordem parcial booleana e x,y € A. Entdo

xy<xy<x-+y.

Observagio 1.20. Considere uma estrutura (A, +,-) que satisfaz a cole¢do de axiomas, que
temporariamente denotaremos por X, dado pelos axiomas (B1)-(B3) e (B1')-(B3’) da definigdo
1.1. Em tal estrutura, o Principio da Dualidade vale pela mesma demonstragdo de 1.11, apenas
considerando menos axiomas. Note que todas as outras demonstragdes dessa se¢do até agora
usaram exclusivamente os axiomas de X, assim, os resultados até agora mostram que é possivel

definir uma ordem parcial < em (A, +, -) que torna (A, <) um reticulado.

9
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Reciprocamente, se (L, <) é um reticulado, podemos definir as operagdes x + y = sup{x,y}
e x-y = inf{x,y} e temos que (L,+,) satisfaz os axiomas de X, pois sup{x,y} = sup{y, x}
prova a comutatividade da soma, sup{sup{x,y},z} = sup{x,y,z} = sup{x,sup{y,z}} provaa
associatividade, sup{x,inf{x,y}} = x prova a absortividade e, analogamente, 0 mesmo pode ser
feito para o infimo.

Nao é dificil ver que, aplicando o primeiro processo a (A, +, -) e aplicando o segundo processo
ao reticulado resultante (A, <), obtemos novamente (A, +, -). Assim, como ambos compartilham
o conjunto base A, podemos livremente pensar em A como uma estrutura (A, +, -) que satisfaz

os axiomas de X ou como um reticulado (4, <).

Felizmente, a ordem parcial booleana interage de forma simples com as operagdes de + e -,

como demonstramos a seguir.

Lema 1.21. Sejam A uma dlgebra de Boole e < sua ordem parcial booleana. As operagdes + e - sido

mondtonas, isto é,sex < x' ey <y, entiox+y <x' +yex-y<x'-y.

Demonstragdo: Suponha que x < 1’ e y < . Basta usar comutatividade e associatividade da

soma para obter
@y + @ +y) =@+ + iy +y) =2+
Logo, x +y < x' 4+’ e segue do Principio da Dualidade que x -y < x’ - /. [ ]

A ordem parcial booleana também interage da forma esperada com a operagdo —, como
mostraremos em 1.35.

Queremos estender a observagdo 1.20 acima para incluir os axiomas (B4), (B5), (B4') e (BY),
isto é, caracterizar as propriedades distributivas, complementares e a operagdo ”—" no contexto

do reticulado criado pela ordem parcial booleana, e este serd o objetivo das préximas se¢des.

1.4 As propriedades distributivas

Olhemos entdo para os axiomas (B4) e (B4'), primeiro mostrando que a presenga de ambos na

definigdo 1.1 é redundante.
Lema 1.22. Em todo reticulado, as leis distributivas (B4) e (B4') sdo equivalentes.

Demonstragdo: Seja (L, <) um reticulado, considere a sua estrutura (A, +, -) da observacao 1.20

10



11 CAPITULO I. FUNDAMENTOS DA ALGEBRA BOOLEANA

e suponha que vale (B4) nela. entdo para x,y,z € A, temos que

(x+y)-(x+z) = (x+y)-x+(x+y)- z pela distributividade (B4)
= (xx)+(y-x)+(x-2)+(y-z) peladistributividade (B4)
= x+x-y)+(x-z)+(y-2) pela idempoténcia de -
= x+x-z+y-z por absorvidade (B3)
= x+(y-z) por absorvidade (B3)
logo vale (B4'). A reciproca vale pelo Principio da Dualidade. [ ]

Como estamos interessados em estruturas que satisfazem (B4) e (B4'), vamos introduzir a

seguinte definicdo.

Defini¢do 1.23. Um reticulado é dito distributivo se para todos x, y e z elementos dele, vale que

inf{sup{x,y},sup{x,z}} = sup{x, inf{y,z}}.

Observacao 1.24. Como a expressdo da defini¢do acima é simplesmente a propriedade distributiva
(B4) escrita em termos de infimo e supremo, logo pelo lema 1.4, um reticulado é distributivo se e

s6 se vale a propriedade distributiva (B4’), isto é
sup{inf{x, y},inf{x,z}} = inf{x,sup{y,z}}.

1.5 Reticulados complementados

Vamos primeiro relembrar mais algumas defini¢des da teoria de ordens parciais.

Defini¢do 1.25. Sejam (P, <) uma ordem parciale M C P.

Um elemento x € M é minimal (em M) se ndo existir elemento de M menor que ele.

Um elemento y € M é maximal (em M) se ndo existir elemento de M maior que ele.

Um elemento n é o minimo de M se todo elemento de M é maior que 1, neste caso, denotamos

que min M = n e dizemos que M admite minimo.

Um elemento m é o miximo de M se todo elemento de M é menor que m, neste caso,

denotamos que max M = n e dizemos que M admite maximo.

A ordem (P, <) é dita limitada se P admite minimo e méximo.

Agora, olhemos para os axiomas (B5) e (B5'). Note que se 1 e 1’ sdo elementos que satisfazem

B5), entdo, aplicando (B5) duas vezes, temos que 1 =1+ (—1) = 1/, isto é, 0 elemento 1 de uma
( p q

11



1. ARITMETICA ELEMENTAR 12

algebra de Boole é tnico. Pelo Principio da Dualidade, segue que (B5’) caracteriza um tnico
elemento 0 de uma &lgebra de Boole.

Aplicando 1.18 para uma algebra de conjuntos §(X), temos que ela é um reticulado na qual
todo subconjunto finito M C §(X) tem infimo () M e supremo |J M. Nesta édlgebra, o conjunto
vazio estd contido em todos os outros e ndo contém nenhum, logo é minimal na sua ordem
parcial booleana, a ordem da inclusdo. Analogamente, o conjunto X é maximal na ordem parcial
booleana dessa élgebra.

Assim, na élgebra §2(X), os seus elementos 0 = @ e 1 = X coincidem respectivamente com
0 menor e o maior elemento da sua ordem parcial booleana. Vamos mostrar que esse fato vale

numa algebra qualquer.

Lema 1.26. Sejam A uma dlgebra de Boole e < sua ordem parcial booleana. Entio o reticulado (A, <) é

limitado. Mais precisamente, O e 1 sdo respectivamente o menor e o maior elemento de A.

Demonstragio: Seja x € A e vamos mostrar que 0 < x < 1. Pela propriedade complementar
(B5), temos que x + (—x) = sup{x, —x} =1, logo 1 é um limitante superior de x e portanto

x <1,eque0 < x segue pelo Principio da Dualidade. [ |

Observacao 1.27. Muitas vezes, é vantajoso trabalhar com a ordem parcial booleana sem o
elemento minimo, assim por conveniéncia, denotaremos A . {0} por A". Dizemos que os
elementos de A™ sdo os elementos positivos de A, pelo fato destes elementos serem maiores que o

elemento zero. E claro que AT ndo é uma dlgebra de Boole se A tem mais do que 2 elementos.

Aplicando a definicdo 1.14 da ordem parcial booleana no lema acima, recuperamos os seguintes

fatos aritméticos.

Coroldrio 1.28. Seja A uma dlgebra de Boole e a € A. Entido

(i) a+0=a. (iii)) a-0 = 0.
(ii) a+1=1. (iv) a-1=a.
Observagdo 1.29. Uma consequéncia do coroldrio anterior é que dados dois elementos em uma

algebra de Boole, sempre podemos decompor um “em fungdo do” outro. Mais precisamente,

sejam A uma algebra de Boole e x,y € A, temos que

x = x-1 pelo corolério 1.28
= x-(y+—y) pela propriedade complementar (B5)
= x-y+x-—y  peladistributiva (B4)

12



13 CAPITULO I. FUNDAMENTOS DA ALGEBRA BOOLEANA

Assim, escrevemos x como uma soma de dois produtos que envolvem apenas x e y, podemos

pensar que x - y é o “pedago de x dentro de y” e x - —y é o “pedago de x fora de y”.

Agora, falta apenas situar a operacdo “—" da élgebra de Boole no contexto de reticulados.

Comegamos definindo os elementos que satisfazem (B5) e (B5') a seguir.

Definicdo 1.30. Seja (L, <) um reticulado limitado, no qual m e M sdo seu minimo e maximo,
respectivamente. Dizemos que um elemento x € L admite complemento se existe y € L tal que
inf{x,y} = m e sup{x,y} = M. Se todo elemento de L admite complemento, dizemos que L é

complementado.

Observagao 1.31. Note que a defini¢do acima é simétrica pela comutatividade das operagdes, isto

é, se x ¢ um complemento de y, entdo y é um complemento de x.

Assim, se a estrutura (A, +, -) de um reticulado admite operagdo “—" satisfazendo (B5) e
(BY'), claramente —x é um complemento de x para todo x € A, logo A é complementado. Vamos

mostrar a seguir que neste caso —x € o tinico Complemento de x.

Lema 1.32. Se um elemento de um reticulado distributivo limitado admite complemento, entio esse

complemento é tinico.

Demonstra¢do: Seja A um reticulado distributivo limitado e suponha que y,z € A sejam comple-

mentos de x € A. Entéo

z = z-1 pelo corolario 1.28
= z-(x+y) pois y é complemento de x,logo1 = x +y
= z-x+z-y  pelapropriedade distributiva (B4)
= 0+z-y pois z é complemento de x,logox -z =0

= z-y pelo corolério 1.28

Logo z < y. Trocando o papel de y e z nas equagdes acima, obtemos que y < z, portantoy = z

segue por anti-simetria da ordem. [
Agora, vamos provar alguns resultados aritméticos envolvendo complementos.
Lema 1.33. Sejam A uma dlgebra de Boole e x,y € A. Entdo
(i) ——x=nx
(i) -0=1e—-1=0.
(iii) Se —x = —y, entdo x = y.

13
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Demonstracgdo: (i) Pela unicidade do complemento, basta mostrar que x é um complemento de
—x, mas isso é verdade pela observagdo 1.31. (ii) Pelo corolario 1.28,04+1=1e0-1 =0,logo0e
1 sdo complementos um do outro. (iii) Se —x = —y, entdo o complemento deles é o mesmo, pelo

primeiro item do coroldrio, segue que x = — —x = — —y =y. [
Proposicao 1.34 (Leis de De Morgan). Sejam A uma dlgebra de Boole e x,y € A. Entdo

—(x+y)=—x-—y e —(x-y)=—-x+-v.
Demonstragdo: Vamos mostrar que —x - —y é o complemento de (x + y). De fato

x+y) - (—x-—y) = x-(—x-—y)+y-(—x-—y)  pelapropriedade distributiva (B4)

= (x-—x)-—y+(y-—y)-—x  por associatividade e comutatividade

= 0-—y+0-—x pela propriedade complementar (B5')

= 0+0 pelo coroldrio 1.28

= 0 pelo corolério 1.28

e
(x+y)+(—x-—y) = (x+y)+—x)-((x+y)+—y)  pelapropriedade distributiva (B4')

= (x+—x+-y)- (y+—-y+x) por associatividade e comutatividade
= (I1+—-y)-1+x) pela propriedade complementar (B5')
= 1-1 pelo corolério 1.28
=1 pelo corolério 1.28

e que —x + —y é o complemento de x - y segue pelo Principio da Dualidade. n

Lema 1.35. Sejam A uma dlgebra de Boole, < sua ordem parcial booleana e x,y € A. Se x < y, entdo

—x > —.
Demonstra¢io: Suponha que x -y = x. Entdo —(x-y) = —x e, pelas Leis de De Morgan'*,
—(x-y) =—x+—y = —x,logo —y > —x. [ ]

Coroldrio 1.36. Seja A uma dlgebra de Boole, < sua ordem parcial booleana e x,y,z € A. Entdo
(i) x<ye -—y< —x&x-—y=0.
(ii) z-x<yex< —z+4y.

Demonstracgio: (i) A primeira equivaléncia segue imediatamente do lema 1.35 e do primeiro item

do lema 1.33. Para a segunda, supondo que —y < —x, por monotonicidade, x - —y < x- —x =0,

14



15 CAPITULO I. FUNDAMENTOS DA ALGEBRA BOOLEANA

mas como 0 é o menor elemento da ordem parcial booleana, segue a igualdade. Reciprocamente,

se x - —y = 0, entdo

x = x-y+x-—y  pelaobservagdo 1.29

= x-y pela hipétese e o corolario 1.28

(ii)) Se z - x < y, entdo

X = x-z+x-—z  pelaobservacdo 1.29
< y+x-—z pela hipétese e a monotonicidade da soma
< y+ -z pela monotonicidade da soma e o corolario 1.19

Reciprocamente, se x <y + —z, entdo

z-x = z-(y+—-2) pela monotonicidade do produto
< z-y+z-—z  pelapropriedade distributiva (B4)
< z-y pela propriedade complementar (B5’) e o corolario 1.28
< vy pelo corolério 1.19

1.6 A dlgebra de Boole como um reticulado distributivo complementado

Finalmente, temos as ferramentas necessdrias para enunciar um resultado essencial da teoria: a
conexdo entre algebras de Boole e reticulados. Ele ndo serd explicitamente demonstrado, ja que

ele é simplesmente uma jung¢do dos resultados das se¢des 1.3, 1.4 e 1.5.

Teorema 1.37. Dada uma dlgebra de Boole (A, +,-,—,0,1), a ordem (A,<), onde < é a ordem parcial
booleana, é um reticulado distributivo complementado, no qual os elementos O e 1 sdo respectivamente seu
minimo e mdximo, o elemento —x é o complemento de cada elemento x € A e tal que o supremo e o infimo

sdo dados por

sup{x,y} =x+y e inf{x,y} =x-y.
Reciprocamente, dado um reticulado distributivo complementado (L, <), a estrutura
(L,sup{-,-},inf{-,-}, —, min L, max L)
é uma dlgebra de Boole. Além disso, esses processos sio inversos um do outro.

Assim, demos duas visdes complementares sobre dlgebras de Boole: como estrutura algébrica
e como ordem parcial, e o processo descrito no teorema acima estabelece uma correspondéncia

biunivoca entre elas. A partir de agora ndo haveré distingdo entre essas duas visdes, identificare-
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1. ARITMETICA ELEMENTAR 16

mos livremente algebras de Boole como reticulados distributivos complementados e vice-versa.
Usaremos todos os resultados aritméticos provados até aqui sem referéncia explicita e reservamos
o simbolo < para sempre significar a ordem parcial booleana, quando < estiver comparando

elementos de uma algebra de Boole.

Observagdo 1.38. Dados elementos arbitrarios distintos x e y em uma élgebra de Boole, sempre
temos queoux-—y >0ou —x-y > 0.

De fato, dados x e i, temos duas opgcdes: eles sdo comparaveis ou ndo. Se eles sdo compardveis,
podemos supor que x < y, e neste caso —x > —y, portanto —x -y > —y -y = 0. Supondo que
y < x, obterfamos que x - —y > 0.

Agora, como podemos escrever y como y = - x +y - —x, supondo que —x -y = 0, temos
quey =y -xelogoy < x. Assim se x e y ndo sdo comparaveis, —x -y # 0 e portanto —x -y > 0.
Analogamente, supondo x - —y = 0, obtemos que x e y sdo compardveis.

Para dar mais intuicdo, a seguir representamos dois casos, onde o elemento —x -y esta

representado em cinza e os outros dois casos podem ser obtidos trocando o papel de x e y.

x<y x Ly

Este fato justifica quando muitas vezes, durante as demonstra¢des das préximas segdes,
dados dois elementos distintos x e y em uma algebra de Boole, podemos assumir sem perda de

generalidade que x - —y > 0.

1.7 Homomorfismos de ordem e a diferenca simétrica

A visdo de algebras de Boole como reticulados tem muitas vantagens, ja que podemos aplicar

elementos e resultados de teoria de ordens na nossa teoria. Relembramos as seguintes defini¢Ges:
Definigao 1.39. Sejam (P, <p) e (Q, <) ordens parciais e f : P — Q uma fungao. Dizemos que

¢ f éum homomorfismo de ordem, ou simplesmente uma fungio mondétona, se, para todos x,y € P,

x <py implicar f(x) <q f(¥).

* f éum isomorfismo de ordem se f é uma fungdo bijetora tal que, para todos x,y € P, temos

que x <p y se e somente se f(x) <g f(v).

16



17 CAPITULO I. FUNDAMENTOS DA ALGEBRA BOOLEANA

* P e Q sdo ordem-isomorfas se existir um isomorfismo de ordem f : P — Q.
Lema 1.40. Todo homomorfismo entre dlgebras de Boole é um homomorfismo de ordem.

Demonstragdo: Seja f : A — B um homomorfismo entre dlgebras de Boole e x,y € A. Suponha

que x < y,entdo x +y =y elogo f(x) + f(y) = f(y). Portanto f(x) < f(y) e f ¢ monétona. M

Nem todo homomorfismo de ordem é um homomorfismo entre dlgebras de Boole. Ape-
sar disso, alguns homomorfismos de ordem entre dlgebras de Boole nos sera interessante, em

particular, as fungdes que preservam apenas infimos.

Defini¢ao 1.41. Seja f : A — B uma fungdo entre algebras de Boole. Dizemos que f é um
semi-homomorfismo entre dlgebras de Boolese f(1) =1, f(0) =0e f(x-y) = f(x) - f(y) para

todos x e y elementos da élgebra.

Claramente todo semi-homomorfismo é uma funcdo monétona e todo homomorfismo é um
semi-homomorfismo, porém a fungéo f : §({a,b}) — 2 que associa {a,b} — 1 e associa todos
os outros elementos a zero é um semi-homomorfismo que ndo é homomorfismo. Esta funcdo
também é um exemplo de homomorfismo de ordem que ndo é homomorfismo de algebras de

Boole.

Proposicao 1.42. Uma fungio entre dlgebras de Boole é um isomorfismo entre dlgebras de Boole se e

somente se é isomorfismo de ordem.

Demonstragdo: Seja f : A — B uma funcao entre dlgebras de Boole. Se f é um isomorfismo de
algebras de Boole, entdo f ¢ bijetora e, pelo lema 1.40, monétona. Dados x,y € A, se x £ y, entdo
X+ # y e como f & injetora, temos que f(x +1) = £(x) + £(y) # f(y) e portanto f(x) £ f(y),
mostrando que f é um isomorfismo de ordem.

Reciprocamente, suponha que f é um isomorfismo de ordem e sejam x,y € A. Como
x < x4y, temos que f(x) < f(x +y) e analogamente f(y) < f(x +y). Assim pela monotonici-
dade da ordem, temos que f(x) + f(y) < f(x +y). Suponha por absurdo que existe t € B tal
que f(x)+ f(y) <t < f(x+y). Como f é sobrejetora, existe z € A tal que f(z) = t e assim
f(z) < f(x+y),logoz < x +y. Analogamente f(x) + f(y) < f(z) implica que f(x) < f(z)
e fly) < f(z)elogox < zey < z. Assim temos que x +y < z < x+ y, um absurdo,
e portanto f(x) + f(y) = f(x +y). Uma demonstragdo completamente andloga mostra que
flx-y) = f(x) - fy).

Agora, como 0 < x para todo x € A e f é mondtona, temos que f(0) < f(x), pela sobrejetivi-

dade de f, concluimos que f(0) = 0. Analogamente, o fato que x < 1 para todo x € A implica
que f(1) =1.

17



1. ARITMETICA ELEMENTAR 18

Por fim, dado x € A, como x - —x = 0, temos que f(x-—x) = f(x)- f(—x) = f(0) = 0.
Analogamente, como x + —x = 1, temos que f(x) + f(—x) = 1 e portanto f(—x) = —f(x).
Concluimos que f é um isomorfismo entre dlgebras de Boole. n

Coroldrio 1.43. Sejam A e B dlgebras de Boole. A é isomorfa a B se e somente se A é ordem-isomorfa a B.

4

As proposicoes acima resultam essencialmente do fato que homomorfismos “preservam’
propriedades definidas finitamente a partir das opera¢des booleanas. Outro exemplo desse tipo

de comportamento é dado a seguir com a diferenca simétrica.

Defini¢ao 1.44. Seja A uma élgebra de Boole. Definimos a operagdo A em A, dada por
XAy =x-—y+y-—x
para todos x,y € A. Lemos x/Ay como a diferenga simétrica entre x e y.

Note que a diferenca simétrica depende de em qual élgebra foi definida, assim seria mais
apropriado denoté-la por AA 4, mas assim como na ordem parcial booleana, prezamos por uma
notagdo mais sucinta e ndo indicaremos a algebra, exceto quando necessério para clareza.

Em particular, se uma dlgebra A é uma algebra de conjuntos, temos que a diferenga simétrica
Ay =(xNlaxy)UyNn(laxx) = x~y)Uy~x)
é exatamente a noc¢do conjuntista de diferencga simétrica entre dois conjuntos.

Lema 1.45. Sejam A uma dlgebra de Boole e x,y € A. Entdo x = y se e somente x Ay = 0.

Demonstracdo: Basta notar quese x =y, entdox <yey < xeportantox- -y =0ey-—x =0,
mostrando que x - —y +y - —x = xAy = 0. Para todas as implica¢des utilizadas, a sua reciproca

vale, o que mostra o lema. [ |

Lema 1.46. Todo homomorfismo entre dlgebras de Boole preserva a diferenga simétrico, isto é,se f : A — B

é um homomorfismo, entdo para todos x,y € A, vale que f(xAy) = f(x)Af(y).

Demonstragdo: Suponha que f : A — B é um homomorfismo e sejam x,y € A. Entdo

feby) = flx-—y+y-—x) = f(x) - —fy) + fly)  —f(x) = F)Lf (),
e logo f preserva a diferenga simétrica. [

18



19 CAPITULO I. FUNDAMENTOS DA ALGEBRA BOOLEANA

1.8 Visualizacdo de reticulados e mais exemplos

A visualizacdo de algebras de Boole como generalizacdo de algebras de conjuntos nos dd acesso a
representac¢do visual conjuntista usual de conjuntos, como foi usada na observagdo 1.38. Porém,
usando o teorema 1.37, obtemos outra visualizagdo de algebras de Boole usando reticulados, que
é particularmente 1til quando a algebra é finita.

Dado um reticulado, podemos visualiza-lo como um grafo entre seus elementos, onde um
trago entre elementos indica que eles sdo comparaveis na ordem parcial booleana e a posi¢ao
relativa deles indica qual deles é maior, com elementos escritos acima sendo maiores do que
elementos escritos abaixo.

Seguem visualizados como reticulados duas dlgebras de Boole que ja discutimos anteriormente
e a 4lgebra de Boole 22, que recebe esse nome pelo fato que toda dlgebra de Boole com exatamente

4 elementos é isomorfa a ela.

1 1
0=1 —a a
0 0
Algebra trivial Algebra 2 Algebra 22

Note que é impossivel construir uma algebra de Boole com exatamente 3 elementos, ja que
se 0 < x < 1 em uma &lgebra de Boole A, entdo 0 < —x < 1 pela unicidade do complemento e

x # —x pela ndo trivialidade de A.

Observacao 1.47. Uma vantagem desta visualizacdo é que ela intui exatamente o que ocorre

1.11

quando dualizamos uma &lgebra, na linguagem do Principio da Dualidade'". Considere a

seguinte dlgebra A e sua dual dA.
1 0
SN I
XX XX
N NI

A dA

1
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1. ARITMETICA ELEMENTAR 20

Fica claro que a visualizagdo de dA é obtida pela reflexdo horizontal da visualiza¢do de A,
e vice-versa, portanto um elemento x é menor que outro elemento y em A se e somente se y é

menor que x em dA. De fato, seja agora A uma algebra de Boole qualquer, entao
XSAay<s—xtay=y<—x4ay=y<—y<4ax,

logo dA é simplesmente o reticulado (A, <°”), onde definimos x <% y se e somente se y < x.
Portanto, ao aplicar o Principio da Dualidade a uma afirmagéo escrita em termos da ordem parcial

booleana, toda instancia da relagdo “<” deve ser substituida por “>" e vice-versa.

Todas as visualizagdo de 4lgebra de Boole que mostramos até agora tem simetria reflexiva,
porém este ndo é sempre o caso. Através de uma verificagdo entediante, o(a) leitor(a) pode se
convencer que nenhuma representagdo como reticulado da algebra das partes de um conjunto
com quatro elementos possui simetria reflexiva.

Por fim, vamos dar mais algumas construgdes de adlgebras de Boole para referéncia futura.

Exemplo 1.48 (Algebra de Intervalos). Seja (L, <) uma ordem linear, isto €, uma ordem parcial na
qual dados dois elementos x # y, vale x < y ouy < x. Suponha que L admite elemento minimo,

seja ele 0r. Dados x,y € L, definimos o conjunto
x,y={zeL|x<z<y}

chamado de intervalo semi-aberto de L determinado por x e y. Estendendo a ordem de L para
o conjunto L U {oo}, onde co é um elemento que ndo pertence a L e determinando que x < oo
para todo x € L, podemos escrever o conjunto de elementos maiores que x como um intervalo

semi-aberto da seguinte forma
[x,0[]={z€Ll|x<z<oo}={zeLl]|x<z}

O conjunto

L] = {U [xi, i ’ xi,y; € LU{o}, x; <yiene w}

i<n
é uma algebra de conjuntos, uma subalgebra de §?(L), denominada a dlgebra de intervalos de
L. Claramente [L[ é fechado por unides finitas, @ = [0r,0.[ e L = [0y, c0[. Basta verificar que
[L[ é fechado por complemento, ja que podemos escrever a interse¢do em fungdo da unido e
complemento, como fizemos no exemplo 1.5.

Assim, considere um elemento

a =[x, y1[U[x2,y2[U- - U[xp_1,Yn-1[ U [Xn, Yn|

20



21 CAPITULO I. FUNDAMENTOS DA ALGEBRA BOOLEANA

de [L], onde o nimero n de intervalos é minimal para 4. Nenhum dos intervalos [x;, y;[ da
expressdo acima é vazio, pois, caso contrdrio, seria possivel escrever a com menos que 7 intervalos,
contrariando a minimalidade de n. Analogamente, para i # j, a unido [x;, y;[ U [xj,y; | ndo pode
ser um intervalo pela minimalidade de 7, logo y; < x;j ou y; < x;. Portanto, ap6s uma possivel

troca de indices, temos que x; <y < xp; < --- <y,_1 < x, <y, eassim
L~a= [OL,xl[U [yl,xz[u e U [yn,l,xn[u [yn,oo[

é uma unido finita de intervalos semi-abertos de L, onde o primeiro e tltimo intervalos podem

possivelmente ser vazios. Portanto [L] é fechado por complemento.

Note que a escrita de @ € [L[ como uma unido finita de intervalos com as propriedades
descritas acima é tnica, ja que o elemento x; fica determinado por ser o minimo de 4, y; é o
minimo de {y € L | [x1,y[ C a}, x, é o minimo de a \ [x1,y1[ e assim por diante. Assim, a

associacdo

L[ — [LxL]<%

a = {(xxn) - (K@) Vi)
onde /(a) é o nimero minimal da escrita de 2 como intervalos, é uma injecdo e portanto [L[ tem a
mesma cardinalidade de L se L for infinito.

Observe que é possivel construir a dlgebra de intervalos (L, <) de qualquer ordem linear ao
anexar artificialmente um elemento minimo 0; ¢ L e definir [L[ como [Lo[, onde Ly é a ordem

linear (LU {01}, <o) com < definida por x <, y se e somente se x < y ou x = 0.

No exemplo 1.9, definimos inicialmente a 4lgebra 2 como uma &lgebra que nédo era de conjun-
tos, porém rapidamente verificamos que ela é isomorfa a §2({@}), assim até agora ndo apresenta-
mos realmente nenhuma algebra que parece ndo ser isomorfa a uma de conjuntos, o que faremos

a seguir.

Exemplo 1.49 (Algebra de Lindenbaum-Tarski). Sem nos preocupar muito com a formalizagio
com a teoria de légica, seja T um conjunto de afirmacdes construidas a partir de uma linguagem

de l6gica proposicional de primeira ordem. Para férmulas & e 8, defina
« ~ B < Se as afirmagdes de T sdo verdadeiras, entdo « e § sdo férmulas equivalentes.

Fixando um conjunto A de férmulas escritas na mesma linguagem de T, esta relagdo é de

equivaléncia em A e portando podemos falar nela da classe de equivaléncia [«] de férmulas
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1. ARITMETICA ELEMENTAR 22

equivalentes a a (no sistema axiomatico de T). Definimos o conjunto
B(T) ={la] |[a € A} =A/~,
as seguintes operacgoes em B(T)
&) + B = [V B} ][] = [« A B) ~[a] = [~a]
e identificamos os elementos
0 = [awo A o] 1= [ao — ao)

onde &y é uma férmula qualquer de A. E um exercicio usual de l6gica mostrar que 0 e 1 ndo

dependem da escolha da férmula «g e que (B(T), +,-, —,0,1) é uma algebra de Boole.

A algebra de Lindenbaum-Tarski exemplifica a conexdo entre dlgebras de Boole e l6gica,
que era de fato a intencdo original de George Boole: criar uma teoria algébrica que descrevia
a légica classica proposicional. E possivel provar que toda algebra de Boole é isomorfa a uma
algebra de Lindenbaum-Tarski, porém ndo trabalharemos aqui formalmente com teoria de l6gica

e recomendamos a se¢do 9 de [Kop89] para o(a) leitor(a) interessado(a).
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23 CAPITULO I. FUNDAMENTOS DA ALGEBRA BOOLEANA

2 Algebras completas, disjuncio e celularidade

O principal objetivo desta segdo é introduzir o conceito de operagdes infinitas e completude, que
surgem naturalmente da visdo de algebras de Boole como reticulados e estendem as operagdes
booleanas de soma e produto.

Introduzimos também a nogdo de anti-cadeias em algebras de Boole, ja que esse estudo se
beneficia do estudo de completude, e descrevemos um cardinal associado a cada 4lgebra de Boole,
a sua celularidade, que mede a presenca e cardinalidade de anti-cadeias.

Para tanto, vamos definir disjun¢do, que generaliza a no¢do conjuntista usual de mesmo
nome, isto é, de conjuntos cuja intersecgdo é vazia, e também definiremos 4lgebras relativas, uma

ferramenta que reduz problemas em &lgebras de Boole.

2.1 Completude

Como ja vimos, as operagdes da dlgebra de Boole refletem as propriedades da unido, interseccao
e complemento de conjuntos, porém s6 no caso finito, j4 que uma soma infinita, por exemplo,
X1+ ...+ x; +...ndo faz sentido na defini¢do 1.1. Em uma algebra de conjuntos, poderiamos
dizer que a nogdo de uma soma infinita existe até certo ponto, ja que uma unido infinita é um
conceito usual, porém nenhum dos axiomas booleanos garante que tal unido tem que pertencer a
algebra.

Com a identificacdo que toda 4lgebra de Boole é um reticulado, uma soma infinita e um
produto infinito de elementos podem ser interpretados como o supremo e infimo destes elementos.
Com essa ideia, vamos introduzir duas novas operagdes que refletem as propriedades da unido e

interseccdo de uma quantidade arbitraria de conjuntos.

Defini¢do 2.1. Sejam A uma algebra de Boole e M C A. Definimos
Y M=supM e [IM=infM

se tais supremo e infimo existirem na ordem parcial booleana de A. Dizemos que } M e [] M séo
respectivamente o somatério e o produtério de M. Se M = {m; | i € I} para algum conjunto I,

entdo também denotamos ZM = Zmi e H M= H m;.
icl icl

Como comentamos antes, a definicdo de algebras de Boole ndo garantem que todo conjunto

tem Infimo ou supremo na ordem parcial booleana, o que motiva a seguinte definicdo.

Defini¢do 2.2. Se todo subconjunto de A admite infimo e supremo na ordem parcial booleana,

dizemos que A é uma algebra completa.

23



2. ALGEBRAS COMPLETAS, DISSJUNCAO E CELULARIDADE 24

Claramente, toda dlgebra finita é completa, pois se M = {my, ..., m,} é um subconjunto finito
ndo vazio de uma algebra de Boole, entdo ) M = sup M = m; + - - - + m,, pertence a 4lgebra, e
analogamente para o infimo de M. E entdo um abuso de linguagem comum se referir a somatérios
e produtérios respectivamente como somas e produtos, ja que eles estendem as defini¢des destas
operagoes.

Para um exemplo facil de uma &lgebra completa possivelmente infinita, olhemos para as

dlgebras de partes.

Exemplo 2.3. Toda algebra de partes é completa.
De fato, dado M C §?(X) ndo vazio, temos que () M e |J M claramente pertencem a §?(X) e
sdo, respectivamente, limitante inferior e superior de M na ordem da inclusdo, ja que se m € M,

entao
oCc(IMCmc|JMCX.

Agora, se S também é um limitante superior de M, entdo m C S para cada m € M, e logo
Umemm C S, portanto [J M é o menor limitante superior de M e, analogamente, (| M é o maior

limitante inferior de M.

Pela definicao de infimo e supremo e 0os mesmos argumentos apresentados no exemplo acima,
temos a seguinte relacdo ttil que conecta as operagdes infinitas com unido e interseccdo em

dlgebras de conjuntos.

Lema 2.4. Seja A uma dlgebra de conjuntos e M C A. Entdo:
(i) Se Y, M existe, entdo | JM C Y. M.
(ii) Se ] M existe, entdo [[M C (N M.

Agora, como primeiro exemplo de uma algebra de Boole que falha em ser completa, olhemos

para as algebras finita-cofinitas que ndo sdo algebras de partes.

Exemplo 2.5. Toda élgebra finita-cofinita de um conjunto infinito ndo é completa.

De fato, seja X infinito e fixe um subconjunto Y C X tal que Y e X \ Y sdo infinitos. Seja
M = {{y} | y € Y} C FinCofinX e vamos mostrar que M ndo admite supremo.

Seja s € FinCofinX um limitante superior de M, isto ¢, {y} C s, para todo y € Y, logo, pela
infinitude de Y, s é infinito e como s pertence a dlgebra finita-cofinita de X, concluimos que s é
cofinito. Agora, como X \ Y é infinito e X \ s é finito, temos que (X \ Y) ~ (X \ s) é ndo vazio.

Assim, seja xp € (X \Y) \ (X \'s). Para cada y € Y, temos que

{y} Ss~{x} G,
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25 CAPITULO I. FUNDAMENTOS DA ALGEBRA BOOLEANA

onde a primeira inclusdo segue de que xp € X \ Y e a segunda inclusdo é prépria, pois

xo ¢ (X \s),logo xg € s. Portanto ndo existe menor limitante superior de M.

Vimos que para X um conjunto infinito, a dlgebra finita-cofinita de X é uma subalgebra
propria das partes de X, logo os exemplos 2.3 e 2.5 acima mostram que completude ndo é uma
propriedade herdada por subdlgebras. Assim, ao lidar com uma subdlgebra A de uma algebra B,

é necessério distinguir supremos e infimos de A e de B, justificando as seguintes notagdes.

Definicdo 2.6. Seja B uma &lgebra de Boole e A uma subalgebra de Boole. Dado M C A,

denotamos por Y4 M e [T M respectivamente o supremo de M em A e o infimo de M em A.

Mais um cuidado é necessdrio: se A é uma subdlgebra de uma algebra de conjuntos Be M C B,
entdo se |JM € B, temos que YEM=UM=YM pelos mesmos argumentos apresentados no
exemplo 2.3. Porém, se | JM ¢ B, ainda é possivel que ZB M exista e ndo coincida com ZA M, isto

é, que Y-P M # U M, por isso também introduzimos a seguinte definicao.

Definigio 2.7. Dizemos que A é uma subélgebra regular de B se, para todo M C A tal que Y4 M
existe, Y M existee YAM = YPMe, para todo N C A tal que IT* N existe, [T® N existe e
YAN=YEN.

Exemplo 2.8. A dlgebra de intervalos dos reais ndo é subélgebra regular de £ (R).

De fato, considere o subconjunto
M = {[x,+oo[ | x > 0}

da algebra [R[, onde R estd munido de sua ordem linear usual. Claramente (JM = |0, +o0],
porém |0, 400 ndo pode ser escrito como uma unido finita de intervalos semi-abertos.

Pelo lema 2.4, sabemos que se Z[IR[ M existir, entdo ela contém |0, +co[. Assim, considere que
[0, +-00[ é um limitante superior de M que pertence a [R[ e contém apenas um elemento a mais
que ]0, +o0[, logo é minimal entre os limitantes superiores de M em [R].

Portanto o supremo de M existe em [R[, mas néo coincide com o supremo de M em §(RR),

mostrando a falta de regularidade.

2.2 Aritmética das operacdes infinitas

Antes de continuarmos o estudo de quais subconjuntos de quais algebras admitem somatério
e produtério, vamos primeiro entender melhor como essas operag¢des se comportam provando

algumas propriedades aritméticas delas.

Lema 2.9. Sejam A uma dlgebra de Boole e M C A tal que ) M existe. Para cada a € A , temos que

Y{a-m | m e M} existe e coincide com a -} M.
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Demonstragao: Como Y M é o supremo de M, temos m < ) M para cadam € M,logoa-m <
a-Yy_ M, eassima-) M éum limitante superior do conjunto {a - m | m € M}. Se s é outro limitante
superior deste conjunto, entdo a - m < s para cada m € M, logo m < —a + s, o que mostra que
—a + s é um limitante superior de M, assim ) M < —a+sedaia-) M <s,portantoa-) Méo

menor limitante superior de {a-m | m € M}. [ ]

Lema 2.10. Sejam A uma dlgebra de Boole e { M, }ic uma familia indexada de subconjuntos de A tal que
Y. M; existe para cada i € I. Entdo o supremo de | J;c; M; existe se e s6 se o supremo de {}_M; | i € I}

existe. Além disso, quando os supremos existem, eles coincidem.

Demonstragio: Seja s um limitante superior de J;c; M;, entdo para todo m; € M;, temos que
m; < s, logo Y M; < s; logo, s é um limitante superior de {}_M; | i € I}. Reciprocamente,
se t é um limitante superior de {}_M; | i € I}, entdo para todo m; € My C U;c; M;, temos
my <Y, M; <t logotéum limitante superior de J;c; M;.

Portanto, os conjuntos em questdo tem os mesmos limitante superiores, de onde segue

claramente o resultado. [ |

Lema 2.11. Sejam A uma dlgebra de Boole e M e N subconjuntos dela tais que ) M e Y N existem. Entdo
o supremo de {m -n | m € M,n € N} existe e coincide com Y, M - }_ N.

Demonstragao: De fato,

YM-YNEY (Y M-n|neNYEY {Y {m-n|neN}|meM}

LY U mon|meMy =Y {mon|meMneN),
neN

onde a ultima igualdade mostra que, pelo lema 2.10, o supremo de {m-n|m € M,n € N}

existe. [

Agora, tomando a afirmagdo dual de cada um destes lemas, obtemos propriedades aritméticas

do produtério. Para referéncia futura, enunciamos todos eles a seguir de forma sucinta.

Proposigao 2.12. Sejam A uma dlgebra de Boole, a € A e M, N subconjuntos de A. Para as igualdades
indexadas por niimeros, suponha que estes subconjuntos admitem supremo, e para as igualdades indexadas
por letras, suponha que eles admitem infimo. Entdo, o lado direito de todas as sequintes igualdades existem

e sdo verdadeiras.

) a-y M=) {a-m|me M} @ a+][M=][{a+m|me M}

i) Y M-Y N=Y {m-n|meMneN} b [[M+][N=]][{m+n|meMneN}
Agora, seja { M }icy uma familia indexada de subconjuntos de A. Entio
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i £(Em) ~£ (Unm) © T1(ITw) =TT (U

i€l iel i€l i€l
no sentido que se um lado da equagdo existe, o outro também existe e a equagio é verdadeira.

Observe que os itens (ii) e (b) na proposi¢do anterior podem ser generalizados para uma
quantidade finita de subconjuntos através de uma indugdo simples. Por fim, vamos provar uma

generalizagdo de 1.34.

Proposicao 2.13 (Leis de De Morgan). Sejam A uma dlgebra de Boole e M um subconjunto de A. Entdo

=Y M=]]{-m|me M} e M=) {-m|me M}
no sentido que se um lado da equagdo existe, o outro também existe e a equagio é verdadeira.

Demonstra¢dao: Suponha que ) M existe. Entdo, para cada m € M, temos que m < ) M, logo
—Y M < —m e portanto — }_ M é um limitante inferior de {—m | m € M}. Suponha que x seja
outro limitante inferior deste conjunto, entdo x < —m para todo m € M, logo m < —x e portanto
—x é um limitante superior de M, portanto ) M < —xedaix < —) M.

Os outros resultados seguem do Principio da Dualidade. [

Observacgao 2.14 (Soma e produto vazio). Note que, por vacuidade, temos que ) @ =0e[[©D =1
para toda dlgebra de Boole. Isto preserva a seguinte propriedade ttil: Se A é uma dlgebra de Boole
eNCMCA,entaio) N <) Me[][M <JIN, se tais somatérios ou produtoérios existirem.
2.3 Algebras relativas e disjungio

Anteriormente, descrevemos em 1.29 um processo de decompor um elemento de uma algebra em
fungdo de outro. Assim, se A é uma algebra, fixando um elemento y € A, podemos associar cada

elemento x € A a um par da seguinte forma
x=x-y+x-—yr—(x-yx-—y)€AxA.

Este processo néo é sobrejetor, o par (1,1), por exemplo, nunca é obtido por ele, porém vamos

verificar que ele “fatora” a dlgebra A de uma forma bem natural.
Defini¢do 2.15. Seja A uma élgebra de Boole e 2 € A. Definimos que o conjunto
Ala={xeAlx<a}

com a ordem parcial herdada por A é a dlgebra relativa de A com respeito a a.
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Uma algebra relativa A [ a é, de fato, uma &lgebra de Boole, ja que restringindo a ordem
parcial booleana de A a A | a, temos que ela é um reticulado distributivo com elemento minimo 0
e elemento maximo a e cada elemento x tem complemento a - —x.

E claro que se a = 1, entdo A | a é simplesmente A. Caso contrario, 1 ¢ A | a, ja que os
elementos de A [ a sdo menores que a < 1 em A. Temos entdo que A | 2 ndo é uma subélgebra
de A, por ndo compartilharem de um mesmo elemento méximo. Apesar disso, como o conjunto
A | a estd contido em A com ordem parcial herdada de A, podemos inferir resultados em A a

partirde A [ a, por exemplosea-b =0oua < bem A [ 4,0 mesmo vale em A.
Lema 2.16. Sejam A uma dlgebra de Boole e a,b € A. Entido (A a) [b= A (a-D).

Demonstragdo: Como (A [a) [be A [ (a-b) ambas tem as operagdes herdadas de A, basta
mostrar que os conjuntos sdo os mesmos. De fato, se x € A | (a-b), entdiox < a-b < a.

Reciprocamente, se x € (A [a) [ b,entdox € (A a)ex <b,logox <a-b. [ ]

O produto cartesiano de duas algebras de Boole pode ser transformado em uma algebra de
Boole definindo as operagdes coordenada por coordenada. Veremos com mais detalhes essa

construgdo na secao 8, porém a introduzimos agora para facilitar a linguagem do lema seguinte.
Lema 2.17. Seja A uma dlgebra de Booleea € A. Entdo A = (A [ a) x (A | —a).

Demonstragao: Vamos demonstrar diretamente exibindo um isomorfismo. Sejam

g: A — AlaxA|—-a h: AlaxAl—-a — A

a — (x-a,x-—a) (y,2) = y+z.

E facil verificar que ¢ é um homomorfismo, pois as opera¢des no produto cartesiano ocorrem
coordeana por coordenada. Também é claro que & é a inversa de g, logo ¢ é uma bijecdo e portanto

um isomorfismo. [ |

Este resultado nos permite reduzir a discussdo das propriedades de uma &lgebra a duas
algebras relativas, desde que tal propriedade seja preservada pelo produto cartesiano. Ele nado foi
provado cuidadosamente, pois sua generaliza¢do serd demonstrada com mais detalhes a seguir
em 2.20, e queremos evitar repetir os argumentos.

Agora, vamos abstrair quais aspectos de a e —a fazem o lema 2.17 funcionar. Seja A uma
algebra de Booleea,b € A. Definag: A - AlaxAlbeh:AlaxA|b— Aporg(x) =
(x-a,x-b)eh(y,z) =y+z similar a como foi feito em 2.17.

Suponha que a + b # 1. Entdo g ndo é injetora, pois
g(1) = (a,b) = ((a+b)-a,(a+b)-b) =gla+b).
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Agora, suponha que a - b # 0. Entdo h ndo é injetora, pois
h(a,0)=a=a-b+—-a-b="h(a-b,—a-b)

e(a,0)# (a-b,—a-b),poissea=a-b,entdoa < bedai0 < —a-b.
Assim, para termos chance de g e /1 serem bijetoras, é necessdrio quea+b =1ea-b =0,
isto é, que b = —a. Assim, vamos generalizar estes dois aspectos do conjunto {a, —a} para um

subconjunto qualquer de uma 4lgebra com a seguinte definigdo.
Defini¢ao 2.18. Sejam A uma algebra de Boole, 2,b € A e X C A. Dizemos que
* gebsaodisjuntossea-b = 0.

* X é uma familia de elementos dois a dois disjuntos (em A) se 0 ¢ X e quaisquer dois elementos

de X sdo disjuntos.
* X é uma partigdo da unidade, ou partigio de A, se X é uma familia disjuntaem Ae) X =1.

E um abuso de notagdo comum chamar uma familia de elementos dois a dois disjuntos

simplesmente de familia disjunta.
Lema 2.19. Uma familia disjunta é maximal se e s6 se ela é uma particdo da unidade.

Demonstragdao: Sejam A uma &lgebra de Boole e X uma familia disjunta em A. Se } | X ndo existe
ou é menor que 1, entdo existe b < 1 limitante superior de X, logo X U {—b} é uma familia
disjunta em A que contém propriamente X e portanto ele ndo é maximal.

Reciprocamente, suponha que ) X = 1 é X ndo é maximal, entdo existe y € A tal que X U {y}
é uma familia disjunta. Entdo, por 2.12(iii), Y X U {y} = ¥ X + y. Além disso, por 2.12(i), temos
quey-YX=3Y{y-x|xe X} =Y0=0,logoy £ Y Xeportanto}y X+y > Y. X =1, um
absurdo. |

Teorema 2.20. Seja A uma dlgebra de Boole e X = {x1,- - -, x, } uma partigio finita da unidade. Entdo
g: A — Alxpx- - xAlx, h: Alxyx---xXAlx, — A
a —  (a-x1,...,4-Xy) (Y1, Yn) — y1 4+ Y

sdo isomorfismos, e inversos um do outro, que atestam que A = A [ x1 X - -+ X A | xy.

Demonstra¢do: Para verificar que ¢ é um homomorfismo, basta verificar que ele ¢ um homomor-
fismo coordenada a coordenada. Assim, considere paraa € A a fungdo p, : A — A [ a dada por
pa(x) = a - x. Devido as propriedades distributivas, complementares e o fato que a é 0 maximo

de A | a, p; é um homomorfismo.
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Entdo g também é um homomorfismo, pois g(x) = (px, (x), ..., px,(x)). Analogamente, como
h s6 soma todas as coordenadas do produto cartesiano, pelas propriedades distributivas, comple-
mentares e pelo fato que h(xy,...,x,) = x1 + - -+ + x, = 1, temos que h é um homomorfismo.

Vamos mostrar que g e h sdo isomorfismos ao mostrar que eles sdo inversos um do outro. De

fato:

h(g(x)) =h(x-x1,...,x- %) =x-x1+ - F+x-x,=x-(x14+--+x,) =x-1=x

gy, yn)) =8+ +yn) =11+ +yn) o, Xn- Y1+ +Yn))
=Xyt X Y X Y X Yn) = (Y1, Yn),

onde a ultima igualdade segue do fato de que parai € {1,...,n}, temos que y; < x; e para

je{1,...,n}\{i},temosquexi-y]-gxi-szo. [ ]

Generalizagdes desse resultado dependem da completude da algebra A, para que a fungdo h
esteja bem definida, como mostraremos na secao 8.

Algebras relativas também sdo chamadas algebras de fatores em algumas literaturas devido ao
resultado acima, jd que ele permite “fatorar” uma dlgebra em algebras relativas dela. Na subsecao
8, veremos que toda decomposi¢do de uma dlgebra em um produto cartesiano surge desta forma.

Por fim, vamos usar este teorema para determinar exatamente as possiveis cardinalidades de

algebras de Boole finitas.

Proposicao 2.21. Sejan € w. Entdo n é a cardinalidade de uma dlgebra de Boole se e somente se existe

k € w tal que n = 2F.

Demonstragio: Se n = 2F € w, entdo §2(k) é uma algebra de Boole finita de tamanho 7. Recipro-
camente, seja A uma subalgebra de Boole finita de cardinalidade n. Se n = 1, tome k = 0. Caso
contrério, como A é finita e ndo trivial, existem finitas parti¢des de A e entdo é possivel escolher
X = {xq,...,xx} uma particdo de A com cardinalidade maximal entre as parti¢des de A.

Pelo teorema 2.20, temosque A = A | x1 X - -+ X A | x;. Suponha por absurdo que |A [ x;| > 2
para algum i € {1, .. .,k}, entdo existe a € A [ x; tal que 0 < a < x;, mas entdo temos que o
subconjunto {xy,...,x;_1,4,—4a,Xi1,..., X} de A é uma parti¢do da unidade que contradiz a

maximalidade de X, um absurdo, portanto

— “ e ot o e e e s o e e e e e — k
|A| = |A | x1 X XA x| =1A 1 x| |A T x| =2 2=2

k vezes

e assim n = 2, |
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31 CAPITULO I. FUNDAMENTOS DA ALGEBRA BOOLEANA

A algebra obtida pelo produto finito consecutivo da algebra 2 é muito ttil na discussdo de

algebras finitas, portanto vamos denotar a dlgebra 2 x - - - x 2 simplesmente por 2". Estendendo
N, e’

nvezes
a definicdo para 2° afirmando que ela é a 4lgebra trivial, obtemos o seguinte corolario.

Corolario 2.22. Toda dlgebra finita é isomorfa a 2" para algum n € w. Mais precisamente, dada uma

dlgebra finita A, existe X uma partigdo maximal da unidade tal que A = 2/XI.

O corolario anterior justifica restringir a andlise de algebras finitas as dlgebra da forma 2",
quando isto for conveniente. Um cuidado aqui é necessario, j4 que simultaneamente usamos
2" para denotar as algebras de Boole finitas e o seu uso comum de exponencia¢do de ntimeros

naturais, de forma que a dlgebra 2" tem cardinalidade 2".

2.4 Celularidade

A utilizacdo de parti¢des maximais na caracterizacdo das dlgebras finitas nos motiva a descrever
os possiveis tamanhos de familias disjuntas em uma algebra de Boole, o que sera feito nessa

subsecdo através do invariante cardinal da celularidade.
Defini¢ao 2.23. Seja A uma élgebra de Boole. Definimos o cardinal
cA = sup{|X] | X é uma familia disjunta em A}

e o denominamos a celularidade de A. Se existir uma familia disjunta X em A tal que |X| = cA,

dizemos que a celularidade de A é atingida (por X). Para a € A, definimos
caa =c(A [ a)
e denotamos c 44 simplesmente por ca se A for subentendida.

Note que sempre temos um limitante superior trivial para a celularidade, a cardinalidade da
propria dlgebra. Vamos comegar determinando a celularidade de algebras finitas e mostrando

que toda algebra infinita tem celularidade também infinita.
Proposicao 2.24. Sejam A uma dlgebra finita e k € w tal que A =2 2%, Entdo cA = k e é atingida.

Demonstragdo: Seja A = 2k uma algebra finita e considere, assim como na demonstracdo da
proposi¢do 2.21, X uma parti¢do de A de cardinalidade maximal, de forma que cA = |X|. Entdo
2k = |A| = |21XI] = 2IX| e dai | X| = k. Claramente a celularidade é atingida por X. ]
Corolério 2.25. Se A é uma dlgebra de Boole finita, entdo A = 24,
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Lema 2.26. Em toda dlgebra de Boole infinita, existe uma sequéncia estritamente crescente e uma sequéncia

estritamente decrescente.

Demonstragdo: Seja A uma élgebra de Boole infinita. Vamos construir uma sequéncia (4, )necw
estritamente decrescente em A. Seja ag = 1 e assuma que 4, ja foi construida de forma estritamente
decrescente e tal que A | a; é infinita para cadai € {1,...,n}.

Como a algebra A | a, é infinita, é possivel escolher um elemento a dela tal que 0 < a < a,.

Se A [ a for infinita, defina a4, ;1 = a,. Caso contrario, pelo lema 2.17, temos que

A Tay = [(Alay) tal-[(Alan) | —a] 2 |AT (ay-a)|-|A T (a5 —a)]

=|ATal-|AT(an-—a)| = |A] (an-—a)l,

portanto A | (a,, - —a) é infinita, defina 4,11 = a, - —a. Neste caso, também temos que 4,1 < a,,
pois, caso contrério, terfamos que a,, - —a = a,, logo a, < —a edaia < —a,, contradizendo que
a < ay.

Portanto, (a,)ncw € uma sequéncia estritamente decrescente em A e (—a, ),ecw € uma sequéncia

estritamente crescente em A. |

Proposicdo 2.27. Em toda dlgebra de Boole infinita, existe uma familia disjunta enumerdvel e uma partigio

da unidade infinita.

Demonstragdo: Seja A uma élgebra de Boole infinita. Pelo lema 2.26, seja (4,)nc uma sequéncia
estritamente crescente e defina a sequéncia d, = a,, - —a,+1. Vamos mostrar que D = {dy | n € w}

é uma familia disjunta em A. De fato, se n € m € w, entdo
dp - dm = (an - —any1) - (@m - —Ams1) = an - —Apy1 <y —a, =0

Por fim, ¢ uma consequéncia do Lema de Zorn que D pode ser estendida a uma familia disjunta

D’ maximal em A e, pelo lema 2.19, D’ é uma parti¢do da unidade, que é infinita por conter D. W

Corolario 2.28. Seja A uma dlgebra infinita. Entdo cA > R,.

O corolério acima implica que toda 4lgebra enumeravel possui uma familia disjunta também
enumeravel, e logo sua celularidade é atingida. E natural perguntar se é possivel estender esse
resultado, isto €, se para toda dlgebra de Boole A, existe uma familia disjunta de cardinalidade |A]|.
Na sec¢do 9, veremos que as algebras de Boole livres sdo um contraexemplo forte desta pergunta,
ja que elas podem ter qualquer cardinalidade desejada, mas contém somente familias disjuntas

enumerdveis. Este fato justifica a préxima definicao.
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Defini¢do 2.29. Seja A uma algebra de Boole e x um cardinal. Definimos o cardinal
satA = sup{|X|* | X é uma familia disjunta em A}

e o denominamos a saturagdo de A. Dizemos que A satisfaz a condi¢do de x-cadeia se satA < «,
isto ¢, toda familia disjunta de A tem cardinalidade menor que k. Se A satisfaz a condigdo de

Ni-cadeia, dizemos que A satisfaz a condi¢ao de cadeia enumerével.

Observacio 2.30. Usualmente, uma anti-cadeia de uma ordem parcial (P, <p) é um conjunto
X C P tal que para x,y € X distintos, ndo existe z € P tal que z < x e z < y. Neste sentido,
dlgebras de Boole ndo tem anti-cadeias, j& que 0 é um elemento minimo. Porém, desconsiderando
0 0, os conceitos coincidem, isto é, dada uma algebra de Boole A, uma familia disjunta X é uma
anti-cadeia em A™,jd que parax,y € X, temosx-y=0¢ A™.

Por isso, familias disjuntas de dlgebras de Boole sdo as vezes denominadas anti-cadeias. Assim,
como a condicdo de x-cadeia determina a cardinalidade maxima de anti-cadeias, ela deveria ser
mais apropriadamente denominada a condigéo de x-anti-cadeia’.

Abreviamos a condic¢do de x-cadeia por x-cc, do inglés k-chain condition, e a condi¢do de cadeia

enumeravel por ccc, do inglés countable chain condition.
E claro que se cA é atingida, satA é simplesmente (cA)* e satA = cA caso contrério.

Lema 2.31. Seja A uma dlgebra de Boole e a € A. Se yu < ca para algum cardinal y, entdo existe uma

familia disjunta de cardinalidade y em A | a eem A.

Demonstragdo: Se ji < ca, entdo existe uma familia disjunta Y em A [ a satisfazendo |Y| > ,
seja X um subconjunto de Y de cardinalidade y. Entdo X é uma familia disjunta de cardinalidade

pemA [ aeXU{—a}éuma familia disjunta de cardinalidade y em A. |

Teorema 2.32 (Erdos-Tarski). Seja A uma dlgebra de Boole. Se cA é um cardinal singular, entio cA é

atingida.

Demonstrag¢do: Para facilitar a notagdo, seja A = cA e k a sua cofinalidade. Pela singularidade de

A, existe uma sequéncia estritamente crescente de cardinais (Ay)a<« tal que sup wex Aa = A. Seja
S={aec A" |ca<cA}

e fixe, pelo Lema de Zorn, uma familia disjunta X que é maximal entre as familias disjuntas de A
contidas em S. Vamos dividir a demonstrag¢do em trés casos e em cada um deles encontrar uma

familia disjunta em A de cardinalidade A.

10 que evitaria a compreensivel confusdo presente em frases como ”Existem algebras de Boole que satisfazem a
condi¢do de cadeia enumeravel e contém cadeias ndo enumeraveis”.
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1° caso: Existe b € A tal que cx = cA para todox € (A | b)™.

Pela singularidade de A, temos que x < A = cb, entdo, pelo lema 2.31, seja {b, | &« < k} uma
familia disjunta em A [ b. Para cada a < «, pela hipotese desse caso, temos que cby = A > A,
assim, novamente pelo lema 2.31, existe Z, uma familia disjunta em A [ b, de cardinalidade A,.

Seja Z = U Z,. Claramente Z é uma familia disjuntaem A e

a<kK
1Z) = Y |Z] = ¥ Ae = A
a<K <K

2° caso: O 1° caso falha e sup, .y cx = A.

Se o primeiro caso falha, entdo S é ndo vazio e vamos mostrar que X é uma partigdo de A. De
fato, seja b < 1, como o primeiro caso falha e —b > 0, existe algum s € S tal que s < —b, logo b
ndo é um limitante superior de X, portanto ) X = 1.

Como X C §, temos que cx < A para cada x € X, e como sup, .y cx = A, para cada A, com
x < x existe x, € X tal que Ay < cx, < A. Para cada a < «x, seja Z, uma familia disjunta em
A | x4 de tamanho A,, que existe pelo lema 2.31, e seja Z = U Z,. Pela disjuncao dois a dois dos
elementos de X, temos que Z é uma familia disjunta em A e ;ﬁo mesmo cdlculo do primeiro caso,
temos que Z tem cardinalidade A.

3°caso: O 1° e 0 2° caso falham.

Pela falha do primeiro caso, temos novamente que X é uma particdo de A e ,pela falha do
2° caso, temos que sup, .y cx < A. Neste caso, vamos mostrar que X é uma familia disjunta de
cardinalidade A.

De fato, X j4 é uma familia disjunta e suponha por absurdo que |X| < A e defina

p=supex, pt = (max{u, [X[})"
entdo, pela hipétese do caso, temos que y < A e como A é singular, ele é um cardinal limite, entdo
também temos que ' < A. Novamente pelo lema 2.31, seja Y uma familia disjunta em A de

tamanho /' e considere, para cada x € X, o conjunto
Yy={yeY|x-y>0}

Como X é uma particdo da unidade, cada cada y € Y existe algum xy € X tal que y - xo > 0, pois

caso contrério, X U {y} contradiria a maximalidade de X. Portanto | J Y, = Y. Por fim, para
xeX
cada x € X, temos que Z, = {x-y | y € Yy} é uma familia disjunta em A | x de cardinalidade

|Yy|. Segue que, para cada xj € X,
Yao| = |Zyy| < cxo < supex =p
xeX
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e portanto

W=Y=UXNSY <Y u=IXl-pu<i,

xeX xeX xeX

um absurdo, portanto |X| = A. n
Corolario 2.33. Para toda dlgebra de Boole, a sua saturagdo é um cardinal regular.

Demonstragdo: Se cA ndo é atingida, entdo cA é a saturacdo de A e, pelo teorema anterior, cA
nao pode ser singular. Se cA ¢ atingida, entdo a saturagdo de A é o cardinal sucessor (cA)™, que é

regular. |

Por fim, vamos mostrar que a celularidade é, de fato, um invariante de algebras de Boole e
usar esta invariabilidade para provar um resultado comum sobre isomorfismos entre algebras

finitas.

Lema 2.34. Seja f : A — B uma fungdo entre dlgebras de Boole e X uma partigdo de A. Se f é um

isomorfismo, entdo f[X] é uma partigio de B.

Demonstragdo: Sejam f como no enunciado e X uma familia disjunta em A. Suponha que Y f[X]
ndo existe ou é menor que 1, entdo existe y € B tal que f(x) < y < 1 para todo x € X e, pela
sobrejecdo de f, existe z € A tal que f(z) = y. Como f é um isomorfismo de ordem, temos
que f(x) < f(z) < limplica x < z < 1 para todo x € X, assim se ) X existir, teremos que
Y. X <z < 1eportanto X ndo é maximal. O lema segue pela contrapositiva do que acabamos de

provar. n
Teorema 2.35. Se A =2 B, entdo cA = cB.

Demonstra¢do: Seja f : A — B um isomorfismo. Entao

cA = sup{|X| | X é uma familia disjunta em A}
= sup{|X| | X é uma partigdo de A}
= sup{|f[X]| | X é uma particdo de A}

34

< sup{|Y| | Y é uma familia disjunta em B} = cB
e como f~! também é um isomorfismo, segue que cB < cA. n
Teorema 2.36. Sejam A e B dlgebras de Boole finitas. Entiio A = B se e somente se |A| = |B].

Demonstragdo: Para a dire¢do ndo trivial do teorema, suponha que |A| # |B| e, pelo 2.25, temos

que A 2224 e B2 2B Como 2°4 = |A| # |B| = 2B, segue que cA # cBeportanto A # B. W
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2.5 x-Completude

Vimos anteriormente que as operagdes ) e [ ] estdo definidas para alguns subconjuntos de uma
algebra, mas ndo necessariamente para todos. Vamos agora considerar as 4lgebras nas quais
todo subconjuntos que tem até certa cardinalidade admitem supremo e infimo na ordem parcial

booleana.

Defini¢ao 2.37. Sejam A uma algebra de Boole e ¥ um cardinal infinito. Dizemos que A é
k-completa se todo subconjunto de A de cardinalidade estritamente menor que x admite somatério

em A. Se uma algebra for N;-completa, dizemos simplesmente que ela é o-completa.

A definigdo acima parece negligenciar o produtério, mas, como vimos em 2.13, dado um sub-
conjunto M de uma algebra de Boole A, temos que [[M = — Y.{—m | m € M}, entdo escrevemos
o produtério de M em fungdo do somatério de um conjunto de mesma cardinalidade. Portanto se
uma algebra for x-completa, todo subconjunto dela de cardinalidade estritamente menor que x
também admite infimo em A.

Quanto a cardinalidade de dlgebras x-completas, jd vimos que dlgebras finitas sdo trivialmente

completas, vamos mostrar a seguir que néo existe algebra enumeravel x-completa.

Proposicao 2.38. Seja A uma dlgebra de Boole. Se A é o-completa, entdo existe uma subdlgebra de A
isomorfa a §(w).

Demonstragio: Pela proposicdo 2.27, fixe F uma familia disjunta enumeravel em A. Como A é
o-completa, )" F existe, assimseja D = Fse ), F =14 e D = FU{— ) F} caso contrdrio, de forma

que D é uma particdo de A. Enumere D = {d,, | m € w}. Vamos mostrar que a fungdo

fi plw — A

M Z d
meM

¢ um monomorfismo e logo f[§?(w)] é a subélgebra de A que procuramos.’

Primeiramente, f estd bem definida pela c-completude de A. Vamos mostrar que f é um

homomorfismo. De fato, sejam M, N € §£(w), entdo

FMUN)= ¥ du= Y dut Y dut Y dn

meMUN meM~N meMNN meN~M

meM~N meMNN meMNN meN~M
= Y dn+t ) du=f(M)+f(N)

meM meN

2Nao mostramos ainda que imagens de homomorfismos séo (sub)élgebras de Boole, mas para aqueles familiarizados
com fung¢des que preservam estrutura, o resultado deve parecer natural mesmo sem demonstragdo. Para o(a) leitor(a)
insatisfeito(a), recomendamos ler a proposicdo 3.20 antes de continuar.
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f(MﬂN): Z dm:Z{dm‘dn|meM/n€N}: de' Zdn:f(M)f(N)

meMNN meM neN

Agora, para verificar que f preserva complemento, para M € §(w), considere que

fIM)+ flwosM)= Y dut Y, du=) M=1y

meM mew~M
e
fM)-flwo~M)= Y dp- Y du=){di-dn|meMnecw~M}=) 0=04.
meM mew~M
Por fim, f preserva minimo e mdximo, pois f (@ Z d e Opef(w Z d, = ZM =14.

med mew
Agora, vamos verificar que f é injetora. Se M e N sdo subconjuntos disjuntos de w, entdo

podemos supor sem perda de generalidade que existe i € M ~ N. Assim

di- f(M)=d;i+ ) dn=di>0=) du-dy=dn: ) dw=di-f(N),

meM neN neN
portanto f(M) # f(N). |
Corolério 2.39. Toda dlgebra o-completa tem cardinalidade minima 2™.

Observacgdo 2.40. Tomando o conjunto Y do exemplo 2.5 enumerével, temos que FinCofinX nao
é nem o-completa para X infinito. Em particular, para X enumerével, o coroldrio anterior mostra

que FinCofinX ndo poderia ser o-completa.

A proxima proposi¢do também fornece um critério para determinar falta de completude e,
assim como a anterior, diz que as 4lgebras completas sdo “grandes” em algum sentido, ja que
determina que elas ndo podem ser construidas através de uma unido enumerével de uma cadeia

de subalgebras préprias.

Proposicdo 2.41. Seja A uma dlgebra de Boole e { A, }new uma cadeia de subdlgebras proprias de A. Se
U An = A, entdo A nio é o-completa.

new

Demonstragdo: Sejam A e {A; },c, como no enunciado. Defina a fungdo & : A — w dada por
h(a) =min{n € w|a € A,},

o subconjunto
S={acA|AlaC A, paraalgumn € w}

e L = A\ S seu complemento. Provaremos duas afirmagdes sobre L e .
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Afirmagdo 1: Sea+a' € L, entdoa € Loua’ € L.

Vamos provar a contrapositiva da afirmacdo: se a, a € S, entdo existem n,m € w tais
que AlaCA,eAlad CAy Como {A,}new é uma cadeia, podemos supor sem perda de
generalidade que A,, C A, edai A [ae A | a’ estdo ambos contidos em A,. Seja r < a + a’, entdo

r=r-(at+a)= R \r_\-ﬁf/ € A,
€AlaCA, €AldCA,

eportanto A | (a +a’) C A,, mostrando quea +a’ € S.

Afirmagio 2: Sea € Len € w, entdo existe b < a tal que h(b) >nea-—b € L.
Como a € L, existe algum a’ € A | a tal que h(a’) > max{n, h(a)}. Além disso, temos que

h(a-—a') =h(a"), poisa, —a’ € Ay)eseh(a-—a') < h(a'), terlamos que

A =a- (ﬂ ’ _a/) € Amax{h(a),h(a-—a’)} ’

contradizendo que h(a’) > h(a).

Comoda' +a-—a’" =a € L, pelaafirmacdo 1, temosquea’ € Loua-—a' € L.Sea-—a' €L,
sejab=deentdoa-—b=a-—a € Leh(b) =h(a') > n;sea’ € L,sejab = a-a' eentdo
a-—b=a"€Leh(b)=h(a-—a") =h(a") > n. Em ambos os casos, temos que b < a.

Agora, vamos construir uma sequéncia (d, )nc de elementos positivos de A tal que, para

cada n € w, temos que
e {dy | k < n} éuma familia disjunta;
o h(dy) >n;
o —(dog+---+dy)€L.

Como {A;}new € uma cadeia estritamente crescente, temos que 1 € L, logo pela segunda
afirmacdo, existe by < 1 tal que h(bp) > 1e1-—by = —(by) € L. Seja dy = by. Claramente
{do} é uma familia disjunta.

Suponha dy construidos até n — 1. Como —(dp + - - - +d,_1) € L, novamente pela segunda

afirmacdo, existe b, < —(do+ - - +d,_1) tal que h(b,) > ne
—(do+-++dy 1) —by=—do- -+ - —dy1-—by=—(do+---+dy_1+by) €L.

Seja d,, = b,. Como {dy,...,d,_1} é uma familia disjunta, basta verificar que d,, - d; = 0 para todo
k < n eisto segue do fato que d, < —(do+--- +dy—1) < —drelogod, - dy <O0.

Finalmente, suponha por absurdo que A é o-completa e seja {Ny | k € w} uma particdo
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disjunta de w tal que cada Nj é infinito. Pela o-completude de A, seja

Sk = Z{d” | ne Nk}.

Como cada N; ¢ infinito, é possivel escolher my € N tal que m > max{k, h(s;)}. Novamente,

por o-completude de A, seja

x=)Y {dn |icw}

Assim, para k € w, temos que
x-sp =) {dm-dn|icwneN} =) {de|xe{m|icwinNNt =) du, =dpn,

ecomo x € A = ,co An, existe k € w tal que x € Ay, mas entdo, pela forma que m foi escolhido,
temos que x,s; € Ay, elogo dy, € Ay, 0 que é um absurdo, pois contradiz que h(d,,, ) > m.

Portanto A ndo pode ser o-completa. n

Uma pergunta natural é se para todo cardinal «, existe uma &lgebra de Boole de cardinalidade
maior que k que é k-completa. De fato, §2(x) é completo, pelo exemplo 2.3, e tem cardinalidade
maior que K.

Uma pergunta mais interessante é se existe uma &lgebra de Boole x-completa que falha
em ser k" -completa. Vamos responder essa pergunta positivamente para cardinais regulares

introduzindo uma nova algebra que generaliza a dlgebra finita-cofinita.

Exemplo 2.42 (Algebra x-completa que nao é x "-completa). Seja X um conjunto e x um cardinal

regular. Definimos
k-FiInCofinX = {Y C X | |Y| < kou | X\ Y| < «}.

Pelos mesmos argumentos do exemplo 1.5, temos que x-FinCofinX é uma éalgebra de Boole. Em
particular, Xp-FinCofinX é simplesmente FinCofinX. Naturalmente, temos que x-FinCofinX é
uma subélgebra de §2(X) que é prépria se e somente se X tem cardinalidade maior ou igual que
K.

A sua x-completude é um resultado imediato da sua regularidade, ja que se um subconjunto
M dela tem cardinalidade menor que x, entdo o mesmo ocorre com |J M.

Para verificar a falta de «"-completude de x-FinCofinX, basta considerar um subconjunto S
de X tal que S e X \ S tem ambos cardinalidade x. Entdo o conjunto de unitérios {{s} | s € S} é
um subconjunto de x-FinCofinX de cardinalidade x no qual todo limitante superior dele ndo é

minimal.
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2.6 Refinamentos disjuntos

Dado a utilidade e uso constante de familias disjuntas, uma pergunta interessante é: dado um
subconjunto de uma &lgebra de Boole, é possivel “diminuir” seus elementos na ordem booleana
para obter uma familia disjunta em A? Vamos ver duas respostas positivas dependendo de

completude e celularidade.

Definigao 2.43. Sejam A uma algebra de Boole e (a,),_, € (ba), -, sequéncias em A indexadas

num cardinal x. Dizemos que

* (ba) <y € um refinamento de (ay) se by < a, para cadaa < k;

<K’

® (ba)y<r € um refinamento disjunto de (aq),,, S€ (ba),~, € um refinamento de (a4),., €

<K <K

{by | @ < x} é uma familia disjunta em A.

Em ambos os casos, estendemos a definigdo para um subconjunto qualquer de uma 4lgebra de

Boole indexando ele em seu cardinal.

Refinamentos disjuntos ndo precisam existir em geral e mesmo quando existem, podem ser

bem dificeis de determinar, normalmente dependendo de uma construcao transfinita.

Exemplo 2.44. (Conjunto que ndo admite refinamento disjunto) Seja
M ={[a,b]|a,beQea <},

subconjunto da 4lgebra [R[. Vamos mostrar que nenhum refinamento de M pode ser disjunto.

Seja N um refinamento de M, entdo para [a,b[ € M, sejar € N tal que r C [a,b[. Se r
ndo é vazio, entdo existem c,d € R tais que [c,d[ C r. Por fim, pela densidade dos racionais
na reta real, existem x,y € Q taisquec < x <y < d,ecomoa < ¢ < d < b, temos que
[a,b[Nr D [a,b[N]x,y] = [x,y] # De[x,y[ € [R], portanto N ndo é um refinamento disjunto de
M.

Dado uma élgebra de Boole A, é uma consequéncia imediata da defini¢do acima que nenhuma
sequéncia indexada por um cardinal maior ou igual que satA pode ter refinamento disjunto. O

teorema a seguir lida com este caso.

Teorema 2.45. Seja A uma dlgebra de Boole e (ay),_, uma sequéncia em A indexada num cardinal x.

<K

Se A ¢é k-completa, entdo existe (by),, um refinamento de (ay),, tal que {by | & < x} ~ {0} é uma

familia disjunta em A e

Y an=)_bs,

a<K <K

se algum destes somatdrios existirem.
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Demonstra¢do: Seja (a,)y<x cOmo no enunciado e defina

ba:am-H—aﬁ:ua-—Zaﬁ

B<wa B<a

para cada a < k. Entdo claramente (b, ),_, € um refinamento de (a,),_, €, para f < a < k, temos

<K <K

que bg < ag e by, < —ag, portanto bg - b, = 0. Vamos mostrar por indugao que {b, | « < x} e
{a, | « < k} tem os mesmos limitantes superiores, provando a tltima afirmagdo do teorema.
Claramente a9 = by. Suponha que o resultado vale para y < « e entdo
Lo bp=byt ) bp=ay-— ) apt ) ap=ay+ ) ap= ), ap
p<r+1 B<v B<v B<y P<y p<rtl
e se A for um ordinal limite tal que o resultado vale para todo ordinal menor que ele, temos
que, para todo ¢ limitante superior de {b | & < A}, ay < ) _ by < ¢, portanto ¢ também limita

a<A
superiormente {a, | « < A}. |

O exemplo 2.44 mostra que a hipétese de x-completude no teorema acima é necesséria, ja que
nele M é enumerével, mas [R[ ndo é o-completa.

Note que retirar o elemento 0 do conjunto {b, | &« < x} também é uma condigdo necesséria,
como discutimos anteriormente. Por exemplo, se A satisfazer ccc e x for ndo enumerével, entdo
apenas uma quantidade enumeravel de b,’s podem ser diferentes de 0.

Assim, para obter um resultado que sempre resulta num refinamento disjunto, sem possi-
velmente descartar nenhum elemento da sequéncia original, precisamos assumir mais sobre a

celularidade da 4lgebra.

Teorema 2.46 (Balcar-Vojtas). Sejam A uma dlgebra de Boole e x um cardinal infinito. Se x* < cx para

todo x € A™, entdo toda sequéncia de elementos positivos indexada em k admite um refinamento disjunto.

Demonstragdo: Suponha que (4, )<y € uma sequéncia em A™. Se X é uma familia disjunta em

A, denotaremos temporariamente por X(a) o conjunto
X(@)={xeX|x-a>0}.
Vamos construir por recursdo uma sequéncia ( Xy )a<x tal que
a) (Xa)a<x € uma cadeia crescente de familias disjuntas em A.
b) | Xus1(aa)| = %7

c) Sew,v < k, entdo ou X, (a,) = D ou | Xu(a,)| = ™.
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Seja Xy = @ e suponha X, construido. Se | X, (a,)| = ™, seja X, 11 = X,. Caso contrério, temos
que Xy (a,) = D, logo Xy C A | (—a,) e como c(a,) > kT, podemos tomar uma familia disjunta

Y em A | a, de tamanho . Note que X, U Y é uma familia disjunta de tamanho x*. Defina

Y* = J{Y(a;) | v <xelY(a))| <k},

isto é, os elementos de Y que falhariam a condic¢do c) da construcdo da sequéncia. Claramente

(Xp UY)(a) = Xu(a) UY(a) para qualquer elemento 4, assim definindo
XDéJrl — (Xp( U Y) AN Y* 7

temos imediatamente que X, 1 satisfaz as condi¢des b) e c). Como Y* C A [a,e Xy, C A | —ay,
temos também que X, 1 como definida acima preserva a propriedade a). Se A < k é um ordinal

limite, basta tomar X, = U X4
x<A
Agora, seja X = Uy Xo- Entdo claramente X é uma familia disjunta tal que X(a,) tem

cardinalidade x* para cada a, da sequéncia, permitindo a escolha de um elemento
Xo € X(ag) N {xp | B < a}

para cada « < k. Finalmente, seja (b, )r<« a sequéncia definida por b, = x, - x,, claramente um
refinamento de (a4, )y<«. Pela construcgdo de X, {b, | « < x} é uma familia disjuntaem A e b, é

ndo nulo para cada « < x. [ |

Em particular, o exemplo 2.44 mostra que a celularidade de [R] tem que ser maior que Ny, ja

que M tem cardinalidade Ny e nenhum refinamento disjunto.
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3 Subalgebras e homomorfismos

Vamos expandir o conceito de subdlgebras e homomorfismos introduzido anteriormente, focando
em métodos de encontrar novas dlgebras de Boole através de subdlgebras de adlgebras de Boole ja
conhecidas.

Relembre que, pela defini¢do 1.6, um subconjunto A de uma algebra de Boole B era uma
subdlgebra se A contém 0 e 1 e é fechado pelas operacdes +, - e — de B. Porém, na pratica, basta
pedir que o conjunto A seja ndo vazio e fechado por 4+ e — ou - e — e 0s outros requisitos sdo

recuperados desses, como provaremos a seguir.
Proposicdo 3.1. Seja A um subconjunto de uma dlgebra de Boole B. Sdo equivalentes
(i) A éuma subdlgebra de B.
(ii) A é ndo vazio e fechado por soma e complemento.
(iii) A é ndo vazio e fechado por produto e complemento.

Demonstragio: E claro que o primeiro item implica nos outros dois. Suponha agora que A é
néo vazio e fechado por soma e complemento. Como A é ndo vazio, seja x um elemento de A.
Entdo temos que —x € Aelogox+ (—x) =1€ Ae—1=0 € A. Por fim, sea, b € A, entdo
a-b=—(—a+ —b) € Aeportanto A é uma subélgebra. Mostramos que o segundo item implica
o primeiro e notando que a afirmacdo dual desta é que o terceiro item implica o primeiro, temos o

resultado. [ |

Analogamente, a defini¢do 1.3 de homomorfismo ndo é a mais econdmica possivel e temos
algumas equivaléncias. Dizemos que uma fungdo entre dlgebras de Boole preserva uma operacao,
ou os elementos distintos 0 e 1, se a propriedade correspondente na definigdo 1.3 for verdadeira.
Dizemos também que f preserva disjungio finita se a - b = 0 em A implicar f(a) - f(b) =0em Be

que f preserva particdo finitas se a + b = 1 em A impicar f(a) + f(b) = 1 em B.
Proposicdo 3.2. Seja f : A — B uma fungio entre dlgebras de Boole. Sdo equivalentes:
(i) f éum homomorfismo.
(ii) f preserva soma e complemento.
(iii) f preserva produto e complemento.
(iv) f preserva soma, disjuncdo finita e o elemento 1.

(v) f preserva produto, partigdo finita e o elemento 0.
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Demonstragiao: Claramente, o primeiro item implica em todos os outros. Suponha entdo que f

preserva soma e complemento. Entdo f preserva 1, ja que

fO=fA+-)=f)+f-)=fD)+-f1)=1,

e entdo f preserva 0, pois f(0) = f(—1) = —f(1) = —1 = 0. Por fim, f também preserva produto,

pois pelas Leis de De Morgan temos que

fla-b) = f(=(—a+=b)) = —f(-a+=b) = =(f(=a) + f(=D))
= —f(=a)- —f(=b) = f(= —a)- f(= = D) = f(a) - f(b).

Suponha que f preserva soma, disjungdo finita e os elementos 0 e 1. Entdo f preserva
complemento, pois dado x € A, pela preservacdo de disjungdo finita, temos que f(x) - f(—x) =0
e pelas outras preservagdes, temos que f(x) + f(—x) = f(x + —x) = f(1) = 1, portanto
f(x) = f(—x). O resto da proposigdo segue pelo Principio da Dualidade. [ |

O segundo item da equivaléncia anunciada acima vai ser o mais comumente utilizado. Por

exemplo, usando ela, note como a demonstragdo do seguinte lema til é reduzida.

Lema 3.3. Sejam f : A — Be g: B — C fungoes entre dlgebras de Boole. Se f e g sdo homomorfismos,

entdo a composigio g o f é um homomorfismo.

Demonstracao: De fato, para todo x,y € A, temos que

(gof)x+y)=g(f(x+y)) =g(f(x) +f(y) =(gof)(x) +(g°f) ()

(gof)x-y)=g(f(x-y) =g(f(x) fy) = (gof)(x)-(g°f) )

portanto pelo segundo item da equivaléncia enunciada anteriormente, g o f é um homomorfismo.

Usaremos sem preocupagdo as equivaléncias enunciadas acima ao longo do texto. Com

elas, facilitamos imensamente as demonstra¢des envolvendo subdlgebras e homomorfismos,

13.9

em particular dos dois principais resultados dessa secdo: o Teorema da Forma Normal™”, que

descreve precisamente os elementos de subélgebras, e o Critério de Extensdo de Sikorski®?%, que

responde perguntas sobre extensdes de fun¢ées a homomorfismos em algebras de Boole.
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3.1 Conjuntos geradores e o Teorema da Forma Normal

Dado um subconjunto X nao vazio de uma algebra de Boole A, é natural perguntar qual é a
menor (com respeito a inclusdo) subalgebra de A que ainda contém X. A intui¢do ganhada da
proposicao 3.1 nos sugere simplesmente “completar” X, unindo a ele o complemento de cada
elemento e todas os produtos finitos de seus elementos e complementos deles, certamente teremos
uma subdlgebra que o contém. De fato, o Teorema da Forma Normal vai confirmar e tornar mais

clara essa intui¢do. A seguir estabelecemos as notagdes e conceitos necessarios para prova-lo.

Defini¢do 3.4. Seja X = {X;};ec; uma familia indexada de conjuntos. Dizemos que X é uma familia
direcionada (para cima) se para todos i,j € I, existir k € I tal que X; U X; C Xj. Dizemos que X é
uma familia direcionada para baixo se para todos i,j € I, existir k € I tal que X; C X; N X;.
Lema 3.5. Sejam B uma dlgebra de Boole e { A;}ic| uma familia ndo vazia de subdlgebras de B. Entio
(i) () Aj é uma subdlgebra de B.
i€l
(ii) U A; é uma subdlgebra de B, se { A; }ic1 for uma familia direcionada.
i€l
Demonstracdo: (i) Seja A = (;c; Ai. Sejama,b € A, entdoa,b € A; paratodoi € I, e como A;
sdo subélgebras, temos que —a,a + b € A;, portanto —a,a+b € A e A é uma subdlgebra de B
pela proposicdo 3.1.
(ii) Seja A = Uje; Ai- Sejam a,b € A, entdo existem i, € [ tais quea € A;eb € A;. Como
{Ai}ier é uma familia direcionada, existe k € I tal que A; U A; C Agelogoa,b € Ar. Como
Ay é uma subalgebra de B, temos que —a,a +b € Ay C A elogo A é uma subalgebra de B pela

proposicdo 3.1. [
Definig¢do 3.6. Seja X um subconjunto de uma algebra de Boole B. Entdo o conjunto
(X) =({A S B| X C Ae Aéumasubalgebra de B}

é uma subalgebra de B, pelo lema 3.5(i), denominada subdlgebra gerada por X em A. Dizemos que
os elementos de (X) sdo gerados por X. Se (X) = B, dizemos que X é um conjunto gerador (de B).

Se X = {x; | i € I}, denotamos (X) por (x; | i € I).

F imediato da definicdo acima que o processo de gerar uma élgebra preserva inclusdes, isto &,
se Y C X C B, entdo (Y) C (X). Também é claro que X = (X) se e s6 se X é uma subdélgebra de
B. Além disso, dado uma subalgebra A de B que contém X, imediatamente temos da defini¢do

que (X) C A, logo (X) é realmente a “menor” subélgebra de B que contém X.
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Apesar da defini¢do acima ser natural para responder a pergunta no comego dessa segdo, ela
ndo é pratica, j4 que dado uma algebra B, uma subélgebra A e um subconjunto X C A, mostrar
que A = (X), com a defini¢do acima, envolveria mostrar que toda subalgebra de B que inclui X
também inclui A, o que pode se tornar complicado.

Assim, precisamos de uma descri¢do melhor dos elementos gerados por um subconjunto X.
Vamos comegar mostrando que todo elemento de (X) é na realidade gerado por um subconjunto

finito de X.
Lema 3.7. Seja X um subconjunto de uma dlgebra de Boole B. Entdo
(X)y = J{(Y) | Y é um subconjunto finito de X}.

Demonstragao: Denote por A o lado direito da igualdade acima. Seja Y um subconjunto finito

de X, entdo (Y) C (X)eportanto A= | J (Y) C (X).
Ye[X]<w

Reciprocamente, para cada x € X, temos que x € (x) C A, logo X C A edai (X) C (A).
Agora, note que A é uma familia de subélgebras de B que satisfaz a hipétese do lema 3.5(ii), ja
que dados (Y), (Z) € A, temos que (Y) U (Z) C (YUZ) € A, logo A é uma subdlgebra de B,
entdo (X) C (A) = A. [ ]

Assim, dado um elemento x € (X), existe um subconjunto finito Y C X tal que x € (Y). Neste
caso, existe uma quantidade finita de somas, produtos e complementos envolvendo elementos
distintos de Y e alguma combinacdo aritmética delas deve resultar em x. Vamos introduzir as

seguintes notagdes para tratar disso.
Definicao 3.8. Seja A uma algebra de Boolee X C A.

* Sejax € Aee € {—1,0,+1} um namero inteiro. Definimos o elemento ex de A da seguinte
forma:
x ,see=-+1
&X = 04 ,see=0
—x ,see=—1

¢ Dizemos que p € A é um produto elementar sobre X se existem finitos x1,...,x, € X e

€1,...,&n €{—1,+1} taisque p = e1x1 - -+ - € Xy.

* Dizemos que x € A pode ser escrito em forma normal sobre X se existem finitos p, ..., px

produtos elementares sobre X dois a dois disjuntos tais que x = p; + - - - + py.
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Teorema 3.9 (Teorema da Forma Normal). Seja X um subconjunto de uma dlgebra de Boole B. Entio

(X) = {x € B | x pode ser escrito em forma normal sobre X }.

Demonstragdo: Pela observacdo sequente ao lema 3.7, podemos supor que X é finito, assim seja

X={x,..., x5} comn € w e defina
E={-m{_1,41} = {¢ | e 6 uma funcdo de {1,...,n} em {—1,+1}}
e para cada ¢ € E, seja p. o produto elementar sobre X dado por
pe=¢e(l)xy- -+ -e(n)xy,.

Agora, suponha que ¢ e € sejam elementos distintos de E. Entdo existe algumi € {1,...,n}

tal que e(i) # €' (i) elogo {(i),€' (i)} = {—1,+1}. Assim
pe-pe =e()xy- - e(n)xy - e()xy- -+ ~e(n)xy <e(i)x;-(i)x; = —x;-x,=0
elogo P = {p. | € € E} é uma familia disjunta. Para cada M = {1, ..., ux} C E, defina

SM =Py, + -+ Py = ZPH-
ueM

Seja A = {spy | M C E} e F o conjunto de elementos de B que podem ser escritos em forma

normal sobre X. Vamos mostrar que A = F.
Como P é uma familia disjunta, os elementos sy estdo em forma normal sobre X, logo A C F.

Reciprocamente, sejam x € B que pode ser escrito em forma normal sobre X e py,...,pr € B
produtos elementares sobre X dois a dois disjuntos tais que x = p; +--- 4+ p,, comr € w.
Suponha que um desses produtos, digamos p;, ndo envolve todos os elementos de X, isto é,
pi = Zskxk comI C {1,...,n}. Entdo,sej € {1,...,n} \ I, decompondo p; em funcdo de X;

kel
temos que p; = p; - x; + pi - —xj = p;i - (+1)x; + p; - (—=1)xj. Como (p; - xj) - (pi - —x;) = O e, para

p;j # pi, temos que p; - (p; - (£1)x;) < p; - pi = 0, entao
x:p1++pl++pr:p1++p1x]+p1x]++pr
¢ uma representacao de x em forma normal sobre X, no qual o termo p; que nédo envolvia x; foi

substituido por dois termos que envolvem x;.

Pelas finitudes de n e r, é possivel repetir o processo descrito acima uma quantidade fi-
nita de vezes até encontrar produtos elementares gy, ..., g, sobre X dois a dois disjuntos, com

m € w, tais que x = g1 + - - - + g € logo, para cada i € {1,...,m}, existem ntmeros inteiros
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€1,-.-,&n € {—1, +1} tais queq; = &i1X1- -+ - EinXn.
Assim, paracadai € {1,...,m}, definag; : {1,...,n} — {—1,41} tal que ¢;(k) = ¢ e seja

N = {¢; | 1 <i < m}. Entdo

m m n
xzzﬂlizz EikXk =
i=1 1

i=1k=

)3

m n
i=1

m
8i(k)xk - EPS,‘ - Z pE == SN/
k=1 i=1 eeN
logo x € A e portanto F C A. Agora, basta mostrar que A = (X) para provar o teorema.

Vamos mostrar que A é uma subdlgebra de B. Primeiramente, temos 1 € A, pois

1=(x1+—x1)  (x2+—x2) - -+ - (Xn + —xp)
=x1-(2+—x2) - o0 (X —xn) + —xp - (2 —x2) - (X —Xy)
=x1-x- (x3+—x3) - -+ - (X —xp) Fx1-—x2- (3+—x3) - -0 - (Xn+ —Xp)
+—x1-x0-(x34+—x3) - - - (X +—x0) + —x1 - —x2- (X34 —x3) - - - (X + —Xp)
==Y pe=se
ecE

e logo A ndo é vazio. Além disso, para cada M C E, temos

sMtseem=sg=1

SM'SE\M:(ZP#)'SE\M:Zpy'SE\MS Z py'py:ZOZO,

ueM ueM ueM
veE~M fixo

assim —sy = sg.m e logo A é fechado por complemento. Agora, para M, M’ C E, temos

SM+ Sm = SMM’ + SMnm’ + SMrM = SMM’ + SMaM? T+ SMnM? T+ SMIAM = SMUM!

e logo A é fechado pela soma. Pela proposicdo 3.1, A é uma subdlgebra de B.

Vamos mostrar que X C A. Para cada x; € X, seja M; = {e¢ € E | ¢(i) = +1} e note que se
e € M;, entdo x; - pe = P, POIs ¥, jd aparecia em p,, e se ¢ € E~ M;, entdo x; - pe < x; - (—1)x; = 0.
Entdo

xi:xi-lzxi-2p£22xi-pg= in'Pg+ Z Xi* Pe = Zps

e€E e€E eeM; e€ENM,; eeM;
e logo x; = s, € A.
Por fim, seja S uma subalgebra de B que contém X. Como os elementos de A sdo obtidos de
uma quantidade finita de operagdes realizadas com os elementos de X C S, temos que A C S.

Mostramos entdo que A é a menor subélgebra de B que contém X, portanto A = (X). n
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Observacdo 3.10. Ainda na linguagem da demonstra¢do acima, podemos recontextualizar os

elementos sy escritos em forma normal como imagens da fungao

s: QE) — A

M = SM

e mostramos anteriormente que Sy pr = Sm + Sy € Se.m = —Sum para todos M, M' C E, portanto
s ¢ um homomorfismo entre dlgebras de Boole.

Pelo Teorema da Forma Normal, s é um epimorfismo se e somente se A é gerada por X.
Em geral, s ndo é um monomorfismo, pois a escrita de um elemento em forma normal ndo
costuma ser tnica. Por exemplo, se existir x € X e € € E tais que p; e x sdo incompardveis, entdo

Pe - X + pe - —x é outra representagdo em forma normal de p.
Corolario 3.11. Sejam B uma dlgebra de Boole e X C B.

(i) Se X é finito, entio |(X)| < 22™.

(ii) Se X é infinito, entdo |(X)| = |X|.

Demonstragio: (i) Pela demonstracao do Teorema da Forma Normal, basta determinamos a
quantidade de elementos de B que podem ser escritos em forma normal sobre X.

Entdo, seja x € Bdaforma ) _ [ ] e(x)x paraalgum M C ¥{—1,+1} e note que cada produto
eeMxeX
elementar é determinado apenas por ¢ € M, assim existem no maximo |[X{—1,+1}| = 2XI

produtos elementares sobre X.
Seja P o conjunto de todos os produtos elementares sobre X. Para cada produto elementar
p € Pex € X, temos duas possibilidades, ou p estd na forma normal de x ou ndo, logo temos
2IPl < 22™ elementos que podem ser escritos em forma normal sobre X.
(ii) Seja F = [X]=™0, j& provamos anteriormente que |F| = |X|. Pelo lema 3.7, temos que
(0] = U 1Y e B} < T ()|
YEF
mas para cada Y C X finito, podemos aplicar o resultado anterior para obter que
(01 < 122 < T R =0+ [Fl =Ro+[X| =X
YeF YeF

e como X C (X), segue que |(X)| = |X|. ]

Usando o Teorema da Forma Normal, podemos estudar facilmente um caso particular muito

util de quando precisamos adicionar apenas um elemento em uma subélgebra.
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Definicdo 3.12. Seja B uma 4lgebra de Boole, A uma subalgebra de B e x € B. Definimos
A(x) = (AU {x})

a extensdo simples de A por x. Dados finitos x1,...,x, € B, quando precisamos realizar essa

extensao simples repetidamente, para evitar parenteses, denotamos

A(xq)(x2) -+ (xn) = A(xq, ..., Xn)

e dizemos que A(xy,...,x,) é uma extensao (finita) de A por x1, ..., X,.

E simples verificar, por indugdo, que A(xy,...,x,) = (AU {xy,...,x,}) e dai, usando o

teorema do forma normal, temos uma descri¢do bem direta de extensdes finitas.

Proposicao 3.13. Sejam B uma dlgebra de Boole, A subdlgebrade Be x4, ...,x, € B. Entdo, usando as

mesmas notagdes da demonstragio do Teorema da Forma Normal, temos que

A(xl,...,xn) = {Zﬂe‘Pe

ecE

a, € Aparacadae € E}.

Demonstragdo: Seja X = (x1,...,%,). Note que A(x1,...,x,) = (AU{x1,...,x,}) = (AUX) e,
pelo Teorema da Forma Normal, os elementos de (A U X) sdo somas finitas de produtos dois a
dois disjuntos da forma a - p, onde a € A é um produto elementar sobre um geradorde Ae p é
um produto elementar sobre X, isto é, existe e € E tal que p = p,. Portanto, indexando cada a

com e € E correspondente de p,, temos o resultado. [ |

Corolario 3.14. Sejam A uma subdlgebra de B e x € B. Entdo
Alx)={a-x+d —x|ad € A}

Demonstragio: Segue diretamente do teorema anterior no caso em que n = 2. n

3.2 Irredundancia

O Teorema da Forma Normal é uma ferramenta extremamente til, dando uma expressao precisa
para os elementos de uma (sub)dlgebra dependendo apenas de encontrar um subconjunto X que
a gera, porém ¢ claro que, dado uma algebra A, o préprio conjunto A a gera, e a aplicacdo do
Teorema da Forma Normal em A ndo traria nenhuma informacdo nova.

Assim, dado uma algebra de Boole A, queremos identificar subconjunto X de A que gera a
algebra de forma “interessante” para obter mais informacdes a partir da forma normal dos seus
elementos. Mais precisamente, queremos que cada elemento de X traga uma informagdo sobre A

que ndo estd presente nos outros elementos de X, motivando a seguinte definigdo.
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51 CAPITULO I. FUNDAMENTOS DA ALGEBRA BOOLEANA

Definicao 3.15. Seja A uma algebra de Boole e X C A. Dizemos que X é irredundante em A se todo
x € X ndo é gerado pelos outros elementos de X, isto é, x ¢ (X ~\ {x}). Neste caso, se (X) = 4,

dizemos que X gera A de forma irredundante, ou que X irredundantemente gera A.
Vamos dar exemplos de conjuntos irredundantes.

Exemplo 3.16. O conjunto de unitarios de um conjunto infinito X irredundantemente gera
FinCofinX.

De fato, sejam F e C respectivamente os conjuntos de elementos finitos e cofinitos de X e
Y={{x}|xeX}.Sef={fi,...,fn} €F entdo f = {fi}U---U{fy} estd em forma normal
sobre Y.Sec=X~{f1,..., fm} € C,entdoc = X~ {fi} N---N X~ {fm} estd em forma normal
sobre X. Portanto, pelo Teorema da Forma Normal, Y gera FinCofinX.

Agora, vamos mostrar que Y é irredundante. Sejam {xo} € Ye A = (Y \ {x0}). Suponha que
{x0} € A, entdo, pelo Teorema da Forma Normal, existem py, ..., pm produtos elementares dois
a dois disjuntos sobre Y tais que {xo} = p1 U - - - U py,. Como o0s produtos sdo disjuntos entre si,
para cada p; fixe y; € p; U pi. Entao

j#i
{xo} =p1U-Upm 2 {y1,-- ym},

o que contradiz a cardinalidade de {x} se m > 1, entdo na realidade {xo } é um produto elementar

sobre Y \ {xo} elogo existem {x1},...,{x,} € Y~ {xo} eey,..., &4 € {—1,+1} tais que

{xo} =er{x1}n---Nep{x,}.

Agora, se ¢; = 1, paraalgum i € {1,...,n}, entdo o lado direito da igualdade acima contém x; e 0

esquerdo ndo, contradizendo a igualdade, logo ¢; = —1 para todoi € {1,...,n} e temos que
{xo} =X~ {1} n---NX~{xn} =X~ {x1,...,x.}.

Assim X = {xo, x1,..., X, }, contradizendo a infinitude de X. Portanto {xo} ¢ A e Y é irredun-

dante.

Exemplo 3.17. O conjunto de intervalos semi-abertos de uma ordem linear L que incluem seu
minimo gera [L[ de forma irredundante.

De fato, seja X = {[0r, x[ | x € L} e vamos mostrar que X gera [L[. Vimos no exemplo 1.48
que dado x € [L[, existem x1,..., Xy, Y1,...,Yn € Ltaisquex; <y1 < x2 < -+ < Yp_1 < Xy < Yy

ex = [x1,y1[U- - - U[xy, yn[- Entdo escrevendo cada intervalo [x;, y;[ como [0z, y;[ ~ [0, x;], temos
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que

n

U OL/yz OL/ xz U ( OL/ yl L ~ [OLI xlD)

estd em forma normal sobre Y, logo Y gera a dlgebra de intervalos de L, pelo Teorema da Forma
Normal.

Agora, vamos mostrar que Y é irredundante. Sejam [0z, xo[ € Ye A = (Y \ [Or, xo[). Suponha
que [0r, xo| € A, entdo, pelo Teorema da Forma Normal, existem finitos x1, ..., Xy, ¥1,...,Ym € L

com n +m > 0 todos diferentes de x tais que

[OL,XQ[: [OL,xl[U---U [OL,xn[U [yl,OO[U"'U [ym,oo[ .

Se algum y; for menor que xo, terfamos que xo € [0z, xo[ e se algum y; for maior que xo, terfamos
que y; € [0r, xo[, ambos absurdos, portanto na realidade os termos envolvendo y; nao aparecem
na forma normal de [0, xp|.

Note também que ndo pode ocorrer de algum x; ser maior que xo, pois isto implicaria que
xo € [Or, xo[ na equacdo acima. Como a ordem ¢ linear, podemos reescrever [0z, xo[ = [0, x|,

onde x = max{xy,...,x,} < xo, um claro absurdo e portanto [01, xo[ ¢ A.

Note que nos dois exemplos dados acima, ja vimos anteriormente que as algebras ndo sdo
completas. De fato, qualquer nivel de completude é incompativel com a existéncia de um conjunto

irredundante de geradores, como mostraremos a seguir.
Teorema 3.18. Nenhuma dlgebra de Boole infinita o-completa contém um conjunto gerador irredundante.

Demonstragdo: Assuma que A é uma dlgebra de Boole infinita e X C A é um conjunto irredun-
dante que gera A. Como A é infinita, X também €, assim fixe (¥, ),c uma sequéncia injetora em
X e defina, para cada n € w, a subélgebra A, = (X ~ {x; | k > n}).

Pela irredundéncia de X, cada A, é uma subalgebra propria de A, 1, logo { Ay }new € uma
cadeia de subdlgebras préprias de A. Agora, para x € A, como X gera A, existe um subconjunto
Y C X finito tal que x € (Y). Como Y é finito, existe m € w talque Y C X ~ {xx | k > m}, logo

x € Ay, 0 que mostra que A = U Ay,. Portanto, pela preposi¢do 2.41, A ndo é c-completa. W

new

3.3 Nrcleo e imagem

Homomorfismos nos fornecem uma maneira simples de identificar novas algebras de Boole
através da sua imagem, o que vamos explorar nessa subse¢do. Vamos também definir o que é o
nicleo de um homomorfismo, que apesar de ndo ser uma algebra de Boole, é ttil para determinar

monomorfismos e serd presente quando discutirmos algebras quocientes na secdo 7.
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Definigdo 3.19. Seja f : A — B um homomorfismo entre dlgebras de Boole. Definimos o niicleo e

a imagem de f como sendo respectivamente os conjuntos

Kerf=f"'[{0p}] ={a€ A|f(a) =05} e Imf=f[A]={f(a) eB|acA}.

Proposicdo 3.20. Seja f : A — B uma fungdo entre dlgebras de Boole. Se f é um homomorfismo, entdo a

imagem de f é uma subdlgebra de B.

Demonstra¢do: Claramente f[A] é ndo vazio se A é ndo vazio. Dados f(a), f(b) € f[A], temos

que f(a)+ f(b) = f(a+b) € f[A] e —f(a) = f(—a) € f[A], portanto por 3.1, f[A] é uma
subélgebra de B. |

O ntcleo de um homomorfismo em geral ndo é uma subdlgebra. De fato, ele é ndo va-
zio e fechado para soma, ja que f(04) = Op e se a,b € Kerf, isto ¢, f(a) = f(b) = Op, entdo
fla+0b) = f(a)+ f(b) =0p+0p =0pelogoa+b € Kerf. Porém ele ndo é fechado para com-
plemento, pois dado a € KerA, temos que f(—a) = —f(a) = —0p = 1p, portanto se a dlgebra A

ndo é trivial, temos que —a ¢ KerA.

Proposicdo 3.21. Seja f : A — B um homomorfismo entre dlgebras de Boole. Entdo f é um monomorfismo

se e somente se Kerf = {04}

Demonstra¢do: Como f(04) = 0p, se f € injetora, claramente Kerf = {04}. Reciprocamente,

suponha que Kerf = {04} e sejam x,y € A tais que f(x) = f(y). Entdo

0=f()Af(y) = f(xDy),
o que mostra que xAy € Kerf = {04}, isto é, x/Ay = 0 e portanto x = y, logo f ¢ injetora. |

H4 dois casos especiais da proposic¢ao 3.20, que ocorrem quando f é um monomorfismo ou
epimorfismo e os descrevemos a seguir.

Se f : A — B é um monomorfismo, entdo f : A — f[A] é um isomorfismo que atesta que
f[A] é uma subdlgebra de B isomorfa a A. Reciprocamente, se A é uma subalgebra de B, entdo a
funcao identidade em B restrita a A ¢ um monomorfismo cuja imagem é uma subélgebra de B
isomorfa a A.

Assim, se B é uma dlgebra de Boole, existe uma relagdo biunivoca entre monomorfismos com

contradominio B e subélgebras de B. Essas duas visdes sdo unificadas na seguinte notagéo.

Definicdo 3.22. Sejam A e B algebras de Boole. Dizemos que A é incluida (homomorficamente) em
B se existir f : A — B um monomorfismo. Neste caso denotamos que A i> B ou simplesmente

A — B.
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Pelo que foi discutido anteriormente, A — B se e somente se existe uma subdlgebra de B
isomorfa a A. Portanto, essa notagdo é util para evitar tecnicalidades, por exemplo, em toda
algebra B ndo trivial, o subconjunto {0p, 15} é uma subdlgebra de B isomorfa a 2, porém seguindo
estritamente as defini¢des 1.6 e 1.9, seria um abuso de linguagem afirmar que a algebra 2 é uma
subédlgebra de B na maioria dos casos, mas podemos afirmar que 2 estd incluida homomorfica-
mente em B e denotar 2 — B.

Quando f : A — B é um epimorfismo, a algebra f[A] é isomorfa & B, mas ndo é neces-
sariamente isomorfa a A. Existe uma rela¢do biunivoca semelhante a discutida acima entre
epimorfismos e as chamadas &lgebras quocientes, que serdo introduzidas na secdo 7, mas ja

introduziremos a seguinte defini¢do, dual a vista acima.

Definicdo 3.23. Sejam A e B dlgebras de Boole. Dizemos que B é uma imagem (homomorfa) de A se

existir ¢ : A — B um epimorfismo. Neste caso denotamos que A £ Bou simplesmente A — B.

Note que se A J, B, entdo trivialmente A LR f[A]. Um exemplo mais interessante de imagem

homomorfa é o das algebras relativas, como discutido anteriormente na subsegao 2.3 a fungdo

pPa: A — Ala L1)

X =  X-da

é um epimorfismo para cada a € A, logo A | 2 é uma imagem homomorfa de A, isto é, que
A—Ala.

Um outro exemplo é que dado uma élgebra de Boole A finita, ela é imagem homomorfa de
uma algebra das partes, ja que, fixando um conjunto finito X que a gera, a fungdo s : (E) — A

da observagao 3.10 é um epimorfismo e portanto §(E)— A.

3.4 Critério de extensao de Sikorski

Vamos explorar sobre quais circunstancias uma funcao entre algebras de Boole pode ser estendida
a um homomorfismo. Mais precisamente, se A e B sdo algebras de Boole, X C A e dada uma
fungdo f : X — B, procuramos determinar se é possivel encontrar homomorfismo g : A — B tal

que g [x= f, como esquematizado no seguinte diagrama comutativo.

X C A
\g
B

Lema 3.24. Sejam A uma dlgebra de Boole gerada por X e f e § homomorfismos entre dlgebras de Boole

com dominio A. Se f [x= g Ix, entdo f = g.
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Demonstra¢dao: Considere um produto elementar p = €1x1 - - -+ - €4, sobre X. Entdo

flp) =eaf(x1) - -enf(xn) = €18(x1) - -+ -€ng(xn) = g(p)

e como todo elemento de A pode ser escrito em forma normal sobre X e homomorfismos preser-
vam soma, temos que f e g coincidem em todos os elementos de A.
Uma demonstra¢do mais elegante é obtida ao notar que Ag = {x € A | f(x) = g(x)} é uma

subalgebra de A que contém X, logo Ag C A = (X) C Ao, mostrando o resultado. n

Lema 3.25. Uma funcdo bijetora entre dlgebras de Boole é um isomorfismo se e somente sua inversa é um

isomorfismo.

Demonstragdo: Suponha que f : A — B é um isomorfismo e seja f ! : B — A sua inversa. Como
f~! tem inversa f, ela é bijora. Dados a,b € B, como f é sobrejetora, existem x,y € A tais que

f(x) =ae f(y) =becomo f éinjetora, tais elementos sdo Gnicos, assim

fHa+b) = @)+ fW) = (flaty) =x+y=f"(a)+f(b)

portanto f~! é um homomorfismo. A reciproca segue do fato que (f )71 = f. |

Lema 3.26. Sejam A e B dlgebras de Boole, {A;}ic; uma familia indexada de subdilgebras de A e
Qi+ Ai — B um homomorfismo para cada i € 1. Se {A;}icr e {gi}ier sio familias direcionadas, entdo
U gi : |J Ai — B éum homomorfismo entre dlgebras de Boole.

iel iel

Demonstragdo: Sejam A’ = U Aieg = U ¢i € A’ x B. Pelo lema 3.5, U A; é uma &lgebra de
Boole e portanto g é uma relalgeéo entre él;lloras de Boole. <

Vamos mostrar que g é uma fungdo. Sejam (x,y), (x,y') € g, entdo pela defini¢do de g, existem
i,j € I'tal que gi(x) = yegj(x) = y'". Como {g;}ic; € uma familia direcionada, existe k € I tal que
gk estende g; e gj, portanto y = g;(x) = g(x) = gj(x) = v'.

Agora, sejam x,y € A’ ei,j € [taisque x € A;ey € A;. Como {A;}ic; é uma familia
direcionada, existe k € I tal que Ay contém A; e A;. Assim, como g estende g : Ay — Be

x,y € Ay, temos que

g(x+y) = gr(x+y) = g(x) + gk(y) = g(x) +g(v)
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g(=x) = gr(—x) = —gx(x) = —g(x),

portanto ¢ é um homomorfismo. [ |

Proposicao 3.27. Sejam A e B dlgebras de Boole, X C A e f : X — B uma fungdo. Se para todo Y
subconjunto finito de X, existe um homomorfismo (Y) — B que estende f |y, entdo existe homomorfismo

¢ : (X) — B que estende f.

Demonstragdo: Note que pelo lema 3.24, dado Y C X finito, se um homomorfismo (Y) — B que
estende f |y existe, ele é tinico, assim, seja gy : (Y) — B tal homomorfismo.

Vamos mostrar que G = {gy | Y C X finito} é uma familia direcionada. Sejam Y e Z
subconjuntos finitos de X e note que gyuz [(y) € um homomorfismo que estende f [y, portanto
gyuz Iy)= 8y- Analogamente, gy z [(z)= gz e portanto gy z € um homomorfismo que estende
gy € gz, como queriamos.

Assim, pelo lema 3.26

g = U gy : U (Y) — B

gveG Ye[X]<Ro

¢ um homomorfismo. Pelo lema 3.7, ¢ tem dominio (X) e ela claramente estende gy para cada

Y C X finito e portanto estende f, pois para cada x € X, temos que g(x) = g1 (x) = f(x). ®

Teorema 3.28 (Critério de Extensdo de Sikorski). Sejam A e B dlgebras de Boole, X C Ae f : X — B

uma fungdo. Entdo:

Existe um homomorfismo Para todos x1,...,xpe¢€1,...,6q € {—1,4+1} comn € w,
<

g (X) — B que estende f. see1xy - -+ -euxy =04 entdo e f(x1)- -+ -€xf(x,) = 0.

Demonstracao: Um sentido do teorema segue obviamente da propriedade de preservagao do
produto presente em homomorfismos.

Para provar o outro sentido, note que pela proposicdo 3.27, basta provar o caso em que o
subconjunto X é finito. Assim, suponha que X = {x1,...,x,} e defina, como na demonstracdo do
Teorema da Forma Normal, as fung¢des E = {1""'”}{—1, +1}, a familia de elementos dois a dois
disjuntos P = {p, | ¢ € E} de produtos elementares sobre X determinados por elas e os elementos

escrito em forma normal sp; = Z pe para cada M C E.
eeM
Analogamente, para cada ¢ € E, defina em B o produto elementar

e = €(1)f(x1) - -~ -e(n)f(xn)
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e, para cada M C E, defina o elemento escrito em forma normal

tM: 26]3.

eeM

Vamos mostrar que a fungao
g : <X> — B
SM — tm

é a que procuramos.
Primeiramente, pelo Teorema da Forma Normal, (X) = {s); | M C E}, portanto o dominio
de g é de fato (X). Além disso, como discutido na observacdo 3.10, a fungdo s : §2(E) — A que

associa s(M) = sp; € um homomorfismo e entdo, dados M, M’ C E tais que sy = spy, temos que
0 =sylsy =s(M)As(M') = s(MAM') = spamr

o0 que mostra que pe = 0 para todo e € MAM'. Entdo, por hipétese, g, = 0 para todo e € MAM'.

Analogamente a s, a fungdo ¢ : §(E) — B que associa (M) = tj; é um homomorfismo e portanto
0 =tyam = tHMAM') = t(M)AH(M') = ty ANty

0 que mostra que ty = tpr. Assim provamos que g independe da escolha de escrita de forma
normal dos elementos de A e logo estd bem definida.

O fato que g é um homomorfismo segue do fato de que s e t sao homomorfismos, pois

g(sm+svr) = g(smum) = tmumr = tm +tar = g(sm) + g(smr)

g(_sM) = g(SE\M) =tpm=—tm= —g(SM) ,

para todos M, M’ C E.
Finalmente, mostramos na demonstragdo do teorema de forma normal que dado x; € X e
definindo My, = {¢ € E | (i) = 1}, temos que x; = s(My,). Analogamente f(x;) = t(My,) e

portanto

g(xi) = g(s(My,)) = H{My,) = f(xi),
0 que mostra que g estende f. |

Como corolario do Critério de Extensdo de Sikorski, obtemos a seguinte versdo generalizada

para relacdes entre dlgebras de Boole.
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Coroldrio 3.29 (Critério de Extensdo de Sikorski para relagdes). Sejam A e B dlgebras de Boole e

r C A x B uma relagio entre elas. Sejam r4 e r; respectivamente o dominio e imagem de r. Sdo equivalentes:
(i) Existe um homomorfismo g : (rg) — (r;) tal que g |, = r.

(it) Paratodos (x1,Y1),...,(Xn,Yn) €Ereer, ..., en € {=1,+1} comn € w,see1xy- -+ - €yxp =0

em A, entdo eyy - --- - €,y = 0em B.
Além disso, nas mesmas condigoes, sio equivalentes:
(a) Existe um isomorfismo g : (rq) — (r;) tal que g |,,= 7.

(b) Para todos (x1,Y1),...,(Xn,Yyn) €Ereer,...,en € {—1,+1} comn € w, e1x1- -+ - €4xy, =0

em A se e somente se e1yy - --- - €Yy = 0 em B.

Demonstragido: Claramente (i) implica (ii). Reciprocamente, suponha que vale (ii) e vamos
mostrar que neste caso r é uma fungdo. Sejam (x,vy), (x,y’) € r. Sejamn = 2, x; = x, &1 = +1,
Xp = xeég = —1,como g1x - e2x2 = x - —x = 0, pela hipotese e1y1 - €212 = y - —y' = 0, logo
y < y'. Analogamente, trocando o papel de y e ¥’ acima, obtemos que y’ < y e portantoy = y/'.

Como r é uma fungdo, pelo critério de extensdo de Sikorski, existe ¢ : (r;) — B que estende r.
Pelo lema 3.24, tal g é tnica e entdo é a mesma que construimos na demonstracdo do Critério de
Extenséo de Sikorski, cuja imagem é, com as mesmas defini¢des da demonstragdo, {ty | M C E},
que é exatamente (f(x) | x € r4) = (d;) pelo Teorema da Forma Normal.

A segunda afirmacao, a de que (a) e (b) sdo equivalentes, segue de uma aplicacdo da primeira

afirmacao duas vezes e do lema 3.25. |

Com esta versdo generalizada, podemos mais facilmente provar dois casos especiais e fre-

quentemente utilizados do Critério de Extensdo de Sikorski.

Corolério 3.30. Sejam A e B dlgebras de Boole, { A;}ic; uma familia indexada de subdlgebras de A e

{fi : Ai — B}ic] familia de homomorfismos. Sdo equivalentes:

(a) Existe um homomorfismo g : (| J Ai) — (| filAi]) C B tal que g estende f; para cada i € I.

i€l i€l
(b) Paratodosiy, ..., i, € Iea; € Ay paracadak € {1,...,n} comn € w,sea; - --- -a;, =0em
A, entio f; (a;,) - --- - fi,(a;,) = 0em B.

Demonstragio: Claramente (1) implica (b). Para a reciproca, defina a relagdo r = | J fi. A hipétese
i€l

(b) é exatamente a traducdo da hipétese (ii) do Critério de Extensdo de Sikorski®?’ para r e portanto
o resultado segue ao notar, ainda na linguagem de 3.29, que r; = U Aier; = U filAil. n
iel iel
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59 CAPITULO I. FUNDAMENTOS DA ALGEBRA BOOLEANA

Corolario 3.31 (Critério de Extensdo de Sikorski para extensdes simples). Seja f : A — B um
homomorfismo de dlgebras de Boole e A(x() uma extensio simples e yo € B. Sio equivalentes:

A — A(xo)
(a) Existe homomorfismo ¢ : A(xg) — B que estende f e tal que f(xg) = yo.

i
(b) Para todosa,b € A,sea < xg <bem A, entio f(a) <yo < f(b) em B. f

B

Demonstragdo: Claramente (a) implica (b). Para a reciproca, defina a relagdo r = f U {(xo, yo) }-
Pelo Critério de Extensdo de Sikorski para relagdes, existéncia de ¢ como desejada é equivalente a

seguinte afirmagao:
Paratodot € Aeee€ {—1,+1},set-exyp=0em A(x), entdo f(t)-eyp = 0 em B.

Assim, suponha que t - exg = 0 em A(x). Entdo exp < —t e temos dois casos: se ¢ = +1, entdo
xo < —t e por hip6tese temos que yo < —f(t); see = —1, entdo t < x e por hip6tese temos que
f(t) < yoeportanto —yo < —f(t). Em ambos os casos, obtemos que eyp < —f(t) e portanto

f(t) - eyo = 0, o que conclui a demonstragao. |

3.5 Teorema do isomorfismo de Vaught

Um dos corolarios mais importantes do Critério de Extensao de Sikorski é o teorema de iso-
morfismo para algebras enumerdveis provado em 1954 por Robert L. Vaught na sua tese de
doutorado sob orientagdo de Alfred Tarski. Quase todo teorema de isomorfismo para dlgebras
enumeraveis pode ser recuperado do teorema de Vaught, e sua demonstracdo generaliza um

argumento comum encontrado em demonstragdes de isomorfismos de ordens enumeraveis.

Defini¢do 3.32. Uma relagdo R definida entre dlgebras de Boole é dita uma relagio de Vaught se

satisfaz as seguintes propriedades para quaisquer dlgebras de Boole A e B.
e (Simetria) Se ARB, entio BRA.
* (Propriedade trivial) Se ARB e A é trivial, entdo B é trivial.

* (Propriedade de “ida-e-volta”®) Se ARB, entdo para todo a € A, existe b € B tal que
(Ala)R(Blb)e(A| —a)R(B| —b).

Vimos anteriormente que toda algebra de Boole A pode ser fatorada como o cartesiano
A ] ax A] —ade duas algebras relativas. Assim, podemos interpretar que a propriedade de

ida-e-volta pede que as dlgebras se fatoram”de forma semelhante”.

3Tradugdo livre de “back-and-forth property”.
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Teorema 3.33 (Teorema do Isomorfismo de Vaught). Sejam A e B dlgebras de Boole enumerdveis.

Entdo A é isomorfa a B se e somente se existe uma relagio de Vaught R tal que ARB.

Demonstragio: A relagdo = de isomorfismo entre dlgebras de Boole é uma relagdo de Vaught.
Para demonstrar a reciproca, sejam A = {ay, | n € w} e B = {by,4+1 | n € w} enumeragdes
com possiveis repeti¢des no caso de A ou B serem finitos. Vamos construir recursivamente uma

sequéncia (bo, a1, by, a,, . . .) tal que para cada n € w vale a propriedade
P(n): (A ] pe)R(B | g.)paratodoe € E,,

onde
pe=TTea e q.=TTelb,
i<n i<n
e E, = {1, —1}". Suponha que a sequéncia ja foi construida até o n-ésimo termo. Entdo temos
(a;i)i<n € (bj)i<y tais que P(n) vale.
Suponha que 71 é par. Para cada e € E,, temos que (A | pe)R(A [ ge) € pe-an € A | (pe - an).

Pela propriedade de ida-e-volta, existe x, € B [ g, tal que
(AT pe-an)R(BTx) e (Alpe—an)R(BIqe —xe).

Defina b, = ) {x. | e € E,} e vamos verificar que P(n) ainda vale.

Parae € E, 41, sejae = € [,. Se e(n) = +1, entdo temos que p; = Pe -y € ¢ = Ge - by. Se
e(n) = —1, entdo temos que p; = pe - —an € §e = ge - —by = ge - —X,. Em ambos os casos, a escolha
de x, implica que (A | p:)R(B | ge)-

No caso em que n é impar, podemos repetir a demonstragdo acima trocando o papel de A e B
pela simetria de R.

Com (4;)icw € (bi)icw construidos, sejam
Ap={(aj|i<n) e B,=(b|i<n).

Claramente A = {J,c, An € B = U,c, Bn- Devido a propriedade P(n), para todo produto p, = 0
em A,, temos que A | p. é trivial e como (A | p:)R(B | p.), entdo pela propriedade trivial, temos
que B [ p; é trivial. Portanto g, = 0.

Portanto, {(a;,b;) : i < n} pode ser estendida a um isomorfismo f, pela segunda parte do
teorema 3.29. J4 que claramente { f;, },c. € uma cadeia de homomorfismos, segue que f = U,c., fn

é o isomorfismo que procurdvamos. |
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Capitulo II

Dualidade de Stone

Em 1854, Arthur Cayley publicou sua demonstragdo de que todo grupo é isomorfo a um subgrupo
de um grupo de permutagdes. Tal descoberta era o comego de uma tendéncia algébrica de
contextualizar estruturas gerais como subestruturas de estruturas bem conhecidas. Tais teoremas
ficaram denominados teoremas de representagao.

Para algebras de Boole, esperar que toda algebra de Boole seja isomorfa a uma algebra de
partes seria muito otimista, ja que toda dlgebra de partes é completa, completude é preservada por
isomorfismos e observamos anteriormente exemplos de dlgebras que falham em ser completas.

Em 1935, Adolf Lindenbaum e Alfred Tarski provaram o seguinte resultado.

Teorema 3.34. Uma dlgebra de Boole é isomorfa a uma dlgebra de partes se e somente se é completa e

atomica.

A nocgdo de atomicidade e a demonstragdo deste teorema serdo o foco do comeco da secdo
4. Claramente, este resultado é um passo importante da busca por um teorema mais geral
de representa¢do, porém ele ainda ndo nos fornece ferramentas para trabalhar com &lgebras
ndo-completas ou ndo-atdmicas.

Um teorema de representacdo para algebras de Boole foi independentemente apresentado
por George David Birkhoff em 1933 e por Marshal Stone em 1936. A versdo de Birkhoff era
mais geral, pois considerava reticulados distributivos em vez de 4lgebras de Boole, mas ambos
essencialmente chegaram no seguinte resultado, cuja demonstracdo e consequéncias imediatas

sdo tratadas no resto da secgéo 4.
Teorema 3.35. Toda dlgebra de Boole é isomorfa a uma dlgebra de conjuntos.

Assim, da mesma forma que Cayley mostrou que os axiomas de grupos eram suficientes para
encapsular a ideia de grupos de permutagdes, Birkhoff e Stone mostraram que os axiomas de

algebras de Boole realmente encapsulam a ideia de 4lgebras de conjuntos.
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Stone percebeu que, assim como édlgebras de Boole e reticulados distributivos complementados
sdo essencialmente a mesma coisa, algebras de Boole sdo exatamente anéis comutativos com a

propriedade que todo elemento é idempotente (isto é a2

= g para todo elemento a do anel). Tais
anéis foram posteriormente denominados anéis booleanos por este motivo. Essa correspondéncia
foi a base do seu teorema de representacédo, associando cada elemento a um conjunto de ideais

primos do anel booleano, mais especificamente os ideais primos que ndo contém tal elemento.

Porém, o que realmente diferenciou o Teorema de Representagdo de Stone dos outros e o
tornou tdo influente na matematica do século XX foi sua observagdo de que os ideais primos de
um anel booleano podiam ser transformados em um espago topoldgico de forma natural, e que de
tal espaco topoldgico era possivel recuperar uma cépia isomorfa da dlgebra inicial. Tais espagos
topologicos receberam a denominagédo de espagos booleanos por este motivo e o estudo deles e

desta parte do teorema de representagdo sera tratada na segdo 5.

Assim, a representacdo proposta por Stone permitia transferir as propriedades de algebras de
Boole, ou anéis booleanos, como Stone as via, a espagos topolégicos e vice-versa, estabelecendo
uma conexdo ndo trivial entre algebra e topologia, de forma que o conhecimento em uma area

pode ser utilizado para aprofundar o conhecimento da outra.

Além disso, Stone estendeu esta conexdo para os homomorfismos e fung¢des continuas, efeti-
vamente permitindo que todo diagrama comutativo entre dlgebras de Boole corresponda a um
diagrama comutativo entre espacos booleanos e vice-versa. Trabalhamos esta parte do teorema

na secao 6.

Posteriormente o Teorema de Representagdo de Stone foi recontextualizado pela teoria de
categorias como um funtor contravariante entre a categoria BA (dlgebras de Boole munidas de
homomorfismos entre elas) e a categoria BS (espagos booleanos munidos de fung¢des continuas

entre eles).

E importante notar que apesar de Stone ver 4lgebras de Boole principalmente como anéis
comutativos e o seu teorema de representagdo usar ideais primos de tais anéis, Koppelberg
observa em [Kop89] que a visdo conjuntista de dlgebras de Boole como reticulados que surgem
das operagdes algébricas é mais natural para uma intui¢do e compreensdo maior de como este

resultado ocorre.

De fato, é comum encontrar o Teorema de Representacdo de Stone reformulado sem mengao
aos ideais do anel booleano e, por isso, nunca usaremos a teoria algébrica de anéis neste texto.
Para substituir o uso de ideais no Teorema de Representagdo de Stone, usamos os filtros do
reticulado, uma espécie de conceito “dual” ao de ideais, no qual os ideais primos correspondem

aos filtros maximais.
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Neste capitulo, as principais referéncias sdo [Kop89], [Bre04] e [Joh82].

4 Ultrafiltros e o Teorema de Representacao de Stone

Considere as seguintes dlgebras de Boole, representadas como reticulados:

/

1 {0,1,2}

AN VRN
e f 01 {02y {12
X

j>< c {0}><{1}><{2}
N N

A ©({0,1,2})

E visualmente claro que os reticulados sdo ordem-isomorfos, e logo as algebras sdo isomorfas,
porém, entre as duas, a dlgebra de partes é mais natural, levantando a pergunta: dado a dlgebra A
acima, como poderiamos ter determinado que o conjunto {0, 1,2} é aquele cuja dlgebra de partes
é isomorfa a A?

De forma mais geral, dada uma algebra A, quando é possivel determinar um conjunto X tal
que A = §2(X)? Certamente, como discutimos no comego dessa se¢do, nem sempre tal X existe.

Nesta secao, vamos desenvolver os conceitos necessarios para provar o Teorema de Representacdo
de Stone, que respondera a pergunta proposta acima. Para demonstra-lo, vamos desenvolver os

conceitos essenciais de atomos e filtros da teoria de ordem no contexto de algebras de Boole.

4.1 Atomos

Ainda sobre a pergunta apresentada no comego dessa se¢do, vamos analisar a dlgebra A apresen-
tada. No isomorfismos 6bvio entre A e §2({0,1,2}), os elementos {0}, {1} e {2} correspondem
aos elementos a, b e c. De fato, como toda dlgebra finita é determinada apenas pela sua quantidade
de elementos, temos que A = §({a, b, c}).

Uma observagdo imediata é de que a, b e ¢ sdo exatamente os elementos minimais da ordem
AT, isto é, eles sdo ndo nulos e ndo existe elemento menor que eles em A além de 0, o que motiva

a seguinte definicdo.
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Definicdo 4.1. Seja A uma élgebra de Boole e a € A. Dizemos que a € A é um dtomo de Asea é
um elemento minimal de A™, isto &, se ele é o tinico elemento do conjunto {b € A |0 < b < a}.

Definimos também
AtA ={a € A|aéumitomo}

o conjunto de todos os atomos de A. Dizemos que uma algebra é atomica se para todo b € A,

existir a € AtA talquea < b.
Vamos considerar alguns exemplos de 4tomos nas dlgebras discutidas anteriormente.

Exemplo 4.2. Seja A a adlgebra de Boole do comego desta se¢do. Claramente AtA = {a,b,c} e A é

atdmica.
Exemplo 4.3. A algebra trivial ndo tem dtomos, j4 que o seu tinico elemento é o préprio 0.

Exemplo 4.4. Se X é ndo vazio, a dlgebra §(X) é atomica e At (X) = {{x} | x € X}.

De fato, se {x} € §(X), entdo claramente {x} € AtA. Reciprocamente, se a é um atomo de
£(X),entdo {a} = {be P(X) | @< b Ca}. Comoaénio vazio,sejax € aeentio® C {x} Ca,
portanto a = {x}. Além disso, dado Y € §(X) ndo vazio, sejay € Y, entdo {y} C Y, o que

mostra que §(X) é atdmica.

Exemplo 4.5. Se X é ndo vazio, a algebra FinCofinX é atdmica e AtFinCofinX = {{x} | x € X}.
A demonstracdo aqui é exatamente a mesma do exemplo anterior, j& que nele em nenhum

momento a finitude ou infinitude dos conjuntos nao vazios foi relevante.

Exemplo 4.6. At[R[ = Q.
Seja a € [R[. Se a é ndo vazio, entdo existem x,y € R tais que [x,y[ C a. Pela densidade da
reta real nela mesma, existem ¢,z € R tais que x < t < z < y e portanto [t,z] C [x,y] C a, 0

que mostra que a ndo é um atomo. Note que essencialmente a mesma demonstra¢do mostra que

At[Q[ = @.

Note que a auséncia de d&tomos ndo € o conceito oposto a atomicidade, como exemplificaremos
a seguir. Lembramos que dados duas ordens lineares (P, <p) e (Q, <), definimos a soma dela

P + Q como a ordem linear (X, <), onde X = (P x {0}) U (Q x {1}) e
(x,n) < (y,m) <= x<pyoux <gyoun<m.

Normalmente denotamos os elementos (x, 1) € X simplesmente por x quando ndo ha motivo

para confusao.
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Exemplo 4.7. [N + R[ ndo é atdmica e At [N + R[ # Q.

Seja A = [N+ R[ea € A. Se a estd completamente contida em R, pelos mesmos motivos
dados no exemplo 4.6, ndo existe &tomo contido em a. Caso contrdrio, existe um intervalo contido
em IN tal que [n,m[ C a e entdo [n,n + 1] é um atomo contido em a, mostrando que AtA é néo

vazio. De fato, é facil verificar que AtA = {(n,0) e N+ R | n € N}.

O estudo da presenga de 4tomos numa algebra pode nos fornecer uma compreensao maior de
sua estrutura, logo ele se torna recorrente no estudo de élgebras de Boole.

Uma primeira consequéncia da auséncia de dtomos € infinitude. De fato, se A é uma algebra
ndo trivial ea € A" é um elemento que ndo possui dtomos abaixo dele, entdo dado by < 4, como
ele ndo é um atomo, existe by € A tal que 0 < b; < by. Recursivamente, para cada b; encontramos
um elemento b; ;1 < b;, portanto {b; | i € w} C A atesta que A é infinito. Colecionamos a

contrapositiva desse resultado na proposicao a seguir e a usaremos com frequéncia.
Proposicao 4.8. Toda dlgebra finita é atomica.
Vamos mostrar algumas propriedades de 4tomos e atomicidade.
Proposicdo 4.9. Seja A uma dlgebra de Boole e a € A. Sdo equivalentes:
(1) a éum dtomo de A.
(ii) Paracadax € A,oua < xoua < —x.
(iii) a € AT e, para todos x,y € A, temos que a < x + y se e somentesea < x ou a < y.

Demonstragdo: Suponha que 2 é um dtomode Aesejax € A.Sea & x,entdio0 <a-—x<ae
como a é um atomo, segue que a - —x = a e portanto a < —x. Como a > 0, claramentea < x e
a < —x ndo podem valer simultaneamente.

Suponha (ii) para um elemento a € A e sejam x,y € A. Trivialmente, 2 < x oua < y implicam
a < x +y. Para a reciproca, suponha que a f x, mas a < x +y. Entdo, por hipbtese,a < —x e
logoa < —x-(x+y)=—x-y<uy.

Por fim, suponha (iii) para um elementoa € A esejab € A tal que 0 < b < a. Agora, temos
quea=a-b+a-—b=b+a-—becomoa £ b, temos que a < a-b pela hipétese. Portanto

a < —beentdo 0 = a-b = b, mostrando que a é um atomo. [ |
Proposicao 4.10. Seja A uma dlgebra de Boole. Entdo A é atomica se e somente se ) | AtA = 1.

Demonstragdao: Suponha que A é atdmica e seja b € A que limita superiormente AtA. Se b # 1,
entdo —b # 0 e, por atomicidade de A, existe a € AtA tal que a < —b. Logo a % b, mostrando

que 1 é o tinico limitante superior de AtA, portanto ) AtA = 1.
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Para a reciproca, vamos mostrar a contrapositiva. Suponha que existe b € A tal que a £ b para
todo a € AtA. Entdo, temos que a < —b para todo d4tomo de A e portanto ) AtA < —b < 1, se tal

somatorio existir. [ ]

Claramente AtA é uma familia (possivelmente vazia) de elementos dois a dois disjuntos em
toda 4lgebra A, portanto cA > |AtA|. Em particular, as 4lgebras finitas sdo atomicas, assim pelo
resultado 2.25 de decomposicao de dlgebras finitas usando parti¢des da unidade e pela proposicao

anterior, temos que

A 2|AtA‘

para toda dlgebra finita A. Juntando isto ao resultado 2.36 sobre isomorfismos em algebras finitas,
obtemos que duas algebras finitas A e B sdo isomorfas se e somente se |AtA| = |AtB|.

Na realidade, dado uma algebra finita A, AtA é a tinica parti¢do de A que atinge a sua
celularidade, j& que se X uma familia disjunta e b € X ndo é um atomo, entdo existe 2 € AtA tal
que a < b e portanto (X \ {b}) U {a,b- —a} é uma familia disjunta em A de cardinalidade maior

que X. Mais geralmente, para uma algebra atomica qualquer, temos a seguinte proposicao.
Proposicao 4.11. Seja A uma dlgebra de Boole. Se A é atomica, entdo cA é atingida por AtA.

Demonstragdo: Seja A uma algebra de Boole. Como observamos anteriormente, cA > |AtA| e
AtA é uma familia de elementos dois a dois disjuntos, portanto basta mostrar que cA < |AtA].
De fato, seja X uma familia disjunta em A. Por atomicidade, escolha para cada x € X um
elemento a, € AtA tal que a, < x. Como X é uma familia disjunta, para x,y € X distintos, temos
que a, -a, < x-y = 0 e portanto a, # a,, mostrando que a associagdo x — a € injetora e portanto

provando o resultado. [

Voltando a questdo proposta no comeco desta se¢do, nossa intui¢do sugere que §2(AtA)
seria uma possivel solugdo, porém mostraremos a seguir que este resultado depende de duas

propriedades intrinsecas de dlgebras finitas: atomicidade e completude.
Teorema 4.12 (Teorema de Representagdo de Lindenbaum-Taski). A fungio

f: A — PAtA)
x — {acAtA|a<x}

é um homomorfismo de dlgebras de Boole. Além disso
(I) se A é atomica, entdo f é um monomorfismo.

(II) se A é completa, entdo f é um epimorfismo.
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(IlI) se A é atomica e completa, entdo A é isomorfa a §2(AtA).
Portanto
(a) Toda dlgebra atdmica é isomorfa a uma dlgebra de conjuntos
(b) Toda dlgebra atomica completa é isomorfa a uma dlgebra de partes.

Demonstragao: Vamos primeiramente verificar que f ¢ um homomorfismo. De fato

f(x+y):{a€AtA|a§x—|—y}4i9{a€AtA\aﬁx}U{aeAtA|a§y}:f(x)uf(y)

f(—x):{aeAtA]ag—x}gAtA\{aeAtA]aﬁx}:AtA\f(x).

Agora, suponha que A é atdmico e vamos mostrar que f é injetora. Sejam x e y elementos
distintos de A, sem perda de generalidade suponha que x - —y > 0 e, pela atomicidade de A,
seja 4 um atomo de A tal quea < x- —y. Logoa < xea £ y,assima € f(x)ea ¢ f(y), isto &,
fx) # f(y).

Com a suposigdo que A é completa, vamos mostrar que f é sobrejetora. Seja Y € §2(AtA),
como A é completa, existe )Y em A. Claramentesea € Y, entdoa < Y Yelogoa € f(XY). Por

outro lado, se a € Y, entdo para caday € Y, a e y sdo d&tomos distintos, logo a - y = 0, assim

a-Y Y=Y{a-ylyeY}=) 0=0#a.

Logoa £ Y Y eportantoa ¢ f(}_Y). Concluimos que Y = f(YY).

Por fim, os outros itens seguem do que ja foi provado. n

Observagao 4.13. O teorema acima fornece mais uma demonstragao distinta do resultado 2.36,
ja que dadas duas élgebras finitas A e B, se |A| = |B|, entdo |§(AtA)| = |§(AtB)|. Logo
|AtA| = |AtB| e agora qualquer bijecdo entre AtA e AtB pode ser usada para construir um

isomorfismo entre A e B, como foi feito na observagao 1.4.

Note que como toda algebra de partes é completa e atdmica (ver 2.3 e 4.4 respectivamente),
temos o seguinte coroldrio, uma reescrita do primeiro teorema enunciado na introdugdo deste

capitulo.

Corolario 4.14. Uma dlgebra de Boole A é atdmica e completa se e somente se A = §(X) para algum

conjunto X.
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Assim, caracterizamos as algebras de partes como sendo as tinicas que possuem estas proprie-
dades simultaneamente. Isto mostra, por exemplo, que as dlgebras da forma FinCofinX com X
infinito e [L[ com L densa em si mesma nao sdo isomorfas a nenhuma élgebra de partes por falta

de completude e atomicidade respectivamente.

4.2 Filtros

O Teorema de Representacdo de Lindenbaum-Taski apresentado acima é pouco ttil na auséncia
de dtomos, ja que neste caso §2(AtA) se reduz a algebra trivial e 0o homomorfismo f : A — {D} é
na realidade a tnica func¢do possivel. Procuramos entdo um conceito que generaliza d4tomos e estd

presente em toda dlgebra de Boole, e é exatamente esta procura que nos leva a filtros.

Definicao 4.15. Seja A uma &lgebra de Boole. Para cada S C A, defina uma fungdo xs: A — 2,

dita a fungdo caracteristica de S, tal que

1, sexeS$S
xs(x) =
0, sex¢sS

Definicao 4.16. Sejam A e B algebra de Boole. Definimos o conjunto
Hom(A,B) = {f: A — B| f é homomorfismo}

e 0 conjunto
sHom(A,B) = {f: A — B | f é semi-homomorfismo} .

Note que toda fungdo i : A — 2 é completamente determinada pela imagem inversa de 1, ja
que, se x € h~1(1), entdo
Xn11)(x) =1 =h(x)

esex ¢ h~1(1), entdo

Xn1(1y(x) = 0= h(x).

Portanto i = xj-1(1), € 0s conjuntos Hom(A4,2) e sHom(A,2) podem ser identificados como

fungoes caracteristicas.

Defini¢ao 4.17. Um subconjunto p de uma &lgebra de Boole é dito um filtro (de A) se a fungdo

caracteristica de p € um semi-homomorfismo, isto €, se x, € sHom(A,2).
Claramente, uma fungdo caracteristica s ndo precisa ser um semi-homomorfismo, assim
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nem todo subconjunto de uma &lgebra é um filtro. Porém, quando isto ocorre, existe uma
boa interpretacdo: o filtro S = x5 ![1] ¢ uma colecdo de elementos “grandes” da &lgebra e
AN S = x5 ![0] é uma colegdo de elementos “pequenos” da dlgebra. Tornamos esta interpretagdo

mais precisa na seguinte proposicao.
Proposicdo 4.18. Um subconjunto p de uma dlgebra de Boole A é um filtro de A se e s6 se
(i) 1€p.
(ii) Sex,y € p,entdox -y € p
(iii) Sex € p,entio{y € A|x <y} Cp

Demonstragao: Suponha que p é um filtro de A. Como x; é um semi-homomorfismo, temos que
Xp(1l) =leportanto 1 € p. Se x,y € p,entdo xp(x-y) = xp(x) - xp(y) =1-1=1,logox-y € p.
Agora, como todo semi-homomorfismo é monétono, se x € pey > x, entdo x,(y) > xp(x) =1e
portanto y € p.

Reciprocamente, seja p um conjunto que satisfaz as propriedades listadas. Pela propriedade
(i), temos que x,(1) = 1. Agora, sejam x,y € A. Se x € p ey € p, entdo, pela propriedade (ii),
x-y € p.Logo xp(x) - xp(y) =1-1=1= xp(x-y). Note que se x - y € p, pela propriedade (iii),
temos que x € p ey € p, assim pela contrapositiva, temos quese x € pouy ¢ p,entdiox-y € pe

segue que xp(x) - xp(y) = 0 = xp(x - y). Portanto ), é um semi-homomorfismo. ]

Para o resto desta subsecao usaremos (i), (ii) e (iii) exclusivamente para nos referir as proprie-
dades listadas na proposigdo anterior.

Agora, voltemos a discussdo sobre como podemos pensar intuitivamente sobre filtros como
colegdes de elementos “grandes” na ordem parcial. A condigdo (i) garante que 1, o maior elemento
da ordem, sempre pertenca a um filtro. A condigdo (ii) afirma que estes elementos sdo tdo grandes
que o infimo deles ainda é grande. Por fim, a condigdo (iii) traz a ideia transitiva que se um

elemento é grande, os elementos maiores que ele também sdo grandes.

Observagdo 4.19. Em ordens parciais quaisquer, nas quais a nogdo de semi-homomorfismo pode

ndo fazer sentido, a defini¢do usual de filtro é dada por
(i) p# 0.
(ii") Sex,y € p,entdo existez € ptalquez < xez < y.

e a propriedade (iii) listada anteriormente.
Em uma élgebra de Boole, se p ¢ um subconjunto ndo vazio dela, o item (iii) garante que 1 € p.
Além disso, como x - y = inf{x, y}, as condigdes (i’) e (ii’) acima, na presenca da condigdo (iii), sdo

equivalentes as condigdes (i) e (ii).
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Lema 4.20. Seja P = {p;}ic; uma familia de filtros de uma dlgebra A. Entdo (\ P é um filtro de A.

Demonstra¢io: Seja P como no enunciado, p = (| P e vamos mostrar que p satisfaz as proprie-
dades (1), (ii) e (iii). Como todo filtro contém o elemento 1, temos que 1 € p. Se x,y € p, entdo
x,y € p; paratodoi € [ e como p; é um filtro, segue que x - y € p; e portanto x - y € p. Analoga-

mente, se x € p,entdo {y € A | x <y} C p;paratodoi € [eportanto{y € A|[x <y} Cp. N

Para um primeiro exemplo de filtro, sejam A uma algebra de Boole e a € A qualquer e defina

0 conjunto
pu:{b€A|ﬂ§b}.

E facil verificar que p, é um filtro e que ele é o menor subconjunto de A que contém o elemento a

e satisfaz as propriedades (i), (ii) e (iii) de filtro, portanto
pa =({p € A|péumfiltro de A que contém a} .

Em particular, se a = 1, p, é simplesmente {1}. Se a = 0, entdo p, coincide com A. Isto justifica as

proximas definig¢oes.
Definigao 4.21. Seja A uma algebra de Boole e p um filtro de A. Dizemos que
(i) p é um filtro principal se existir a € A tal que p = p,.
(ii) p é um filtro proprio se p # A, isto é, se p # po.
(iii) p é o filtro trivial se p = {1}, isto é,se p = p1.

Podemos generalizar o conceito de filtro principal considerando mais elementos: sejam A

uma algebra de Boole e E C A ndo vazio. Defina a conjunto
pe = {x € A| []F < x para algum subconjunto finito néo vazio F C E} .

Vamos verificar que pg é um filtro. Claramente 1 € pg. Sejam x,y € pg, entdo existem F,G C E
finitos taisque [[F < xe]]JE <y, portanto [[FUE < x-yelogo x-y € pg. Por fim, se x € pg
ey > x, o conjunto finito que atesta a presenca de x em pr também atesta a de y. Esta ideia

generaliza filtros principais, ja que claramente py,, = p, e E C p.

Definic¢ao 4.22. Sejam A uma dlgebra de Boole, e p um filtro de A. Dizemos que p é o filtro gerado
por E (em A) se existir E C A tal que p = pE.

Assim, dizemos que o filtro gerado por um conjunto unitario {a} é simplesmente o filtro

principal gerado por a. O uso da denominacao “filtro gerado” é justificado pelo seguinte lema.
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Lema 4.23. O filtro gerado por um subconjunto E em A é o menor filtro, no sentido da inclusio, que

contém E. Mais precisamente,
pe = {p € A | péumfiltrode A que contém E} .

Demonstra¢do: Suponha que p é um filtro que contém E. Dado F C E finito, aplicando |F| vezes
a propriedade (ii) da defini¢do de filtro, temos que [] F € p. Aplicando a propriedade (iii) para
[1F € p, concluimos que pg C p. [

Lema 4.24. Seja A uma dlgebra de Boole e p C A. Sdo equivalentes:
(a) p éum filtro em A.
(b) 1 € pe, paratodos x,y € A, x-y € pseesomentesex € pey € p.

Demonstragao: Seja p um filtro em A. Basta provar que x -y € p implicaquex € pey € p,0

que segue do fato que x - y = inf{x, y} e da propriedade (iii) da defini¢do de filtro.
Reciprocamente, se p satisfaz (b), entdo imediatamente temos as propriedades (i) e (ii). Para

mostrar a propriedade (iii), seja x € pey > x. Entdox -y = x € p, e portantox € pey € p,0

que mostraque {y € A | x <y} Cp. |

Uma pergunta natural é se todo filtro surge como os apresentados anteriormente, isto é,
se todo filtro pode ser descrito como a interseccdo de filtros que contém um subconjunto fixo.

Mostraremos que isto ocorre no caso de algebras finitas.
Proposicao 4.25. Todo filtro em uma dlgebra de Boole finita é um filtro principal.

Demonstra¢do: Seja A uma élgebra de Boole finita e p um filtro de A. Como p C A, ele é finito e
logo podemos encontrar elementos minimais de p na ordem parcial booleana.

Suponha por absurdo que ha dois elementos minimais distintos a; e a, de p, segue que a; - a,
pertence a p. Como ambos sdo minimais e distindos, temos que a; # a1 - ax # ax elogo aj - ap é
um elemento de p estritamente menor do que a; e do que a;, contradizendo a minimalidade de

cada um deles. Assim seja 2 0 minimo de p e é imediato que p é o filtro gerado por a. n

4.3 Ultrafiltros

Observe que se a é um atomo de A, entdo o filtro principal gerado por a é maximal entre os
filtros préprios da algebra. De fato, se existir um filtro f que contém propriamente p,, entdo
sejax € f N\ p,. Como x ¢ p,, temos que a £ x e como a é um atomo, segue que a < —x, entdo

—x,x € felogo0 € f, portanto f ndo é um filtro préprio. Isto motiva a seguinte definigdo.
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Defini¢ao 4.26. Seja A uma algebra de Boole e p um filtro. Dizemos que p é um ultrafiltro se p
é um filtro préprio maximal entre os filtros préprios de A, isto é, se ndo existe filtro préprio de
A que contém propriamente p. Denotamos por UltA o conjunto de todos os ultrafiltros de uma

dlgebra de Boole A.

Na linguagem desta defini¢do, podemos reescrever a observacao anterior a ela como a seguinte

preposicao.

Proposicao 4.27. Um filtro principal é um ultrafiltro se e somente se ele é gerado por um dtomo.
Em particular, os ultrafiltros de uma élgebra finita sdo facilmente descritos.

Proposicao 4.28. Toda ultrafiltro em uma dlgebra de Boole finita é gerado por um dtomo.

Demonstragdo: Dado um ultrafiltro em uma algebra A, pela preposicao 4.25 ele é da forma p,

para algum a € A" e, pela preposicdo 4.27, segue que a é um atomo. |

Finalmente, vamos recontextualizar o Teorema de Representa¢do de Lindenbaum-Taski em
fungdo de filtros. Seja novamente f : A — §2(AtA) a fungdo enunciada nele. Provamos que cada
atomo a determina um tinico ultrafiltro p,, que por sua vez determina um tinico homomorfismo

Xp.- Assim, podemos realizar este processo para obter a seguinte fungdo bem definida.

't A — OMHom(A, B))
to= {xp lacf(D)}

Vamos verificar que f’ é um homomorfismo. De fato, se x,y € A, entdo

fllxt+y)={xplacflx+y)} ={xplacfx)Ufy)}
={xp [a€ fX}U{xp la € f)}=FEUSFY)

fiiey)=A{xplacflx-y)}t ={xplacfx)Nfly)}
={xp. la e f)}N{xp lacfy)}=FE)Nfy).

Agora, se a e b sdo distintos, pela injetividade de f, f(a) e f(b) sdo distintos, e como para cada
S C A, Xxs = Xy, temos que f'(a) # f'(b), portanto f’ é um monomorfismo. Assim, provamos
que toda élgebra de Boole A atdmica é isomorfa a uma subélgebra de §(Hom(A4,2)).

A vantagem aqui é evidente: enquanto a dlgebra §?(AtA) pode ser trivial para uma algebra

qualquer, 0 mesmo aparentemente ndo ocorre com a algebra §2(Hom(A,2)).
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Assim, agora procuramos incluir homomorficamente toda algebra de Boole A na algebra
§£2(Hom(A,2)) ou, equivalentemente, na algebra §2(UItA). Observe que para demonstrar que a

412 4

fungdo f do Teorema de Representacdo de Lindenbaum-Taski™ '~ é um homomorfismo, usamos

essencialmente dois resultados sobre 4tomos:
* Se a é um dtomo, entdo paracadax € A,oua < xoua < —x.
® Sea é um &tomo, entdo para todos x,y € A,a < x +yseesomentesea < xoua < y.
Reescrevendo os resultados acima no contexto do ultrafiltro determinado por cada dtomo, temos
¢ Se a é um dtomo, entdo para cadax € A,oux € p, ou —x € p,.
* Se a é um dtomo, entdo para todos x,y € A, x +y € p, se e somente se x € p, ouy € p,.

Assim, se mostrarmos que estas propriedades valem em geral para ultrafiltros quaisquer, isto
é, trocando “p,, para a &tomo” por “p, para p ultrafiltro”, podemos demonstrar que um mapa
semelhante a f é um homomorfismo, associando cada elemento a um conjunto de ultrafiltros
que o contém, retirando a dependéncia dos 4tomos. E exatamente este o objetivo da préxima

proposicao.
Proposicao 4.29. Seja A uma dlgebra de Boole e p um filtro de A. Sdo equivalentes:
(i) p é um ultrafiltro.
(ii) Para todo x € A, vale que ou x € pou —x € p.
(iii) p é um filtro préprio e para todos x,y € A, x +y € pseesésex € pouy € p.

Demonstragdo: (i) implica (ii): Seja x € A qualquer. Suponha que x ¢ p, entdo pela maximalidade
de p entre os filtros préprios de A, o filtro gerado por p U {x} contém 0, logo pelo lema 4.24, existe
alguma € ptalquea-x = 0, portantoa < —x edai —x € p.

(ii) implica (iii): Provaremos pela contrapositiva. Se 0 € p, entdo (ii) ndo vale, pois —0 =1 € p.
Assim (ii) implica que p é um filtro préprio. Agora, para a direcdo ndo trivial da segunda afirmacao
de (iii), assuma que x ¢ pey ¢ p,entdo —x € pe —y € p e portanto —x - —y = —(x +y) € p.

(iii) implica (i): Basta mostrar que o filtro gerado por p U {x} nédo é proprio para todo x ¢ p.
De fato, como x ¢ pmas x + —x = 1 € p, temos que —x € p, portanto x - —x = 0 pertence ao

filtro gerado por p U {x}. |

Voltando a definigdo original 4.17 de filtros, vamos mostrar que a maximalidade é exatamente

o que faltava para os semi-homomorfismos caracteristicos dos filtros serem homomorfismos.
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Proposicdo 4.30. Um subconjunto p de uma dlgebra de Boole A é um ultrafiltro se e somente se xp é um

homomorfismo, isto é, se x, € Hom(A, B).

Demonstragao: Suponha que p é um ultrafiltro. Como p é um filtro, temos que x, é um semi-

homomorfismo, logo x, ¢ um homomorfismo se e s6 se x, preserva complemento. Note que
Xp(—x) = —xp(x), Vx e A<= Fx € Atalquex e pex ¢ p.

Portanto p é um ultrafiltro pelo segundo item da proposigdo 4.29. |

Finalmente, estamos nas condigdes de construir um homomorfismo entre qualquer dlgebra de

Boole e uma 4lgebra de partes.

Definigao 4.31. Seja A uma algebra de Boole. Defina a fun¢ao
sa: A — ©(ULtA)
a — {peUltA|a € p}

entre dlgebras de Boole. Dizemos que s 4 é o mapa de Stone (de A) e, quando possivel, evitaremos o
subscrito e a denotaremos simplesmente por s. O mapa de Stone também é chamado comumente

de homomorfismo de Stone devido a préxima proposicao.
Proposicao 4.32. O mapa de Stone é um homomorfismo entre dlgebras de Boole.

Demonstracido: Seja A uma algebra de Boole e s seu mapa de Stone. Temos que

s(x+vy)={p e UltA | x+y € p} 2 {peUltA | x e p}U{p e UltA |y € p} = s(x) Us(y)

s(—x)={peUltA | —x € p} “F UltA~ {p € UltA | x € p} = UltA < s(x).

Portanto, s ¢ um homomorfismo entre algebras de Boole. [ |

44 O Teorema de Representacao de Stone

Na demonstracdo do Teorema de Representagdo de Lindenbaum-Taski*!?

, a hipétese de atomici-
dade foi utilizada para mostrar que f € um monomorfismo. De fato, se a dlgebra ndo tem “adtomos
o suficiente”, o homomorfismo f falha em ser injetor. Analogamente, queremos garantir que toda
algebra tem “ultrafiltros o suficiente” para que o homomorfismo de Stone seja um monomorfismo,

0 que seréd o objetivo desta subsegdo.
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Mais precisamente, assim como antes precisivamos que todo elemento tivesse um dtomo
abaixo dele, agora queremos que todo elemento tenha um ultrafiltro que o contém. Para isto,

precisaremos do Axioma da Escolha'. Relembramos sua seguinte equivaléncia:

Teorema 4.33 (Lema de Zorn). Seja (P, <) uma ordem parcial ndo vazia. Se toda cadeia ndo vazia de P

admitir uma limitante superior em P, entdo P admite elemento maximal.

Defini¢do 4.34. Seja X um subconjunto de uma algebra de Boole. Dizemos que X tem a propriedade

da intersecgio finita se [T F > 0, para todo subconjunto F C X finito.

O nome do préximo teorema tem origem histérica na conexao entre ultrafiltros de dlgebras
de Boole e ideais primos de anéis booleanos. Ele é estritamente mais fraco do que o Axioma da
Escolha e equivale ao produto qualquer de espagos topolégicos T ser compacto se e somente cada
um deles é compacto, isto é, o Teorema de Tychonoff restrito a espagos topoldgicos Tp. Assim,
poderiamos assumir-lo como um axioma adicional e prosseguir a teoria, porém nao faremos isto

pois pretendemos usar habitualmente o Axioma da Escolha neste texto.

Teorema 4.35 (Teorema dos ideais primos booleanos). Um subconjunto X de uma dlgebra de Boole

estd incluso em um ultrafiltro se e somente se X tem a propriedade da intersecgio finita.

Demonstra¢do: Se um conjunto X de uma &lgebra de Boole A ndo tem a propriedade da
intersecgao finita, entdo existe F C X finito tal que [I[F = 0 e portanto 0 € px = A. Como
px € o menor filtro que contém X, concluimos que ndo existe ultrafiltro que contém X.

Reciprocamente, suponha que X tem a propriedade da intersecgdo finita e seja
P={pCA|péumfiltroepx C p}

parcialmente ordenado pela inclusdo. P é ndo vazia, pois px € P. Como X tem a propriedade da
intersecgdo finita, 0 ¢ px e portanto P é um conjunto de filtros préprios. Seja C uma cadeia ndo
vazia de P. Claramente | C limita superiormente C e contém px, vamos mostrar que [J C é um
filtro.

Como todo elemento de C é um filtro, temos que 1 € |JC. Se x,y € UC, entdo existem
filtros p*, p¥ € C tais que x € p* ey € pY. Como C é uma cadeia, podemos supor sem perda de
generalidade que p* C pY, logo x,y € pY. Como pY é um filtro, x - y € p¥ e portanto x -y € JC.
Analogamente, se x € |JC ey > x, entdo existe filtro p* que contém x, logo y € p* e assim

yeUC, oquemostraque{y € A|y>x} CUC.

1De fato, j& utilizamos sem preocupacio o Axioma da Escolha algumas vezes até agora, mas esta é a primeira
instancia em que ele é fundamental a teoria. Para uma exploracdo de como a dualidade topolégica de Stone fica na
auséncia do Axioma da Escolha, recomendamos [BH20].
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Portanto, pelo Lema de Zorn, P admite um elemento maximal, seja ele p. Entdo p é um

ultrafiltro de A que contém px, e logo contém X. [ |

Coroldrio 4.36. Todo elemento nio nulo de uma dlgebra de Boole estd contido em um ultrafiltro.

Demonstragdo: O subconjunto {a} de uma algebra de Boole tem a propriedade da interseccdo

finita se a > 0. |

Teorema 4.37 (Teorema de Representacdo de Stone - Versao Conjuntista). Toda dlgebra de Boole
é isomorfa a uma dlgebra de conjuntos. Mais precisamente, o mapa de Stone de uma dlgebra A é um

monomorfismo que testemunha que A é isomorfa a uma subdlgebra da dlgebra de partes § (UItA).

Demonstragio: Seja A uma algebra de Boole. Ja provamos na proposi¢do 4.32 que o mapa de
Stone s é um homomorfismo, basta mostrar que ele é um monomorfismo.

De fato, se a e b sdo elementos distintos de A, podemos supor sem perda de generalidade
que a- —b > 0, logo existe um ultrafiltro p de A que contém a - —b. Como p é um filtro e
a-—becp temosquea € pe —b c p. Como p é um ultrafiltroe —b € p, temos que b ¢ p, assim

p € s(a) \s(b) e portanto s(a) # s(b). [ |

4.5 Trivializacao da aritmética finita

O Teorema de Representacdao de Stone nos dd uma confirmagdo da nogdo intuitiva inicial que
algebras de Boole sdo essencialmente dlgebras de conjuntos, mas (in)felizmente ele nao trivializa
todos os problemas.

A grande maioria dos resultados combinatdrios que serdo apresentados tem demonstracdes
que ndo se beneficiam concretamente de considerar somente dlgebras de conjuntos e existem
dlgebras que ndo sdo de conjuntos onde as operagdes originais acabam sendo mais intuitivas de
trabalhar do que sua imagem pelo homomorfismo de Stone.

Entretanto, existe um aspecto que é extremamente simplificado ao considerar as ferramentas
desenvolvidas nessa secdo: a aritmética finita das algebras de Boole. Vamos brevemente chamar

de equagio qualquer férmula ® = ®(xq,- - -, x,) da forma

o(x1,-- ,xn) = P(x1,- -, xn)

onde ¢ e ¢ sdo expressdes algébricas que dependem apenas das varidveis xq,- - ,x,, com n
natural, e de aplicagdes finitas das operagdes booleanas +,- e — nestas variavéis. Dado uma
dlgebra de Boole A, dizemos que P é verdadeira em A se os valores de ¢ e ¢ coincidem para toda

atribuicao de elementos a4, - - - ,a, de A as varidveisem xq,- -, Xy.
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Teorema 4.38. Seja © uma equagdo. Sdo equivalentes:

(I) @ é verdadeira em toda dlgebra de Boole
(II) ® é verdadeira em toda dlgebra das partes
(1I1) ® é verdadeira em toda dlgebra de conjuntos
(IV) ® é verdadeira em alguma dlgebra de Boole ndo-trivial

(V) @ é verdadeira na dlgebra de dois elementos.

Demonstra¢dao: Claramente (I) implica (II). Como toda élgebra de conjuntos é subalgebra de uma
algebra das partes, temos que (II) implica (III). Evidentemente (III) implica (IV). A dlgebra de dois
elementos ¢ homomorficamente incluida em toda dlgebra ndo-trivial, logo (IV) implica (V).
Finalmente, assuma que (I) falha para uma equagdo ® da forma ¢(xy,- - -, x,) = p(x1,- -+, xn),
com o objetivo de provar que (V) também falha e portanto demonstrando que (V) implica (I).
Assim, sejam A uma édlgebra de Boole e ay, - -+ ,a, € A tais que ¢(ay, -+ ,an) # P(ay, -+ ,a,).
Suponha sem perda de generalidade que ¢(ay,--- ,a,) - —(a,--- ,a,) > 0 e entdo existe um
ultrafiltro p de A que contém ¢(ay,- - - ,a,) e ndo contém (ay, - - - ,a,). Como p é um ultrafiltro,
sua fungdo caracteristica x, : A — 2 é um homomorfismo. Como ¢ é construida de uma

quantidade finita de aplica¢des das operacdes booleanas, temos que

1= xp(o(ar,--an)) = 9(xp(ar), -~ xp(an))

e analogamente

0=xp(p(ar, - an)) = P(xp(ar), -, Pp(an))
portanto ® ndo é verdadeira na édlgebra de dois elementos. u

Note que inequagdes da forma @(xq,- -+ ,x,) < ¢(x1,- -+, x,) também podem ser determina-

das verdadeiras com o método acima, j& que por definigdo

qo(xl,... ,xn) Sllj(xll'.' ,xn)<:>¢(x1’...’xn)+¢(x1,... ,xn) :lp(xl’...’xn)

e podemos aplicar o teorema acima na expressdo da direita.

Assim, todas as relag¢des algébricas enunciadas na se¢ao 1 poderiam ser demonstradas usando
as nogdes usuais de unido, intersec¢do e complemento ou através da tabela verdade do exemplo 1.9
e um pouco de paciéncia. Por isso, a partir de agora, usaremos livremente equacdes elementares
que sdo verdadeiras em todo dlgebra de Boole e deixamos para o(a) leitor(a) inspirado(a) usar um

destes métodos para verificar a validade delas.
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4.6 O Lema de Rasiowa-Sikorski
Mostramos anteriormente que se U é um ultrafiltro, entdo
* Sex+yeclU,entiox c Uouy € U.
e Se{x,y} C U, entdox -y € U.
A seguir definimos generaliza¢des destas propriedades para o caso infinito.
Definigao 4.39. Seja U um ultrafiltro de A, dizemos que

e Upreserva) Mse) M € U implicar que m € U para algum m € M.
¢ Upreserva[[Nse N C U implicar que [[N € U.

Claramente para M e N finito, as preservagdes acima ocorrem. Elas ndo precisam ocorrer no
caso infinito para um ultrafiltro arbitrario, porém mostramos a seguir que pondo limita¢des na

cardinalidade de M e N, existe pelo menos um ultrafiltro com tais propriedades.

Teorema 4.40 (Lema de Rasiowa-Sikorski). Sejam A uma dlgebra de Boole ndo trivial e S uma familia
de subconjuntos de A tais que Y M existe para cada M € S. Se |S| < Ny, entdo existe um ultrafiltro de A

que preserva Y, M para todo M € S.

Demonstragdo: Seja {M, | n € w} uma enumeracdo de S. Vamos construir uma sequéncia
decrescente (a,),cw em AT tal que, para todon € w, a1+ Y, M, = 0 ou a, < m para algum
m e M,.

Tome ag = 1 e suponha construido ap > a; > --- > a, com a propriedade descrita acima. Se
ay -y, M, =0, tome a,11 = a, e claramente temos a propriedade desejada. Caso a, - M, # 0,

pelo item [x da proprosicdo y], segue que
0<ay-y My={a,-m|meM,}

logo existe m € M, tal que a, -m > 0, tome a,41 = a, - m e temos que a,41 < Mme a1 < dy,
como desejado. Como o conjunto {4, | n € w} é uma cadeia decrescente de elementos nao
nulos, ele tem a PIF, logo existe um ultrafiltro U que o contém e basta agora mostrar que este é o
ultrafiltro que procurdvamos.

De fato, suponha que )}, M,, € U para algum n € w. Como a,41 € U e U é ultrafiltro, temos
que a,41 -y, M, > 0,logo pela construcio de a,, existe algum m € M, tal que a, < m e segue que

m € U. Portanto U preserva ) M, para cada M,, € S. [ |

Pela Leis de De Morgan e pelo fato que unido de dois conjuntos enumeréaveis ser enumeravel,

podemos transferir o resultado acima para a preservagdo de produtos.
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Corolario 4.41. Sejam A uma dlgebra de Boole ndo trivial, S e P familias de subconjuntos de A tais que
Y- M existe para cada M € S e [] N existe para cada N € P. Se |S|, |P| < Ny, entio existe um ultrafiltro
A que preserva’y M e]]N paratodo M € Se N € P.

A hipétese sobre as cardinalidade de S e P acima ndo podem ser retiradas em ZFC. O seguinte

axioma (e sua negacdo) porém é consistente com ZFC.

Axioma 4.42 (Axioma de Martin). Sejam A uma dlgebra de Boole, S uma familia de subconjuntos de A
tal que |S| < 2% e Yy M existe para cada M € S. Entdo existe um ultrafiltro de A que preserva }_ M para
cada M € S.

Note que a hipétese do continuo implica no Axioma de Martin, ja que sob CH ele se torna

simplesmente o Lema e Rasiowa-Sikorski que provamos anteriormente.
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5 Dualidade topolégica

Esta secdo é dedicada a relagdo fundamente entre dlgebras de Boole e espagos topolégicos es-
pecificos, ditos booleanos. Vamos fortalecer o Teorema de Representagdo de Stone, identificando
precisamente a subélgebra s[A] de §?(UltA) como um conjunto especifico de abertos de um
espago topoldgico e mostrando como as propriedades topoldgicas de tal espaco determinam as

propriedades algébricas de A.

5.1 Topologia geral

Supomos que o(a) leitor(a) ja tenha algum tipo de conhecimento sobre a teoria de espagos
topolégicos, entdo ndo faremos uma introdugdo motivadora do assunto, mas para fins de com-
pletude do texto, usamos essa subsecdo para listar algumas defini¢des bésicas, fixar notagdes e
provar alguns resultados puramente topolégicos que sdo essenciais para a teoria.

Os resultados que ndo forem demonstrados podem ser encontrados em qualquer livro de
introducdo a topologia geral, o autor particularmente recomenda [Eng89]. Resultados topolégicos
mais especificos serdo provados ao longo do resto da monografia quando eles se tornarem
pertinentes.

Para o(a) leitor(a) familiarizado(a) até demais com conceitos topolégicos, recomendamos

fortemente continuar a leitura na subsec¢éo 5.2 e usar o indice remissivo caso necessario.

5.1.1 Espacos topolégicos e fungdes continuas

Definigdo 5.1. Um espago topolégico é um par (X, &), onde X é um conjunto e & é um subconjunto

de £(X) tal que
(i) 0ebeXehb.
(ii) Se & é um subconjunto de 6, entao JS € @.
(iif) Se & é um subconjunto finito (ndo vazio) de &, entdao S € 6.

Dizemos que G ¢ a topologia de (X, ). Quando a topologia estd implicita, denotamos o espago
topolégico (X, &) simplesmente por X. Além disso, dado um espago topoldgico (X, &) dizemos

que
¢ Um elemento de X é um ponto do espago topolégico.

* Um elemento de & é um aberto do espago topoldgico.
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e Um elemento de §2(X) é um fechado do espaco topoldgico se seu complemento é aberto.

Quando um espago topoldgico é dado simplesmente por X e queremos nos referir sucinta-

mente a sua topologia, usaremos o simbolo Gx.

Defini¢do 5.2. Uma fungdo f : X — Y entre espagos topolégicos é dita continua se toda imagem

inversa de abertos de Y por f é aberta em X, isto é, f ! [U] € & para todo U € By.

Exemplo 5.3 (Topologia discreta). Se X é um conjunto, entdo §(X) é uma topologia em X, dita

topologia discreta (em X). Note que nela, todo subconjunto de X é aberto e fechado.

Exemplo 5.4 (Topologia cadtica). Se X é um conjunto, entdo {@, X } é uma topologia em X, dita a

topologia cadtica (em X).

Note que os exemplos acima mostram que os conceitos de aberto e fechado néo sdo opostos,
como seus nomes podem nos levar a acreditar. Quando um aberto também é fechado, dizemos

que ele é um aberto-fechado® do espago topolégico.

Defini¢do 5.5. Seja X um espago topolégico, p um ponto delee V C X tal que p € X. Dizemos

que V é uma vizinhanga de p se existe um conjunto u aberto tal que p € u C V.

Definicdo 5.6. Seja X um espago topoldgico e p um ponto dele. Dizemos que um conjunto V de
vizinhangas de p é um sistema fundamental de vizinhangas de x se toda vizinhanga de p contém

algum elemento de V.

Um aberto qualquer de uma topologia pode ser complicado de descrever, por isso intro-
duzimos a nogdo de bases de espago topolégico, que nos permite em muitas casos reduzir

demonstra¢des a um subconjunto especifico de abertos.

Definicdo 5.7. Seja (X, &) um espago topoldgico. Um subconjunto B C © é dito uma base de X se
todo aberto de X pode ser escrito como uma unido de elementos de B, isto é, para todo U € G,
existe B C B tal que U = |J B. Fixada uma base B, os elementos de B sdo ditos os abertos bdsicos

da topologia.

Muitas das propriedades que precisaremos utilizar vao depender apenas dos abertos basicos

de uma topologia.

Proposicdo 5.8. Seja X um conjunto e B uma base de uma topologia em X. Entdo B determina unicamente

uma topologia em X, isto é, existe uma tinica topologia em X que tem B como base.

2Muitos autores usam o termo clopen neste caso, uma aglutinagdo das palavras inglesas closed e open, mas como
o autor prefere evitar o uso de termos estrangeiros ao longo do texto corrido, e como “faberto” e “abechado” sdo
desagradaveis aos olhos e a fala, usaremos a justaposi¢do “aberto-fechado”.
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Proposicao 5.9. Seja B uma colegio de abertos de um espago topoldgico. Entdo B é uma base da topologia
do espago se e somente se para todo aberto V e todo ponto x € V, existe um aberto U € B tal que

xelucCV.

Proposi¢do 5.10. Seja X um conjunto e B C §(X). Entdo B é base de uma topologia em X se
(i) Bcobre X, istoé, UB = X.
(ii) Paracada U,V € Bex e UNV,existe W € Btalquex e WC UNV.

Em particular, se um conjunto B C §2(X) é fechado por intersecgdes finitas, entdo ele tem a

propriedade da proposigdo acima, proporcionando o seguinte coroldrio.

Corolario 5.11. Seja X um conjunto e B C §(X). Se B cobre X e é fechada por intersecgdes finitas. isto

é, ANB € Bparatodos A, B € B, entio B é base de uma tinica topologia em X.

Exemplo 5.12 (Topologia usual de ordem linear). Seja (L, <) uma ordem linear. O conjunto

B = {U]ai/bi[ ’ a;,b; € La; < b;,n € w}

ien
é fechado por intersecgdes finitas, portanto é base de uma tinica topologia em L, dita a topologia

usual de ordem (em L). A topologia usual dos ntimeros reais pode ser definida desta forma.

5.1.2 Fecho, interior e densidade

Dado um subconjunto A qualquer de uma topologia X, denotaremos por A o menor fechado que

contém A, isto é
A=(){F|Féfechadoem Xe A C F}.
Analogamente, denotaremos por A, ou por intA, o maior aberto contido em A, isto é
A=|J{U|Uéabertoem XelU C A}.
Definigao 5.13. Dado um espaco topolégico X e D C X, dizemos que D é denso em X se D = X.
Proposigao 5.14. Para um espago topolégico X e D C X, sio equivalentes:
* D édensoem X.
* DNU # @ para todo aberto nio-vazio U em X.

* Para qualquer base B de X, D N B # @ para todo B € B.
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5.1.3 Propriedades topolégicas

A definicdo de espaco topoldgico leva a poucos resultados interessantes por si s6, porém a maioria
dos espagos topolégicos na pratica possuem alguma propriedade adicional entre seus pontos,
abertos e fechados que enriquecem a teoria. A seguir listamos algumas destas propriedades que

serdo Uteis para o nosso estudo.

Axiomas de separagio

Existem diversos axiomas de separacdo, aqui apenas enunciamos os que serdo pertinentes a
esse texto e quando nos referirmos aos “axiomas de separagdo” serdo somente aos apresentados a

seguir.
Definic¢ao 5.15. Seja X um espaco topolédgico. Dizemos que X é

¢ Ty se para cada dois pontos distintos de X, existe um aberto que contém apenas um desses

pontos.

¢ T, se para cada dois pontos x e y de X distintos, existe uma vizinhanga de x que ndo contém
y.

* T, (ou de Hausdorff) se para cada dois pontos x e y de X distintos, existem V, e Vy

vizinhangas respectivamente de x e y tais que Vy e V; sdo conjuntos disjuntos.

¢ T3 se para cada ponto x € X e cada fechado F C X que ndo contém X, existem abertos U e

V disjuntos taisquex c Ue F C V.

* T4 se para cada dois fechados F e G disjuntos, existem abertos U e V disjuntos tais que

FCUeGCV.
Além disso, dizemos que X é reqular, se X é T; e T3, e que X é normal, se X é T1 e Ty.

E um exercicio usual de topologia verificar que

TyeTi = T3eTi =Ty =T =T).

Compacidade

O conceito de compacidade, que pode ser visto como uma generalizagdo do conceito de
finitude, permitindo que o espaco possa ser sempre descrito em fungdo de uma colegéo finita de

abertos.
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Definicdo 5.16. Seja X um espaco topolégico. Dizemos que uma cole¢do C de abertos de X é uma
cobertura de X se |JC = X. Dizemos que C’ C C é uma subcobertura de X se C’ também é uma

cobertura de X.

Definig¢do 5.17. Seja X um espago topolégico. Dizemos que X é compacto se toda cobertura de X

admite subcobertura finita.

Novamente, esta propriedade pode ser reduzida apenas aos abertos basicos.
Proposicdo 5.18. Seja X um espaco topologico. Sdo equivalentes:

® X é compacto.

* Toda cobertura de X por abertos bdsicos admite subcobertura finita.

Reescrevendo a definigdo de compacidade em relagdo aos fechados do espago, obtemos a

seguinte proposicao.

Proposicao 5.19. Seja X um espago topologico. Sio equivalentes:
e X é compacto.
e Toda colegio de fechados de X com a propriedade da interseccdo finita tem intersec¢io nio vazia.
O préximo teorema é um resultado classico de topologia.

Teorema 5.20. Todo espaco Tp compacto é normal.

Conexidade e zero-dimensionalidade

Dizemos que um espago topolégico X é desconexo se ele pode ser escrito como a unido
disjunta de abertos ndo-vaziod e conexo caso contrédrio. Claramente, se existe um aberto-fechado
u na topologia de X, entdo X = uU(X \ u) é desconexo. O conceito de zero-dimensionalidade
procura descrever espagos que sdo desconexos de forma extrema, tendo uma “presenca grande”

de abertos-fechados.

Defini¢ao 5.21. Dizemos que um espaco topoldgico é zero-dimensional se existe uma base de

abertos-fechados dele.

Em topologia geral, espagos zero-dimensionais sdo relativamente comuns. E facil de ver que
todo espaco discreto é zero-dimensional. Listamos a seguir, sem nos preocupar com demonstrac¢des

detalhadas, alguns exemplos famosos.
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Exemplo 5.22. O espago de niimeros racionais com a topologia de subespaco da reta real é

zero-dimensional, onde {]a,b[NQ | a4,b € R} é uma base de abertos-fechados.

Analogamente, o espago R \. Q de ntimeros irracionais com a topologia de subespago da reta

real é zero-dimensional, onde {]a,b[N (RN Q) | a,b € Q} é uma base de abertos-fechados.

Exemplo 5.23. O conjunto
1
{0} U {n |ne ]N}

com a topologia de subespaco da reta real é zero-dimensional.

Exemplo 5.24. A reta de Sorgenfrey é um espago topoldgico que tem como conjunto base a reta real

e seus abertos basicos sdo os intervalos fechados a esquerda e abertos a direita. Como
R\ [a,b] =]—00,a[U [b,co] = [b,co[ U| J{[n,a[ | n < a,n € N},

temos que a reta de Sorgenfrey é zero-dimensional.

5.1.4 Construcdes topolégicas

Listamos alguns métodos de obter novos espagos topolégicos de espagos antigos e as proprie-
dades que usaremos destas construgdes. Dizemos que uma propriedade é preservada por uma
construgdo se ela vale para o espago topolédgico resultante quando ela ja valia para todos os

espagos envolvidos.

Subespacos

Uma forma fécil de encontrar novos espagos topoldgicos é restringindo os abertos a um

subconjunto dele. Mais precisamente, temos a seguinte defini¢ao.

Defini¢do 5.25. Seja (X, 6x) um espago topoldgico e Y C X. Entdo (Y, By), onde
Gy ={unY |ucby}

é um espago topolégico, dito subespago de X.

Claramente se B é uma base de X, entdo {BNY | B € B} é uma base do subespago Y C X.

Note que subespacos preservam o axioma de separacdo T, e zero-dimensionalidade.
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Unido disjunta
Seja { X }iec; uma familia indexada de espagos topoldgicos. Definimos o conjunto

|_|X1‘ :HXZ' X {l}

iel i€l

no qual identificamos cada espaco X; original através da injegdo canonica

¢i: Xi — |_|Xz
i€l

x = (x,0)

paracadai € I. A condicdo
u € G+ ¢, '[u] € By, paratodoi € I

define uma topologia em | | X;.
i€l

Definigdo 5.26. Seja {X;}ic; uma familia indexada de espacos topoldgicos. Dizemos que o espaco
topoldgico com conjunto base | |;c; X; munido da topologia construida acima é a unido disjunta

da familia {Xi}iel-

Note que unides disjuntas sempre preservam o axioma de separagdo T, e zero-dimensionalidade,

porém s6 preservam compacidade no caso finito.

Produto

Seja {Xj}ic; uma familia indexada de espagos topoldgicos. No produto cartesiano HXZ-
i€l
identificamos cada elemento (x;);c; com a sequéncia

XZI—>XZ'
i»—>xi

e cada espago X; pode ser recuperado pela projegdo candnica

Pi HXi — Xl'

icl
x = x(i)
Defini¢do 5.27. Seja { X; };c; uma familia indexada de espagos topolégicos. Dizemos que o produto

topolégico de {X; }ic € 0 espago topoldgico com conjunto base o produto cartesiano de [T;c; X;
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munido da topologia na qual
{ H U; | U; é aberto em X; e {U; | U; # X;} é um conjunto finito}
il

é uma base.

O produto topoldgico preserva o axioma de separagdo T e zero-dimensionalidade. O Axioma

da Escolha equivale ao produto topolégico de espagos compactos ser compacto.

5.2 Espacos booleanos e a topologia de Stone

Como unides de abertos sdo abertos e interseccdes finitas (ndo vazias) de abertos sdo abertos,
topologias sdo reticulados com a ordem dada pela inclusdo. E uma pergunta natural se elas sdo
algebras de Boole, isto é, se esses reticulados sdo distributivos e complementados.

Como as propriedades distributivas dependem apenas das operagdes U e N, recuperadas da
ordem do contido, toda topologia é um reticulado distributivo. Porém, dado um aberto U de um
espago topologico X, se a topologia de X é um reticulado complementado, entdo existe aberto V'
talque UUV = XeUNV = @, isto é U é um aberto-fechado. Entao, se uma topologia é uma
dlgebra de conjuntos, seus abertos sdo abertos-fechados e o espago topolégico nédo é conexo.

Assim, nem toda topologia é um espago de Boole, porém sempre podemos “reduzir” uma to-
pologia para obter um reticulado complementando, considerando apenas os abertos que também

sdo fechados, o que fornece uma nova classe de exemplos de dlgebras de Boole.

Exemplo 5.28 (Algebra de abertos-fechados). Dado um espaco topolégico (X, &), o conjunto
ClopX = {U € & | U é aberto-fechado}

é uma algebra de conjuntos. De fato, (ClopX, C) é um reticulado, pois é um conjunto de abertos.
Ele é claramente distributivo e também é complementado, pois dado U € ClopX, como U é

aberto-fechado, entdo X ~ U também é aberto-fechado.

Podemos reconhecer algumas dlgebras familiares com este método. Por exemplo, se o espago
X é conexo ou caético, entdo ClopX = {@, X} é a algebra de dois elementos ou, no caso em
que X = @, a algebra trivial. Se X for discreto, entdo todo subconjunto de X é aberto e logo o
complemento de todo subconjunto também é aberto, portanto ClopX = §(X) é a dlgebra das
partes de X.

Assim, para obter dlgebras “interessantes” de um espaco topolégico X usando este método,
precisamos que ClopX seja grande, mas ndo todos os subconjuntos de X, isto é, ClopX deve

conter abertos-fechados nao triviais, mas nem todo aberto de X deve ser também fechado. Para
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fazer isto, vamos considerar topologias em que todo aberto é uma unido de abertos-fechados, ou
seja, em que o conjunto de abertos-fechados é uma base.

Como qualquer conjunto de abertos-fechados de um espago X esta contido por defini¢do
em ClopX, segue que um espago X é zero-dimensional se e somente se ClopX é uma base de
X. Assim o conceito de zero-dimensionalidade surge naturalmente da anélise de algebras de

abertos-fechados.

Defini¢do 5.29. Um espago topoldgico é dito um espago booleano’se é Ty, compacto e zero-

dimensional.

Exemplo 5.30 (Espagos discretos e o espaco booleano 2). Todo espaco discreto X finito é booleano,
no qual o conjunto de unitérios do espago é uma base de abertos-fechados. Note que neste caso
ClopX = £(X) = 2,

Em particular, o espago booleano com dois elementos {0,1} com a topologia discreta serd
denotado pelo simbolo 2. Note que um espago discreto infinito ndo é booleano, pois apesar de
ser T, e zero-dimensional, ndo é compacto, ja que a colecdo dos seus conjuntos unitarios é uma

cobertura de abertos sem subcobertura finita.

Agora, vamos discutir como espagos booleanos interagem com as construgdes topolédgicas
usuais. Como as propriedades necessarias para ser booleano, isto é, ser T>, compacidade e
zero-dimensionalidade, sdo preservadas por produtos topoldgicos arbitrios, temos o seguinte

resultado.
Proposigao 5.31. O produto topolégico de uma familia de espagos booleanos é um espago booleano.

Em particular, o produto topolégico do espaco 2 indexado em um conjunto infinito I é
denotado por 2 e denominada o espago generalizado de Cantor de peso |I|, um nome que sera
justificado na subsegdo 5.5.

Analogamente, unido disjunta de uma quantidade finita de espagos topolégicos também

preservam as propriedades relevantes e temos a seguinte preposigao.
Proposicdo 5.32. A unido disjunta de uma familia finita de espacos booleanos é um espago booleano.

Quanto a subespacgos, compacidade ndo é uma propriedade necessariamente preservada por
subespacos (por exemplo, |0, 1] é um subespago ndo compacto de [0, 1]). Portanto subespagos
de espagos booleanos nao precisam ser booleanos, porém como subespago fechados de espagos

compactos sdo compactos, essa suposigao adicional permite a seguinte preposigéao.

30 termo “espaco booleano” foi originalmente utilizado por Marshall Stone quando lidava com tais espacos,
justificado pelas conexdes que ele descobriu com &lgebras de Boole. Alguns autores atualmente denominam tais
espagos “espagos de Stone” para homenagear as descobertas de Stone, porém aqui usaremos essa denominagédo para
uma topologia especifica que descreveremos a seguir.
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Proposicao 5.33. Subespagos fechados de espagos booleanos sio booleanos.

Vamos coletar algumas propriedades tteis de espagos booleanos para referéncia futura.

Comegamos provando uma propriedade de separacao.

Lema 5.34. Seja X um espago booleano.
(a) Se B é uma base de X e u é um aberto-fechado de X, entdo existe B C B finito tal que u = |J B.
(b) Se B C ClopX é uma base de X fechado por unides finitas, entdo B = ClopX.
(c) Se'Y é um subespago fechado de X, entio ClopY = {uNY | u € ClopX}.

Demonstragdo: (a) Seja u um aberto-fechado de X. Como B é uma base de X, existe B C 13 tal
que u = |JB. Como u é fechado, BU {X \ u} sobre X e logo por compacidade existe B’ C B finito
tal que B’ U {X \ u} sobre X e portanto u = |J B’ como queriamos.

(b) Dado aberto-fechado u de X, pelo item anterior existe B C B finito tal que u = (B,
portanto ClopX C B.

(c) Basta usar o item anterior e o fato que {# NY | u € ClopY'} é uma base do espago booleano

Y fechada por unides finitas. |

Proposicdo 5.35. Seja X um espago booleano e y,z C X. Se y e z sdo fechados, entdo existe aberto-fechado

ade X queseparay ez, istoé, tal quey Caez C X\ a.

Demonstragdo: Sejam y e z subconjuntos fechados de X. Como eles sao fechados, y U z também
é fechado e logo é um subespaco booleano de X no qual y e z sdo abertos-fechados. Assim,
como Clop(yUz) ={an(yUz) | a € ClopX} é uma base de y U z, temos que existe algum a
aberto-fechado de X talque y = aN (y Uz). Claramentey Caez C X \ a. n

O estudo de homeomorfismos entre espagos booleanos é extremamente beneficiado pelos

seguintes resultados puramente topolégicos.

Proposicao 5.36. Sejam X um espago compacto, Y um espago Tr e f : X — Y uma fungio entre eles.

Entdo f é um homeomorfismo se e somente se f é uma bijecio continua.

Demonstragdo: Basta mostrar que f~! é continua, isto é, que f mapeia abertos a abertos. Seja u
aberto em X, entdo X \ u é fechado e como X é compacto, segue que X \ u é compacto. Como
f é continua, f[X \ u] é compacto em Y, e como Y é Ty, segue que f[X \ u] é fechado, portanto

flu] =Y~ f[X \ u] é aberto. ]

Proposicao 5.37. Seja X um espago compacto, B uma base de X e u um aberto de X. Se u é fechado, entdo

existe B C B finito tal que u = |J B.
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Demonstragdo: Como u é aberto, existe B’ C B tal que u = |J B'. Se u é também fechado, X \ u
é aberto e portanto B’ U {X \ u} é uma cobertura de X. Por compacidade, existe B C B’ finito
tal que BU {X \ u} cobre X. Como todo elemento de B’ é disjunto de X \ u, concluimos que

u=\B. |

Proposicao 5.38. Seja X um espago compacto, B uma base dele, u um aberto de X et C u. Se t é fechado,

entdo existe B C B finito tal que t C |JB C u.

Demonstragdo: Como u € aberto, existe B' C B tal que u = |JB'. Como f é fechado, X \ t é
aberto, e como t C u, temos que B'U {X \ t} é uma cobertura de X. Como X é compacto, existe

B C B finito tal que BU {X \ t} cobre X e portanto t C |UB C u. [ |

Voltando a édlgebras de Boole, relembre que o mapeamento de Stone é um monomorfismo
entre dlgebras de Boole. Em particular, se A é uma dlgebra de Boole, temos que para todoa,b € A,
s(a) Ns(b) = s(a-b),logo o conjunto s[A] é fechado por intersecgdes finitas e portanto ele é a

base de uma tinica topologia em UltA.

Defini¢do 5.39. Seja A uma élgebra de Boole. A topologia em UltA que tem s[A] como base é
denominada fopologia de Stone . O espago topolégico formado do conjunto UltA com a topologia

de Stone é dito o espago de Stone (de A).

Em algumas literaturas, o espago de Stone de uma &lgebra é denotado por S(A), porém aqui
usaremos a convencdo usual de topologia de identificar um espago topolégico com o conjunto

base no qual ele estd definido.
Teorema 5.40. O espago de Stone de uma dlgebra de Boole é um espago booleano.

Demonstragdo: Seja X o espaco de Stone de A. Como s[A] ja é uma base de X, seus elementos sdo
abertos. Além disso, como s é um homomorfismo para uma élgebra de conjuntos, se s(a) € s[A],
entdo UltA \ s(a) = s(—a) € s[A] logo s(a) é um aberto-fechado, portanto s|A] é uma base de
abertos-fechados, mostrando a zero-dimensionalidade.

Agora, sejam p e q ultrafiltros distintos de X. Como p # g e pela maximalidade de cada
um deles como filtros, podemos supor que existe um elemento a € p~ g. Entdo p € s(a) e
q ¢ s(a), logo g € UltA \s(a) = s(—a), logo s(a) e s(—a) sdo vizinhangas disjuntas de p e g
respectivamente, mostrando que X é T».

Para mostrar compacidade suponha que para algum A’ C A, o conjunto C = {s(a) |a € A’}
€ uma cobertura de X por abertos basicos. Queremos mostrar que C admite subcobertura finita,

assim suponha por absurdo que isto ndo ocorre, isto é, paratodon € weay, -+ ,a, € A, temos
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que X # s(ay) U---Us(ay). Pelo fato de s ser um homomorfismos das élgebras, segue que
X=s(1)#s(a1+-~4ay)=1#a+ - +a,=>0#—ay-...-—ay

o que demonstra que o conjunto —A" = {—a | a € A’} tem a PIF, logo existe ultrafiltro p € UltA
que o contém. Como C é uma cobertura de X, existea € A’ talque p € s(a), isto éa € p, mas como

p contém —A’, temos que —a € p, portanto 0 € p, uma contradi¢do. Portanto X é compacto. W

5.3 Uma conexdo nao trivial entre algebra e topologia

Mostramos que todo espago de Stone é booleano. Podemos considerar o conjunto de abertos-

fechados de um espaco de Stone, obtendo uma 4lgebra de Boole. E natural questionar as relagdes

que podem existir entre uma 4lgebra de Boole A e a dlgebra ClopUIltA obtida deste processo.
Como s[A] é uma base de abertos-fechados de UltA, temos imediatamente que s[A] é uma

subalgebra de ClopUItA isomorfa a A. Vamos mostrar a seguir que ela ndo é prépria.
Proposigdo 5.41. Seja A uma dlgebra de Boole. Entiio s[A] = ClopUltA.

Demonstragao: Como comentamos antes de enunciar a preposi¢do, uma inclusdo segue dire-
tamente da defini¢do da topologia de Stone. Para a outra, seja U um aberto fechado em UltA,

como s[A] é uma base e U ¢é aberto, existe A’ C A tal que U = [ J s(a). Como U é fechado,
acA’

UltA \ U é aberto, segue que {UltA ~ U} U{s(a) | a € A’} é um recobrimento de UltA, assim
por compacidade podemos tomar A’ finito. Suponha entdo que A’ = {ay,- - - ,a,} para algum n

natural, temos que
u:s(gl)u...us(an) :S(al+“‘+ﬂn)
portanto U € s[A]. -

Assim, refinamos a versao conjuntista do Teorema de Representagdo de Stone, identificando a
imagem do mapeamento de Stone como uma algebra bem especifica, e de fato mostrando que

toda 4lgebra de Boole “surge” desta forma, isto é, de um espago booleano.

Teorema 5.42 (Representagdo de Stone - Versao Topoldgica). Toda dlgebra de Boole é isomorfa a uma

dlgebra de abertos-fechados de um espago booleano.

Demonstragdo: Para toda dlgebra de Boole A, seu espago de Stone é booleano e s[A] = ClopUItA

é uma algebra de abertos-fechados isomorfa a ela. |

Agora, mostramos que todo espago de Stone é booleano e usamos este fato para demonstrar o

teorema acima. Naturalmente, podemos nos perguntar se existem espagos booleanos que nao
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cumprem o papel descrito acima, isto é, se todo espago booleano é isomorfo ao espaco de Stone
de uma éalgebra de Boole.

Para responder esta pergunta, analisemos como inverter o mapeamento de Stone. Como ele é
um isomorfismo, cada elemento de uma algebra de Boole pode ser inferido dos ultrafiltros que o
contém. De fato, dado um aberto basico s(a) de UltA, temos que a intersec¢do dos filtros de s(a)

resulta no filtro principal gerado por a e portanto

min()s(a) =a.

Analogamente, em um espago T, cada ponto dele pode ser recuperado de um sistema
fundamental de vizinhangas. Mais precisamente, dado um ponto p em um espago topolégico T,

X e um sistema de vizinhangas fundamentais V), de p, temos que

ﬂ Vo ={pr}

De fato, se p é o tnico ponto do espaco, ndo ha o que provar. Caso contrério, seja ¢ um ponto
diferente de p. Como X é um espago T», existe aberto U que contém p e ndo contém g e como V,
¢ um sistema de vizinhancas de p, existe aberto V € V), tal que V C U e portanto g ¢ V.

Reciprocamente, fixando uma base B de X que contém V), temos que
V, C{ueB|pecu}.

Note que, se o0 nosso sistema de vizinhangas fundamentais original ), fosse o conjunto
{u € B| p € U}, terifamos uma igualdade na inclusdo acima, estabelecendo uma correspondéncia
bijetora entre pontos e os sistemas fundamentais de vizinhancas que se escrevem desta forma.

Quando se trata de espagos booleanos, temos uma base clara que podemos fixar, assim temos
motivagdo para explorar a seguinte func¢do, que associa cada ponto a um sistema fundamental de

vizinhangas dele.
Definicao 5.43. Seja X um espago booleano. Definimos a seguinte fungdo.
tx: X — ((ClopX)
x — {ueClopX|xe€u}

Dizemos que tx é o mapa de Stone (para espagos booleanos) (de X) e, quando possivel, evitaremos o

subscrito e a denotaremos simplesmente por t.

Note que, dado um espago booleano X, as observagdes feitas imediatamente antes da definigdo
acima mostram que tx € injetor. Apesar disso, a zero-dimensionalidade de X permite uma

demonstra¢do mais direta deste fato, que apresentamos a seguir.
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Lema 5.44. Para todo espago espago booleano X, o mapa tx é injetor.

Demonstra¢do: Sejam x e y pontos distintos de X. Pela zero-dimensionalidade e separagdo T, de

X, existe aberto-fechado u tal que x € u ey ¢ u. Portanto t(x) # t(y), pois u € t(x) ~t(y). W

Para determinar se tx é continua, precisamos decidir de forma natural uma topologia no seu

contradominio, o que leva a seguinte proposicao.
Proposigdo 5.45. Seja X um espago booleano e x € X. Entdo t(x) é um ultrafiltro da dlgebra ClopX.

Demonstra¢do: Vamos comegar verificando que ¢(x) é um filtro. De fato, 1ciopx = X € t(x) e
para todos u, v € ClopX, claramente 1 N v contém x se e somentese x € u e x € v.

Agora, para mostrar que ¢(x) é um ultrafiltro, seja w € ClopX e note que w e X \ w ndo podem
simultaneamente pertencer a t(x), ja que isto resultariaem x € wN (X~ w) = . Sew ¢ t(x),

entdo x ¢ welogo x € X \ w, portanto X \ w € t(x) e mostramos que t(x) é um ultrafiltro. M

Assim, mostramos que a imagem da fungao tx estd contida no conjunto UltClopX e podemos

discutir a continuidade dela considerando a topologia de Stone de ClopX.
Proposicdo 5.46. Seja X um espago booleano. Entio t : X — UltClopX é uma fungdo continua.

Demonstra¢do: Basta verificar que a imagem inversa de abertos basicos é aberta, e o resto segue

do resultado puramente topoldgico 5.36. Assim, seja s(a) € UltClopX e note que

x € t71(s(a)) <= t(x) € s(a)
<= {u € ClopX | x € u} € {p € UltClopX | a € p}
<=a € {ueClopX |x€u}

< X€E€a
portanto t!(s(a)) = a é um aberto-fechado de X, e logo aberto. ]

Como tx é injetora e continua, ja temos que tx[X] é um subespago de UltClopX e a seguir

mostramos que ele ndo é préprio.
Proposicdo 5.47. Seja X um espago booleano. Entdo t[X] = UltClopX.

Demonstra¢do: Seja p um ultrafiltro de ClopX. Entdo p é um conjunto de fechados de X que tem
a propriedade da intersecgdo finita, pela compacidade de X e o resultado topolégico 5.19, segue
que N p # @. Assim, seja x € X tal que x € a para cada a € p. Claramente p C {u € ClopX | x €

u} = t(x), mas entdo pela maximalidade de p como ultrafiltros, segue que f(x) = p. |
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Finalmente, estamos pronto para demonstrar que todo espago booleano “surge” de uma

dlgebra de Boole.

Teorema 5.48 (Representacdo de Stone para espagos booleanos). Todo espago booleano é homeomorfo

ao espago de Stone de uma dlgebra de Boole.

Demonstragido: Basta mostrar que, para todo espago booleano X, a fungdo t : X — UltClopX
é um homeomorfismo. Como X e UltClopX sdo ambos espagos compactos T», pelo resultado
topoldgico 5.36, basta mostrar que t é continua e bijetora, o que ja foi feito nas preposigdes 5.46 e

5.47 respectivamente. |

Por fim, resumimos os resultados desta se¢do no seguinte teorema.

Teorema 5.49 (Dualidade de Stone para algebras de Boole e espagos booleanos). Toda dlgebra de
Boole é isomorfa a dlgebra de abertos-fechados do seu espago de Stone. Reciprocamente, todo espago de Boole
é homeomorfo ao espago dual de seus abertos fechados. Mais precisamente, para toda dlgebra de Boole A e

para todo espago de Boole X, 0os mapeamentos

s: A — ClopUltA t: X — UltClopX
a — {peUltA|ac p} x — {u€ClopX|xecu}

sdo respectivamente um isomorfismo entre dlgebras de Boole e um homeomorfismo entre espagos booleanos.
Além disso, existe uma correspondéncia bijetora, exceto por isomorfismos, entre dlgebras de Boole e

espagos booleanos. Mais precisamente, as associagdes
A — UltA e X +— ClopX
entre dlgebras de Boole e espagos booleanos sdo, exceto por isomorfismos, inversas uma da outra.

Demonstragido: A primeira parte do teorema ja foi provado em 5.42 e 5.48. Quanto a segunda
parte, sejam A uma algebra de Boole e X um espago booleano. Realizando consecutivamente as
associacdes anunciadas no teorema temos que A — UltA — ClopUltA = A e analogamente

X — ClopX — UltClopX = X. [ |
Este teorema justifica as seguintes defini¢des, que usaremos com frequéncia.

Definic¢ao 5.50. Seja A uma édlgebra de Boole e X um espago booleano. Dizemos que
¢ UltA é o espago booleano dual a A.

* ClopX é a algebra de Boole dual a X.
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A segunda parte do teorema acima sugere o seguinte: dada uma 4lgebra de Boole A com certa
propriedade algébrica P preservada por isomorfismo, o espago booleano UltA de alguma forma
codifica P a uma propriedade topolégica 7 preservada por homeomorfismo.

Isto ocorre pois do espago UltA conseguimos obter uma algebra isomorfa a A, assim a

propriedade P nao foi “perdida” na dualizagdo. Definindo a propriedade topolégica
Tp = aalgebra de abertos-fechados satisfaz P

temos que 7p é preservada por homeomorfismos e claramente poderiamos enunciar o teorema
Uma éalgebra de Boole satisfaz P se e somente se seu espaco de Stone satisfaz 7p. (IL.1)

E claro que o teorema acima se tornaria menos trivial se conseguirmos encontrar uma descri¢ao
mais precisa da propriedade 7p em termos topolégicos mais usuais.
De forma completamente andloga, se um espaco booleano X satisfaz uma propriedade to-

polégica T preservada por homeomorfismos, podemos definir a propriedade algébrica
P7 = o espago de Stone satisfaz T

e enunciar o teorema

Um espago booleano satisfaz 7 se e somente se sua dlgebra de abertos-fechados satisfaz Pr.

(IL.2)

que pode ser tornado mais interessante se descrevemos P em termos algébricos usuais.

Os teoremas como os descritos acima sdo denominados teoremas de tradugio, ja que eles
“traduzem” propriedades algébricas a propriedades topoldgicas e vice-versa.

Como todo espago booleano é o espaco de Stone de uma algebra de Boole e toda élgebra de
Boole é a algebra de abertos-fechados de um espago booleano, temos que toda tradugdo como a
de II.1 pode ser enunciada como em I1.2 e vice-versa, por isso basta enunciar um deles.

Além disso, a dualidade de Stone é simplesmente uma ferramenta fantastica, dando uma
nova dimensdo a problemas em topologia e 4dlgebra. Para exemplificar este processo, vamos
provar dois lemas simples: um de formula¢do completamente algébrica e outro de formulagao

completamente topoldgica.

Lema 5.51. Sejam A uma dlgebra de Boole e p1, . .., p, ultrafiltros distintos dela, com n natural. Entdo,

para cada conjunto M C {1,...,n} de indices, existe a € A tal que a € p; se e somente sei € M.

Demonstragdo: Como o espago UltA é Ty, paracadai € {1,...,n} podemos escolher um aberto
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u; tal que u; N {p1,...,pn} = {pi}. Por zero-dimensionalidade, podemos tomar cada u; sendo

um aberto-fechado e portanto 1y = U u; é um aberto-fechado para cada M C {1,...,n}. Como
ieM

s[A] = ClopUltA, existe algum ay; € A tal que s(ap) = up. Agora, basta notar que

aepi<=pies@a)<=pel|Ju=uCuy<=ieM
keM

como querfamos demonstrar. n

Para o seguinte lema, lembramos que dado um espaco topolégico X, um ponto x dele é dito

isolado se o conjunto {x} é aberto em X.
Lema 5.52. Seja X um espago booleano. Para todo x € X isolado, {x} é um aberto-fechado de X.

Demonstragdo: Seja x € um ponto isolado de X, t = tx € s = scippx. Como ¢ € um homeomor-
fismo, t(x) é um ponto isolado de UltClopX. Como {t(x)} é aberto, existe aberto bésico s(a) # @
com a € ClopX tal que s(a) C {#(x)}. Como s(a) é ndo vazio, temos que s(a) = {t(x)} e portanto

{t(x)} é um aberto-fechado de UltClopX, logo {x} é um aberto-fechado de X. [ ]

5.4 Alguns teoremas de traducao

Vamos comegar traduzindo a caracteriza¢do de algebras de partes dada pelo coroldrio 4.14. Para

isto precisaremos de tradugdes para os conceitos de atomicidade e completude.
Proposicao 5.53. Seja A uma dlgebra de Boole, X um espago booleano, a € A e x € X. Entdo
(i) a é um dtomo de A se e somente se s(a) é um ponto isolado de UltA.
(ii) x é um ponto isolado de X se e somente se t(x) é um ultrafiltro principal de ClopX.

Demonstragido: Se 2 é um atomo de A, entdo o filtro principal p, gerado por ele é o tnico
ultrafiltro que contém a, portanto s(a) = {p, } é um ponto isolado. Para a reciproca, se s(a) é um
ponto isolado, entdo existe um tnico ultrafiltro que contém a e basta mostrar que se um elemento
ndo é um atomo, entdo existem pelo menos dois ultrafiltros que o contém.

De fato, se 4 ndo é um dtomo, p, ndo é um ultrafiltro e entdo existe algum b € A talquebe —b
ndo pertencem a p,. Dai, como p, é um filtro, temos que b - a e —b - 4 sdo ndo nulos e portanto
existem ultrafiltros p e ¢ que contém cada um deles. Como b - a e —b - a sdo disjuntos, temos que
p e q sdo distintos e claramente {p,q} C s(a).

Agora, sejam x um ponto isolado de X, t = tx e s = Sciopx- Pelo demonstragdo do lema 5.52,
temos que s(a) = {t(x)} e pelo primeiro item do teorema, a é um dtomo de ClopX e portanto ¢(x)

é um filtro principal. [ ]
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Assim, atomos correspondem dualmente a pontos isolados e portanto atomicidade dependera

da presenga de pontos isolados no espago dual, como provamos a seguir.
Teorema 5.54. Seja A uma dlgebra de Boole. Entdo

(i) A ndo possui dtomos se e somente se Ult A ndo tem pontos isolados.

(ii) A é atomica se e somente se o conjunto de pontos isolados de UltA é um conjunto denso.

Demonstra¢dao: A primeiro item segue imediatamente da proposigao anterior. Para o segundo,
suponha que A é atdmica e seja s(b) um aberto bésico de UltA. Como A é atdmica, existe a € AtA
tal que a < b, logo s(a) C s(b) e portanto s(a) é um ponto isolado, pela proposicdo anterior.
Reciprocamente, seja b € A e considere o aberto bésico s(b) € UltA. Como os pontos isolados
sdo um conjunto denso, existe ponto isolado {p} C s(b). Pelo segundo item da proposicdo
anterior, p é um ultrafiltro principal, portanto gerado por um dtomo a € AtA, assims(a) = {p} e

s(a) C s(b). Como o mapa s é um isomorfismo, temos que a < b, provando que A é atdbmico. H

Agora, focamos nossa atencdo em traduzir completude. Primeiramente, dada uma élgebra de
Boole A, note que como o mapa de Stone s : A — ClopUItA é um isomorfismo, um subconjunto
M C A tem limitante superior em A se e somente se s|M]| tem limitante superior em ClopUItA.
Portanto, para mostrar que um subconjunto M tem supremo em A, basta procurar supremo de

s[M] em ClopUltA.

Proposicao 5.55. Seja A uma dlgebra de Boole e M C A. Entdo ) M existe em A se e somente se o fecho
de Js[M] em UltA é um conjunto aberto.

Demonstragdo: Seja A uma algebra de Boole, M C A e ¢ o fecho de Js[M] em UltA. Suponha
que ¢ é um conjunto aberto. Claramente c é o menor conjunto fechado que contém s(m) para todo
m € M. Pela hipétese, ¢ é um aberto-fechado, e portanto é o menor limitante superior de s|[M] em
ClopUltA, logo pela observagao feita antes da proposicdo, } , M existe em A.

Reciprocamente, suponha que ) M existe em A, entdo existe menor limitante superior de
s[M] em ClopUItA, seja ele b. Entao |Js[M] C b e portanto ¢ C b = b. Suponha por absurdo que
c # b, entdo b \ c é aberto, por zero-dimensionalidade existe d C b \ c aberto-fechado. Entao
b~ d C b contradiz a minimalidade de b entre os limitantes superiores de s|M| em ClopUItA.

Portanto b = ¢, mostrando que c é um conjunto aberto. n

Introduzimos uma nova defini¢do para tornar o teorema seguinte mais elegante.

Defini¢do 5.56. Seja X um espaco topolégico. Dizemos que X é extremamente desconexo se o fecho
de todo conjunto aberto é um conjunto aberto. Dizemos que X é basicamente desconexo se o fecho

da unido de uma quantidade enumeravel de abertos-fechados é aberto.
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Teorema 5.57. Seja A uma dlgebra de Boole. Entdo
* A é o-completa se e somente se Ult A é basicamente desconexo.
* A é completa se e somente se UltA é extremamente desconexo.

Demonstragdo: O primeiro item segue imediatamente da proposicdo anterior. Para o segundo,
basta notar que, por zero-dimensionalidade, um subconjunto u de um espago de Stone UltA é
aberto se e somente se u = |Js[M] para algum M C A, portanto o fecho de todo conjunto aberto
é aberto em UltA se e somente se o fecho de toda unido de de abertos-fechados é aberto, e o resto

segue pela proposi¢do anterior. |

Finalmente, podemos exibir uma caracterizacdo dos espagos de Stone de dlgebras de partes,

que fica demonstrada pelo teorema 4.14 e os resultados desenvolvidos nessa subsecao.

Teorema 5.58. Seja A uma dlgebra de Boole. Entdo A = §2(X) para algum conjunto X se e somente se

UltA é um espago extremamente desconexo no qual os pontos isolados constituem um conjunto denso.
O conceito de densidade em espagos booleanos tem uma equivaléncia algébrica bem util.

Defini¢do 5.59. Seja A uma algebra de Boole e D C A. Dizemos que D é denso em A se s[D] é
denso em UltA.

Assim, temos que o conjunto AtA é denso em A se e somente se A é atdbmica pelo teorema 5.54.
De fato, a defini¢do algébrica de atomicidade encapsula o conceito dual de densidade topolégica,

como mostramos a seguir.

Proposicdo 5.60. Um subconjunto D de uma dlgebra de Boole A é denso nela se e s6 se para todoa € A™

existed € D tal que 0 < d < a.

Demonstracio: Sejaa € AT qualquer. Como s[D] é denso em ClopA e s(a) é aberto, existe d € D
tal que @ = s(0) € s(d) C s(a). Como s : A — ClopUltA é um isomorfismo, segue que 0 < d < a.

Reciprocamente, dado aberto u de UltA, por zero-dimensionalidade existe 4 € A tal que
s(a) C u. Por hipétese, existe d € D tal que 0 < d < a e portanto @ # s(d) C s(a), mostrando

que s[D] é denso. ]

No caso de algebras finitas, isto ¢, dlgebras isomorfas a §?(X) com X um conjunto finito, o

teorema 5.58 pode ser extremamente simplificado.

Teorema 5.61. Uma dlgebra de Boole é finita se e somente se seu espago de Stone é discreto.
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Demonstragdo: Se A é finita, entdo cada ultrafiltro de A é um filtro principal gerado por um
atomo e portanto UltA = {p, | a € AtA}. Dado p, € UltA, {p,} = s(a) é um ponto isolado,
mostrando que UltA é discreto.

Reciprocamente, suponha que UltA é discreto. Como observamos no exemplo 5.30, espagos
booleanos discretos ndo podem ser infinitos, logo UltA é finito. Como UltA é discreto, existem

ULtA|

exatamente 2 abertos-fechados nele, como |A| = |ClopUltA|, segue que A é finita. |

5.5 O espaco generalizado de Cantor

Vamos construir um subconjunto dos reais recursivamente. Seja Cyp = [0, 1] e suponha que C,
ja foi definido para algum 7 natural. Entdo seja C, 11 o subconjunto de C, obtido ao substituir
cada intervalo maximal fechado [a, b] de C, pelos dois subintervalos fechados [a,a+ (b —a)/3] e

[b— (b—a)/3,b]. Seja C = () Cy, denominado o conjunto de Cantor, e note que 1 € C e logo ele é
new
ndo vazio. O conjunto de Cantor com a topologia de subespago induzida pela reta real é dito o

espago (cldssico) de Cantor.

0 1
Co | :
0 3 3 1
Ci — ] I
Co e —_ e —f
G HH-- T Ho -

Pela construcdo do espago de Cantor, ele é o complemento de uma unido de conjuntos abertos
da reta real, portanto é fechado. Como a reta real é T, C também é T>. Como C é um subespaco
limitado e fechado da reta, ele também é compacto.

Para verificar que C é zero dimensional, seja x € C e |r, s[ um aberto basico dos reais que
contém x. Note que em cada passo n € w da construgdo de C, os intervalos fechados maximais
sdo abertos-fechados em C,, e tem tamanho 1/3"

Assim, é possivel escolher n grande o suficiente para que, no passo n da construcgdo de C,
x estd contido em um tnico intervalo maximal I tal que I C ]r,s[. Temos entdo que I é um
aberto-fechado em C, e portanto I N C é um aberto-fechadoem Cex € INC C |r,s].

Portanto C é um espago booleano. Vamos explorar sua algebra de abertos-fechados. Primeira-

mente, lembramos a seguinte definigdo.
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Definicdo 5.62. Para cada espago topolégico X, definimos o cardinal
wX = min{|B| | B é uma base de X}

denominado o peso de X.
Proposicdo 5.63. Para toda dlgebra de Boole infinita A, temos que wUItA = |A|.

Demonstragio: Seja B uma base qualquer de UltA. Para cada a € A, pelo primeiro item do lema

5.34, existe B, C B finito tal que a = |J B,. Assim, o mapeamento

A — [B]<N0

a — B,

é claramente uma injecdo e portanto |A| < |[B]<™|. Como A é infinito, temos que [B] <™ é infinito
e portanto B tem que ser infinito, logo |B| = |[B]<™| e |A| < |B|. Assim |A| < wUItA. Porém

como s[A] é uma base de UltA, temos que wUItA < |s[A]| = |A|, mostrando o resultado. [ |

Assim, aplicando o teorema anterior ao espago de Cantor, obtemos que wUItClopC = |ClopC]|.
Porém como a reta real possui uma base enumerével (basta considerar o conjunto dos intervalos
abertos ]a, b[ com a e b racionais), e C é um subespaco de R, temos que wUItClopC = wC = N,.

Além disso, considere que os pontos extremais a e b de cada intervalo maximal [a, b] em cada
passo da construgdo de C nunca sdo removidos no restante da construgdo. Assim, dado um ponto
x € C, podemos construir uma sequéncia destes pontos extremais, associando a cadan € w o
ponto x, que tem a menor distancia possivel de x. Note que como o ponto mediano de cada
intervalo é removido no préximo passo da construgdo, esta sequéncia fica bem definida e é facil
convencer-se que X, converge para x, e logo x ndo é um ponto isolado de C.

Assim, como C tem base enumeravel e ndo tem pontos isolados, segue que ClopC é uma

dlgebra enumerdvel sem dtomos. Vamos mostrar a seguir que esta propriedade a caracteriza.
Lema 5.64. Seja A uma dlgebra de Boole. Sao equivalentes:

* A ésem dtomos.

® Paratodoa € A, asdlgebras A [ ae A | —a sdo ambas sem dtomos.

Demonstragao: Basta notar que
AtA = At(ATa)UAL(A | —a)

jaque A= (A [a) x (A —a), aordem parcial das dlgebras relativas sdo simplesmente a ordem

de A restrita a elas e um dtomo nédo pode ser menor que a e —a a0 mesmo tempo. |
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Teorema 5.65. Todas as dlgebras de Boole enumerdveis e sem dtomos sdo isomorfas.

Demonstra¢ao: Como as dlgebras envolvidas sdo enumeraveis, vamos usar o Teorema do Iso-

morfismo de Vaught. Defina a relacdo R por
ARB <= A e B sdo ambas triviais ou ambas enumeréaveis e sem atomos.

Vamos mostrar que R é uma relagao de Vaught.

Claramente R é simétrica e foi definida de forma a satisfazer a condigdo de trivialidade.
Quanto a propriedade de vai-e-volta, suponha que ARB para algum A ndo trivial e sejaa € A.
Escolha b € B qualquer. Pelo lema 5.64, as 4lgebras A [a, A[ —a, B|be B | —b sdo todas
sem atomos e portanto infinitas. Como elas sdo infintas e imagens homomorfas de 4lgebras

enumerdveis, elas sdo também enumerdveis, portanto (A [a)R(A [b)e (A | —a)R(B| —b). N

Assim, toda algebra enumerével e sem dtomos é isomorfa ao espago de Stone do espago de
Cantor. Note que no nosso estudo ja encontramos uma élgebra de Boole com estas propriedades:
a algebra de intervalos dos racionais é enumerével e sem dtomos (ver 1.48 e 4.6 respectivamente),

assim temos que Ult [Q[ = C. De fato, por dualidade provamos o seguinte teorema.
Teorema 5.66. Todos os espagos booleanos com base enumerduvel e sem pontos isolados sido homeomorfos.

Em particular, considere o espago booleano “2 das sequéncias bindrias com a topologia

produto. A sua base

{{x:wﬁzyxm ={1}ex[J] = {0}} | L] € [w]<No,m]:@}

é claramente enumerdvel. Agora, seja x = (X,)nc Um ponto nele. Se a sequéncia x : w — 2
eventualmente se torna constante, digamos a partir do natural 7y, ela pertence ao aberto basico

110

H{xi}x H 2

i=0 nyp<i<w

e caso contrdrio, a sequéncia (4;);e,, dada por
ax = (x(],‘ t ,Xk,].,l,].,...)

para cada k € w, nunca atinge o ponto x, mas converge a ele, mostrando que x ndo é um ponto
isolado. Portanto ndo existem pontos isolados em “2. Assim, pelo teorema acima, temos que

“2 = C. O seguinte teorema resume a discussdo desta subsecao.
Teorema 5.67.
e Toda dlgebra de Boole enumerduvel sem dtomos é isomorfa a [Q].
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* Todo espago booleano enumerdvel sem pontos isolados é homeomorfo a 2.

Por causa disso, dizemos que os espagos topolégicos da forma *2, onde x é um cardinal infinito,

sdo espagos de Cantor generalizados, que tem como base
{{x cw— 2| x[l] = {1} ex[J] ={0}} | L] € ({]<N,In] = @} C Clop2

e portanto tem peso k. Na secdo 9, caracterizaremos as algebras de abertos-fechados destes

espagos com uma propriedade universal.
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6 Dualidade categdrica

Nesta se¢do, vamos estudar como homomorfismos entre dlgebras de Boole e fungdes continuas
entre espacgos booleanos interagem com o processo de dualizacdo que descrevemos, isto €, quere-
mos associar de forma significativa a cada homomorfismo entre dlgebras uma funcdo continua
entre seus espagos de Stone e vice-versa.

Apesar desta parte da dualidade de Stone implorar pelo uso de linguagem categorica, evitare-
mos usé-la, preferindo enunciar os teoremas com a linguagem algébrica e topolégica desenvolvida

até agora.

6.1 A dualidade de Stone para homomorfismos e fun¢des continuas

A ideia essencial para dualizar os homomorfismos entre dlgebras de Boole a fun¢des entre os
espagos de Stone delas é considerar suas imagens inversas. Durante este capitulo, dado uma

fungdo h : A — B, denotaremos por h* a fungdo entre algebras de Boole definida por

h*: p(B) — P(A)
S — h_l[S]

E um exercicio usual de teoria dos conjuntos verificar que
W UENF] =h YE]nh [F] W YEUF] = h {[E]Juh~L[F]

para qualquer funcédo & e subconjuntos A e B do seu contradominio, portanto #* é um homo-
morfismo entre dlgebras de Boole. Além disso, esta operagdo “estrela” em fungdes satisfaz as

seguintes propriedades.

Proposigao 6.1. Sejam f : A — Be g: B — C fungoes entre conjuntos. Entdo
(a) idy* = id@(A).
®) (g0 f)" = fog"

Demonstragio: Para o primeiro item, basta notar que ids*(a) = id,'[a] = a para qualquer

a € £(A). Para o segundo item, temos que
x € (g0 f)7Hc] &= (g0 f)(x) Ec= f(x) €87 (c) = x € f[g7'[c]]
para todo ¢ € §(C). |

Como, para uma élgebra fixa A, UItA C §(A), vamos considerar h* [y, como um candidato
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a uma funcdo continua entre os espacos booleanos UltA e UltB, mas antes precisamos verificar se
ela esta bem definida.

Definimos anteriormente que, dado uma 4lgebra A, ultrafiltros dela sdo imagens inversas do
elemento 1 por homomorfismos da forma A — 2. Note que {1} é o tnico ultrafiltro de 2, entdo as
imagens inversas dos ultrafiltros de 2 por homomorfismos da forma A — 2 sdo ultrafiltros em A.

Generalizamos este resultado na seguinte proposicao.

Proposicdo 6.2. Seja f : A — B uma fungio entre dlgebras de Boole e p um ultrafiltro de B. Se f é um

homomorfismo, entdo f~1[p| é um ultrafiltro de A.

Demonstragdo: Sejam f : A — B e p como no enunciado. Como p é um ultrafiltro de B, a
fungdo xp : B — 2 € um homomorfismo. Como f também é um homomorfismo, temos que a
composi¢do xp o f : A — 2 é um homomorfismo. Portanto (xp o f)~1[1] = f1[x '[1]] = f[p]
é um ultrafiltro de A. [ |

Assim, a proposigdo anterior motiva a seguinte definicdo.
Definicdo 6.3. Seja f : A — B um homomorfismo entre dlgebras de Boole. Definimos a fungo f*
por
fi: UtB — UltA
po— ]
isto é, f? = f* [yup e dizemos que ela é a funcio dual a f.

Proposigdo 6.4. Para todo homomorfismo f : A — B entre dlgebras de Boole, f* : UltB — UltA é uma

fungio continua entre espagos booleanos.

Demonstragdo: Para todo aberto bésico s4(a) de UltA, onde a € A, para cada x € UltB vale

x € (f) " [sa(a)] == f(x) € 5a(a)
«— f x| e {pcUltA | a € p}
—=ac f ]
< f(a) € x
<= xe{peUltB| f(a) € p}

< x €sp(f(a))

e portanto (f%)~[s4(a)] = sp(f(a)) é um aberto basico de UltB, mostrando que f* é continua. W

Analogamente, dado uma fungdo continua ¢ : X — Y entre espagos booleanos, a funcdo

¢ P(Y) — ©(X) pode ser restrita as algebras de abertos-fechados delas.
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Proposig¢do 6.5. Seja ¢ : X — Y uma fungdo entre espagos booleanos e u um aberto-fechado de Y. Se ¢ é

continua, entdo ¢~ [u] é um aberto-fechado de X.

Demonstracio: Sejam ¢ : X — Y e u como no enunciado. Como ¢ é continua e u é aberto, ¢~ [u]

é aberto. Por outro lado, como u é fechado, ¢~ ![Y \ u] = X \ ¢~ ![u] é aberto, portanto ¢~ ![u] é

um aberto-fechado de X. [ ]

Novamente, a proposigdo anterior motiva a seguinte definicao.

Defini¢do 6.6. Seja ¢ : X — Y uma fungdo continua entre espagos booleanos. Definimos a fungao

$a por

@q: ClopY — ClopX

u = g ul

isto é, 95 = ¢* [clopy € dizemos que ela € a fungao dual a ¢.

Proposicao 6.7. Para todo homeomorfismo ¢ : X — Y entre espagos booleanos, ¢ : ClopY — ClopX é

um homomorfismo entre dlgebras de Boole.

Demonstragdo: De fato, ¢; é uma restricdo do homomorfismo ¢* : £(Y) — §(X) a uma
subalgebra de §(Y), portanto ¢, também preserva soma e produto e logo é um homomorfismo.

Note que ambas as dualizacdes descritas sdo restri¢des da operacdo “estrela” definida no

comeco da segdo, e portanto a preposi¢do 6.1 tem como coroldrio o seguinte teorema.

Teorema 6.8 (Funtorialidade da dualizacdo de homomorfismos). Sejam f : A — Beg: B — C
homomorfismos entre dlgebras de Boolee ¢ : X — Y e : Y — Z fungdes continuas entre espagos

booleanos. Entdio

(a) (idy)* = idyya. (c) (idx)q = idciopx

(b) (gof)?=flogd (d) (Yo@)a= @0ty

Assim, mostramos que todo diagrama comutativo entre dlgebras de Boole constituido por
homomorfismos pode ser transformado em um diagrama comutativo entre seus espagos duais

constituido por fung¢des continuas, basta trocar cada espago de Boole e homomorfismo pelo seu
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dual, invertendo o sinal das flechas como esquematizado abaixo.

d
A—1 3 Ul «— 1 Ui
g d
gof h (g2 f) *
C UltC
E analogamente para espagos booleanos
X ¢ % ClopX P ClopY
4 Ya
yog h (Yol
V4 ClopZ

Em particular, dualizando duas vezes um homomorfismo f : A — B entre algebras de Boole,
obtemos uma funcéo f¢ : ClopUltA — ClopUItB entre dlgebras isomorfas a A e B. Vamos mostrar
a seguir que f¢ atua entre estas algebras isomorfas assim como f atua nas algebras originais,

passando apenas pelo isomorfismo de Stone, como esquematizado no seguinte diagrama.

/ T \
A o4 [ ClopUltA
fd
f UltB \ fi
°B ClopUltB
E analogamente para espacos booleanos.
ClopX
X x W UltClopX
Pd
ClopY \
UltClopY
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Teorema 6.9. Sejam f : A — B um homomorfismo entre dlgebras de Boole e ¢ : X — Y uma fungio

continua entre espagos booleanos. Entio

(a) SBOfoddOSA- (b) tyoq):q)gotx.

Demonstra¢ao: Na demonstracdo da proposi¢do 6.4 mostramos que

(f) ' sa(@)] = sp(f(a))

para todo a € A e portanto o primeiro item j4 foi provado. Para o segundo, vamos analogamente

mostrar que

(9a) " 'tx(0)] = ty(f(x))

para todo x € X. De fato,

2 € (p0) M [tx(3)] = @a(a) € t:(x)
< ¢ [a] € {u € ClopX | x € u}
> x € ¢ a]
< ¢(x) €a
<= a € {u € ClopY | ¢(x) € u}

< a € ty(p(x))

para todo a € ClopY. |

A partir de agora, usaremos a denominacdo “dualidade de Stone” para nos referir a conglome
-ragdo dos resultados 5.49, 6.8 € 6.9.

Permitindo-se falar brevemente na linguagem da teoria de categorias, estes resultados esta-
belecem uma dualidade entre a categoria BA das algebras de Boole munido dos homomorfismos
entre elas e a categoria BS dos espagos booleanos munida das fung¢des continuas entre eles. Mais
precisamente, a dualiza¢do de algebras/espacos dada pelo teorema 5.49 junto com a dualizagdo
de homomorfismos/fungdes continuas estabelecida nesta se¢éo e o resultado 6.8 definem funtores
contravariantes entre as categorias BA e BS.

Estes funtores ndo sdo inversos um do outro, porém suas composi¢des geram objetos isomorfos
ao original. Assim, pelo resultado 6.9, as fungdes s e t sdo transformagdes naturais que atestam a

dualidade de BA e BS.
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6.2 Subalgebras e imagens homomorficas

O teorema 6.9 prova que toda propriedade de fungdes que é preservada por composi¢do com
isomorfismos/homeomorfismos é retida neste processo de dualiza¢do dupla. Por exemplo, se
uma fungdo f for injetora ou sobrejetora, entdo f7 também sera.

Assim como a preservagado de propriedades na dualizacdo dupla de dlgebras/espacos, essa

i

preservagdo de propriedades de fungdes indica que nenhuma informagéo é “perdida” na dualiza-
cdo, e portanto é possivel inferir propriedades de f* a partir de f e vice-versa. Nesta subsecio,
vamos focar no estudo da dualizagdo de fungdes injetoras e sobrejetoras, ja que ja estabelecemos

que elas correspondem a subélgebras e imagens homomorfas respectivamente.

Lema 6.10. Sejam B uma dlgebra de Boole, A uma subdlgebra delae i : A — B a inclusdo de A em B.

Entdo i : UltB — UltA é uma fungio sobrejetora dada por i¥(p) = p N A.
Demonstragio: Por célculo direto, temos que
f(p)=i'pl={acAlacpl=pnA

para todo p € UltB. Para verificar sobrejecdo, seja g € UltA. Como g tem a propriedade da
interseccdo finita em A, também tem em B e portanto existe ultrafiltro p de UltB talqueg C pe

portanto id( p) =4q. [ |

Lema 6.11. Seja L um espago booleano, K um subespago dele e i : K — L a inclusdo de K em L. Entdo

ig : ClopL — ClopK é um epimorfismo dado por iz(u) = u N L.
Demonstracao: Por cdlculo direto, temos que
i) =iu={peK|pcuy=unlL
para todo u € ClopL. Para verificar sobrejecdo, note que K é fechado em L e portanto,
ClopK = {uNL|ue ClopL}
pelo terceiro item do lema 5.34, logo ClopK = i;[ClopL]. [ |
Teorema 6.12. Seja f : A — B um homomorfismo entre dlgebras de Boole. Entio
(a) f éum monomorfismo se e somente se f@ é uma funcdo continua sobrejetora.
(b) f éum epimorfismo se e somente se f é uma funcdo continua injetora.

Seja ¢ : X — Y uma fungio continua entre espagos booleanos. Entdo
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(i) @ é uma fungio continua injetora se e somente se @ é um epimorfismo.
(ii) @ é uma fungdo continua sobrejetora se e somente se @4 é um monomorfismo.

Demonstragao: Se f : A — B é um monomorfismo, entdo podemos decompor f = io f, onde

f:A— f[A] éafungdo f com contra-dominio restrito e i : f[A] — B é a inclusdo da subélgebra.

Entdo, pela dualidade de Stone, temos que f¢ = f% o i. Pelo lema 6.10, temos que i

é sobrejetora
e como f* é claramente bijetora, segue que f? é sobrejetora.

Se ¢ : X — Y é uma funcdo injetora, entdo podemos analogamente decompor ¢ = io p e
concluir pelo lema 6.11 que ¢, é sobrejetora.

Se f : A — B é um epimorfismo, entdo dados ultrafiltros distintos p,q € UltB, existe b € p
tal que b ¢ q. Como f é sobrejetora, existe a € A tal que f(a) = b e portanto f(a) € pe f(a) ¢ g,
mostrando que f?[p] # f?[q] e portanto f* é sobrejetora.

Se ¢ : X — Y é uma fungéo sobrejetora, vamos mostrar que Kerg,; = {0} e portanto que ¢, é
injetora. De fato, se 2 € ClopY é ndo-vazio, entdo existe u € Y tal que u € a. Como f é sobrejetora,
segue que existe v € X tal que f(v) = u e portanto v € ¢~ ![a] = ¢4(a), mostrando que ele é nao
vazio.

Todas as afirmagdes restantes seguem do teorema 6.9 e do que ja foi provado desde teorema.
Por exemplo, se f* é uma fungdo continua, entdo f4 é um monomorfismo, e comosgo f = f4osy,

segue que f também é um monomorfismo. |

Como discutimos na subsegao 3.3, fixada uma algebra A, cada subéalgebra de A determina
um monomorfismo e vice-versa. Usando o resultado acima, podemos estender essa conexdo a

imagens continuas como descrevemos a seguir

Observacdo 6.13. Existe uma correspondéncia biunivoca entre subélgebras de um espaco de
Boole e imagens continuas do seu espago de Stone. Mais precisamente, esta correspondéncia é

data pelas seguintes associacdes.

Subalgebras . Imagens continuas
de A B de UltA
B > (ida I5)7[ULtA]
domey —i ¢[UltA]

Existe analogamente uma correspondéncia entre epimorfismos e subespacos fechados, porém
deixamos para detalha-lho na secdo 7, quando tivermos estabelecido quocientes de 4lgebras de

Boole.
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6.3 Uma propriedade universal do homomorfismo de Stone

Fixada uma algebra de Boole A, dizemos que uma fungio e : A — §2(X) é uma representagio de
A se e ¢ um monomorfismo entre dlgebras de Boole. Finalizamos esta se¢do caracterizando a
representagdo dada pelo mapeamento de Stone entre as possiveis representa¢des de uma algebra
através de uma propriedade universal.

Primeiramente, note que toda representagéo ¢ : A — §2(X) induz o seguinte mapa:

¢: X — UltA
x — {acA|xce(a)}.

Como ¢[A] é fechado por intersecgdes finitas, ela é uma base de uma tnica topologia em X.
Queremos que ¢ seja um homeomorfismo entre esses espacos, entdo vamos analisar condi¢des

necessdrias e suficientes para isto.

Defini¢do 6.14. Uma representacdo e : A — §2(X) é dita reduzida se ¢[A] separa os pontos de X,

isto é, para todos x,y € X distintos, existea € A tal que x € s(a) ey & s(a).

Lema 6.15. O mapa ¢ : X — UltA induzido por uma representagio e : A — §2(X) é injetor se e somente

se e é uma representagio reduzida.

Demonstragdo: Suponha que ¢ é injetora. Entdo, dados x,y € X distintos, ¢(x) # ¢(y) e
podemos supor sem perda de generalidade que existe a € ¢(x) \ ¢(y) e portanto x € s(a) e

y ¢ s(a). A reciproca segue invertendo as implicacdes. [

Definig¢do 6.16. Uma representagdo ¢ : A — §2(X) é dita perfeita se para todo p € Ult4, existe

x € Xtalquea € pseesdsex € e(a).

Lema 6.17. O mapa ¢ : X — UltA induzido por uma representagio e : A — §(X) é sobrejetor se e

somente se e é uma representagdo perfeita.

Demonstragdo: Suponha que ¢ é sobrejetora. Entdo, dado p € UltA, existe x € X tal que
¢(x) = p e portanto a € p se e somente se x € e(a). A reciproca segue invertendo as implicagdes.

Tomando e : A — §2(X) como sendo 0 homomorfismo de Stone s : A — §(UltA), temos que
o mapa induzido ¢ é simplesmente a identidade em UltA, portanto injetor e sobrejetor, provando
a seguinte proposigao.
Proposicao 6.18. O homomorfismo de Stone é uma representagio reduzida e perfeita.
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Teorema 6.19. Para toda representagio e : A — §2(X) reduzida e perfeita, existe um tinico isomorfismo
f: Q(UItA) — §(X) entre as dlgebras de Boole que decompde e por s, isto é, tal que e = f o's.

Mais precisamente, X munido da topologia em que e[A] é uma base é um espago booleano no qual
ClopX = e[A] e existe um tinico homeomorfismo ¢ : X — Ult tal que sua dualizagio faz o sequinte

diagrama comutar.
ClopUltA «—— UltA

e
ClopX +— X

Isto é, tal que e = @4 0.

Demonstragdo: Comoe: A — §(X) é reduzida e perfeita, a fungdo ¢ : X — UltA é uma bijegéo.

Dado aberto bdsico s(a) de UltA, com a € A, temos que

x € 97 [s(a)] == ¢(x) € s(a)
< a € ¢(x)

< x € e(a)

para todo x € X e portanto ¢ 1[s(a)] = e(a) é um aberto basico, mostrando que ¢ é continua e
que ¢4 0s = e. Como ¢ mapeia continuamente a base ¢[A] de X a base s[A] de UltA, temos que ¢
¢ um homeomorfismo.

Para mostrar unicidade, suponha que ¢’ é um mapa continuo que satisfaz ¢/, o s = e, entdo

paratodox € Xea € Avale
@(x) €s(a) = x €e(a) <= ¢'(x) €5(a) .

Portanto néo é possivel separar ¢(x) e ¢'(x) por abertos basicos, para todo x € X. Como UltA é

Ty, concluimos que ¢ = ¢'. |

Note que poderiamos dualizar o teorema para caracterizar o homeomorfismo de Stone
t : X — UltClopX entre as possiveis fun¢des continuas com propriedades duais a reduzida e

perfeita.
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Capitulo I1I

Construcdes algébricas e seus espacos de

Stone

Existem trés construgdes principais em quaisquer estruturas algébricas: subestrutura, produto e
quociente. Ja verificamos como subdlgebras correspondem a imagens continuas pela dualidade
de Stone, assim neste capitulo vamos caracterizar os espagos de Stone do quociente e do produto
de algebras de Boole, respectivamente nas secdes 7 e 8.

Neste capitulo, as principais referéncias sdo [Kop89] e [BS81].

7 Quocientes

Vamos estudar as conexdes usuais entre relagdes de equivaléncias, epimorfismos e quocientes no
contexto de algebras de Boole. Para isto, introduzimos a nogado de ideais em algebras de Boole,

conceito dual ao de filtro e provamos a versdo booleana do Teorema do Homomorfismo usual.

7.1 Relagdes de equivaléncia e ideais

Imaginamos que o(a) leitor(a) j4 tenho familiaridade com o conceito conjuntista de relagdes
de equivaléncias e conjuntos quocientes. Naturalmente, estamos interessados nas relacdes de

equivaléncias que “preservam” as opera¢des booleanas, motivando a seguinte defini¢ao.

Defini¢ao 7.1. Seja ~ uma relagdo de equivaléncia em uma algebra de Boole A. Dizemos que
~ é uma relagdo de congruéncia (em A) se, para todos x,x’,y,y’ € A,se x ~ x' ey ~ i/, entdo

—x~—xex+y~x+y.

Assim como provamos anteriormente que toda fung¢do entre dlgebras de Boole que preserva +

e — é um homomorfismo, a defini¢do acima implica que as rela¢gdes de congruéncia ~ também
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respeitam a operagdo - e toda outra operacdo definida a partir das operagdes usuais booleanas,

como a diferenga simétrica. Essa observagdo prova o seguinte lema.

Lema 7.2. Para todo homomorfismo f : A — B entre dlgebras de Boole, a relagio

x gy = f(x) = fly)
em A é de congruéncia.

Reciprocamente, vamos mostrar que toda relagdo de congruéncia pode ser escrita como ~ ¢
para algum homomorfismo f. Para isso, vamos definir uma estrutura de 4lgebra de Boole no

conjunto quociente A/ ~.

Construcdo 7.3. Seja A uma &lgebra de Boole e ~ uma relacdo de equivaléncia nela. Entdo

definimos em A/ ~ as operagdes

[a] +~ [b] = [a + 1] [a]-~[b] = [a - b] —~la] =[]

e é facil verificar que estas operacdes estdo bem definidas se e somente se ~ é uma relagdo de

congruéncia. Também identificamos os seguintes elementos.
0~ = [0] 1. =1

Verificar que (A/~,+~, ~, —~,0.,1.) é uma algebra de Boole segue de uma verificagdo usual

dos axiomas. Na prética, ndo indicamos a relagdo ~ nas operagdes e nos elementos especiais.

Proposicdo 7.4. Para toda relagio de congruéncia ~ em uma dlgebra de Boole A, existe epimorfismo

m:A— A/~ tal que ~ = ~ .
Demonstragdo: Defina

T: A — A/~

a — |4

e entdo
7(a+b) = [a+b] = [a] + [b] = () + 7(b),
n(a-b) = la-b] = a] - [b] = 7t(a) - 72(b)

e para [a] € A/~, claramente 77(a) = [a]. Portanto 7t é um epimorfismo. Além disso,
a~b < [a] =[b] & n(a)=n(b)

como queriamos mostrar. [
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Defini¢do 7.5. Para toda dlgebra de Boole A e relagdo de congruéncia ~em A, afungdom: A — A/~

dada pela proposi¢do acima é dita o epimorfismo candnico de A em A/~.
Definimos agora um conjunto dual a filtros, dualizando cada afirmagdo da proposigao 4.18.
Defini¢ao 7.6. Um subconjunto I de uma 4lgebra de Boole A é dito um ideal (de A) se ocorrem
(i) 0el
(ii)) Sex,y € I,entdiox +y € I.
(iii) Sex € I,entaio{y € A |x >y} C L.

Assim como pensdvamos intuitivamente em filtros como elementos “grandes” da algebra,
interpretamos que ideais sdo colegdes de elementos “pequenos”. A condicdo (i) pede que 0, o
menor elemento da ordem, sempre pertenca a um ideal. A condicdo (ii) afirma que estes elementos
sdo tdo pequenos que o supremo deles ainda é pequeno. E por fim, a condicdo (i) traz a ideia
transitiva que se um elemento é pequeno, os elementos menores que ele também sdo pequenos.

Pela dualidade da Defini¢do 7.6 com a Proposigdo 4.18, temos imediatamente que para cada

filtro F de uma algebra de Boole A, o conjunto
—F={-flfecF}

é um ideal de A, dito o ideal dual de F. Analogamente, para cada ideal I de A, o conjunto
—I={-iliel}

é um filtro de A, dito o filtro dual de I.
Claramente, estas associagdes entre filtros e ideais sdao inversas uma da outra. Além disso, se
I C ] sdo filtros, entdo —I C —]J, e logo existe uma correspondéncia biunivoca que preserva a
ordem parcial da inclusdo entre o os filtros e os ideais de uma algebra ordenados pela inclusao.
Essa dualizagdo nos da também exemplos faceis de ideais ao dualizar filtros. Isto motiva as

seguintes defini¢oes.
Definicdo 7.7. Seja A uma élgebra de Boole e ] um ideal de A. Dizemos que
(i) I éum ideal principal se seu filtro dual é principal.
(ii) I é um ideal proprio se seu filtro dual é um filtro préprio, isto é, se I # A.
(iii) I éum ideal trivial se seu filtro dual é um filtro trivial, isto é, se I = {0}.

Dualizando a defini¢do de filtro gerado, temos a seguinte proposicao.
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Proposicao 7.8. Para qualquer subconjunto E de uma dlgebra de Boole A, o conjunto
{xeA] x< ZF para algum subconjunto finito ndo vazio F C E} .

¢ o menor filtro na ordem da inclusio que contém E.

7.2 O teorema do homomorfismo

Vamos agora conectar ideais (e logo filtros) a relacdes de congruéncias e com isto provar a versao

para algebras do Boole do clédssico teorema do homomorfismo.

Lema 7.9. Sejam A uma dlgebra de Boole e x,y € A. Entdo x/\y é menor elemento a de A que satisfaz

xX+a=y+a.

Demonstracao: O resultado é verdadeiro em algebras de conjuntos, e portanto vale por uma

aplicagdo direta do teorema 4.38 de trivializagdo de aritmética finita. |

Proposicdo 7.10. Seja A uma dlgebra de Boole, I um ideal dela e F seu filtro dual. A relagio
x=y & xAyel

é de congruéncia em A. Para todos x e y em A, temos que
x=y < Existei € Italquex +i=y+i

e que
x=y & Existef € Ftalquex-f =vy- f.

Demonstragdo: Vamos verificar primeiro que = é uma relagdo de congruéncia. Reflexividade
segue do fato que a diferenca simétrica entre um elemento e ele mesmo é 0, que sempre pertence

a um ideal. Simetria é trivial. Transitividade segue do fato que
xDz < xAy+yAz

e entdo se xAy,yAz € I, entdo xAy + yAz € I pela propriedade (ii) da defini¢do de filtro. Logo
x/Az € I pela propriedade (iii)) da mesma definicao.

Agora, verificamos as equivaléncias de = propostas acima. Note que para x,y € A, se existe
icltalquex+i=y+ientdo —x-—i= —y-—ietomando f = —i € F,temosque x - f =y - f.
A reciproca é analoga e assim basta mostrar um deles.

De fato, pelo lema acima, x + xAy = y +xAy e se existe i € [ tal que x +i = y + i, entdo

i > xAy e por I ser um filtro, segue que xAy € I.
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Por fim, com estas caracterizagdes vamos mostrar que = é de equivaléncia. Sex = x ey = v/,

entdosejam f,g € Ftaisquex - f=x"-fey-g =1y -¢. Entdo
(xt+y)-fg=(f)g+g f=("feg+W -8 f=C"+y)fg

e como F é um filtro, temos que f - ¢ € F. A demonstragdo de que = preserva a operagdo — é

analoga. [

Defini¢ao 7.11. Dada uma algebra de Boole A, um ideal dela I, F seu filtro dual e a relagdo =
como da proposigdo anterior, denotamos por A/I a dlgebra de Boole A/= e dizemos que ela é

dlgebra quociente de A por I.

Note que o epimorfismo candnico 7 : A — A/I de uma algebra quociente tem como ntcleo

justamente o conjunto I, ja que
nx) =0 x=0 < xA0€l & xel

e passando este resultado para complementos, obtemos que f~![{1}] é o filtro dual de I.
Assim, cada ideal I de uma 4lgebra de Boole determina um epimorfismo 7 : A — A/I. A
seguir mostramos o tradicional teorema do homomorfismo, que determina que todo epimorfismo

determina um ideal.

Teorema 7.12 (Teorema do homomorfismo). Seja f : A — B um epimorfismo de dlgebras de Boole e
I um ideal. Se Kerf C I, entdo existe um tinico homomorfismo g : A/I — B tal que f = g o 7, onde

t: A — A/Iéoepimorfismo canonico.
A—T— A/I

! 8
B
Em particular, se Kerf = 1, entdo g é um isomorfismo e portanto A/Kerf = Imf.

A —"— A/Kerf

AN

Imf

Demonstragdo: Para provar a unicidade, sejam g e ¢’ taisque f = gomwe f = ¢’ o 7. Para cada

x € A/l sejaa € Atal que 7t(a) = x. Entdo

g(x) = (gom)(a) = f(a) = (g'om)(a) = §'(x)
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e portanto ¢ = ¢’

Para provar a existéncia, defina

g: A/ — B
a  — f(x)

onde x, € A tal que 7t(x,;) = a. Vamos verificar que g estd bem definida. Sejam x,,y, € A tais

que 71(x;) = a = 7(Y,). Entao

f(xa) = f(xp) & f(xa)Af(xp) =0 & f(x,Axp) =0 & x,Axp € Kerf
e portanto pela hipétese Kerf C I, temos que

1t(xg) = 1t(xp) = x,Axp € I = x,Axp, € Kerf = f(x,) = f(xp)

e portanto g(x,) = g(x,). Claramente todo elemento x de A pode ser escrito como x,, tomando

a = [x]. Assim

(g 0m)(xa) = g(a) = f(xa)

como queriamos provar.
Agora, como f é um epimorfismo e f = g o 71, temos que ¢ é um epimorfismo. No caso em

que Kerf = I, temos que
ga)=0 < f(x,) =0 & x,eKerf=1 & x,A0€] & a=rm(x,) =0=
e assim o ndcleo de g é trivial e portanto g € um isomorfismo. [
Vamos mostrar algumas aplicagdes padroes do teorema do homomorfismo.

Exemplo 7.13 (Quociente por ideais principais). Seja A uma algebra de Boole qualquer e o ideal

I ={x € A|x < —a} principal gerado por —a. Entdo o epimorfismo

a: A — Ala
X — Xx-a
tem nucleo I, pois x-a = 0 se e s6 se x < —a. Assim, pelo teorema do homomorfismo,
A/I=Z A |a.

Proposicao 7.14. Seja F um filtro de uma dlgebra A. Entdo F é um ultrafiltro se e somente se A/F = 2.

Demonstragdo: Seja m : A — A/F o epimorfismo candnico. Se F é um ultrafiltro, entdo a

fungdo caracteristica xr : A — 2 tem ntcleo —F. Pelo teorema do homomorfismo, A/F = 2.
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Reciprocamente, se A/F = 2, seja f : A/F — 2 um isomorfismo. Entdo F = (7t o f)~![{1}] é um

ultrafiltro. ]

Este resultado pode ser generalizado no caso finito.

~

Proposicdo 7.15. Sejam p1, . .., pn ultrafiltros distintos de uma dlgebra A. Entdo A/ (p1 N -+ - N pp) = 2 (n)

eparacada M C {1,...,n}, existea € Atal quea € p;seesései € Mparatodoi € I.
Demonstragdo: Sejam F = p;N---Npye X ={1,...,n}. Defina
frA = P(X)
a — {ieX|acpi}

e note que f é um homomorfismo de nicleo F. Seja M C X. Dados i,j € X distintos, pela

maximalidade de p; e p; como filtros proprios, fixe a;; € p; \ p;. Para cadai € M, sejam

ai:H{aij|]'EX\M}

a=)Y {a;j|ie M}

Entdo, como a; € p;, mas a; ¢ p; paratodoj € X \ M, temosquea € p;seesbsei € M para todo

i € I, como queriamos. Além disso, isto mostra que f é sobrejetora e portanto A/F = £(X). W

E natural se perguntar quais propriedades das estudadas até agora (completude, atomicidade,
celularidade, etc) sdo preservadas pela dlgebra quociente. A resposta é que em geral, nenhuma de-
las, porém deixamos os contra-exemplos disso para a Secdo 10, onde estudaremos extensivamente

um quociente que falha em preservar todas estas propriedades simultaneamente.

7.3 O espaco de Stone de dlgebras quocientes

Mostramos que epimorfismos correspondem a algebras quocientes e portanto, pela dualidade
de Stone, os espagos de Stone de dlgebras quocientes devem corresponder a fungdes continuas
injetoras, ou seja, a subespacos. De fato, vamos mostrar que os ideais de uma algebra fixa tem

uma correspondéncia de ordem com subespagos fechados.
Lema 7.16. Se [ é um ideal de uma dlgebra de Boole, entdo | s[I] é um aberto do seu espago de Stone.
Demonstragdo: De fato, é uma unido de abertos, logo é aberta. [ |

Lema 7.17. Se U é um aberto de um espaco booleano, entio {a € A | s(a) C U} é um ideal da sua dlgebra

de abertos-fechados.
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Demonstragio: De fato, este conjunto é um ideal principal gerado por U. [

Teorema 7.18. O reticulado de ideais de uma dlgebra de Boole é ordem-isomorfo a topologia do seu espago

de Stone.

Demonstragio: Seja A uma algebra de Boole, Z o conjunto de seus ideais e & a topologia do seu

espago de Stone. Defina as fung¢des
o: I — B i: & - I
I — Jsll] u — {a€A|s(a) Cu}

que claramente preservam a ordem da inclusdo. Vamos mostrar que elas sdo inversas uma da
outra.

Primeiramente, seja u aberto de UltA, entdo claramente
o(i(u)) =o({ac Als(a) Cu}) =Js[{ac A|s(a) Cu}] Cu

Para a reciproca, seja x € u. Por zero-dimensionalidade, sejaa € A tal que x € s(a) C u. Entdo
a € i(u) e portanto x € o(i(u)), portanto u C o(i(u)).

Analogamente, para I um ideal de A, temos que

i(o(I)) =i(|Jsll]) ={ac Als(a) C|Js[} C I

e para a reciproca, seja a € i(0o(I)) e entdo s(a) C U s[I]. Por compacidade, existem iy, ..., i, € I
tais que s(a) C s(i;) U---Us(iy) =s(iy + ... +iy) e pelo fato de s ser um isomorfismo segue que

a<iy+...+i,eportantoa € I. [ |

O teorema acima nos da outra forma de estudar a topologia de Stone, através dos ideais
de sua algebra de Boole e as fungdes o e i acima sdo bem tteis para transferir ideais e abertos
e vice-versa. Como exemplo disso, temos a seguinte caracteriza¢do dos espagos de Stone de

algebras quocientes.
Teorema 7.19. Seja A uma dlgebra de Boole e I um ideal. Entdo Ult(A/I) = UltA ~ Us[I].

Demonstragdo: Sejam A e I como no enunciado e u = [Js[I]. Defina a fungéo

f: A — Clop(UltA \ u)
a +— s(a)N (UlA < u)

entre algebras de Boole. Note que f é um homomorfismo bem definido e que como UltA \ u é

um subespaco fechado, pelo terceiro item do lema 5.34, f é um epimorfismo. Assim, pelo teorema
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do homomorfismo, A/Kerf = Clop(UltA \ u). Agora, basta notar que
s(a)N(UtANu) =0 < s(a) Cu < acl
e portanto Kerf = I e pela dualidade de Stone, temos que
Ult(A/I) = UltClop(UltA ~ u) = UltA N\ u
como queriamos demonstrar. |

Assim, dlgebras quocientes correspondem a subespacos fechados dos seus espagos de Stone,
como esperado pela dualidade de Stone. Ainda na linguagem do teorema anterior, se o(I) é um

aberto-fechado, temos o seguinte caso.

Exemplo 7.20 (Espagos de Stone de quocientes por ideias principais). J4 provamos que se I é o
ideal principal gerado por —a, entdo A/I = A | a. Note que neste caso |Js[I] = s(—a) e portanto

Ult(A | a) = UltA ~s(—a) = s(a).

7.4 A quantidade de ideais de uma algebra de Boole

Pela dualizagdo de filtros, ideais, abertos e fechados, temos que o estudo na quantidade de ideais
(ou de filtros) em uma algebra de Boole se traduz a um estudo na quantidade de abertos (ou de
fechados) em um espago booleano.

Resultados concretos sobre a quantidade de abertos em espacos topoldgicos sdo pouco triviais.
Aqui, mostraremos um resultado inicial do assunto que limita esta quantidade e também responde
parcialmente a reciproca do problema estudado na subsegdo 5.5, em que vimos que dado um
espago booleano X, a cardinalidade da sua dlgebra dual ClopX é exatamente o peso de X, e logo
que se X = UltA, ClopX tem cardinalidade A.

Assim, vamos estudar o processo inverso, isto €, dada uma dlgebra de Boole A, o que podemos
dizer sobre a cardinalidade de UltA? Mais precisamente, vamos provar através de uma sequéncia

de lemas o seguinte teorema.
Teorema 7.21. Para toda dlgebra de Boole A infinita,
|A| < |UItA| < |FiltA] < |SubA| < 2!4
onde FiltA e SubA denotam respectivamente o conjunto de filtros e de subidlgebras de A.

Lema 7.22. Seja B uma subdlgebra de A. B é uma subdlgebra prépria se e somente se existem ultrafiltros

distintos de A que coincidem em B, isto é, existem p,q € UltA tais que p # ge pN B = qN B.
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Demonstracido: Claramente se existem p,q € UltA taisque p # ge pN B = gN B, entdo A # B.

Para a reciproca, considere a inclusdo de B em A.

B%A

Como B é propria, esta inclusdo ndo é sobrejetora e portanto a fungdo dual
i
UltB «—— UltA

¢ uma sobreje¢do que ndo é injetora, portanto existem p,q € UltB taisque p # g e i(p) = i(q),

ou seja, taisque p N B = g N B. |
Lema 7.23. Para todo filtro F de A, F U —F é uma subilgebra de A.

Demonstragdo: F U —F é a pré-imagem da subdlgebra 2 do espago A/F através da projecdo

canodnica, portanto é uma subdélgebra de A. [ |

Lema 7.24. Se F e G sdo filtros ndo-maximais distintos de A, entdo F U —F e G U —G sdo subdlgebras

distintas de A.

Demonstragio: Sejam F e G como no enunciado e suponha, sem perda de generalidade, que
existea € FNG. Sea & —G,entdoa € FU—-Fea ¢ GU —G, como queriamos demonstrar.
Se —a € G, entdo pela ndo-maximalidade de F entre os filtros proprios, existe b € A tal que
b,—b ¢ F. Como (b+ —a)-(—b+ —a) = —a ¢ F, temos que b+ —a e —b + —a ndo podem
pertencer simultaneamente a F. Novamente, sem perda de generalidade, suponha que b + —a & F,

entiob+ —a€ GU—-Geb+ —a ¢ FU —F, provando o resultado. [ ]
Agora, provaremos cada uma das desigualdades do Teorema 7.21.
Lema 7.25. Para toda dlgebra de Boole A infinita, |A| < |UItA].

Demonstragdo: Para cada par (p,q) de ultrafiltros distintos em A, pela maximalidade de p e g

como filtros proprios, € possivel escolher a(, .y € p \ g. Seja
B = (ag,q | (p.q) € (URA)?, p #4q),

e note que, pelo Teorema da Forma Normal e infinitude de A, temos
Bl < [{(p,q) € (UItA)* | p # q}| < [ULLA]” = [ULtA].

Se B fosse uma algebra préopria de A, existiriam ultrafiltros p e ¢ de A que coincidem em B

pelo Lema 7.22, porém a(, .y € p N B\ qN B, logo B = A e portanto |A| = |B|. [ |
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Lema 7.26. Para toda dlgebra de Boole A infinita, |UItA| < |FiltA|.
Demonstracgio: Trivial. [ |
Lema 7.27. Para toda dlgebra de Boole A infinita, |FiltA| < |SubA|.

Demonstragao: Defina temporariamente PrA o conjunto de todos os filtros de A que sdo préprios

mas ndo sdo maximais. Fixado p € UltA, o mapa

f: UtA~{p} — PrA
q = oqnp
é injetor pela proposigdo 7.15 e como A é infinito, UltA é infinito e portanto temos que |UltA| = |UItA \ {p}| < |Pr

Como todo filtro é impréprio, préprio ndo-maximal ou maximal, temos que
|FiltA| = 1+ |PrA| + |UltA| = |PrA|
e agora o lema 7.24 prova que a associacdo

f: PrA — SubA
F +— FU-F

é injetora e portanto |FiltA| = |PrA| < |SubA| como queriamos demonstrar. |
Lema 7.28. Para toda dlgebra de Boole A infinita, |SubA| < 2141,
Demonstragio: Toda subalgebra de A é também um subconjunto de A e |2(A)| = 2141, ]
Para o caso finito, temos o seguinte teorema.
Teorema 7.29. Para toda dlgebra de Boole A finita, se n = |AtA|, entdo
o |Al =27, e |FiltA| = 2",
o |UtA| =n, e |SubA| = By,
onde FiltA e SubA denotam respectivamente o conjunto de filtros e de subdlgebras de A e B, é o n-ésimo

niimero de Bell, isto é, a quantidade de particdes de um conjunto com n elementos.

Demonstra¢do: A tnica destas que ndo segue imediatamente do Teorema de Representacao de
Stone é a cardinalidade de SubA. De fato, se A é uma &lgebra finita, entdo toda subélgebra de A é
determinada exclusivamente por seus 4tomos, e tais 4&tomos particionam o conjunto de d4tomos de
A, portanto cada partigdo de AtA, de cardinalidade 7, corresponde a exatamente uma subélgebra

de A. -
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8 Produtos

Vamos estudar o produto com operagdes definidas coordenada a coordenada entre algebras de
Boole, caracterizando-o com uma propriedade universal. Para tratar do espaco de Stone desta

construgdo, vamos ter que usar compactificagdes e introduzir uma nog¢do mais fraca do produto.

8.1 Construgao e propriedade universal

Construgdo 8.1. Seja { A;}ic; uma familia ndo-vazia de algebras de Boole. No produto cartesiano
HAi = {(ai)iel ‘ a; € Ajei € I}
i€l

dos conjuntos A; definimos as operag¢des coordenada a coordenada

(ai)icr B (bi)icr = (a; + bi)ier (ai)ier © (bi)icr = (a; - bj)icr B(ai)ier = (—ai)ic1

e os seguintes elementos

0 = (OAi)z'eI 1p = (1A,v)iel

Através de uma verificagdo usual de axiomas, prova-se que ( H A;,H,5,8,0, 1D) é uma algebra
de Boole, dita a dlgebra produto da familia {A;};c;. Na préti;, usamos as notagdes usuais das
operagdes de dlgebra de Boole na algebra produto. No caso em que A; = A paratodoi € [ e
alguma élgebra de Boole A, denotamos
[TAi=A".
i€l
Podemos identificar cada espago A; original através do epimorfismo
0i: H A — A
i€l
(a)ker +—  a
para cada i € I. Tais mapas sdo denominadas projecdes (na i-ésima coordenada).

Naturalmente, podemos realizar a construc¢do acima impondo condi¢des sobre a quantidade
de coordenadas que pode ser 0 maximo ou minimo da dlgebra. Assim, definimos o k-produto fraco
de {A;}ic; como sendo a subalgebra

[T A = {(a,-),-el e[JA | {icl|a+0} <xoul{icl|a#1}| < K}
i€l i€l
do produto “completo” [ ;c; Ai, onde k é um cardinal infinito. No caso em que x = 8, denotamos

<x

i1 Ai simplesmente por [Tj¢; A; e dizemos que ele é o produto fraco de {A;}ic;.
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Se B é uma subalgebra do produto [];c; A; que contém o produto fraco [];c; W A;, dizemos

que B é uma dlgebra intermedidria (de [ [;c; Ai).

Exemplo 8.2. Para todo conjunto I, temos §(I) = 2. De fato,

fro20 = o)
(ai)ier — {i€l|a=1}

é claramente um isomorfismo.

Pelas defini¢des coordenada a coordenada das operagdes descritas acima, a ordem na 4lgebra

produto pode ser descrita por
(ai)ier < (bi)ier < a; < b;paracadai € I

e portanto as propriedades de ordem das algebras A; influenciam diretamente as propriedades

da algebra produto.

Proposicdo 8.3. Seja { A;}ic; uma familia de dlgebras de Boole. Entdo [1;c; Ai é completa se e somente se

cada A; é completa.

Demonstragdo: Seja P = [];c; Ai. Pela descrigdo da ordem na algebra produto, fica claro que
se um subconjunto M de P é limitado superiormente por um elemento (;);cj, entdo I; limita
superiormente a imagem p;[ M| em A; e que reciprocamente se existem /; limitando superiormente

pi[M] para cada i € I, entdo (I;);c; limita superiormente M. Portanto

ZPM = (EAipi[M])ieI

no sentido que se o lado esquerdo da igualdade existe, entdo o direito também existe e eles

coincidem. [ ]

A demonstragdo do teorema acima generaliza para o-completude, k-completude, falta de
completude, etc. Em particular, como cada algebra finita é completa, todo produto de algebras

finitas é completa, dando outra demonstragdo que §2(I) = 2 é completa.

Proposicdo 8.4. Seja { A;}ic; uma familia de dlgebras de Boole. Entdo [;c; A é sem dtomos se e somente

se cada A; é sem dtomos.

Demonstragdo: Seja P = [];c; A;. Se A; é sem dtomos para todo i € I, entdo dado (a;)ic; € P
nado-nulo, seja K C I ndo-vazio tal que ax # 0 para todo k € K. Como Ay ndo tem atomos, existe
by € A tal que 0 < by < ai para cada k € K. Assim (b;);c; onde b; = by sei € Ke b; = 0 caso

contrério testemunha que (4;);c; ndo é um dtomo.
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Reciprocamente, se P é sem dtomos, entdo dado a € Ay com k € I fixo, o elemento (a;)c;
dado por a; = a e a; = 0 caso contrdrio ndo é um dtomo. Assim, existe (b;);c; € P tal que
0 < (bi)ier < (a;)ic;, mas como a; = 0 para todoi € I~ {k}, temos que 0 < by < ay = ae

portanto 4 ndo é um atomo. |
Uma demonstragdo analoga a anterior mostra a seguinte proposicao.

Proposicdo 8.5. Seja { A;}ic; uma familia de dlgebras de Boole. Entdo [1;c; A; é atomica se e somente se

cada A; é atomica.

Agora, vamos descrever uma propriedade universal do produto de algebras junto com as

projegdes que é usual neste tipo de construcao.

Teorema 8.6. Seja {A;}ic; uma familia de dlgebras de Boole. O par (TT;c; Ai, (0i)ic1) tem a seguinte
propriedade universal: Dado outro par (B, (fi)ic1), onde B é uma dlgebra de Boole e ( f;)ic; uma familia de

epimorfismos, existe um tinico homomorfismo f : B — [;c; A tal que p;o f = fiparacadai € I.
B

if A;

Reciprocamente, se (Q, (q;)ic1) tem a propriedade universal acima, entdo existe um tinico isomorfismo

V-
[14

iel

h:Tlie;Ai — Qtalquegioh = p;paracadai € 1.

Demonstragdo: A demonstracdo é a usual deste tipo de resultado. Para a existéncia e unicidade

da funcdo f, defina

f! B — HAZ

i€l
b= (fi(b))ier
e note que, pela defini¢do coordenada a coordenada das operag¢des no produto, f é um homomor-

fismo e claramente p; o f = f; paracadai € I.
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Para a segunda afirmagdo, basta usar as propriedades universais em sentidos opostos: Pela
propriedade universal de (Q, (§;)ier), existe tnico h : [T;c; Ai — Q tal que p;oh = p; e pela
propriedade universal de (TT;c; Ai, (0i)ic1) existe inico homomorfismo /' : Q — [];c; A; tal que

pioh’ = q;. Entdo

pio (W oh)=gioh=p;

gio(hoh') =pioh' =g;

para cada i € I e pela sobrejegdo de cada p; e q;, segue que h é a inversa de /i’ e portanto /1 é um

isomorfismo. [ |

8.2 Decomposicdes e particoes

Agora, vamos generalizar os resultados de decomposi¢des de uma algebra em algebras relativas

obtido na subsecado 2.3, mostrando que toda fatoragdo de uma 4lgebra de Boole surge desta forma.

Teorema 8.7. Para toda particdo da unidade (a;)ic; de uma dlgebra de Boole A, a fungio
f A — H (A f ai)
i€l
x o= (X a)ier
é um monomorfismo. Ela é um isomorfismo se e somente se para todo elemento (c;)ic; € H (A i ai), a
i€l

soma Y1k c; existe.

Reciprocamente, para todo isomorfismo g : A — [1;c1 Ai, existe (a;)iey particio da unidade de A tal

que A; = A [ a;paratodoi € I.

Demonstragdo: Claramente f como definido acima é um homomorfismo. Para verificar que é um
monomorfismo, note que f(x) = 0seesdse x-a; = Oparatodoi € [ ecomo ) ;c;a; = 1, segue que
isto ocorre se e s6 se x = 0. Além disso, se vale a condi¢do de existéncia de somas do enunciado,
entdo f é sobrejetora, ja que dado (¢;)ier € [Tie; (A | a;), claramente f(Y;c;ci) = (¢i)ier-

Para a reciproca, paracadai € I, sejae’ € [[;c; A;talqueel =1e e;. = 0sei # j. Claramente
(¢')ic; é uma particdo da unidade em [J;c; A;. Para cadai € I, sejaa; = f~'(¢f). Como f é
um isomorfismo, claramente (4;);c; € uma parti¢do da unidade em A e f restritoa A | a; é um

isomorfismo de A | a;a[];c; A; | € = A, [ |

Coroldrio 8.8. Para toda particdo da unidade (a;);c; de uma dlgebra de Boole A, se A é

I|T-completa,
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entio A= T (A a).
i€l

O resultado anterior é bem simples, porém exibe uma conexdo fundamental entre parti¢oes
da unidade e fatores de uma 4lgebra produto que reduzem muitas questdes a apenas as algebras
relativas.

Apesar disso, resultados de isomorfismo entre algebras a partir de suas 4lgebras relativas
raramente valem. Por exemplo, William P. Hanf mostrou que existe uma algebra ndo enumeravel
Atalque A2 X A, Ax2"~ Ae A X 2k A para todo k € {1,...,n —1}. No caso enumeravel,
Vaught mostrou que 4lgebras com infinitos 4&tomos sdo isomorfas ao produto delas mesmas por

qualquer algebra finita. A seguir mostramos este segundo resultado.
Proposicdo 8.9. Se A é uma dlgebra enumerdvel com infinitos dtomos, entdo A = A x 2.

Demonstragao: Vamos definir a seguinte relagdo R entre dlgebras de Boole.

ARB < ou A e Bsao finitas e isomorfas
ou A e Bsdoinfinitas e |AtA| = |AtB| < Rg
ou A e Bsdoinfinitase |AtA| = |AtB| =Rpe

existen c wtalque A= B x2"ouB = A x 2".

Claramente, se R é uma relagdo de Vaugh, o teorema segue, entdo vamos mostrar as trés proprie-
dades listadas na definigao 3.32.

De fato, R foi definida de forma simétrica e se A for trivial e AR B, entdo pela primeira linha
da definicdo de R, segue que A = B e logo B é trivial. Assim, basta mostrar a propriedade de
vai-e-volta.

Se AR B vale pela primeira condi¢do da defini¢do de R acima, ndo h4 o que demonstrar.

Se ARB vale pela segunda condicdo, entdo sejaa € A. Se A | a é finita, basta tomar b € B tal
que B | b tem o mesmo tamanho, tomando b a soma da quantidade adequada de dtomos. Se A [ a
é infinita com k dtomos, entdo A | a = 2K x B, onde B é uma algebra enumeravel sem atomos.
Basta escolher b € B tal que existem k atomos abaixo dele, mas que B | b ndo é finito, o que é
possivel pela infinitude de B.

Se ARB vale pela terceira condicdo, entdo podemos assumir sem perda de generalidade
que A = B X 2" para algum n € w. Assim, dadoa = (B,a) € B x 2" = A, podemos assumir
também que B | B tem infinitos 4tomos, pois caso contrério basta trocar os papéis de 2 e —a na

demonstracdo. Escolha x1, .. ., x,, &tomos distintos de B | B e defina

Y=x1+ -+ xn e §=2Xmi1+ -+ xp
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onde m é a quantidade de atomos de 2" | «. Por fim, tome

b=B-—(y+d)+7.

Entdo A | a = B | b x 2" e portanto (A [ a)R(B [ b). Além disso, como 2" [ —a = 2""™ = B | §,
—b=06+—-Bed-—p =0, segueque

Al —a=(B|—B)x (2" —a)

IR
S
|
=
X
Cl
Nt
1R
]
|
oy

e portanto (A [ a)R(B | b). |

Corolario 8.10. Se A é uma dlgebra enumerdvel com infinitos dtomos e B é uma dlgebra finita, entio

AxB=A.
Demonstragdo: Se B é finita, entdo B = 2" para algum n € w e entdo
AXBEAXMZAXx2x2"T 2 Ax 2. 2 Ax22A

por n aplicagdes consecutivas da proposicdo anterior. u

8.3 O espaco de Stone de dlgebras produto

Vamos explorar como a dualidade de Stone se comporta com o produto de algebras de Boole.
Invertendo as setas no Teorema 8.6, encontramos uma propriedade universal da unido disjunta

de espacos topolégicos, indicando sua presenca nesta parte da teoria.

Proposicao 8.11. Para cada produto finito Ay X --- X A, de dlgebras de Boole, o espago de Stone do

produto delas é homeomorfo a unido disjunta dos espacos de Stone de cada dlgebra, isto é
Ult(Ay X -+ x Ay) 2 UILA| |-+ | UItA, .

Demonstragdo: Seja U o produto disjunto de {UltA;}1<i<,. Como a € U é aberto-fechado se e s6

se a U UltA; é aberto-fechado para cada i, temos que
ClopU = ClopUltA; x --- x ClopUltA, = A; x --- X Ay

onde o segundo isomorfismo segue da dualidade de Stone. Agora, a propriedade de ser booleano
é preservado pela unido disjunta finita, entdo U é um espago booleando, logo novamente pela

dualidade de Stone, U = UltClopU. [ |

No caso infinito, ndo ha esperanca desta solugdo funcionar, ja que uma unido disjunta infinita

de espagos topoldgicos (ndo-vazios) nunca é compacta, porém a unido disjunta ainda se faz

129



8. PRODUTOS 130

presente na solucdo. Relembramos a defini¢do da compactificacdo de espagos topoldgicos.

Defini¢do 8.12. Seja X um espago topoldégico. Uma compactificagdo de X é um par (v, C), onde C
é uma espago topolégico T> compacto e vy : X — C é uma fungdo continua injetora cuja imagem é

densa em C.

Por abuso de notagao e simplicidade, muitas vezes supomos que X C C e que vy é a inclusdo
de X em C na defini¢do acima. Recomendamos [Eng89] para uma demonstragdo de que um

espago topoldgico admite uma compactificagdo se e somente se ele é um espago de Tychonoff.

Teorema 8.13 (Caracterizagdo dos espacos duais de édlgebras intermedidrias). Seja (A;)ic; uma
familia de dlgebras de Boole. Os espagos duais de dlgebras intermedidrias de H A; sdo exatamente as
i€l
compactificagdes zero-dimensionais de | | UltA;.
i€l

Demonstragio: Vamos definir novamente para cada i € I o elemento ¢’ € [];c; A; dado por

1 ,sei=j
0 ,sei#j

Seja B uma algebra intermedidria de [];c; A; e seja s = sg 0 seu isomorfismo de Stone. Como no
exemplo 7.20, temos que

UltB | ' = s(e') = UltA;
e portanto existe para cada i € I um homeomorfismo f; : UltA; — s(e'). Tomando

v=\Jfi:| |UltA; — UltB

i€l i€l
temos que (7, UltB) é uma compactificagdo zero-dimensional de | |;c; UltA;. De fato, 7y estd bem
definida, pois {s(¢') | i € I} é um conjunto de abertos dois a dois disjuntos e como Y2 ;¢ =1,
temos que | J;c; s(e'), que é a imagem de 1y, é densa em UltB.
Reciprocamente, seja X uma compactificagdo zero-dimensional de | |;-; UltA;. Para cadai € I,

seja s; = s, seu isomorfismo de Stone. Defina
f: ClopX — TJlic1Ai
a = (57 [aNUtA))ie;

e vamos mostrar que ela é um isomorfismo da dlgebra ClopX a uma algebra intermediéria de
[T;c1 Ai. De fato, como cada UltA; é aberto e compacto em X, segue que eles sdo abertos-fechados

e portanto f estd bem definida e é claramente um homomorfismo. Para verificar que é um
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monomorfismo, basta notar que, pela densidade de | |;c; UltA;, todo aberto-fechado ndo-vazio de
X intersecta algum UltA; e portanto f(a) = 0 se e s6 se a é vazio.

Para mostrar que B = f[ClopX] é uma algebra intermediaria, seja x = (a;)ic; € [T}t A; tal
que a; = 0 exceto em um conjunto finito. Entdo a = J;c;si(a;) é um aberto-fechado de X e
claramente f(x) = a, portanto a € B. O andlogo ocorre quando 4; = 1 exceto em um conjunto

finito. [ |

Em particular, para os dois casos extremos, o produto fraco e o produto usual, temos

caracterizagdes mais precisas dos seus espagos de Stone

Defini¢do 8.14. Uma compactificacdo («, «X) de um espago topolégico X é dita de Alexandroff se

laX \ a[X]| = 1.

E possivel provar que todas as compactificacdes de Alexandroff sio homeomorfas e portanto
a denotamos simplesmente por a X e sempre supomos que ela é a compactificacdo de um ponto

descrita a seguir.

Construgao 8.15 (Compactificacdo de um ponto). Seja X um espaco topolégico T> ndo-compacto
no qual todo ponto admite uma vizinhanga compacta. Defina X* = X U {oo}, onde co é um ponto
que ndo pertence a X. Defina uma topologia em X* tomando a topologia de X e unindo todos os
conjuntos da forma {oo} U (X \ C), onde C é um compacto de X.

Toda cobertura de {oo} vai falhar em cobrir apenas uma porg¢ao compacta do espago X*, X é

claramente denso em X* e | X* \ X| = 1, portanto X* = aX.

Teorema 8.16. Seja (A;)ic; uma familia de dlgebras de Boole. Se I é infinito e A; é nio trivial para todo
i € I, entdo o espago dual do produto fraco da familia é homeomorfo a compactificagdo de um ponto da unido
disjunta do espaco dual de cada dlgebra, isto é
Ult(HwAi) > g ( | | UltAi>.
iel iel
Demonstracio: Ainda na linguagem da demonstragao do Teorema 8.13, temos que | J;c; s(e') é

um subespaco aberto denso de Ult([Tj¢; A;) homeomorfo a | |;c; A;. Seja

p*:{begwAi|{i€I|bl~7é1}éfinito}

e note que p* é um ultrafiltro de Ult[T{; A; que ndo pertence a Ult| |;c; s(e') por definicdo. Basta
mostrar que Ult[T!Y; A; = (Ult| i s(e’)) U {p*}.
De fato, se p é um ultrafiltro de [ ;¢ ; A; diferente de p*, entdo existe algum | C I finitoe b € p

tal que b < Y;c; ¢/ e portanto ¢* € p paraalgum k € J elogo p € s(e¥) C Ult| Jicrs(e'). |
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Definigio 8.17. Uma compactificacio (B, 3X) de um espaco topoldgico X é dita de Stone-Cech se
tem a seguinte propriedade universal: Para todo homeomorfismo f : X — Y, existe um tinico

homeomorfismo Bf : BX — Y talque Bf o B = f.

X —F . px

W

Y

A compactificacao de Stone-Cech é tinica, exceto por homeomorfismos e sempre existe para
espacgos de Tychonoff e recomendamos novamente [Eng89] para uma demonstragao deste fato.

Por isso, a denotamos simplesmente por SX.

Teorema 8.18. Seja (A;)ic; uma familia de dlgebras de Boole. O espago dual de sua dlgebra produto é
homeomorfo a compactificagio de Stone-Cech da unido disjunta do espago dual de cada dlgebra, isto é
u(TTA) = p([Juta;).
iel i€l

Demonstragdo: Novamente, estamos na linguagem da demonstracdo do teorema 8.13 e temos
que | J;c; s(e?) é um subespaco aberto denso de Ult([];c; A;) homeomorfo a | |;c; A;, assim basta
mostrar que a propriedade caracteristica da compactificacdo de Stone-Cech.

Para simplificar as notagdes, sejam

X=UlJ]A) e U=]]s(e).
iel iel

Afirmacao 1: Fechados disjuntos de U podem ser separados por um aberto-fechado de X.

De fato, pelo fato que cada s(e') é booleano e pela proposigdo 5.35, dados a e b conjuntos
fechados de U, escolha ¢; € s(e') aberto-fechado que separa aNs(e') e bNs(e') paracadai € I.
Entdo tomando x = (p;(b;))ic; € ClopX, onde p; é a projecdo candnica na i-ésima coordenada,
temos que ele separa a e b.

Afirmacao 2: Para todo ponto p € X e f : U — Y fungado continua de U a um espago regular, o

subconjunto

M, = ({flcNU] | c é uma vizinhanca aberta-fechada de p em X},

de Y contém exatamente um ponto.
Pela densidade de U em X, f[c N U] é um fechado ndo-vazio de Y para cada vizinhanga c de p
em X e portanto M, ndo é vazio pela compacidade de Y. Suponha por absurdo que y,y’ € M,

com y # i’ e escolha abertos u e u’ de Y taisquey € u, y' € ' euNu’ = Q.
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Pela primeira afirmagéo, existe ¢ aberto-fechado de X tal que f~![u] Cce f'[u/] C X\ c.
Sem perda de generalidade, suponha que p € c e portantoy’ € M, C flcNU] ey’ € u', entdo
como u’ é aberto, temos que 1’ N f[c N U] # @. Segue que f~1[u'] N (cNU) # @, contradizendo
que f1u'] C X~

Afirmagao 3: (idy, X) é uma compactificagao de Stone-Cech de U.

Seja f : U — Y uma fungdo continua de U a um espago T, compacto Y. Entdo, pela segunda

afirmacao, a fungédo

Bf: X — Y
p — UM,

estd bem definida. Para verificar continuidade de Bf, seja v uma vizinhanga aberta de Sf(p)
em Y, para algum p € X e entdo M, C v. Por compacidade de Y, existe alguma vizinhanga
aberta-fechada c de p tal que f[c N U] C v e entdo Bf mapeia c em .

Por fim, Bf de fato estende f, ja que se p € U, entdo f(p) € M, e portanto, pela segunda
afirmagao, UM, = f(p). |

Os resultados acima refletem o fato de que a compactificagdo de Stone-Cech e a compactificacéo
de um ponto sdo o minimo e o maximo na relacdo de ordem parcial usual entre compactificagdes
de um espaco, e de fato o Teorema 8.13 estabelece um isomorfismo de ordem entre as 4lgebras
intermedidrias e as compactificagdes zero-dimensionais descritas nele.

Por fim, vamos considerar um caso especifico e interessante do Teorema 8.13. Seja X um

conjunto infinito qualquer com a topologia discreta. Temos que o produto fraco de |X| dlgebras

de dois elementos é isomorfo a dlgebra FinCofinX. Logo pelo Teorema 8.18
UltFinCofinX = a X

e pelo isomorfismo 2% 2 {(X), temos que
Ut (X) = BX

e portanto temos a seguinte caracterizacdo alternativa do Teorema 5.58.

Teorema 8.19. Uma dlgebra de Boole A é isomorfa a uma dlgebra de partes se e somente se UItA é uma

compactificacio de Stone-Cech de uma topologia discreta.
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Capitulo IV

Classes especiais de Algebras de Boole

Por fim, vamos aplicar a teoria desenvolvida até agora em dois casos interessantes que mostram
um pouco a direcao que este estudo leva. Como estes sdo casos sdo relativamente desconexos,

indicaremos as principais referéncias na introdugdo de cada um deles.

9 Algebras livres

O conceito de “estrutura livre” é recorrente na matematica. Se trata de identificar subconjuntos
que tem a propriedade que toda fun¢do definida nele pode ser estendida unicamente a um

morfismo. No contexto de dlgebras de Boole, temos a seguinte definigéo.

Definic¢do 9.1. Seja X um conjunto. Uma 4lgebra de Boole F é livre sobre X se existe uma func¢do
e: X — F tal que o par (e, F) tem a seguinte propriedade universal: Para todo par (f, A), onde A
é uma algebra de Boole e f : X — A é uma funcdo, existe um tinico homomorfismo g : F — A

tal que goe = f.
X —% F
iEi!g
N
A

Caso quisermos tornar a funcao e explicita, dizemos que (e, F) é livre sobre X. Dizemos que uma

algebra de Boole é simplesmente livre se existir algum conjunto X tal que ela é livre sobre X.

Exemplo 9.2. A algebra de quatro elementos € livre sobre qualquer conjunto unitario.

De fato, sejam X = {x}, F = {0,a,—a,1} = 22, ¢ : X — {a} a tnica fungdo possivel, B
uma &lgebra de Boole qualquer e f : X — B uma fungdo. Entdo ¢ : F — A dada por g(0) = 0,
g(a) = f(x),g(—a) = —f(x) eg(1) = 1 é um homomorfismo tal que goe = f.
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Para mostrar a unicidade de g, seja ¢’ : F — A tal que ¢’ oe = f, entdo g coincide com ¢’ em
{a}, um conjunto gerador de F, e portanto ¢ = g'.
Note que poderiamos realizar um argumento andlogo para mostrar que a algebra de dois

elementos ¢ livre sobre o conjunto vazio.

A principio, ndo sabemos se a defini¢do 1.1 acima € justificada, isto é, se dlgebras livres de fato
existem para qualquer conjunto X. De fato, provaremos existéncia e unicidade delas, além de
algumas observagoes e caracterizagdes tteis ao longo do caminho.

Nessa secdo, as principais referéncias sao [Kop89] e [Joh82].

9.1 Independéncia

Comegamos simplificando a defini¢gdo 9.1 acima com a seguinte observacdo que usaremos de

forma rotineira.

Observagio 9.3. Se (e, F) é livre sobre X, entdo e é injetora, e logo sempre podemos supor que
X C Fequee: X — F éaidentidade em F restrita a X.

De fato, se existir x,y € X distintos tais que e(x) = e(y), podemos definir uma fungéo
f:X—2talque f(x) =0e f(y) = 1. Como (e, F) é livre sobre X, existe um homomorfismo

g:F — 2tal que goe = f, portanto

0=f(x) = (goe)(x) = gle(x)) = gle(y)) = (goe)(y) = f(y) =1
uma contradigao.

Agora, vamos analisar uma condigdo suficiente para um subconjunto X de uma élgebra F ter

a propriedade de extensdo a homomorfismo descrita na definicdo 9.1, isto é,
Vf:X— A, Jlge Hom(F,A): g [x=f.

Note que se um conjunto X com esta propriedade gera F, entdo pelo Teorema da Forma

Normal®*?, todo elemento de F pode ser escrito da forma Z H e(x;j)x;; para algum subconjunto
i<nj<m
X' ={xjli<nj<m}deXeec {0,1}* com n,m < w. Assim toda funcio f : X — A tem

apenas um candidato a homomorfismo g : F — A que a estende: a fungdo que associa
L e = 3 I Teif(xi),
i<nj<m i<nj<m

garantindo a unicidade de g.

3.28

Além disso, se X tem tal propriedade, entdo o Teorema da Extensdo de Sikorski”~® garante,
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137 CAPITULO IV. CLASSES ESPECIAIS DE ALGEBRAS DE BOOLE

para toda fungdo f : X — A, {x1,...,x,} € [X]<Moe {ey,..., e} C {0,1}, que vale

e1x1 - - .gnxn:()l: E slf(x1)- 'gnf(xn):OA

e portanto essa é uma condigdo necessaria. Uma forma de garantir que X a satisfaz é por
vacuidade, isto ¢, impondo uma condicao sobre X para que o lado esquerdo da implicacdo nunca

ocorra. Estas observa¢des motivam a seguinte defini¢cdo e proposigdo.
Defini¢ao 9.4. Um subconjunto U de uma algebra A é dito independente se todos os produtos

elementares nio triviais sobre U sdo ndo nulos, isto é,

vX € (U], Ve € {-1,1}%, [Te(x)x #0.
xeX
Se U C A é independente, entdo dizemos que a subélgebra (U) de A é gerada de forma independente

por U, ou independentemente gerada por U. A proposi¢do a seguir justifica dizer que (U) é gerada de

forma livre por U ou livremente gerada por U.

Proposicdo 9.5. Sejam X um conjunto, F uma dlgebra de Boole e e : X — F uma fungio. Sio equivalentes:
(I) O par (e, F) é livre sobre X.
(II) F é independentemente gerada por e[X].

Demonstrac¢ao: Pela observacdo 9.3, vamos supor que X C Fee: X — F éainclusdo em F.

Se X gera uma subélgebra B prépria de F, pelo lema 7.22, existem

X ,F\ ultrafiltros distintos p e p’ de F tais que p N B = p’ N B. Sejam x; e x,r as
Xpi Xy fungdes caracteristicas de p e p’ respectivamente. Como ambas X, e X,
xp Ix L’z‘i estendem )| x, e como F é livre sobre X, temos que x, = x,» elogo p = p/,

um absurdo. Portanto (X) = F.

Suponha que X ndo é independente, entdo existem x1,..., %, Y1,...,Yym € X, comn,m € w
tais que o produto elementar xq - ... - x, - —¥y1 ... =Yy énulo. Seja f : X — 2 uma fungdo que
associa cada x; ao 1 e cada y; ao 0.

X s F Segue que f(x1) ... f(xn) - —f(y1) ... - —f(ym) =1#0, logo o
\ Lﬂg critério de Sikorski garante que ndo existe g : (X) — 2 que estende
/ 2 f, contradizendo que (X) = F é livre sobre X.

Reciprocamente, suponha que X C F gera independentemente F e seja (f, A) um par, onde
A é uma &lgebra de Boole e f : X — A uma funcdo. Entdo vale a suposigdo do critério de
Sikorski por vacuidade, ja que para quaisquer xi, ..., x, € X, temos que €1x1 - ... - €,Xx, # 0 pela
independéncia de X. Portando, existe g : F — A que estende f, logo g oid[x= f, 0 que mostra

que (id[x, F) é livre sobre X. |
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Proposi¢do 9.6 (Unicidade). Sejam X e X' conjuntos de mesma cardinalidade. Se (e, F) é livre sobre
X e (¢/,F') élivre sobre X', entdio F = F'. Mais precisamente, para toda bijecio f : X — X', existe um

isomorfismo ¢ : F — F' tal que poe = €' o f.

Demonstragdo: Como |X| = |X’|, fixe f : X — X’ uma bijegdo. Como (¢, F) é livre sobre X e
¢’ o f é uma fungdo de X a uma élgebra de Boole F/, existe homomorfismo ¢ : F — F’ tal que

goe =¢ o f. Analogamente, existe ' : F/ — F talque g’ o¢’ = eo f'.

Entdo temos que

g ogoe=godof=coflof=e gogoe =goeof l=¢ofofl=r¢
logo

g og=1id,x gog =idypy

Como g e g’ sdo homomorfismo, temos que g o ¢’ e ¢’ o g sdo homomorfismos que coincidem com
a fungdo identidade num conjunto gerador de F e F’ respectivamente, portanto ¢’ o ¢ = idr e

gog =idp, portanto ¢’ = ¢~!, g € um isomorfismo tal que goe =¢'o fe F = F'. [ |
Proposicao 9.7 (Existéncia). Seja I um conjunto. Existe uma dlgebra de Boole livre sobre 1.

Demonstragio: Dado um conjunto I, seja /2 o espago de Cantor generalizado de peso ||, isto é,

seus elementos sdo da forma x : I — 2 com a topologia produto. Defina

e: I — Clop!2
i — {xel2]x(i)=1}

e vamos mostrar que (e, Clop [2) é livre sobre I.
Claramente, ¢ estd bem definida. Vamos mostrar que e[I]| gera Clop {2 independentemente.

Dados {i1,...,in,j1,---,jm} € I, um elemento x € 2 tal que x(ix) = 1 e x(jx) = 0 testemunha que
e(i))N---Ne(i)Nn(2~e(i))N---N(2xe(jn)) # @

e portanto e[I] é independente.
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Pela compacidade de 2, cada aberto-fechado de /2 pode ser escrito como uma uniao finita
de abertos basicos, e como a topologia de /2 é a topologia produto, cada aberto basico pode ser

escrito como

{x:1—2]x[J] = {1} ex[K] = {0}} = el N (2 €[K]),

onde ] e K sdo subconjuntos finitos de I. Assim, pelo Teorema da Forma Normal, Clop’2 C (e[I])

e portanto e[I] independentemente gera Clop’2. |

Concluimos entdo que quando quisermos tratar de uma 4lgebra livre sobre um conjunto X
de cardinalidade «, basta considerar a 4lgebra Clop*2 e identificar cada elemento de X com um

ordinal de «. Isto deixa bem definida a seguinte defini¢ao.
Defini¢ao 9.8. Para cada cardinal «, Fr x é uma 4lgebra de Boole livre sobre x.

Claramente, todo subconjunto independente de uma dlgebra gera uma subdélgebra livre, assim

definimos um cardinal que mede este fendmeno.
Defini¢do 9.9. Seja A uma élgebra de Boole. Definimos o cardinal
indA = sup{|U| | U é um subconjunto independente de A},

dito a independéncia de A.

9.2 Espacos de Stone de algebras livres

Pela demonstracdo que realizamos da existéncia de algebras livres, o espago de Stone delas é

trivialmente obtido pela dualidade de Stone.

Corolério 9.10. O espago de Stone de uma dlgebra de Boole livre é homeomorfo a um espago de Cantor

generalizado. Mais precisamente, UltFrx = 2.

Demonstrac¢do: Seja (e, F) uma élgebra livre sobre um conjunto X, e seja k = | X|. Pela demonstragdo

da Proposicdo 9.7 e o isomorfismo dado pela Proposigdo 9.6, temos que
UItF = UltFrx = UltClop*2 = 2,
onde o dltimo homeomorfismo segue do Teorema de Stone. n

Como os espagos *2 com x > w tem peso x, temos que Fr« tem cardinalidade x. Poderiamos

demonstrar isto algebricamente também: como Frx é gerada por « elementos, o Teorema da
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Forma Normal, mais especificamente o corolario 3.11 dele, garante que |Frx| = |k| = «, j4 que

Fr« é gerado por ¥ > w elementos. Note que isto mostra que
indA = sup{|Fr«| | Fr« pode ser incluido homomorficamente em A}

no caso em que A é uma algebra infinita. No caso finito, temos os seguintes resultados.

Proposicao 9.11. Uma dlgebra de Boole finita ¢ livre se e somente se ela tem cardinalidade 22" para algum

k natural.

Demonstragao: Seja A uma dlgebra de Boole finita e livre. Como A é finito, UltA é discreto. Se A

for livre, temos que A = Frk e, pela finitude de A, k é finito. Temos que
|A| = |Frk| = |ClopUltFrk| = |Clop*2| = |9 (*2)| = 2/ = 22"

Agora, suponha que A tem cardinalidade finita 22, entdo A é gerada por 2F 4tomos e portanto
UltA é a topologia discreta num conjunto de cardinalidade 2*, logo isomorfa a ¥2 e portanto

A = Frk. [ |
Corolério 9.12. Para toda dlgebra de Boole A finita, ind A = max{n € w | 2% < |A|}.

O Teorema de Representagdo de Stone mostra que toda dlgebra de Boole pode ser considerada
uma subdlgebra de uma &4lgebra de partes. Vamos provar um resultado andlogo para espagos

booleanos, identificando eles como subespacos fechados de espacos generalizados de Cantor.

Corolario 9.13. Toda dlgebra de Boole A é a imagem homomérfica de uma dlgebra de Boole livre. Mais

precisamente, se |A| < «, entio A é a imagem homomérfica de Fr .

Demonstragdo: Seja k um cardinal tal que |A| < « e fixe f : kK — A uma sobreje¢do. Como Fr«
é livre sobre «, existe um homomorfismo g : Frk — A. Como f é sobrejetora, segue que g é

sobrejetora. [

Corolario 9.14. Todo espago de Boole é homeomorfo a um subespago fechado de um espago de Cantor

generalizado.

Demonstragao: Seja S um espacgo de Boole. Pela Teorema de Stone, S = UltClopS e pelo Corolario
9.13, existe um epimorfismo g : Frx — ClopS para algum cardinal «. Pela Dualidade de Stone
para homomorfismos, Teorema de Stone e o Corolario 9.10, segue que existe um mapa continuo e

injetor % : S — %2 dual & f como ilustrado abaixo.
)

d
d
Fre —=5 ClopS T ) = UltFrx «—s—— UltClopS = S
sobrejetora injetora
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Assim, incluimos S no espago *2, como S é compacto e *2 é T, segue que S é um subespago

fechado de *2. ]

9.3 Propriedades algébricas e combinatérias

Agora, podemos transferir resultados entre algebras livres e os espacos de Cantor generalizados.
Na subsegdo 5.5, argumentamos que “2 ndo tem pontos isolados, e logo Clop“2 = Fr w ndo tem

atomos. Vamos generalizar este resultado.
Proposicao 9.15. Toda dlgebra de Boole infinita e livre ndo tem dtomos.

Demonstragao: Seja F uma algebra gerada independentemente por U C F. Pelo Teorema da
Forma Normal, todo b > 0 em F pode ser escrito como uma soma finita de produtos elementares
disjuntos sobre U, como U é independente, ndo existem produtos elementares disjuntos sobre
U, logo todo elemento de F™ é da formab = uy -...-uy - —v1-...- —0y, onde {uy,..., u,} e
{v1,...,vm} sdo subconjuntos finitos e disjuntos de U.

Como F ¢ infinito e gerado por U, segue que U é infinito e é possivel escolher um elemento
b > 0deU~{uy,..., upv1,...,0n}. Como U é independente, temos que 0 < u-b < b. Se
b=1u-b,entdo b < u e o produto elementar b - —u é claramente 0, contradizendo a independéncia

de U. Portanto u - b testemunha que b ndo é um atomo. |
Corolario 9.16. Todo espaco de Cantor generalizado nio tem pontos isolados.

Uma propriedade visualmente clara do conjunto de Cantor é que cada intervalo fechado
maximal dele [a, b] em qualquer passo C, da construgdo vai ser isomorfo ao espaco todo no final
dela. De fato, qualquer homeomorfismo de [a,b] a [0,1] serve para demonstrar isso. Vamos

mostrar um resultado mais geral para espacos generalizados de Cantor.

Defini¢do 9.17. Uma algebra de Boole é dita homogénea se, para todo b € BT, a 4lgebra relativa

de B em relacdo a b é isomorfa a B, istoé B | b = B.

Pela dualidade de algebras relativas e subespagos fechados que descrevemos no Exemplo 7.20,

temos imediatamente a seguinte tradugao.

Proposic¢ao 9.18. Uma dlgebra de Boole B é homogénea se e s6 se todo aberto-fechado nio vazio de UltB é

homeomorfo a UltB.

Vamos comegar identificando algumas condigdes necessérias para obter homogeneidade em
uma 4lgebra. Imediatamente, temos que uma 4lgebra homogénea com pelo trés elementos nao

possui dtomos, jd quesea € AtA,entdo A | a = 21 2 A. Quando A tem menos que trés elementos,
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entdo A = 20 ou A = 2!, que de fato sdo dlgebras homogéneas. Essas observagdes demonstram a

proposicdo a seguir.
Lema 9.19. Se A é homogénea, entdo |A| < 2 ou |A| > Ny.

De fato, estes sdo exatamente as cardinalidades de algebras homogéneas, ja que para cada
cardinalidade infinita x, mostramos a seguir que existe uma &lgebra de Boole homogénea de

tamanho «.
Proposicdo 9.20. Toda dlgebra de Boole livre e infinita é homogénea.

Demonstragao: Vamos provar a versdo dual da proposicdo. Dado um espaco generalizado de

Cantor 2, com « infinito, cada elemento da base candnica é um aberto-fechado da forma

by ={x:x—2]|x[l] = {1} ex[]] = {0}},

onde I e | sdo subconjuntos finitos de x. Como « é infinito, temos que X = x ~. I U | é infinito de

cardinalidade x e portanto

by = [[{1} < [[{0}y x [[2=]]2="2,

i€l j€] keX kex

isto €, todo aberto bdsico de *2 é homeomorfo ao espago todo. Considere o conjunto independente
U={u|i€x},

onde
uj={x:xk—21x(i)=1}.

Pela demonstra¢do da proposicdo 9.7, temos que U gera Clop*2. Pelo Teorema da Forma
Normal e a independéncia de U, todo aberto-fechado c de *2 pode ser escrito como a unido finita

da forma
c=bU---Ub,

onde b; = euy paraalgum uy € Uee, € {—1,+1}. Como X = u U (X \ u) para qualquer u € U
temos que X é homeomorfo a unido disjunta X | | X e portanto
c=X[ |- |x=X

N———

nvezes

como queriamos mostrar. [
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Corolario 9.21. Para toda cardinalidade x, se xk < 2 ou x é infinito, entdo existe uma dlgebra homogénea

de cardinalidade x.

9.4 Condicdes de cadeias em dlgebras livres

A presenga de subconjuntos independentes “grandes” gera restri¢des combinatérias na dlgebra de
Boole. Como exemplo disto, mostraremos que toda algebra de Boole livre ndo possui anti-cadeias

nio-enumeraveis.

Observagdo 9.22. Se U é um subconjunto independente de uma algebra e A e Uy,..., U, é
uma quantidade finita de subconjuntos disjuntos de U, entdo para quaisquer a; € (U;) e todo

ie{l,...,n}, temos que
ap- - .an<0.

De fato, para cada i € I, escolha um produto elementar p; sobre U; tal que 0 < p; < a; e entdo

p1- - pn<ap---- -azepr- --- - pn 7 0 pelaindependéncia de U.
Para o préximo teorema, enunciaremos um resultado cldssico de teoria dos conjuntos.

Defini¢do 9.23. Dada um conjunto A, dizemos que um subconjunto B C A forma um A-sisterna de
A se existe um conjunto r tal que a N b = r para quaisquer a,b € B distintos. Neste caso, dizemos

que r é a raiz do A-sistema.

Teorema 9.24 (Lema do A-sistema). Seja A uma colegio de conjuntos finitos de cardinalidade x. Se x é

regular e ndo-enumerdvel, entdo existe B C A de cardinalidade x tal que B forma um A-sistema de A.

Teorema 9.25. Sejam x um cardinal regular ndo enumerdvel, F uma dlgebra de Boole livree X C F. Se X

tem cardinalidade x, entdo X contém um subconjunto independente de tamanho x.

Demonstra¢ao: Como F é livre, fixe U C F um subconjunto que gera F independentemente.
Para cada x € X, seja U, C U tal que x € (U,), pelo Teorema da Forma Normal, U, pode ser
escolhido finito. Além disso, dado x € X, como X é infinito, apenas uma quantidade finita de
elementos de X ~ {x} pode ser gerada por Uy, logo podemos escolher um subconjunto X’ C X
tal que Uy # Uy para x # yem X'.
Pela regularidade de « e o Lema do A-sistema, X’ tem um subconjunto X" de cardinalidade
k tal que {U, | x € X"} forma um A-sistema, seja V sua raiz. Sejam W, = Uy \ V, para cada

xe X".
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Como V é finito, (V) ele é atdbmico, assim sejam {by, ..., b, } seus dtomos. Como cada x € X"

é gerado por U, = VU W, C (V) U W,. Segue que é possivel escrever
X =y by+ g by
Para cada x € X”. considere os conjuntos
M,={ie{l,...,k} | a; > 0} c={ie{l,...,k} | —a;, >0}

Como My, N, sdo finitos e « € infinito, a associa¢do x — (My, Ny) tem uma pré-imagem de

tamanho « para algum (M, Ny), isto é, existem conjuntos Y C X" e M, N C ©({1,...,k}) tais

que M, = Me N, = N para todos y € Y e |Y| = x. Vamos mostrar que Y é independente.
Sejam S e T subconjuntos finitos e disjuntos de Yei € {1,...,k}. Considere que

p=T1Is-T]-t=]T1aisbi-[]—aubi=0;i-[]ais-]]—au

seS teT seS teT seS teT

paracadai € {1,...,k}. Mas entdo considerando a desigualdade acima parai € M N N, pela
observagdo anterior ao teorema segue que p > 0, pois b; € (V),0 < a;s € (W;), 0 < —a;; € (Wy) e

os subconjuntos V, Ws e W; do conjunto independente U sdo dois a dois disjuntos. |
Corolario 9.26. Toda dlgebra de Boole livre satisfaz a condicdo de cadeia enumerduvel.

Demonstragdo: Seja F uma algebra de Boole livre e A = {4, | « < B} um subconjunto de F
indexado em um cardinal 8. Se B < Ry ndo ha o que provar, assim suponha que > Ry e seja
Ny <k < B cardinal regular.

Pelo Teorema 9.25, A" = {a, | « < x} tem um subconjunto independente de tamanho x. Mas
como elementos distintos de um conjunto independente ndo podem ser disjuntos, temos que

A" C A ndo é uma anti-cadeia. Portanto, F satisfaz a condigdo de cadeia enumeravel. |
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10 Algebras com a propriedade da separagiao enumeravel

Até mesmo a condigdo de r-completude impde muito sobre uma algebra, assim é natural procurar
um enfraquecimento dela. Note que se uma algebra for o-completa, entdo dados dois conjuntos
X eY delataisque x < yparatodox € Xey €Y, oselementos ) X e]]Y “separam” X e Y no
sentidoque x <Yy X <JJ]Y <yparatodox € Xey Y.

Assim, vamos enfraquecer o-completude abstraindo exatamente a propriedade descrita acima
e assim todos os resultados dessa se¢do envolvendo 4lgebras com tal propriedade também
valem para dlgebras o-completas, k-completas e completas. Comegamos com uma definigdo que

simplifica as discussdes dessa segdo.

Defini¢ao 10.1. Seja P uma ordem parcial. Dados dois subconjuntos X e Y de P, denotamos que
X<Y<=V(xy) eXxY,x<y

e lemos simplesmente X menor que Y, ou se quisermos deixar claro que X e Y sdo subconjuntos,
lemos X estd a esquerda de Y (ou Y estd a direita de X). Nesta situagdo, se houver a € P tal que

Vx € XeVy Y, valex <a <ydizemos que a separa XeY.

Observe que na defini¢do acima, X < Y nédo implica que X U Y esta totalmente ordenado, ja

que os elementos de X podem ter diferentes relagdes entre eles, e analogamente em Y.

Defini¢ao 10.2. Uma algebra A tem a propriedade da separacdo enumerével (PSE) se dados dois
subconjuntos enumeraveis X e Y de A tais que X < Y, entdo existe a € A que separa X e Y. Essa
propriedade é dita forte (PSEF) se a separacdo pode sempre ser tornada estrita, isto é, existe um

elemento s € Atalque X < {a} < Y.

A principio, ndo sabemos se a defini¢do acima é justificada, isto é, se existe uma &lgebra com a
PSE que nao tem nenhum nivel de completude. Para isto, vamos estudar uma algebra quociente
de grande interesse literdrio pelas suas conexdes com os ditos espacos de Paravi¢enko.

Nesta secdo, as principais referéncias sao [Kop89], [DM78], [Mil84] e [Eng89].

10.1 A élgebra ©(w)/fin

Considere a dlgebra das partes do ordinal w. Defina o subconjunto
fin = [w]<¢

de subconjuntos finitos de w, claramente um ideal de §(w), considere o quociente §(w)/fin e

7 :P(w) — #(w)/fin a projegdo candnica. E imediato da definigio de quociente as seguintes

145



10. ALGEBRAS COM A PROPRIEDADE DA SEPARACAO ENUMERAVEL 146

equivaléncias.
0 a é finito
=1 w \ a é finito
7e(a ) = 7(b)
7t(b) a . b é finito
=0

=
~
< aUb~anbéfinito
=
~

aNb é finito

A equivaléncia de disjungdo em §?(w)/fin em particular é muito interessante. Dizendo que
dois subconjuntos de w sdo quase disjuntos se a interseccdo deles é finita, temos que dois elementos
n(a) e 7t(b) de §2(w)/fin sdo disjuntos se e s6 se a e b sdo quase disjuntos em w. O estudo de
familias quase disjuntas é muito rico e pode ser traduzido a dlgebras de Boole através da descri¢ao
acima.

Vamos agora provar uma série de resultados sobre essa dlgebra com o objetivo de comparar as
propriedades da algebra original com a algebra quociente e eventualmente concluir que §€(w) /fin
satisfaz PSE e ndo é completa.

Comecando analisando a presenca de d&tomos. Como qualquer algebra de partes é atdmica, em
particular §2(w) é atbmica, porém a proxima proposicdo mostra que quocientes ndo preservam

nem atomicidade e nem dtomos em geral.
Proposi¢do 10.3. §(w)/fin nio possui dtomos

Demonstragdo: Seja 71(a) um elemento de §€(w)/fin. Se 7t(a) > 0, entdo a é infinito. Seja
a={a, | n € w}umaenumeragio deaedefinab = {ay, | n € w}. Comob C aeambosbea~b

sdo infinitos, temos que 0 < 77(b) < 7(a), 0 que mostra que 71(a) ndo é um atomo. [ ]

Lembre-se que §(w) tem a propriedade que toda familia disjunta tem cardinalidade no
maximo Ny. A préxima proposi¢ado mostra que essa propriedade também ndo precisa ser preser-

vada por quocientes.
Proposicio 10.4. c(§(w)/fin) = 2% é atingida.

Demonstragio: Sera mais facil construir uma familia ndo enumerével quase disjunta em §(w)
e entdo o resultado segue pela observagdo de familias disjuntas em §?(w)/fin feita no comego
dessa subsecao.

Para cada namero real x, fixe uma sequéncia estritamente crescente (7y,)nc, de nimeros
racionais tal que ry, — x e defina dy = {ry, | n € w}. Suponha que x < y reais. Entdo, pela
convergéncia de ry , para e = @ existe ng € IN tal que se n > n, entdo |r, —y| < . Agora,

como 7y, € estritamente crescente convergindo para x, o conjunto {n € w | ry, > x} é vazio.
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Assim, temos que

deNdy C{ry, |1y, <x} S{ry, |1y, <y—e} C{ry, [n<no}

~

que é finito. Como Q é enumeravel, £ (w) = §£(Q) e assim podemos considerar os elementos d,
em §(w) através de um isomorfismo. Além disso, se x # y, como d N dy € finito, mas d, U d,
é infinito, temos que dAd,, é infinito, logo 7(dy) # m(dy) e {d, | x € R} é uma familia quase

disjunta como desejavamos. |

Assim, concluimos que as familias disjuntas de §?(w)/fin ndo precisam ser enumeraveis. O
préoximo resultado mostra que ndo apenas a celularidade é ndo enumeravel, mas também que

nenhuma familia disjunta maximal pode ser enumeravel.
Proposicdo 10.5. Toda particdo da unidade de §(w) /fin é ndo-enumerdvel.

Demonstragdo: Vamos mostrar que toda familia enumeravel quase disjunta de §?(w) néo é
maximal.

De fato, suponha que D = {A, | n € w} C £(w) é quase disjunta. Como cada A, é infinito
e A, N Ay é finito se k # n, podemos escolher x, € A, ~\Uic, Aiesejaa = {a, | n € w}.
Claramente 4 € infinito e como a Na, C {xo,---,x,}, segue que D J{a} é uma familia quase

disjunta que contém propriamente D. n

O resultado anterior pode ser usado para provar que toda cadeia enumeravel em §(w)/fin
que ndo atinge 77(w) é propriamente limitada superiormente, isto ¢, limitada por um elemento

que ndo é o maximo. De fato, vale um resultado mais geral descrito na proposicdo a seguir.
Proposicdo 10.6. Seja A uma dlgebra de Boole. Se A é infinita, entdo sdo equivalentes:
(I) Toda parti¢do da unidade é ndo enumerdvel
(II) Toda cadeia enumerdvel em A ~\. {1} é propriamente limitada superiormente.

Demonstra¢do: Suponha que toda parti¢do da unidade é ndo enumeréavel e seja C uma cadeia
enumerdvel em A \ {1}. Claramente, se C = @ ou C tem elemento méximo, ndo ha o que
provar, assim suponha que C = {c, | n € w} com (¢, )new estritamente crescente. Definindo
dy = Cyt1 - —Cn, encontramos uma familia disjunta enumeravel D = {d, | n € w} em A, logo
pela hipétese, D ndo é uma particdo da unidade e logo existe b < 1 que limita d,, e logo cn, para
cadan € w.

Reciprocamente, suponha que toda cadeia em A \ {1} é propriamente limitada e seja P uma

familia disjunta enumerdvel em A. Seja {p, | n € w} uma enumeragdo de P e defina a sequéncia
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cn = p1+ -+ pn. Como os elementos de P sdo disjuntos, ¢, é estritamente crescente e logo esta
contida em A \ {1}. Pela hipétese, existe b < 1 que limita {c, | n € w}, assim para cada p, € P,

—b-py < —b-c, =0,logo PU{—b} é uma familia disjunta enumeravel que contém P. n

Claramente, dado uma algebra A, se toda cadeia enumeravel em A ~\ {1} é propriamente
limitada superiormente, entdo tomando o complemento de todos os elementos envolvidos, temos
que toda cadeia enumerdvel em A \ {0} é propriamente limitada inferiormente. Isto prova o

seguinte lema simples.
Lema 10.7. Seja A uma dlgebra de Boole. Sao equivalentes:
e Toda cadeia enumerdvel em A \. {1} é propriamente limitada superiormente.
e Toda cadeia enumerdvel em A ~. {0} é propriamente limitada inferiormente.
e Toda cadeia enumerdvel em A \. {0, 1} é propriamente limitada.
Corolario 10.8. Toda cadeia enumerdivel em §2(w)/fin \ {0, 1} é propriamente limitada.

Por fim, vamos analisar a completude de §?(w)/fin. Assim como toda algebra das partes,

§(w) é completa, porém §2(w)/fin falha em ser até mesmo o-completa.
Proposi¢do 10.9. §(w)/fin nio é o-completa.

Demonstragdo: Como a celularidade §2(w)/fin é maior que Ry, existe em §?(w) /fin uma familia
disjunta enumerével X. Se §?(w)/fin fosse o-completa, entdo X |J{— }_ X} seria uma parti¢do da

unidade enumerével, contradizendo a Proposigdo 10.5. [ |

Concluimos entdo que completude ndo precisa ser preservada por quociente. Por fim, vamos

mostrar que §(w)/fin possui a PSE com um resultado mais geral.
Lema 10.10. Para toda dlgebra de Boole A, siio equivalentes:
(i) A satisfaz a PSE.

(ii) Para quaisquer subconjuntos X,Y € [A]<0 tais que x -y = 0 para todos x € X ey € Y, existe

a € Aquesepara X e —Y.

(iii) Para quaisquer subconjuntos X,Y € [A]<0 tais que X UY é uma familia disjunta de A, existe

a € Aquesepara X e —Y.

Demonstragido: A equivaléncia de (i) e (ii) é quase imediata: Se X < Y, entdo X e —Y estdo nas

condi¢des propostas em ii e a reciproca segue da mesma forma.
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Para uma equivaléncia entre (i) e (iii), basta notar que, pelos mesmos argumentos dados
na demonstragdo da Proposi¢do 2.45, um elemento a € A separa conjuntos {x, | n € w} e
{yn | n € w} se e somente ele separa os conjuntos {x, - — Y, ,xi | n € w}e{yn - —Yic,yi|n €

w}, que também sdo enumeréaveis. [ |

Na pratica, usaremos as equivaléncias acima sem mengao ao resultado e denominamos

qualquer uma delas por PSE.
Proposicdo 10.11. A propriedade da separagdo enumerdvel é herdada por imagens homomorfas.

Demonstragdo: Seja f : A — B um epimorfismo. Note que se {b, | n € w} é uma familia disjunta
em B, entdo escolhendo ¢, € A tal que f(c,) = b, e tomando a, = ¢, - — Y, ¢i, temos que
{a; | i € w} é uma familia disjunta e
flan) = flew =Y i) =bu- =) bi=by
1<n 1<n

paracadai € w,logo f[{a; | i € w}] = {by | n € w}.

Assim, dados X e Y subconjuntos enumerdveis de B tais que X UY é uma familia disjunta,
escolha M e N familias disjuntas em A tais que f[M] = X e f[N] =Y. Agora, use a PSE de A

para determinar a € A que separa M e —N e entdo f(a) separa X e —Y. n
Corolario 10.12. §2(w)/fin possui a propriedade da separagio enumerduvel.

Observacao 10.13. Sejam X e Y subconjuntos enumeréveis de uma 4lgebra de Boole A tais que
X < Y. Sejam X’ o conjunto de todas as somas finitas de elementos de X e Y’ o conjunto de todos
os produtos finitos de elementos de Y.

Se entdo existir 2 € A que separa X e Y, entdo a também separa X' e Y'. Além disso, como
X' <Y, temos que um elemento separa X e Y se e somente se ele separar X' U X e Y UY. Como
X' e Y’ também sdo enumerdveis, quando trabalhamos com algebras com a PSE, com o fim de

determinar a que separa X e Y, pode-se assumir que X' C XeY' CY.
Teorema 10.14. Uma dlgebra B tem a PSEF se somente se
(I) Btem PSE;
(II) B ndo possui dtomos;
(I1I) Toda cadeia enumerdvel em B~ {1} é limitada.

Demonstra¢do: Seja A uma dlgebra de Boole com a PSEF, vamos mostrar que valem os trés itens.

O fato que PSEF implica PSE é trivial. Sejaa € A", como {0} < {a}, a PSEF garante existéncia de
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be Atalque0 < b < a,logo a ndo é um atomo. Seja (a, ), uma cadeia crescente enumerével
em A~ {1}, como {a, | n € w} < {1}, a PSEF garante existénciade b € A tal quea, < b <1
para todo n € w.

Reciprocamente, sejam A uma 4lgebra de Boole que satisfaz os trés itens acima e X e Y dois
subconjuntos enumeréveis de A tais que X < Y, vamos mostrar que A tem a PSEF separando
estritamente X e Y. Primeiro, aplicando o PSE, encontramos a € A tal que x < a < y para todo
(x,y) € X xY.Sea ¢ XUY, ndo ha o que provar, assim suponha o contrario. Note que como
X <Y, temos queoua € X~Youa €Y~ X, assim separamos o resto da demonstragdo nestes
dois casos.

1°caso:a € Xea Y.

Note que neste caso temos que x < a < y paratodo (x,y) € X X Y. EnumereY = {y, | n € w}

e considere a sequéncia definida por

Sy=a+—Yo— - — Yy

para todo n € w. Suponha que para algum m € w, s,;, = 1. Como cada —y;, é disjunto de g, segue
que —y; — -+ — VY, = —aeassimyy----- Yym = a. Pela Observagao 10.13, podemos supor que
A Ym € Y, contradizendo quea ¢ Y.

Assim existe b € A \ {1} tal que b limita superiormente s, e como A ndo tem dtomos e b # 1,
existe ¢ € A tal que 0 < ¢ < —b. Vamos mostrar que a + c separa estritamente X e Y.

Claramente x < a + ¢ para todo x € X. Agora suponha por absurdo que existe y € Y tal que
a+c &y, entdo (a+c)-—y > 0,logoa(—y)+c(—y) > 0. Comoa € Xe X < Y, temos que
a(—y) = 0, portanto c(—y) > 0. Pela escolha de ¢, ele é disjunto de —y para todo y € Y, assim
c(—y) > 0 ndo ocorre e temos que c¢(—y) = 0. Mas entdo ¢ < —y, portantoa +c < a+ —y = —y,
uma contradigdo.

2°caso:acYead X.

Este caso é feito de forma andloga. Note que nele temos que x < a < y paratodo (x,y) € X X Y.

Enumere X = {x, | n € w} e defina a sequéncia
th=—a4+xo+---+x,.

Novamente, argumentamos que esta sequéncia ndo atinge o elemento 1, pois se t,, = 1 para
algum m € w, entdo —a + xo + - - - + x;, = 1 implica que x¢ + - - - + x,;, = a, por disjung¢do de cada
x; de —a, pela Observagao 10.13 implicando que a € X, uma contradicao.

Assim, existe I € A \ {1} que limita superiormente t, e como A ndo tem atomos, existe k € A

tal que 0 < k < [. Vamos mostrar que a - —k separa estritamente X e Y.

150



151 CAPITULO IV. CLASSES ESPECIAIS DE ALGEBRAS DE BOOLE

Claramente a - —k < y para todo y € Y. Suponha por absurdo que existe algum x € X tal que
x £a-—k Entdiox-—(a-—k) >0,logox-(—a+k) >0edaix-—a+x-k>0,ecomox <a
temos que x - k > 0. Pela escolha de k, x - k > 0 ndo ocorre e portanto x - k = 0. Entdao x < —k,

logo x = a-x < a-—k, uma contradicio. |

Corolario 10.15. §(w)/fin possui a propriedade da separagiio enumerdvel forte.

10.2 Espacos de Parovi¢enko

Vamos estudar os espacos de Stone de dlgebras de Boole com a PSE e com a PSEF. Naturalmente,
a propriedade de separacdo de subconjuntos em uma algebra A se traduz a uma propriedade de

separacdo de abertos. Lembramos a seguinte definigdo topoldgica.
Defini¢ao 10.16. Seja X um espaco topolégico. Dizemos que um subconjunto de X é
* F; se ele é a unido de uma quantidade enumeravel de fechados de X.
* G; se ele é a intersec¢do de uma quantidade enumerével de abertos de X.
Proposicao 10.17. Dado uma dlgebra de Boole A com espago dual X, siio equivalentes:
(i) A possuia PSE.
(ii) Quaisquer dois abertos F,'s de X disjuntos possuem fechos disjuntos.

Demonstra¢dao: Suponha que A = ClopX possui a PSE e sejam u e v abertos F,’s disjuntos de X.
Sejam F = {F;}i<, € G = {G;}ic, colecdes de fechados taisque u = JFev = |JG.

Para cada i € w, como F; é um fechado contido no aberto u, pela Proposicdo 5.38, existe a; € A
tal que F; C s(a;) C u. Analogamente, para cada i € w, seja b; € A tal que G; C s(b;) C v. Como
u e v sdo disjuntos, segue que {a; | i € w} K —{b; | i € w} e portanto pela PSE de A, existe
¢ € A que os separam. Como s(c) é um fechado que contém u e s(—c) é um fechado que contém
v, segue que u e v possuem fechos disjuntos.

Reciprocamente, sejam X e Y subconjuntos enumeraveis de A tais que X < —Y. Entdo
u = Js[X] ev = Us[Y] sdo abertos F,’s disjuntos e portanto possuem fechos disjuntos. Assim,
novamente pela Proposicao 5.38, existe c € A tal que u# C s(c) C X \ 7 e portanto c separa X e

—Y, mostrando que A possui a PSE. n

Para caracterizar topologicamente a PSEF, vamos caracterizar os outros itens do teorema 10.14.

Falta de atomos ja foi anteriormente caracterizada em 5.54, assim olhemos para o item restante.

Proposicao 10.18. Dado uma dlgebra de Boole A com espago dual X, sio equivalentes:
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(i) Toda cadeia enumerdvel em A ~ {0} é propriamente limitada inferiormente.
(ii) Todo G4 ndo-vazio de X possui interior nio-vazio.

Demonstragdo: Suponha que toda cadeia enumeravel em A \ {0} = ClopX \ {@} é propria-
mente limitada inferiormente e tome G um G, ndo vazio de X. Seja U = {U,; }c,, uma cole¢do de
abertos tais que G = N U.

Para cada m € w, defina

V= J Ui
i<m

e note que, como G é ndo vazio, V = {V;};c,, € um colecdo decrescente de abertos ndo-vazios tais
que G = V. Agora, como G é ndo vazio, fixe p € G e por zero-dimensionalidade, para cada
n € w existe a, € A" tal que s(a,) C V,,. Pela hipotese, existe a € A™ tal que a < a, para todo
n € w e portanto s(a) é um aberto nido vazio contido em G, logo G tem interior ndo-vazio.

Reciprocamente, seja C = {c, | n € w} uma cadeia enumeravel em A*. Como C possui a PIF,
existe p € UltA que contém C, mostrando que G = (s[C] é ndo-vazio e é claramente um G;. Por
hipétese, G tem interior ndo-vazio e portanto por zero-dimensionalidade existe c € A™ tal que

s(c) € G C s(cy) para todo n € w e portanto 0 < ¢ < ¢, para todon € w. [ ]

Para tornar mais elegante a caracteriza¢do da PSEF, introduzimos a seguinte definicdo.

Defini¢ao 10.19. Dizemos que um espaco topolégico X é de k-Parovicenko se ele é booleano de

peso « e satisfaz
(@) Quaisquer dois conjuntos F, abertos em X possuem fechos disjuntos em X.
(b) X ndo possui pontos isolados.

(c¢) Qualquer G; ndo-vazio de X possui interior ndo vazio.

Omitimos o cardinal no caso x = 2™, ja que o futuro resultado 10.30 implica que este é o menor

peso possivel de tais espagos.

Teorema 10.20. Dado uma dlgebra de Boole A com espago dual X, sio equivalentes:
* A possuia PSEF e cardinalidade .
* X é um espago de k-Parovicenko.

Como um primeiro exemplo de um espago de Parovic¢enko, vamos calcular o espaco dual a

algebra §2(w)/fin. Temos que

Ult(§(w)/fin) = ULt (w) \ | Js[fin] = pw \ w.
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10.3 Uma equivaléncia da hipétese do continuo

Em 1963, Parovi¢enko mostrou de forma topolédgica que sob a hipétese do continuo toda dlgebra
de Boole com a propriedade da separacdo enumeravel forte e cardinalidade ¥, é isomorfa a
§(w)/fin. Este resultado ficou conhecido como a caracterizagio de Parovicenko até que em 1978,
Eric K. van Douwen e Jan van Mill demonstraram que ela equivale a hipétese do continuo. Vamos

mostrar esta equivaléncia.

Proposi¢do 10.21. Seja f : A — B um monomotfismo de dlgebras de Boole. Se B tem a PSEF e |A| < Ry,

entdo f pode ser estendido a qualquer extensio simples de A.

Demonstragdo: Seja A(x) uma extensdo simples de A. Defina os conjuntos

I={icAli<x} K=1+]
J={jeAlj<—x} U=ANK

Queremos aplicar o Critério de Extensdo de Sikorski, assim procuramos y € B tal que

fli) <y fG) < -y f(u) £y f(u) £ —y

paratodosic [,j€ Jeu € U.

Como I e | sdo ideias, temos que K é um ideal. Fixe u € U e seja k € K qualquer. Suponha por
absurdo que u - —k = 0, entdo u < k e como K é um ideal, terfamos que u € K, uma contradicéo.
Assim u - —k > 0 e como f é homomorfismo, concluimos que f(u) - —f(k) > 0, o que mostra
que {0} < {f(u)-—f(k) | k € K}. Como K C A, |K| < Xj e a PSEF garantem a existéncia de
um elemento ¢, € B que separa os dois conjuntos. A principio, {c, | u € U} ndo precisa ser
uma familia disjunta, porém podemos tomar um refinamento disjunto dela usando o Teorema de
Balcar-Vojtés.

De fato, vamos mostrar que temos as hipéteses do teorema. Seja b € BT, pelo teorema 10.14,
b ndo é um 4tomo e logo B | b é infinita e portanto c(B | b) > Nj. Se ocorresse c(B | b) = Ny,
poderiamos unir uma familia disjunta maximal de B | b com {—b} e obter uma familia disjunta
maximal em B, contradizendo a preposi¢do 10.5, portanto ¢(B [ b) > Ry. Além disso, Xy é um
cardinal infinito e {c¢, | © € U} C A tem cardinalidade no maximo X, portanto existe um
refinamento disjunto (d,)ycu de (cu)ucu-

Por construgdo, 0 < ¢, < f(u)ec, - f(k) =0paracadau € Uek € K. Como0 < d, < ¢,
para cada u € U, também vale que 0 < d, < f(u) ed, - f(k) paracadau € Uek € K. Como B

nao tem atomos, podemos escrever cada d,, como a soma de dois elementos ndo nulos disjuntos,
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assim sejam x, e v, elementos de B™ tais que d,, = x,, + y, € x;, - y, = 0. Definam os conjuntos

X = fIU{xu | u e U} Y= fIIU{yu [u e U}

E imediato por construgdo que todo elemento de X é disjunto de cada elemento de Y e logo
podemos aplicar o PSE para encontrar y tal que paratodoi € Ieje ], f(i) <ye f(j) < —y, mas

além disso 0 < x, < yex, < dy < f(u) implicam que f(u) % y e analogamente f(u) £ —y. W

Coroldrio 10.22. Toda dlgebra de Boole de cardinalidade no mdximo Ny pode ser homomorficamente

incluida em uma dlgebra infinita que satisfaz a PSEF.

Demonstragao: Essa demonstragdo segue de uma construgdo transfinita de um homomorfismo
injetor na cardinalidade de A. De fato, seja k¥ = | A|, enumere A = {a, | « < x} escolhendo agp =0
e construa, para cada a < k, A, da seguinte forma: Ag = {0,1} e Ay41 = Au(a441). Como A, é
uma subélgebra gerada por uma quantidade enumerével de elementos para cada & < x, temos
que A, é enumeravel.

Seja fo : Ap — B o tinico homomorfismo possivel. Pela proposigdo 10.21, existe fyy1 : Ag+1 — B
homomorfismo injetor que estende f,, assim tome f = (J,., fo. Como as fungdes f, sdo com-
pativeis e claramente |J,, Ax = A, segue que f é um homomorfismo injetor e logo f[A] é a

subalgebra de B isomorfa a A que procurdvamos. [

Corolario 10.23. Toda dlgebra de Boole de cardinalidade no mdximo ¥y pode ser homomorficamente

incluida em §(w) /fin.
Corolario 10.24. Todo espago booleano de peso no maximo No é uma imagem continua de Pw ~\ w.

Agora, vamos construir dois espagos de Parovi¢enko que serdo utéis na demonstragdo da

equivaléncia de CH. Lembramos a seguinte definicdo usual de topologia.
Defini¢ao 10.25. Dado um espaco topoldgico X. Definimos o cardinal
x(p, X) = min{|V| | V é um sistema fundamental de vizinhancas de p}

para todo ponto p € X.

Construgdo 10.26. Um espago de Parovi¢enko X* no qual x(p, X*) > 2% para todo p € X*.

Seja ¢ = 2% e tome X = w x 2 e X* = BX \ X. Como X* é dual a algebra §(w x ‘2)/fin,
temos que ele é de Parovic¢enko.

Note que todo aberto-fechado de X* é da forma u N X* para algum aberto-fechado de BX. Pelo

fato que X é denso em BX, cada aberto-fechado de BX é da forma 7 para algum aberto-fechado
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de X. Por fim, como X é localmente compacto e pela defini¢do da topologia produto, cada aberto-
fechado u de X é determinado por uma quantidade no maximo enumeravel de coordenadas de ¢,

isto é
u = 7t [refu]]

onde 7 : w X 2 — w x 12 é a projecio.
Assim, fixe x € X* qualquer e seja Vy um conjunto de menos que 2™ vizinhangas abertas-

MﬂX* C Veseja

fechadas de x. Para cada V € Vy, seja Cy o aberto-fechado de X tal que x & Cy'
Iy C ctal que Cy = 7r; [y [C]).

Como cada Iy é no maximo enumerével e V tem cardinalidade menor que ¢, existe alguma
coordenada a € ¢\ Uyey Iy e entdo o aberto-fechado K = {(n, (pg)e<c) € X | pa = Xa} é tal que

KN X* atesta que V ndo é um sistema fundamental de vizinhangas de x.

Construgdo 10.27. Um espago de Parovi¢enko UltC no qual x(p, UItC) = R, para algum p € UltC.

Seja B uma 4algebra de Boole que satisfaz a PSEF e de cardinalidade ¢, como por exemplo
§2(w)/fin. Como toda cadeia enumeravel em B \ {0, 1} é propriamente limitada, através de uma
recursdo transfinita de tamanho w;, obtemos uma sequéncia ( ct,c)a@,1 estritamente decrescente

em B. Defina
C={ceB|Ia<wi:(ca<couc-c,=0)},

claramente ndo vazia e fechada para soma e produto, portanto uma subédlgebra de B. Para

simplificar a discussdo de C, vamos denominar que um elemento c € C é
¢ C-disjunto se existe algum o < wy tal que c-c, = 0;
¢ (C-fechado se existe algum a < w; tal que ¢, < c.

Afirmacgao 1: C satisfaz a PSE.

De fato, sejam X e Y conjuntos enumeraveis em C tais que x - y = 0 para todo (x,y) € X x Y.
Enumere X = {x, | n € w}eY ={y, | n € w}.

Se X e Y sdo conjuntos de elementos C-disjuntos, entdo para cada x, € X, seja o, < wy tal que
Xy - €y, = 0. Como a cofinalidade de N; é ndo-enumeravel, existe yx < wy tal que x;, - ¢y, = 0
para todo n € w. Analogamente, podemos encontrar vy < w; tal que y, - c,, para todo n € w.
Seja v = max{yx, 7y}

Note que cada elemento de X U {c, } é disjunto de Y, assim podemos usar a PSE de B para
determinara € Btalque x <aey < —a paratodo (x,y) € X x Ye ¢y < a. Claramente a é um

elemento C-fechado e portanto a € C.
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Agora, note que se X contém um elemento C-fechado, entdo Y contém apenas elementos
C-disjuntos, pois caso contrario existem x € X,y € Yea < f < w; taisquecy, < x e cgp<ye
portanto 0 # ¢ < x - y.

Assim, basta considerar o caso em que X é um conjunto de elementos C-disjuntos e Y um
conjunto de elementos C-fechados. Porém, neste caso basta separar X e Y pela PSEF de B e entdo
o elemento que separa os conjunto é C-disjunto ou C-fechado e portanto pertence a C.

Afirmacdo 2: C ndo tem atomos.

Se um elemento c € C é ndo-nulo e C-disjunto, entdo como B ndo tem dtomos, seja a € B tal
que 0 < a < c. Claramente a também é C-disjunto, portanto a € C e c ndo é um atomo.

Se um elemento ¢ € C é ndo-nulo e C-fechado, seja « < w; tal que ¢, < c. Entdo 0 < cpyq1 <
e portanto ¢ ndo é um atomo.

Afirmacdo 3: Toda cadeia em C . {0} é propriamente limitada.

Pelos mesmos argumentos apresentados na demonstragdo da primeira afirmacao, toda sequéncia
decrescente (x)ncw em C ~ {0} é constituida exclusivamente de elementos C-disjuntos ou exclu-
sivamente de elementos C-fechados. No primeiro caso, basta usar que as sequéncias estritamente
descrentes em B \ {0} sdo propriamente limitadas e tal limitante ndo-nulo também é C-disjunto.
No segundo caso, assim como na demonstragdo da primeira afirmagdo, por um argumento de
cofinalidade, seja v < w tal que ¢, < x, paratodon € w.

Afirmacao 4: Existe um ponto p de UItC tal que x(p,C) = N;.

O subconjunto {c, | n € w1} tem a propriedade da intersec¢do finita em C, assim existe um

ultrafiltro p € UltC tal que ¢, € p para todo n € w e portanto p € ﬂ s(cy). Dado um aberto
new
bésico s(a) de UItC tal que p € s(a), temos claramente que 4 é um elemento C-fechado e portanto

existe « < wj tal que 0 < ¢, < a. Entdo @ # s(cy) C s(a), assim {s(c,) | n € w1} é um sistema
fundamental de vizinhangas de cardinalidade N;.

Para mostrar que x(p,C) = Ny, seja {s(k,) | n € w} um conjunto de vizinhangas de p. Clara-
mente {k, | n € w} é um conjunto de elementos C-fechados e novamente, pela cofinalidade de ¥;,
existe ¥ < w tal que ¢, < k,, para todo n € w e portanto ¢, testemunha que {s(k,) | n € w}

ndo é um sistema fundamental de vizinhangas.
Finalmente, estamos prontos para o resultado principal desta secao.
Teorema 10.28. A caracterizagio de Parovicenko equivale a hipdtese do continuo.

Demonstragao: Suponha que CH vale e seja B uma algebra de Boole com a PSEF e cardinalidade
N;. Pelo Corolério 10.23 podemos considerar B como uma subélgebra de P(w)/ fin. Por outro

lado, temos que |P(w)/ fin| < |P(w)| = 2% = Ny e c(P(w)/ fin) = 2% = Ny é alcancada, logo
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N; < |P(w)/ fin|, portanto novamente podemos considerar P(w)/ fin uma subalgebra de B e
temos que P(w)/ fin = B.

Reciprocamente, suponha que a hipétese do continuo falha e sejam T e S os espacgos de
Parovi¢enko construidos em 10.26 e 10.27 respectivamente. Como x(p, T) > 2% paratodo p € T,
mas x(p,S) > 2% para algum p € Se Xy < 2%, temos que T e S nao sdo homeomorfos e portanto

ClopT e ClopS$ néo sao isomorfos, logo ndo vale a caracterizagdo de Parovicenko. n

10.4 Cardinalidade de dlgebras com a PSE

Por fim, vamos provar uma propriedade das possiveis cardinalidades dos espacos com a PSE.

Comecamos enfraquecendo o teorema 8.7 e entdo provamos o resultado principal.

Lema 10.29. Seja A uma dlgebra de Boole e {a, | n € w} uma familia disjunta em A. Se A tem a

propriedade da separacio enumerdvel, entdo |[I,co A | an| < |A].

Demonstragdo: Seja f : A — [,co A | a4 dada por f(x) = (x - a4y)new cOmo no teorema 8.7. Seja
(Xn)new € [hew A | an e definay, = a, - —x, para cada n € w. Note que —y, = x, + —a, e como
{xp | n € w} < {x, + —a,}, pela PSE de A existe x € A tal que x, < x < x,, + —a, e portanto
f(x) = (xn)new- u

Corolério 10.30. Toda dlgebra infinita com a PSE tem cardinalidade minima 2.

Teorema 10.31 (Sabine Koppelberg). Se A é uma dlgebra de Boole infinita com a propriedade da separagio

enumerdvel, entio |A|N = |Al.

Demonstra¢ao: Suponha com o objetivo de encontrar uma contradi¢do que existem &algebras
infinitas com a PSE que ndo satisfacam a igualdade de cardinais descrita no teorema. Entdo,

podemos definir o cardinal
x = min{|B| | B é uma algebra de Boole com a PSE tal que |B|* = |B|}

e logo existe uma dlgebra A com a PSE tal que ¥ = |A| e x < ¥™ com a propriedade que toda
algebra B de cardinalidade menor que x que tem a PSE satisfaz |B|Y = |B].

Vamos dizer durante esta demonstracdo que um ideal I de uma dlgebra A é o-limitado se toda
subconjunto enumerével de I tem um limitante superior em I.

Afirmagcio 1: Se | é um ideal o-limitado e, para cada a € ] tal que A [ a é infinito, |A [ a|™ =
|A | a|, entdo || < «.

De fato, caso |J| = «, entdo ¥ = |“J| e como cada sequéncia enumeravel em | é limitada
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superiormente em |, segue que

=19l = JYATa)| <] 2N =«

ac]

contradizendo a defini¢do de x como contra-exemplo minimal.

Para o resto da demonstracao, seja I o ideal préprio definido por
I={acA||Ala|l <x}.

Como cada algebra relativa de A possui a PSE, por ser uma imagem homomorfa de A,e A é o

contra-exemplo minimal temos que
Sea € I e A | aéinfinito, entdo |A | a|™ = |A | al. (Iv.1)

Afirmagio 2: A/I é uma algebra finita.

De fato, suponha por absurdo que A/ seja infinito e fixe {g, | n € w} uma familia disjunta
infinita em A/I. Escolha a, € A tal que 7t(a,) = g, paracadan € w,onde t: A — A/Iéo
epimorfismo candnico. Entdo definindo b, = a,, - —)_,,,,, 4m, temos que b, é uma familia disjunta
em A e m(b,) =g, > 0,logob, > 0paratodon € w. Entdaob, ¢ I e

K0 =TT AT bal <x
new
contradizendo a definicao de «.

Podemos supor sem perda de generalidade que I é um ideal maximal, pois caso contrério
basta substituir A por A [ 2 na demonstragdo, onde a € A é tal que 7(a) é um dtomo de A/I.
Como A/ é finito, temos também que |I| = k. Por IV.1 e a primeira afirmagédo , temos que I ndo é
um ideal o-limitado, assim é possivel fixar um conjunto {b, | n € w} C I sem limitante superior
em [.

Trocando b, por b, - — Y, bm se necessario, podemos supor que {b, | n € w} C I é uma
familia disjunta ainda sem limitante superior em I pelo teorema 2.45.

Afirmacdo 3: |[T,c A | bn| < k.

Caso contrério, pelo lema anterior temos que | [T, A | bu| = ke entdo | [Te A | bn|N = M.

SejaF ={necw|Alb,éfinita} e K= w \ F entdo

KN0:|HA fbn|N0

new
=[TTA 6% [ TTA I bul™
neF nek
<M JJA b <x
nek
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contradizendo a defini¢ao de x.

Por fim, defina
K={xe€A|x-b, =0paratodon € w},

claramente um ideal de A. Seja g : A — [T,c A | by dada por g(x) = (x - by)new, que tem nucleo
K. Pelo teorema do homomorfismo A /K é isomorfa a imagem de g, ou seja uma subdlgebra de
[Ticw A | by. Assim, pela afirmacdo 3, segue que |A/K| < «k e portanto |K| = «.

Agora, se x € K, entdo —x é um limitante superior de {b, | n € w} e entdo —x ¢ I. Como I é
um ideal maximal, segue que x € [ e portanto K C I.

Finalmente, pela defini¢do de K ele é um ideal o-limitado pela PSE de A e como K C I, pela

primeira afirmacdo, temos que |K| < x, uma contradigdo. |
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