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Resumo

ROCCO, R. S. Markov Chain Monte Carlo e algumas aplicagoes. 2019. 51 p.
Monografia (Trabalho de Conclusao de Curso) — Escola de Engenharia de Sao Carlos,
Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos—SP, 2019.

Os métodos de reamostragem de Markov Chain Monte Carlo (MCMC) foram essenciais
para a evolugao da inferéncia bayesiana, uma vez que a inferéncia dos pardmetros podera se
apresentar a posteriori de diversos modos e muitas vezes analiticamente nao-trivial. Assim,
a modelagem MCMC tem um papel fundamental na aplicacao dos métodos bayesianos
em diversas areas como a engenharia, ciéncias médicas, financas, inteligéncia artificial,
dentre outras. Este trabalho de conclusao de curso tem por objetivo discutir o pensamento
Bayesiano, incorporando os métodos MCMC, além de exemplificar a sua utilizagao via
modelagem de regressao utilizando o filtro de Kalman. Foram analisados e comparados os
seus desempenhos por meio de estudos com dados reais, a fim de observar a adequabilidade
dos paradigmas sob andlise, utilizando para tal, os ferramentais de ciéncias de dados
providos pelos ambientes de programagao R e Python. Os achados reverberam o potencial

dos métodos discutidos para a resolugdo de problematicas contemporaneas.

Palavras chave: Inferéncia Bayesiana; Cadeias de Markov; Monte Carlo; Métodos de
reamostragem; Modelo dinamico.
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Abstract

ROCCO, R. S. Markov Chain Monte Carlo and some applications. 2019. 51 p.
Monografia (Trabalho de Conclusao de Curso) — Escola de Engenharia de Sao Carlos,
Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos—SP, 2019.

Markov Chain Monte Carlo (MCMC) resampling methods were essential in the evolution
of Bayesian inference, since the a posterioriinference of the parameters may be often
analytically non-trivial. MCMC has a fundamental role in the application of Bayesian
methods in several areas such as engineering, medical sciences, finance, artificial intelligence,
etc. This work aims to discuss Bayesian paradigma, incorporating the MCMC methods,
exemplifying it through regression model (whereas Kalman filter). Their performance was
analyzed in studies with real data, in order to observe the suitability of the paradigms
under analysis using the software such as R and Python. The findings reverberate the

potential of the methods discussed to solve contemporary problems.

Keywords: Bayesian Inference; Markov chains; Monte Carlo; Resampling methods;
Dynamic model.
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Capitulo 1
Introducao

Atualmente, na era dos dispositivos inteligentes que a todo instante adquirem dados
por meio de seus diversos sensores, com isso, gerando grandes bases de dados, tem-se a
disposi¢ao um elemento com potencial inerente: a informagao disponivel, que traz consigo
uma larga e complexa estrutura dindmica (CORCHADO et al., 2014). O levantamento de
registros de dados nas tltimas décadas, despertou varias inquietacoes acompanhadas de
tentativas de pesquisas e desenvolvimentos no campo da mineracao de dados. Visto isso, é
desejavel utilizar a informagao obtida em uma amostra (parte de um todo ou conjunto)
com o intuito de generalizar e modelar os fenémenos observados ou tomar decisdes. Esse

procedimento é chamado inferéncia estatistica para a tomada de decisao.

No contexto da inferéncia estatistica, o paradigma bayesiano associa exclusivamente,
a partir da aplicagao logica indutiva, o calculo de probabilidades a essas inferéncias (LIN-
DLEY et al., 1956). O’Hagan e Forster (1994) complementam essa assertiva, defendendo
que qualquer questao envolvendo probabilidades, tem uma e apenas uma resposta, embora
possa haver multiplas maneiras de derivar essa resposta. Assim, a atribuicao de distribui-
¢oes de probabilidades a quantidades incertas, sejam observéaveis (dados) ou nao (modelos
estatisticos), possibilita incorporar os conceitos de subjetividade como representacao dos

graus de credibilidade, que é condicionada a informacgao disponivel.

Diante da complexidade que um modelo estatistico pode apresentar, muitas vezes
relacionado a alta-dimensionalidade dos dados sob modelagem, uma aproximag¢ao numérica
¢é necessaria a fim de se obter essa distribui¢ao de probabilidades relacionada a tomada
de decisao do incerto. O método de Monte Carlo, criado pelo matematico russo Andrei
Markov, em 1906, combinado com o conceitual das cadeias de Markov, que foi apresentado
por Lindley, em 1965, originaram algoritmos considerados bastante eficientes, como o
amostrador de Gibbs (ELLIOTT et al., 1984) e o Metropolis-Hasting (HASTINGS, 1970),

para a obtencao dessas aproximacgoes numéricas e que, hoje, gracas ao poder computacional



dos dispositivos, sao utilizados corriqueiramente.

Os modelos de espago-estado contemplam uma classe de modelos estatisticos ampla
e capaz de incorporar a dinamica de eventos, mesmo que esses eventos provenham de dados
sintéticos, ou seja, que nao foram observados diretamente. Um caso particular bastante
utilizado atualmente em aplicacoes nas areas de engenharia, ciéncias médicas, financas,

inteligéncia artificial, dentre outras, é o filtro de Kalman (KALMAN, 1960).

O filtro de Kalman se mostra como uma alternativa competitiva quanto a modelagem
de um problema, dado a sua flexibilidade e rapidez na convergéncia dos dados. Kim e
Kim (2009), Xie, Sudhakar e Zhuang (1995) apresentaram o filtro de Kalman (e algumas
de suas variagoes) como um método de rastreamento de elementos visuais em imagens
sequenciadas (neste caso, uma bola) e movimentos oculares utilizando ciAmeras de video.
Os resultados dos trabalhos demonstram que o filtro de Kalman tem a vantagem de ser

nao intrusivo, barato, e com alto grau de automatizacao.

Desse modo, este trabalho de conclusao de curso em Engenharia Elétrica com Enfase
em Sistemas de Energia e Automagao, tem como objetivo central discutir o pensamento
Bayesiano, incorporando os métodos de reamostragem, conhecidos como Markov Chain
Monte Carlo (MCMC), além de exemplificar via modelagem com o filtro de Kalman, que é
um caso particular de modelos dindmicos. Foram analisados e discutidos os desempenhos
de cada uma das técnicas, em estudos de caso aplicados sobre dados sintéticos e reais, a

fim de observar a adequabilidade dos paradigmas em analise.

Para garantir uma melhor fluidez do texto, este trabalho foi estruturado em sete

capitulos, como segue:

e Inicialmente, no Capitulo 2, serd discutido um breve historico sobre o surgimento do
pensamento Bayesiano, seguido de uma sumarizac¢ao do paradigma Bayesiano, bem

como do método de reamostragem MCMC;
e Os Capitulos 3 e 4 contém os fundamentos teéricos Bayesianos e de MCMC;
e Posteriormente, o Capitulo 5 apresenta em detalhes o filtro de Kalman;

e O Capitulo 6 contém uma aplicagao sobre conjuntos de dados amostrados, ou seja,

de mundo real;

e Por fim, o Capitulo 7 apresenta as discussdes dos resultados obtidos, algumas

limitagoes e possiveis sugestoes para serem consideradas em trabalhos futuros.



Capitulo 2

Uma breve historia

“O teorema de Bayes é, para muitos, um dos poucos resultados da matematica que
se propoe caracterizar a aprendizagem com a experiéncia, isto é, a modificacao
da atitude inicial em relacdo aos "antecedentes", depois de ter a informagao
adicional de que certo acontecimento(s) se realizam (depois de conhecer os dados
do experimento ou observagao).” (PAULINO, TURKMAN & MURTEIRA,
2003 - pg. 10)

O termo “bayesiano” refere-se aos conceitos matematicos e estatisticos desenvolvidos
pelo inglés Thomas Bayes (1702-1761), que provou um caso particular daquele que hoje
¢ chamado de Teorema de Bayes, que, no entanto, foi fundamentado por Richard Price
(1723-1791) (BAYES, 1991). Foi Pierre-Simon Laplace (1749-1827) quem introduziu uma
versao geral do teorema de Bayes, contemplando os rigores matematicos do paradigma
em problemas de mecéanica celeste, estatistica médica, confiabilidade e jurisprudéncia. A
inferéncia Bayesiana inicial era chamada de “probabilidade inversa” (visto que infere a

partir de observagoes sobre pardmetros, ou de efeitos para causas).

A medida em que a revolugdo computacional inundava o mundo moderno com
dados dos mais variados tipos, adquiridos por meio das mais diversas fontes sensoras,
o teorema de Bayes enfrentava uma de suas maiores crises dentro de seus quase de 250
anos de existéncia, por volta dos anos de 1950-1980. Estimar o relacionamento entre
as multiplas varidveis de um conjunto de dados, e também determinar o efeito que uma
perturbacao em uma variavel é refletida nas outras e no todo. Assim, a dimensionalidade

dos dados atormentava tanto os estatisticos frequentistas quanto os bayesianos.

Na década de 1980, houve um crescimento expressivo tanto na pesquisa quanto em
aplicacoes dos métodos Bayesianos, principalmente aqueles atribuidos a descoberta da
cadeia Markov e métodos de Monte Carlo (Markov Chain Monte Carlo, MCMC). Esse
crescimento foi impulsionado pelo avango da tecnologia e a consequente remocao (ou ao

menos reducao) das diversas barreiras computacionais existentes, o que viabilizou o ja



seminal interesse em aplicacbes nao-padrao, ou complicadas. Os métodos Bayesianos
sao amplamente aceitos e usados na atualidade, ganhando espaco em analises de dados,

especialmente na era da Inteligéncia Computacional.

Entre os grandes pesquisadores e alguns dos seus respectivos trabalhos, que contri-
buiram para o desenvolvimento de aplicagoes dos métodos bayesianos, ao longo do século
XX, e que nao poderiam deixar de serem citados neste texto, estao Ramsey (1926), Jeffreys
(1946), Finetti (1937), Good (1950), Savage et al. (1962), Lindley et al. (1956).

Deve ser destacado que as informagoes histéricas apresentadas aqui foram extraidas
do livro The theory that would not die, de autoria de McGrayne (2011). As segbes
apresentadas a seguir foram inspiradas pelo livro Markov Chain Monte Carlo: stochastic

stmulation for Bayesian inference, elaborado por Gamerman e Lopes (2006).

2.1 Uma visao geral bayesiana

Este mundo apresenta incertezas, seja da propria natureza do fendmeno observado
ou vinculada a sua métrica. As ferramentas utilizadas para medig¢oes de incertezas
sao derivadas da teoria das probabilidades. Desse modo, pode-se dizer que um modelo
estatistico é aquele que quantifica matematicamente as relagoes entre as variaveis (aleatérias

e/ou deterministicas), por meio da especificagdo de distribui¢oes de probabilidade.

A inferéncia estatistica pode ser definida como a ciéncia dedicada a tirar conclusoes
sobre os dados por meio de medidas quantitativas. A partir da inferéncia estatistica é
possivel atingir a generalizacao dos resultados obtidos por meio de uma amostragem, isto

é, uma parte de um conjunto total chamado de populacao.

E comum encontrar incertezas associadas as medicoes, sejam elas ocasionadas por
algum grau de imprecisao inerente aos dispositivos de captura dos dados, ou mesmo
devido ao processo sob o qual essas quantificagoes se tornam disponiveis, que pode nao ser

totalmente controlado ou compreendido.

Considere um exemplo oriundo de um estudo que relaciona a eficiéncia da comu-
nicacao entre um transmissor e um receptor de um determinado sinal, ou seja, deseja-se
obter uma estimativa da informagao. Suponha ainda que semanalmente deseja-se descrever
a distribuicao energética a fim de analisar e descrever as operacoes sobre estes sinais em

uma dada rede.

Espera-se que o transmissor de canal (x) tenha o sinal recebido, isto é, a comunicagao
seja bem efetuada traduzindo a informagao emitida. Assim, de um modo simplificado, é

possivel assumir uma relagao deterministica (ou relacao linear) vinculando esse efeito &

4



probabilidade do funcionamento do receptor (y).

y=a+px

Logo, essa probabilidade associa a estimagao desse volume de informacao recebida,
bem como a sua eficiéncia. Seja y € [0, 1], faz-se necessario garantir que a resposta do
modelo estard também inserida dentro do dominio [0,1]. Uma transformagdo comum que

pode ser aplicada ¢ a logit:

logit(y) = log S [ + Bz
-y
O parametro 3 associara a eficiéncia da transmissao quanto relativamente ao
aumento a propagacao da informacao. Assim, quanto maior for o valor desse pardmetro f3,
melhor serd a eficicia do transmissor. A coleta das possiveis relagoes, juntamente com
as especificacoes de probabilidade para as porcentagens dessas informagoes transmitidas,

define um modelo estatistico.

Inferéncias poderao ser conduzidas sobre os dados a partir da definicao do modelo
estatistico. A inferéncia é desenhada ao se construir uma distribuicao de probabilidade
conjunta abrangendo todas as quantidades nao observadas, com base em tudo aquilo que

é conhecido sobre as mesmas.

Dentro do paradigma bayesiano sao associadas incertezas a todas as quantidades
inicialmente desconhecidas, bem como h& a inclusdo de informagao a priori no processo
de estimagao. A estatistica bayesiana combina informacoes vividas sobre os fenémenos em
estudo, além de também se basear em valores de quantidades observadas, quando estas
estao disponiveis. Neste caso, a distribuicao de probabilidade relacionada as incertezas
condicionadas as informagoes conhecidas é chamada de distribuicao posterior, pois é
obtida apds os dados terem sido observados. As quantidades desconhecidas, originadas de
observagoes futuras, sdo chamadas de “previsao” e sua distribuicao marginal é chamada

de distribuicao preditiva.

A experiéncia com o sistema de transmissao de sinais pode fornecer algumas
informacoes basicas. A fonte de informacao é dada pelo resultado da informagcao recebida,
uma vez que elas sao realizadas e seus porcentuais se tornam conhecidos. Dessa forma, a
inferéncia bayesiana fornece as ferramentas para combinar esses conhecimentos de modo a
obter a distribuicao posterior de o e 3, baseado no conhecimento prévio e nas observagoes
coletadas. Com isso, é possivel prever os resultados futuros das transmissoes e assim gerar

uma previsao de eficiéncia/confiabilidade do sistema em eventos futuros.



Obter a distribuicao posterior é um passo importante, mas nao a etapa final do
processo. Deve-se conseguir extrair as informagoes significativas dessa distribuigao e
traduzi-las em termos de seu impacto dentro do escopo do estudo. A principal preocupacao
envolvida nessa etapa se baseia na avaliagdo de resumos pontuais como média, mediana
ou moda, ou também resumos de intervalares dados por intervalos de probabilidade. A
extragdo ou sumarizacao podem ser realizadas analiticamente, o que significa que poderd

ser feita uma avaliagdo exata ou por método de reamostragem da situagao.

Voltando ao estudo sobre transmissao de sinal, o principal interesse nesse cenario
esté relacionado com a avaliagdo do valor de . Se sua distribuicao esta concentrada com
grande probabilidade em torno de valores positivos, o estudo confirma que a informacao
recebida aumenta a medida que o sistema é mais eficiente. Porém, a quantificagdo também
é uma informacao importante: quanto maiores forem os valores de (3, melhor podera ser a

captacao da informacao, no que se refere ao aumento da “traducao” da mesma.

Na maioria dos casos, entretanto, a complexidade da modelagem acaba por impedir
que essa simples operagao possa ocorrer. Essa complexidade geralmente é causada pela
combinagao das fontes de informacao disponiveis ligadas a uma determinada quantidade.
Em outros casos, pode ser causada pelo grande volume de quantidades necesséarias para
uma descricao adequada dos fenomenos estudados. Em alguns casos, pode ainda ser

causada por uma combinacao de muitas quantidades com muitas fontes de informacao.

No exemplo anterior, uma descricao mais adequada do processo sera fornecida por
um modelo que permita que as ligagoes entre transmissor de canal e funcionamento do
receptor mudem com o decorrer do tempo. Diferentes variacoes, sendo elas observadas
diretamente ou nao corroboram com uma modelagem dindmica. Uma representacao
possivel é permitir que as quantidades o e § variem com o passar do tempo. A relagao

entre a probabilidade de reconhecimento ¢; e a despesa x;, no periodo ¢, torna-se:

logit(y:) = oy + Bixy

onde as quantidades desconhecidas oy e (3; agora podem mudar com decorrer dos intervalos
de tempos em que os eventos estao discretizados. Isso leva automaticamente a um aumento
expressivo no numero de quantidades desconhecidas. Além disso, deve-se esperar algum
grau de similaridade entre os préximos periodos. Um modo conveniente para especificar

as similaridades é:



o = g1 + Wie

Br = Bro1 + wa

Observe que a quantidade apresentada no periodo t, tanto para « e 3, podera
ser explicada pela observagao mais proxima (¢t — 1) adicionado a um ruido (aleatério).
Note também que o nimero de quantidades desconhecidas (complexidade do modelo)
aumentou de 2 para 2n, onde n é o nimero de periodos de tempo considerados no estudo.
A distribuicao das quantidades desconhecidas tornou-se, consequentemente, mais dificil

para se lidar.

Buscar aproximacoes que possam fornecer, ao menos, uma “boa” aproximagao da
resposta exata, se faz necessario face ao aumento na complexidade do modelo. Algumas
pesquisas apresentadas na literatura trabalharam no sentido de indicar possiveis modos de se
obter boas aproximagoes, com maior intensidade de pesquisas ocorrendo a partir da década
de 1980. Esse fendmeno pode ser explicado gracas ao aumento no poder de computacao, o
que permite solugoes mais sofisticadas e baseadas em calculos iterativos. Essas solugoes
podem ser amplamente divididas em aproximagoes analiticas (deterministicas), enquanto

outras sao baseadas em aproximagoes numéricas (estocasticas).

Uma perspectiva completamente diferente para extrair informagoes relevantes
contidas em uma determinada distribuicao é fornecida pela simulacao estocéastica. Neste
caso, a abordagem é usar valores simulados da distribuicao de interesse. Uma colecao
desses valores forma uma amostra que define uma distribuicao discreta concentrada nos
valores da amostra. A distribuicdo desses valores é uma aproximacao da distribuicao
referéncia usada para a simulacao. Entao, todos os calculos relevantes com a distribuicao

referéncia podem ser feitos de modo aproximado com a distribuicdo da amostra.

Em particular, a amostra pode ser agrupada dentro de intervalos e o histograma de
frequéncias relativas exibido graficamente. Se uma grande quantidade desses valores for
simulado, o histograma resultante serd uma aproximacao muito semelhante a densidade

da distribuicao de interesse, que é o foco deste trabalho.

As técnicas de simulagao estocasticas, ou de Monte Carlo, tém algumas caracteris-
ticas atraentes que podem explicar seu recente sucesso dentro do contexto da Inferéncia
Estatistica. Primeiro, elas tém forte apoio em resultados de probabilidade, como a lei
dos grandes ntmeros, por exemplo. Asseguram que a aproximacao se torna cada vez
melhor a medida que o nimero de valores simulados aumenta. Esse niimero é controlado

pelo pesquisador e apenas sera considerado o tempo e o custo que podem impedir uma



aproximacao praticamente livre de erros. Além disso, em qualquer estagio do processo
de simulacao, os erros de aproximacao podem ser medidos probabilisticamente usando o

teorema do limite central.

Logo, a motivacao deste trabalho esta inserida no contexto da descricao de técnicas
dedicadas a realizar inferéncia bayesiana com base em simulacao estocéastica. Usando essa
gama de técnicas, é possivel criar esquemas de simulacao para modelar valores a partir da
distribui¢ao de a e 5 (na configuragdo de modelo estatico). Entretanto, estes pardmetros
nao fornecem solucgdes adequadas para o caso mais elaborado que inclui a varia¢ao temporal,
oy e B;. Essas técnicas tendem a ser ineficientes & medida que a dimensionalidade das
quantidades desconhecidas aumenta, obrigando a aplicacao de técnicas mais sofisticadas

de simulacao.

2.2 Uma visao geral sobre MCMC

Atualmente, existem muitos problemas de interesse que se enquadram na categoria
dos modelos de grandes dimensbes. Configuragoes dindmicas (contendo pardmetros
variando no tempo) sdo apenas um tipo de exemplo neste contexto. Outros exemplos
também surgem no que se refere aos modelos de efeitos hierarquicos ou aleatoérios para
dados espaciais. O primeiro grupo trata a variagdo aproximada adicional nao-estruturada,
enquanto o segundo grupo trabalha com variagoes relacionadas a estruturas vizinhas.
Modelos que consideram os erros de medi¢ao e uma mistura ou combinacao de diferentes

modelos também podem ser configuracdes para modelos de grandes dimensoes.

Markov Chain Monte Carlo (MCMC) define uma drea da estatistica que fornece
uma resposta para o dificil problema da simulacdo, a partir da distribuicdo altamente
dimensional das quantidades desconhecidas que aparecem em modelos complexos. E
possivel dizer, em termos muito amplos, que as cadeias de Markov sao processos que
descrevem trajetorias em que as quantidades sucessivas sao descritas probabilisticamente,
de acordo com o valor de seus resultados predecessores e imediatos. Em muitos casos, esses
processos tendem a um equilibrio e as quantidades limitantes seguem uma distribuicao

invariante.

As técnicas baseadas em MCMC permitem a simulacdo a partir de uma distribuicao,
incorporando essa simulacdo como uma distribuicao limitante de uma cadeia de Markov
até que esta cadeia se aproxime de um ponto de equilibrio. Antes de compreender a
problematica da simulacao por meio das cadeias de Markov, ou MCMC, é importante que

a fundamentacao e as propriedades das cadeias de Markov sejam bem compreendidas.

A introducao das cadeias de Markov nos esquemas de simulacao é de grande



interesse, pois permite o manuseio de distribui¢oes complicadas, como as que surgem
nos modelos de grandes dimensoes, mencionados logo acima. H4 também a questao do
trabalho extra envolvido na simulacao de um tnico valor pelo método MCMC: é necesséria
a simulagao de uma sequéncia completa de valores de uma cadeia até que esta atinja seu
equilibrio, e somente o valor de equilibrio pode ser tomado como um valor simulado da
distribuicao limitante. Os resultados também existem e sao andlogos aos da lei dos grandes
numeros e do teorema do limite central para as cadeias de Markov. Eles garantem que a
maioria dos valores simulados de uma cadeia possa ser usada para gerar informagoes sobre

a distribuicao de interesse.

H& ainda a questao de como construir uma cadeia de Markov cuja distribuicao
limite seja exatamente a distribuicao de interesse, ou seja, a distribuicao de todas as
quantidades desconhecidas do modelo. Note que isso nao é apenas possivel, mas também

existem grandes classes de ferramentas e técnicas que fornecem essas respostas.

Uma dessas técnicas, conhecida como “amostragem de Gibbs”, baseia-se em uma
cadeia de Markov cuja dependéncia do elemento predecessor é governada pelas distribuigoes
condicionais que surgem do modelo. Entretanto, muitos modelos tém uma distribuicao
conjunta consideravelmente dificil de ser obtida, embora por construgao, (algumas) das
suas distribui¢oes condicionais sejam relativamente simples de serem calculadas. Assim, a
estratégia da amostragem de Gibbs explora esse ponto, sendo capaz de fornecer solugoes

simples para muitos problemas.

Existem diversas maneiras de se utilizar o MCMC em situagoes arbitrarias. A
principal restricdo que deve ser levada em consideracao é quanto a computagao eficiente.
Entende-se por eficiéncia computacional como a medida de “facilidade” com que uma
amostra simulada ¢ obtida. Esta medida leva em consideracao muitos aspectos importantes,
como a escolha das distribui¢oes condicionais a serem aplicadas no modelo, a necessidade
de transformacoes das quantidades e o custo computacional, que esta diretamente atrelado

ao tempo necessario para que uma simulacao atinja a estabilidade das solugoes obtidas.

Outra estratégia interessante é dada pelos algoritmos Metropolis-Hastings. Estes
algoritmos sao baseados em uma cadeia de Markov cuja dependéncia do elemento antecessor
é dividida em duas partes: uma proposta e uma aceitagdo da proposta. As propostas
sugerem em um proximo passo arbitrario da trajetoria da cadeia de Markov, enquanto
a aceitacao garante que a direcao das limitacao apropriada seja mantida, rejeitando
movimentos indesejados que podem ser tomados durante o processo. Essas duas partes
que constituem o algoritmo fornecem uma solucao quando até mesmo as distribuigoes
condicionais de interesse sao complicadas, embora seu uso nao seja restrito somente a esses

casos. Os algoritmos de Metropolis-Hastings podem ser apresentados em variadas formas.



Algumas dessas formas podem ser categorizadas como generalizacoes da amostragem de
Gibbs.

Deve ser destacado também, que a inferéncia bayesiana nao necessariamente é
completada apds resumir informacoes sobre quantidades desconhecidas de um dado modelo.
Podem haver outras operagoes relevantes para se realizar dentro de uma modelagem
abrangente e compreensiva, como a prépria avaliacdo do modelo em uso e comparagoes
entre modelos, algo que envolveria a aplicagao de mais de um modelo. E de particular
interesse neste cendrio, a considera¢ao conjunta de um nimero (grande) de possiveis
modelos. A inferéncia bayesiana (e MCMC) podem ser arranjados para lidar com essas
questoes, ainda que modelos alternativos também possam ser utilizados como dispositivos
auxiliares no projeto de um método MCMC para um modelo especifico, de modo garantir

a eficiéncia do processo por meio da redundancia.
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Capitulo 3

Fundamentos Bayesianos

“The fundamental problem towards which the study of statistics is adressed is
that of inference. Some data are observed and we wish to make statements,
inferences, about one or more unknown features of the physical system which
gave rise to these data” (O’HAGAN, 1994)

Neste capitulo serao apresentados os principais elementos no que se refere ao processo
de tomada de decisdo por meio do paradigma Bayesiano. Dessa maneira, é possivel trazer
ao processo de modelagem a incorporagao de conhecimentos prévios adicionados aos ja
obtidos e provenientes dos dados coletados, o que auxilia na tomada de uma decisao. Isso
é combinando a quantificacdo da incerteza que esta presente na informagao disponivel que

serd adicionada a conhecimentos ja existentes (a priori).

3.1 O dilema da estatistica

A anélise estatistica pode ser dividida em dois grandes grupos de processos: esta-
tistica descritiva das observacoes e o procedimento inferencial. A andlise descritiva visa
sumarizar os resultados por meio de tabelas e graficos. Enquanto que a inferencial visa
descrever os dados por meio de um modelo estatistico que estima e testa hipdteses sobre
os resultados aferidos pelo modelo adotado. Assim, o objetivo principal da estatistica,
muitas vezes, estd em fazer inferéncias ou predigoes de novas observagoes, bem como na
descri¢ao do fendmeno observado. Dessa forma, esse procedimento de estimagao estatistica
poderé ser subdividido em dois principais paradigmas: Frequentista (também conhecidos

como clédssico) e Bayesiano (subjetivo).

A inferéncia classica obtém por meio da inducao, as informacgoes referentes ao
conhecimento obtido. A inferéncia Bayesiana obtém as informagoes por meio da deducgao

do processo de conhecimento. O primeiro paradigma decorre apenas do célculo de
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probabilidades, enquanto o outro paradigma transforma o modelo em um problema

inverso de probabilidade, utilizando o teorema de Bayes.

As conclusoes ou informagoes retiradas dos dados inferidos por meio da modelagem
(por vezes traduzida em pardmetros), enquadram-se, em geral, na logica indutiva e a
justificativa via processo indutivo é um dos problemas mais controversos da filosofia.
Enquanto do ponto de vista Bayesiano, diferentes graus de incerteza sao introduzidos
no processo de modelagem e representados por meio de modelos probabilisticos para os

parametros.

A inferéncia Bayesiana fundamenta-se por duas motivagoes: define-se como infe-
réncia, o ato de analisar em termos probabilisticos um conjunto de fenomenos, visando,
com isso, desenvolver um conhecimento cientifico. Enquanto a decisao pode ser definida
como a agao pratica realizada por meio do processamento da informacao provida a partir

do conhecimento.

3.2 Inferéncia Bayesiana

Antes de aprofundar na discussao tedrica especifica sobre a tematica da inferéncia
bayesiana, os conceitos de probabilidade e coeréncia devem ser definidos. Compreende-se
por probabilidade, um valor aferido que descreve um grau de confianca de uma dada
proposicdo que nao se sabe, a priori, se é verdadeira ou falsa (FINETTI, 1937). A
coeréncia é a representacao da incerteza de algo ser razoavel, satisfazendo os axiomas da

probabilidade (RAMSEY, 1926).

A seguir, serdo elucidados os principais resultados acerca da teoria de probabilidades,
utilizando a roupagem da coeréncia, no contexto das apostas finitas (para maiores detalhes
consultar Esteves e Stern (2017)). Considere um espago de probabilidades (£2,.#, P)
em que €2 define um espago fundamental nao-vazio, A é um conjunto de elementos tal
que A C Q, . é uma familia dos acontecidos dotados de probabilidade (dlgebra ou

sigma-élgebra) e P é uma medida de probabilidade.

Adicionando formas de incertezas no contexto de novos aprendizados, o sistema
de apostas podera incorporar a extensao do conceito de probabilidade condicional. Os
axiomas de probabilidade sao: i) Nao-negatividade; ii) Aditividade; iii) Normalizagao; e
iv) Multiplicagdo. Ou seja:

e Para todo A, 0 < P(A) < 1.

e Se P(Q2) =1.
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e Sec existem A e B disjuntos, P(AU B) # P(A) + P(B).

e Se existem A e B nao disjuntos, P(AN B) = P(B)P(A|B).

De acordo com os resultados apresentados e utilizando a aditividade e a probabili-

dade condicional, sera obtido:

P(B) =Y P(A:1 B) = Y P(B|A) P(4) (3.1)

Note que:

P(ANB)= P(B|A)P(A) = P(A|B)P(B) (3.2)
Derivando assim o teorema de Bayes:

P(B|Ai))P(Ai) _ P(B|A:)P(Ai)

PAB) = ==p = = P(BIA)P(A)

(3.3)

Uma interpretagao que decorre deste teorema é que dadas as situagdes antecedentes
(a priori, A;), adicionado a informagao do acontecimento (conjunto de dados, B), o
investigador ird obter as suas probabilidades revisadas (a posteriori, A;|B). Isto é, na
préxima iteragao a probabilidade revisada anteriormente (a posteriori) passard a ser a

nova probabilidade a priori.

3.2.1 Atualizacao de incerteza

O grau de incerteza sera refletido por meio de uma probabilidade, associando esta
a diferentes proposicoes. Note que essa tarefa nao é trivial, visto que a obtencao dos dados
pode considerar varias hipdteses. Seja uma probabilidade da hipdtese condicionada os

dados observados,

P(Hipétese | Dados)

Utilizando o teorema de Bayes poderemos desenvolver essa probabilidade em termos

do aprendizado sobre as hipéteses consideradas utilizando os dados obtidos. Ou seja,

P(Hipétese) P(Dados | Hipotese)
P(Dados)

P(Hipétese | Dados) =
uma vez que
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P(Dados) = / P(Hipétese) P(Dados | Hipdtese)

Hipétese

Definido por Esteves e Stern (2017), “o modelo estatistico oferece uma traducao
padronizada de problemas envolvendo incertezas para um espaco das probabilidades”
que é composto por dois elementos aleatérios; dados observados (X) e uma quantidade
desconhecida de interesse (#), comumente chamado de “pardmetro do modelo”. Utilizando

o teorema de Bayes,
PO)P(x | 0) PO)P(z | 0)

PO z) = P(x)  JoPO)P(x|0)do

Note que X esta associado a um vetor aleatorio e x a um vetor observado, em
relagao aos dados coletados (ja observados). Compreende-se como © o espago de todas as
quantidades desconhecidas, também chamado de espago paramétrico. P(0|z) é definido
como a probabilidade a posteriori. P(x) é conhecida como constante de normalizagdo, nao
depende de 6 e confere a probabilidade a posteriori o valor inteiro 1. P(6) é conhecida

como a probabilidade a priori e P(z|f) é a verossimilhanga.

A explicacao estda fundamentada sob a existéncia de uma fungao que descreve a
relacao entre os dados e essa quantidade desconhecida, chamada de fun¢ao de probabilidade
(ou densidade) conjunta (P(x,8)).

O que difere o paradigma Bayesiano do paradigma classico, é a consideracao dessa
quantidade desconhecida de interesse (#) como sendo uma variavel aleatdria, possibilitando,
com isso, atribuir uma medida (distribui¢ao) de probabilidade sobre a mesma. Assim,
para determinar a distribuicao de 0|X, uma vez que os dados foram observados e X = z,
é necessario observar os fatores que dependeram apenas de 6 (ou seja, os demais serao

considerados constantes), dizendo “proporcional a”:

P(0|z) o< P(8)P(z|0)

A hipétese de independéncia condicional é comumente encontrada em problemas
estatisticos (EHLERS, 2017). Entende-se que duas varidveis sejam independentes con-
dicionalmente quando, dado uma terceira variavel, a ocorréncia ou nao-ocorréncia das
duas primeiras varidveis sejam eventos independentes se condicionadas a distribuicao
de probabilidade daquela terceira variavel. Suponha que foi observado uma amostra

X = x1, 29, ..., T,, independente dado 6:
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P(0|x1) o< P(8)P(x1]6)
P(0|zq,22) ox P(0)P(x1,x2|0) = P(0)P(x1]|0)P(x2|0)

P(O|z1,za, ..., x,) x P(0) H P(z;|0)

Assim, pode-se dizer que a ordenacdo em que as observagoes sao processadas pelo
teorema de Bayes nao é considerada relevante. Complementar a isso, fazer inferéncias

sobre 6 sera relevante apenas ao que foi observado. Essa postulacao é conhecida como
principio da verossimilhanca (DEGROOT, 1986).

3.3 Decisao Bayesiana

A decisao Bayesiana esta vinculada a distribuicdo a posteriori do parametro 6,
visto que a mesma contém toda a informacao probabilistica a respeito deste parametro.
E natural verificar a funcao de densidade a posteriori como sendo a melhor descri¢cdo do

processo de inferéncia (por exemplo, de modo grafico).

A compactacao da informagao apresentada pela a posteriori é uma estratégia
comumente utilizada. A estimativa pontual, sobre o(s) pardmetro(s) poderi(ao) ser
sumarizada(s) por um tnico nimero. Estimativas intervalares e testes de hipétese também
podem ser frequentemente aplicados na tomada de decisdo Bayesiana. Essa é a escolha

quanto ao parametro 6, elucidado sob a 6tica da teoria da decisao.

A teoria da decisao tem por objetivo fazer uso ativo do conjunto de agoes possiveis,
auxiliando na escolha da melhor acao a ser tomada. Trés tipos de espacos sao utilizados
na resolugao dessa problematica: i) Espago paramétrico (©); ii) Espago experimental (£2);

e iii) Espaco das possiveis agoes (A).

Uma regra no contexto da tomada de decisao (tratada também como “utilidade”)
representa o quanto é desejavel obter a possibilidade €, uma vez feita uma escolha a. Ou
seja, a utilidade serd um par composto por uma alternativa (a € A) e uma possibilidade
(0 € ©). Assim, para cada decisdo a e para cada possivel valor do parametro 6 (dado
que o mesmo é desconhecido), é possivel associar uma perda L(a,#) assumindo valores
positivos. Logo, o risco de uma regra de decisao, denotado por R(a), serd a perda esperada,
a posteriori, ou seja, R(a) = Eg,(L(a,d)). A regra de decisdo minima é denominada regra

de Bayes ou risco de Bayes.
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3.3.1 Estimadores de Bayes

Dentro do arcabougo das teorias da estimativa e da decisao, pode-se dizer que
um estimador de Bayes, ou uma acao de Bayes, é um estimador ou regra de decisao que
minimiza o valor esperado posterior de uma fungao de perda (ou seja, a perda esperada
posterior). Equivalentemente, esse estimador maximiza a expectativa posterior de uma
funcao de utilidade. Uma maneira alternativa de formular um estimador dentro da

estatistica bayesiana ¢é a estimativa maxima a posteriori.

Um problema de inferéncia sera iniciado, conforme apresentado na secao 2.1, a partir
dos valores observados na amostragem, com o objetivo de estimar o valor do parametro 6.
Considere uma amostra aleatoria X, Xo, ..., X,,, tomada de uma distribuicao com funcao
de densidade de probabilidade P(z|0), sendo 6 desconhecido. Pode-se dizer que # € O.

Entéao, os valores obtidos por um estimador também serdao §(X) € O.

Cada valor de 6 calculado por meio da estimativa a podera ter associado a ele uma
perda L(a, ), no qual uma pequena distancia representard um bom estimador. Com isso,
tem-se que a alta probabilidade de que um bom estimador apresente um erro 6(X) — 6 sera
préoxima de zero. Assim, a regra de Bayes consiste em escolher a estimativa que minimiza

a perda esperada, que é dada por,

E[L(a,)|z] = / L(a,8)P(0]z)d6

As fungoes de perda simétricas sao frequentemente adotadas na literatura, sendo as
principais: a fungdo de perda quadrética (L(a, ) = (a — 6)?) e absoluta (L(a,0) = |a — 0]).
Pelo fato da resposta para um problema de estimagao ser um ndmero tnico, a média
a posteriori é o estimador 6timo para a perda quadratica e a mediana a posteriori é o
estimador 6timo para a perda obtida pelo desvio absoluto. Note que aqui nao esta sendo
indicado o quanto se tem de certeza de que o parametro esta proximo desse ntimero, mas

sim hé a sumarizacdo da informacao contida na distribuicdo em um tinico niimero.

O uso da distribuicdo a posteriori em uma estimativa pontual podera ser aplicado
sob o conceito de intervalo de credibilidade (também conhecido por intervalo de confianga
Bayesiano), que é baseado na distribui¢do. A principal restri¢io da estimagao pontual
é que ao se estimar um parametro por meio de um valor numérico tinico, entao toda a
informacao presente na distribuicdo a posteriori serd resumida por meio deste niimero.
Assim, é importante associar alguma informacao sobre o quao precisa sera a especificacao
deste nimero. Para os estimadores que serao vistos aqui, a literatura aponta como as

medidas de incerteza mais usuais: a varidncia (ou coeficiente de variacao para a média a
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posteriori); a medida para a moda a posteriori da informacao observada de Fisher; e a

distancia para a mediana a posteriori entre quartis.

Com isso, tem-se C' como sendo um intervalo de credibilidade de 100(1 — «)%, ou
nivel de credibilidade (ou confianga) 1 — «, para § > P(6 € C') > 1 — o (EHLERS, 2017).

3.3.2 Valor da informacao

Existem trés tipos de informagao: i) a informagao conhecida inicialmente (a priori);
ii) a informagdo dada por novas observagoes; e iii) a informagao que se obtém de acordo
com as consequéncias das agoes. A quantificacdo probabilistica de crencas a priori visa
incorporar dentro da analise, a informacao aprioristica que se tem sobre os dados, por
exemplo, o especialista no dominio de aplicagao. Além do mais, essas distribui¢oes a pri-
ori também poderao ser conjugadas (ado¢ao de uma forma funcional) ou nao-informativas
(conhecimento a priori “vago” ou “pouco significativo” quando comparado & informagao

amostral). Para maiores detalhes consulte Paulino, Turkman e Murteira (2003).

Dada a importancia de aplicagoes em modelos normalizados, em problemas de
uma ou varias amostras ou mesmo de regressao, serao comparadas as implicancias de a
priori conjugadas e nao-informativas. Como exemplo, considere uma amostral aleatéria
Xy, Xa, ..., X,, proveniente da distribuigdo normal com média desconhecida (i) e variancia

conhecida (0?), ou seja, X|p ~ N(u,0?). Seja ainda 72 = 0%

P(plz) o< P()P(x|p)
—ep CTolp— uo)2> cxp (_Tz(x - u)2>

2 2
B 7'3,u2 — 27'5,%“0 + Tg,u% 222 — 27%xp + T2
=exp | — exp | —
2 2
2(,,2 2 2(,,2 2
x cap (_To (1* = 2p1p10) ;L *(u w))
2/ 2 2) _ 9 (12 2
~ eap (_# (6 +7%) 2#(70#0 +7 x))

T2po+3a ~
com a = /72 + 718 e b= 022 entdo
\/T27E
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P(plz) o exp | — 5
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com isso, a variancia a posteriori sera a combinagao entre a variancia a priori e a

variancia dos dados, assim como a média a posteriori serda uma média ponderada:

2 2
Tolo + T 4

2
T+ T
472 0

plX ~ N
Esse modelo também é chamado de normal-normal, ou seja, quando a priorios
dados forem provenientes de distribui¢des normais, implica que a posteriori o modelo terd

a forma analitica fechada como a de uma distribuicao normal.

Suponha dois cenarios. Seja o parametro real p = 0.15 e considere a posteriori de
uma funcgdo a priori nao-informativa, em que basta imputar uma variancia tendendo ao
infinito (62 — oo, na prética um ntiimero bem grande). O outro cendrio sendo uma a
priori com Beta(b,5) especificada. A Figura 3.1 compara graficamente as curvas a priori,

em cada cenario, e como a posteriori estd sendo influenciada em cada um dos casos.

Uma observagao importante é que a posteriori estara sempre entre a curva a priori e
a curva da verossimilhanca, ou seja, sendo o resultado da combinacao delas. Para o caso da
priori nao informativa é possivel notar que a posteriori é guiada quase que exclusivamente
pelos dados (verossimilhanca). Ja no caso da priori informativa, a sua influéncia sera

condicionada a for¢a da verossimilhanca.
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Figura 3.1 — Densidade com a priori ndo-informativa (topo) vs. informativa (inferior).

Ou seja, a forca que guiard a posteriori proveniente da priori estd condicionada ao
tamanho da amostral (tamanho da verossimilhanga), quanto maior o tamanho amostral

menor influéncia ird vir da priori.

Até o momento, foi citado um modelo em que era possivel calcular analiticamente
a distribuicao a posteriori para o parametro do modelo estatistico. Para isso, utiliza-se
a expressao obtida a partir do Teorema de Bayes. Geralmente nao é possivel calcular
diretamente ou aproximar a expressao P(f|z) partindo de métodos deterministico de
integragao (especialmente se o parametro tiver alta dimensionalidade). Assim, para
realizar uma andlise Bayesiana apropriadamente, serd necessario desenvolver outros modos

de avaliagao a posteriori, que serao discutidos no proximo capitulo.
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Capitulo 4

Métodos de Amostragem - MCMC

“Statistics needs a foundation by which I mean a framework of analysis within
which any statistical investigation can theoretically be planned, performed,
and meaningfully evaluated. The word any and theoretically are key, in that
the framework should apply to any situation but may only theoretically be
implementable. Practical difficulties or time limitations may prevent complete
(or even partial) utilisation of such framework, but the direction in which truth
could be found would at least to be known.” (BERGER, 1984)

Neste capitulo serdo discutidos os métodos de simulagao de Monte Carlo, bem como
os algoritmos MCMC definidos como rotinas de simulagao de Monte Carlo via cadeias
de Markov. Esses algoritmos tém sido intensamente utilizados em Estatistica Bayesiana,
area geralmente dependente de processamento computacional intenso. Também serao
discutidos quais, entre os algoritmos apresentados, sdo os mais precisos, eficientes e viaveis

sob o ponto de vista computacional.

O principal foco deste estudo é a média a posteriori, em que os resultados calculados
de modo analitico sao entao comparados com aproximagoes e simulagoes obtidas para
varios parametros e tamanhos amostrais. De modo geral, a simulacao de Monte Carlo e
os algoritmos baseados em MCMC sao rapidos e eficientes, porém estes ultimos possuem
construcao mais elaborada e requerem algumas particularidades. No decorrer do texto

serao apresentadas algumas ressalvas importantes sobre os métodos que foram levantadas.

4.1 Computacao Bayesiana

Em varias situagoes, que podem permear praticamente todas as areas do conheci-
mento, ter definida ou mesmo supostamente conhecida a distribuicao de probabilidades ou
o delineamento probabilistico de um conjunto de dados, é de grande importancia. Com

base em tal conhecimento, calculam-se probabilidades de ocorréncia de eventos como, por
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exemplo, o bloqueio de um servidor em uma rede baseada em filas (Barbosa e Cruz, 2008),
estimativas de confiabilidade, estatisticas de interesse e muitos outros assuntos relativos

aos dados ou instrumentos modelados.

Algumas situacoes exigem a atualizacao dos modelos definidos a priori. Esse novo
ajuste é feito por meio da necessidade de se promover uma modelagem mais adequada,
ou mais precisa dos dados. Ou mesmo, devido as modificagoes que ocorreram durante o
processo e que se fazem significativas em todos os célculos durante a modelagem. Nessas
situacoes ¢é preciso calcular uma integral que pode ser intratavel analiticamente, ou também
é necessario estimar uma quantidade amostral de uma nova distribuicao que ainda nao é
previamente conhecida, ou mesmo estimar parametros desconhecidos. Para facilitar essas
tarefas e torna-las menos arduas, podem ser aplicados métodos numéricos especificos que

sao apropriados para cada situacao em que se esta trabalhando.

Assim, os métodos de simulagao de Monte Carlo, bem como os algoritmos de
simulagao de Monte Carlo via cadeias de Markov, vém demonstrando suas capacidades de
aplicagdo em Estatistica Bayesiana, area que quase sempre necessita de calculos intensos
durante seus processos de analise. Serao discutidos quais desses métodos sdo mais coerentes,
precisos e viaveis no célculo da média a posteriori. Serao utilizados nos algoritmos dois
tamanhos de amostra, além de diferentes valores para a probabilidade de sucesso 6. Os
resultados obtidos pelos métodos de simulacao serao comparados com os valores analiticos

exatos, que sao calculados a partir da distribuicao a posteriori.

4.1.1 Métodos de Simulacao Monte Carlo

Para ilustrar os métodos de simulacao de Monte Carlo (Gamerman, 1997), seja:

N ()

J f(8)do
uma funcdo a partir da qual se quer obter amostras de h(f) sem resolver a integragao.
Suponha que uma amostra possa ser facilmente gerada a partir de uma funcao g(0),
chamada de fungao de referéncia, de quem é desejado obter uma amostra de h(f), sendo
que a funcao h(#) deve ser positiva e padronizavel. Dado o cendrio da situacao anterior, é
possivel gerar uma amostra h(f), sabendo apenas a forma funcional de f(6) e tendo uma
amostra de g(f). As técnicas para tal geragdo amostral que podem ser aplicadas sao os

métodos da rejeicao e SIR (Sampling Importance Resampling ou Bootstrap Bayesiano).
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Métodos da rejeicao

Suponha que exista m, tal que:

—

(6)
(©)

Agora, o objetivo é encontrar g(f), da qual é possivel gerar amostras e, com g(0)m,

< m,Vo

Q
>

seja f(#). Para isso, considere o algoritmo a seguir:
1. Gere 0; ~ g(0) parai=1,2,...,T;
2. Gere u ~ uniforme (0, 1);
3. Seu < %, se aceita 6;, onde m é tal que %g; <m;
4. Volte ao passo 1.

O resultado obtido serd de uma amostra de h(0),0q,...,0x, k < T. A distribuicao
g(0) seré obtida e conterd caudas pesadas, além da amostra gerada que eventualmente

sera grande o suficiente para varrer todo o espago paramétrico definido.
Método de SIR (Sampling Importance Resampling)

Se m(12) nao estiver disponivel no procedimento anterior, uma possibilidade é usar

o método de SIR, descrito no algoritmo a seguir:

1. Escolha uma funcao de referéncia;
2. Gere uma amostra 6y, 05, ..., 0, de g(0);

3. Para cada 1 =1,2,...,n calcule:

Jp— @ J— Wy
Wi =g ¢4 = 5

4. Selecione uma amostra 65,05, ...,0% de ¢g(f) da amostra original 0, 6,, ..., 0, de g(0),

assumindo p(0 = 6;) = g;;
5. Gere u ~ uniforme (0,1) e observe se:

e u € (0,q), escolhe 6.
e u€ (q1,q1 + g2), escolhe 0.

o u€c (q1+q,q + g+ q3), escolhe 65,

As mesmas limitagoes que foram observadas no método da Rejeicao também sao

validas para o método de SIR.
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4.1.2 Métodos de simulacao de Monte Carlo via Cadeias de Markov
(MCMCQ)

A idéia central do método é a construcao de uma Cadeia de Markov, da qual
seja facil gerar uma amostra e que haja uma distribuigao de equilibrio, h(6), dada pela

distribuicao de interesse. Para tal, as seguintes condigoes devem ser observadas:

1. Seja 0y,0,, ...,0, ~ p(0) com p(6y,0s,...,0,) definido em & C RP;

2. Devemos supor uma Cadeia de Markov homogénea, irredutivel e aperiédica, com
espago de estado Phi, e cuja distribui¢ao de equilibrio, p(f), possa ser construida.
Ou seja, deve ser possivel construir uma Cadeia de Markov com probabilidade de
transicao invariante no tempo, onde cada estado possa ser visitado de qualquer
outro, com um numero finito de interagoes, e nao pode haver estado absorvente. A

distribuicao estacionaria deve ser p(6);

3. As amostras das probabilidades de transigdo devem ser geradas facilmente.
A seguir, é apresentado um dos métodos mais comumente utilizados.

Algoritmo Metropolis-Hastings

Para descrever o algoritmo, suponha que a distribuicao alvo é a distribuicao a
posteriori (6|x) com 6 = (01, 6,, ...,0s). Além disso, considere que as condicionais completas
a posteriori com (0|0_q,x), i =1,2,...,n estejam disponiveis, mas que, no entanto, nao se
saiba gerar amostras diretas de cada uma. Suponha também que as amostras de um valor
novo de 6;, sdo geradas a partir da distribui¢ao proposta condicionalmente ao valor atual
de 6;, q(HZ(p)WZ(“)), em que 0 é o valor proposto e 6! ¢ o valor atual, para i = 1,...,n.

Para facilitar o entendimento, um esquema de amostragem ¢é apresentado a seguir:

1. Inicialize ©) = (87, . 6@k = 1

2. Obtenha um novo valor para %) a partir de #*~1) por meio de geracoes sucessivas

de valores. Para i = 1 até S, faca:
e Gere uma proposta para %) de §®) ~ ¢(6; | 9§’“‘1))
e Nao rejeite a proposta de probabilidade de aceitagao dada por:

: 010" g0 )10l a k k) ok k
Oé == mznl, pfe(kil))l)|9<a))q)i](6(p>)‘E(kil))) Onde7 9(_1) == (9§ ), ceey 91(_)17 9§+)1, ceey 9,(5' )>

3. Faca K = k + 1, volte para o passo 2 e repita até alcangar uma convergéncia
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O Algoritmo de Metropolis-Hastings é considerado bastante geralista e pode, ao
menos em tese, ser desenvolvido com qualquer distribuicao condicional a posteriori completa
e para qualquer proposta. Porém, sob um aspecto pratico, a escolha adequada da proposta
é crucial para uma boa evolugao do algoritmo, ou seja, para atingir sua convergéncia a
posteriori na direcao da distribuicdo. Algumas propostas mais comuns sdo apresentadas a

seguir.
- Cadeias Simétricas

Esta situacao ocorre quando a distribuicao proposta é simétrica em torno da iteracao

anterior, isto é:

p(O) | 657) = p(o ) | 60)a = 1,22

)

- Cadeias Independentes

As cadeias sao independentes se a proposta nao depender do passo anterior, ou
seja:
k—1
q(0") 1 6°°7) = q(6]")

e a probabilidade de aceitagao seja dada por:

p(0) | 0)q(6 )
(0 Y) 1 0)q (0

a=11,

Um cenario particular em que as cadeias sao independentes é dado quando a
distribuicao proposta é a distribuicao a priori para 6;. Neste cenario, a probabilidade de

aceitagao é somente dada pela funcao de verossimilhanca, ou seja:

Outro contexto particular de cadeias independentes se da quando a distribuicao
proposta ¢ a prépria distribuicio condicional completa a posteriord, isto ¢, q(6")) = (6% |
91@, x) . Fazendo isso, a probabilidade de aceitacao sera igual a 1. Essa caracteristica
de geracao da condicional completa e aceitacao sempre por um algoritmo iterativo é a
definicao do Gibbs Sampler, que nada mais é do que uma particularizagao do algoritmo de

Metropolis-Hastings.
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Verificacao de Convergéncia

Os métodos de MCMC sao étimas ferramentas para resolugdo de muitos problemas
praticos na anélise Bayesiana, bem como se verifica em muitas outras areas do conhecimento.
Porém, deve ser destacado que algumas questoes relacionadas a convergéncia destes métodos

ainda sao terreno fértil para pesquisas.

Uma pergunta que pode surgir naturalmente é “quantas iteragdes o processo de
simulacgao deve ter para garantir que a cadeia convergiu para um estado de equilibrio?”. A
resposta para este questionamento talvez nao possa ser dada facilmente, uma vez que a
distribuicao estaciondria sera, na pratica, desconhecida. Entretanto, sempre sera possivel

avaliar a convergéncia das cadeias ao se detectar problemas fora do periodo de preparacao.

Uma anélise de convergéncia dentro do contexto de métodos de simulacao podera
ser feita preliminarmente, simplesmente ao se analisar os graficos ou medidas descritivas
dos valores simulados da quantidade de interesse #. Dentre as representacoes graficas mais
frequentes, estao o grafico da estimativa da distribuicao a posterior: de 8 e um grafico de

f ao longo das iteragoes, além do histograma ou uma densidade de Kernel.

As estatisticas usualmente empregadas neste contexto sdo a média, o desvio padrao
e os quantis (2,5%; 50%; 97,5%). Na deteccao do periodo de burn-in, usam-se graficos
como a média ergbdica (Rodrigues et al., 2009) e fungoes de auto-correlagdo. No gréfico da

média ergddica, quando nao houver variabilidade significativa, entao houve convergéncia.
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Capitulo 5
Filtro de Kalman

“All models are wrong, but some are useful” (George E. P. Box)

Em meados da década de 1960, o pesquisador Rudolph Kalman publicou um
artigo descrevendo um procedimento dedicado a resolucao de problemas lineares por meio
da observagao e estimagao de seus estados (KALMAN, 1960). Inicialmente, apenas os
problemas definidos em tempo discreto foram cobertos pelo pesquisador. Entao, ainda na
década de 1960 e agora em conjunto com Richard Bucy, foi desenvolvida uma variante do

método definido anteriormente, agora para operar com informagoes em tempo continuo.

O filtro de Kalman ¢ um estimador instantaneo para estados determinados que
é perturbado por ruidos, dentro de um sistema linear dindmico. E considerado uma
abordagem estatisticamente eficiente com relagdo a qualquer funcao de estimativa de erros
quadréatica (GREWAL; ANDREWS, 2015). Suas equagdes formam um processo recursivo
que é capaz de reduzir a soma dos quadrados das diferencas entre os valores medidos e os
valores estimados. Em geral, o filtro de Kalman é considerado como um propagador de
distribui¢oes probabilisticas, um vez que fornece uma caracterizacdo completa do estado
atual de um sistema, o que inclui suas referéncias passadas, sem a necessidade efetiva dos

valores aferidos anteriormente.

O filtro de Kalman é utilizado nas mais diversas aplicacoes, desde a estimacao de
trajetérias de corpos celestes, de cursos de rios, em GPSs (Global Positioning System),
na predicao de commodities, em sinais de sensores e em grande parte dos dispositivos
de telecomunicagoes. O filtro de Kalman ainda pode ser aplicado em modelagens de
equacgoes de estados, uma forma corriqueira para a descricao de aspectos fisicos. Face
ao significativo aumento do poder computacional nos iltimos anos, o filtro de Kalman

tem sido bastante aplicado na teoria de controle, incluindo aplicacoes relacionadas a
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problematicas nao-lineares.

Destaca-se que os modelos de espaco de estados podem ser utilizados para mode-
lar séries temporais univariadas ou multivariadas, na presenca de nao-estacionariedade,
mudancas estruturais e padroes irregulares, com a finalidade de desenvolver possiveis

aplicagoes dos modelos de espago de estados na andlise de séries temporais.

5.1 Breve Introducao ao filtro de Kalman

Esse filtro tem o objetivo de estimar o estado de um sistema linear que é corrompido
por incertezas, que podem incluir ruidos de diversos tipos e também imprecisdes na
aquisicao das amostras. Uma das principais vantagens descritas pelo filtro de Kalman
¢ a sua capacidade de estimar com precisao os estados de um sistema que apresenta
ruido Gaussiano branco (ABREU, 2008). Para tal, o filtro faz uso ativo de um método
recursivo que ¢é capaz de reduzir a soma dos quadrados das diferencas entre os valores reais
e os valores que sao estimados, considerando um processo de duas fases: a predicao e a

atualizacgao.

A predicao, que também é conhecida como a fase da estimativa a priori, estima o
estado atual utilizando apenas os dados estimados até o passo anterior, o que nao inclui
os dados que foram observados no tempo atual. A seguir, o estado atual do sistema é
incrementado com uma atualizagao que ira corrigir a estimativa a prior: utilizando a
observacao do tempo atual. Esse processo resulta em uma estimativa combinada que é

conhecida como estimativa a posteriori (AIUBE, 2005).

Dada a estrutura de um modelo de regressdo (ou sistema linear), visto como
equagoes de estado, isto é, segundo (KALMAN, 1960):

Yr = Brxy + 2,

Ty = ApTr—1 + wg

sendo que o tempo atual é representado por k, a observacao do k-ésimo tempo y,
o ruido da medida z, o estado do k-ésimo tempo xj, o ruido do processo wy, e as entradas

de controle dos sistemas que serdo A e B.

E importante destacar que em diversas aplicagoes que envolvem sistemas lineares
dindmicos, incluindo a aplicacao desejada, sao considerados ruidos Gaussianos brancos

e nao-correlacionados os ruidos wy e zx, que provém de possiveis erros de modelagem e
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também erros dos sensores de medicao que adquirem os dados, respectivamente. Assim,

tais ruidos assumem média zero e covariancia Ry e (J;. Ou seja,

Rk~ N<07 Rk)

Na fase da predicao, sao estimados os valores de interesse do sinal (Z4/,—1) e também
a matriz de covariancia do erro (FPy/x—1), no tempo k, que sao baseados nos valores do
passo anterior, ou seja, no tempo k — 1. A estimativa inicial do sinal de interesse, que
também ¢é chamada de a priori, baseia-se na estimativa no passo anterior do préprio sinal
(Zx_1), que é ponderada por uma matriz de transi¢do de estados de controle do sistema

sob aplicacao, Ay. Ou seja, Tj/p—1 = ApZp_1.

A matriz de covariancia do erro a priori (Py,—1) se baseia no valor de si mesma
estimado no passo anterior (FP;_1), na matriz A; e também no ruido de processamento
inerente ao sistema Q). Assim, Py/p_1 = AkPk/k,lAf + Q. Entao, sdo processados os
célculos de corregao e também sao estimados os valores do sinal de interesse (Zx), bem
como da matriz de covariancia do erro (FPy), agora com a atualizagdo destes erros a partir

de um fator conhecido como “ganho de Kalman”.

O ganho de Kalman (K}) é um fator que esta baseado no valor estimado da matriz
de covariancia do erro (Py/—1), sendo que este valor foi encontrado na fase da predigao,
numa matriz By, resultante da equacao de estados do sistema em processamento e também
no ruido encontrado nas aferigdes do sistema (Ry), que é oriundo da aquisi¢ao do sinal

medido.

Ky = Pyjj—1B(ByPrjs—1Bj, + Ry) ™

Pode-se dizer que a finalidade desse parametro é minorar o valor estimado na matriz
de covaridncia do erro (Py), com a estimativa o valor do sinal de interesse. Apds essa etapa,
uma nova estimativa do sinal de interesse é calculada (Zj). Essa estimativa é conhecida
como a posteriori e vem para atualizar a estimativa que foi encontrada no passo anterior
do processo (Zy/x—1), tendo por base o ganho de Kalman (Kj}), a matriz By e a medigao

calculada no passo atual do processamento (yy), relativa ao tempo k.

Tp = Trjp—1 + Ki(yp — Brlrjp—1)
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Finalmente, é calculada uma estimativa a posteriori nova que esta relacionada com
a matriz de covariancia do erro (Pg). Deve ser levado em conta nessa fase do processo, a
estimativa obtida na predicao (Py/k—1), a matriz Bj, e também o ganho de Kalman, que

tem por objetivo a minimizacao do erro da seguinte maneira:

Py = (I — KiBi) P

A partir das equagbes descritas acima, pode-se dizer que quando ocorre um elevado
nivel de ruido das medig¢oes, o estimador ird conferir pouco crédito a medi¢ao atual no
proximo passo da estimativa, uma vez que a medi¢cao que foi obtida no passo atual pode
nao ser confiavel, o que acaba por tornar a convergéncia do sistema um tanto mais lenta.
Por outro lado, quando ha ruido considerado de pequena monta nas medidas, sera dado
muito crédito a medicao atual na estimativa seguinte, dado que esta medi¢ao possui uma
relevancia considerada mais expressiva pois o ruido é pequeno, fato este que torna o sistema

de convergéncia mais rapida.

O ruido de processamento ¢ inserido no sistema propositalmente devido aos possiveis
erros no modelo. Quando este ruido de processamento é considerado elevado, entao serd
dado maior nivel de crédito a medigao atual na estimativa seguinte. Essa acao se deve ao
fato de que os distirbios no modelo utilizado sao relevantes, o que torna a convergéncia
geral do sistema um tanto mais rapida de ser obtida. Por outro lado, quando esse ruido
¢ de menor monta, entao pouco crédito sera conferido a medigao atual que ocorrera na
préoxima estimativa, algo que confere maior relevancia ao modelo, tornando a convergéncia

do sistema mais lenta.

Como todas as distribuigoes relevantes sao gaussianas, elas sdo completamente
determinadas por suas médias e variagoes (CAMPAGNOLI; PETRIS; PETRONE, 2009).
Campagnoli, Petris e Petrone (2009) afirmaram que a solu¢ao do problema de filtragem

para modelos lineares dindmicos (DLMs) pode ser dada pelo célebre filtro de Kalman.

O filtro de Kalman via méaxima verossimilhanca nao explica as incertezas sobre a
precisao dos parametros do modelo. Isso pode ser um problema, ji que a precisao em
modelos de espago de estados sao sempre observados, adicionado a restrigoes numéricas do
MLE. Assim, a abordagem bayesiana oferece uma maneira natural de lidar com a incerteza

dos parametros em um modelo de espaco de estados.

Na secao a seguir, sera apresentada uma simulacao do espaco de estados via filtro
de Kalman, combinado com os conceitos de inferéncia bayesiana utilizando métodos de

reamostragem de MCMC, ja discutidos nas segoes 3 e 4.
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5.2 Espaco de estados via Metropolis-Hastings

As exemplificagoes que serao apresentada aqui foram estimadas utilizando a lingua-
gem de programacao Python, em que seus cddigos-fonte poderdo ser encontrados no anexo
7.2. Utilizou-se o pacote tsa.statespace, bem como o PyMC para estimar os parametros
do modelo de espaco de estados com base no algoritmo Metropolis-Hastings. O modelo
selecionado serd o Integrated Moving Average (IMA), que considera a diferenca estocastica

de ordem 1 e uma média mével de ordem 1, ou seja, um IMA(1,1).

Suponha uma série temporal Y7 = {y;}L,, modelada como processo de nivel local:

Yt = Ht + Et, et~ N(0,0 52) (5.1)
M1 = ft + 7t m~ N(0,07) (5.2)
(5.3)

Neste modelo, existem dois parametros desconhecidos, que serao coletados em um
vetor 1, de modo que: ¢ = (02, 0727). Definem-se seus valores verdadeiros como segue

(denotado com o subscrito 0):

o = (020,070) = (3,10)

Finalmente, também deve-se especificar o py ~ N(mg, Py) para inicializar o filtro

de Kalman. Seja uma série de tamanho 7" = 1000, conforme a figura 5.1

100

-5

o 200 400 600 E00 1000
Tempo

Figura 5.1 — Série simulada IMA(1,1) contendo 1000 observacoes

Acontece que serd conveniente escrever o modelo em termos da precisdo de e,

2 2

~ Ao () = 42/ 22 -1 _
2, e a razao das variancias: () = Un/a€ para que QH ™" = o,

definido como H™ ! = ¢
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Entao, os termos de erro podem ser escritos:

Et ~ N(O,H_l)
e~ N(0,QH ™)

E os valores verdadeiros sdo:
Hi'=1/3eQ=10/3

Para adotar uma abordagem Bayesiana a esse problema, assume-se que 1 é uma
variavel aleatéria com objetivo de aprender sobre os valores de v baseado nos dados Y7;
na verdade, objetiva-se uma densidade p(¢|Yr). Para fazer isso, usa-se a regra de Bayes

para escrever:

_ p(Yr[¢)p(¥)

p(|Yr) o< p(Yr[¥) g&@

posterior probabilidade prior

O objeto de interesse é a posteriori e, para alcanga-lo, é necessario especificar uma
densidade prévia para os parametros desconhecidos, bem como a fun¢ao de verossimilhanca

do modelo.
Priori - Serao utilizados os seguintes priors:

Precisao - Como a precisao deve ser positiva, mas nao tem limite superior teérico,
usa-se um Gamma como a priori. Ou seja, H ~ Gamma(ay, 8), para ser especifico, a

densidade é escrita:

Xp
p(H | an, Br) = Fﬂ(hTh)Hah’le’BhH e considerando os hiperpardmetros como «j, =

2, B, = 2. Nesse caso, tém-se F(H) = o/, = 1 e também E(H') = E(0?) = 1.

Razao de Variagoes - De modo semelhante, a proporcao de variancias deve ser
positiva, mas nao ha um limite superior tedrico, entdo, novamente, usa-se um Gamma

(independente) a priori:

Q) ~ Gamma(ay, ;) com mesmos hiperpardmetros, entao o, = 2, 3, = 2. Como
E(q) = 1, o anterior é de variagoes iguais, entao temos E(07) = E(QH ") = E(Q)E(H ') =
1.

Estado inicial a priori- Como mencionado acima, o filtro de Kalman deve ser

32



inicializado com pg ~ N(mg, Fy). Sera utilizado o seguinte aproximadamente difuso antes:

o ~ N (0, 10°)

Probabilidade - Para determinar os parametros, a probabilidade deste modelo
pode ser calculada por meio da decomposicao do erro de previsao usando uma aplicacao

das iteracoes do filtro de Kalman.

Simulacao Posterior: Metropolis-Hastings - Uma opg¢ao para descrever o
posterior é por meio dos métodos de simulacao a posteriori do MCMC. O algoritmo
de Metropolis-Hastings é simples e requer apenas a capacidade de avaliar as densidades
prévias e sua probabilidade. Os antecedentes tém densidades conhecidas e a fungao de
verossimilhanca pode ser calculada utilizando os modelos de espaco de estados do pacote
Statsmodels tsa.statespace. O pacote PyMC foi utilizado para simplificar a especificagdo

de priors e sampling, no caso Metropolis-Hastings.

O pacote do espago de estados facilita a especificagdo e avaliagdo de modelos de
espaco de estados. Abaixo, é destacada uma nova classe LocalLevel. Entre outras coisas,
ela herda do MLEModel, que é um método loglike utilizado para avaliar a probabilidade

em varios parametros.

Estimacao Bayesiana: Metropolis-Hastings Agora que os antecedentes e a
probabilidade foram especificados, aplica-se um amostrador PyMC Model e MCMC. A
Figura 5.2 sumariza o resultado proveniente da amostragem a partir da a posteriori.
Observe que as médias das densidades posteriores estao préoximas dos valores reais dos

parametros.
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Capitulo 6

Estudo de aplicacao em dados reais

“Nature has established patterns originating in the return of events, but only for
the most part. New illnesses flood the human race, so that no matter how many
experiments you have done on corpses, you have not thereby immposd a limit
on the nature of events so that in the future they could not vary.” (Gottfried
Leibniz)

Neste capitulo seré descrita uma problematica considerando dados reais. O primeiro
conjunto de dados registra a concentragdo mensal de CO, atmosférico, que foi amostrado
desde 1960, enquanto o segundo conjunto de dados se refere a observagoes sobre a vazao
anual do rio Nilo, em uma cidade no Egito, entre os anos de 1871 e 1970. O objetivo
dessas andlises sao os de realizar uma descricao dos fenémenos observados e, com isso,
realizar previsoes (inferir comportamento futuro) para os mesmos. Fez-se uso do filtro
de Kalman, utilizando o paradigma Bayesiano e algoritmos MCMC, como modelagem
estatistica. Também serao apresentados os resultados sobre o desempenho dessas cadeias,
mais precisamente, informagoes sobre o custo computacional gerado por essa modelagem.

Para analise foram desenvolvidos scripts utilizado a linguagem de programacao Python.

6.1 Analise Empirica

6.1.1 Concentracao de CO, atmosférico

Desde o final da década de 1950, o observatério de Mauna Loa, no estado norte
americano do Hawaii, tem medido regularmente os niveis de CO, atmosférico. No final
dos anos 1950, o pesqquisador Charles Keeling desenvolveu uma maneira bastante precisa
de medir a concentracao de CO, na atmosfera. Desde entao, as medigoes de CO, foram

registradas quase que continuamente no observatoério de Mauna Loa. Maiores informagoes a
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respeito do processo e dos dados registrados estao disponiveis em , acessado em 10/05/2019.

Assim, este trabalho considerou as médias mensais desde 1960 até 2017, como
periodo de ajuste de modelo e os meses de Janeiro a Agosto de 2018 utilizados como teste

de adesao na previsdao fornecida pelo modelo.

Inicialmente, nao se sabia ao certo sobre o impacto que a queima de combustiveis
fosseis teria sobre o clima até o final dos anos 50. Os primeiros dois anos de coleta de
dados mostraram que os niveis de CO, subiam e caiam, normalmente apds as estacoes do
verao e inverno (hemisfério norte). Este fato acompanhou o crescimento e a decadéncia da
vegetacao no hemisfério norte, conforme ilustra a figura 6.1. Além do mais, o més de Maio

apresenta quase sempre uma maior concentracao de CO,, em cada ano.

Concetragéo - CO2
360 380 400
| | 1

340
1

320

T T | T T T 1
1960 1970 1980 1980 2000 2010 2020

Tempo

Figura 6.1 — Série histérica dos niveis de COq

E possivel observar também, com o passar dos anos, que a constante tendéncia
ascendente tornou-se cada vez mais orientada. Contando com mais de 70 anos de dados

atmosféricos coletados, a curva Keeling pode ser um importante indicador climatico.

Com evidéncias apontando para a presenca de uma tendéncia de sazonalidade
nas observacoes, e com fins descritivos da série temporal, adotou-se uma decomposicao
aditiva para a série do CO,. Os resultados sao apresentados na figura 6.2, em que o
primeiro grafico apresenta os dados coletados, o segundo esta relacionado ao componente
da tendéncia deterministica, o terceiro ao componente da sazonalidade deterministica e o

quarto com os componentes nao explicados (erro).
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Figura 6.2 — Segregacao da série temporal dos niveis de CO9

Assim, para fins de previsao e considerando o periodo de 2000 a 2017, foram adotados
os modelos classicos para tratamento de séries temporais, sendo eles a metodologia Box &
Jenkins (NAYLOR; SEAKS; WICHERN, 1972), ARIMA (autoregressivos integrados e de

médias moveis) e o filtro de Kalman (modelo dindmico), conforme mostram as figuras ?7.

Note que a série mensalizada das concentracoes de CO, apresenta um comporta-
mento relativamente suave (com ciclos e tendéncias aparentemente bem definidas). Desse
modo, os dados sao ditos “bem comportados”. O modelo ARIMA se aproxima do padrao
descrito pelos dados, entretanto algumas variagoes nao sao contempladas por esse mo-
delo (observe as regioes proximas de alguns picos, na figura ?7?7). Enquanto o filtro de
Kalman ficou bem ajustado na série, com a modelagem praticamente se sobrepondo na
série historica. A série observada foi modificada para o padrao em pontos, para melhor

observacao.

Um vez selecionado o modelo de estados, foram feitas previsdes para o ano de 2018,

conforme apresentado na figura 6.5.
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Figura 6.4 — Modelagem filtro de Kalman (direita)
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Figura 6.5 — Previsao para o ano de 2018

A seguir, outra série temporal ird comparar os modelos ARIMA e Kalman, agora

considerando uma série contendo maiores irregularidade ao longo do tempo.

6.1.2 Vazao do rio Nilo

Os dados a serem explorados neste cenario sao de medi¢oes do volume anual de
descarga do rio Nilo, em Aswan, durante os anos de 1871 a 1970, apresentado em Cobb
(1978). As medigbes sao significativas em termos meteorolégicos, apresentando evidéncias

de uma possivel mudanca abrupta no regime de chuvas préximo a virada do século passado.

As informacoes registradas revelam que houve uma redugao acentuada no volume
anual apés o ano de 1898. A primeira vista, é possivel associar essa queda a presenca de
uma barragem que iniciou seu funcionamento em 1902, ou mesmo a corregoes aplicadas
aos dados para remover esse efeito da barragem. Entretanto, evidéncias independentes
apontam que a mudanca é um problema real, também podendo ser encontrada nos registros
pluviométricos de diversas estacoes meteorolégicas localizadas em locais préximos aos

trépicos, conforme mostra figura 6.6.
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Figura 6.6 — Vazao do rio Nilo antes e depois da construcao de uma barragem

Vale destacar que o exemplo trazido aqui foi inspirado pelo trabalho de Petris e
Petrone (2011). Usualmente, as aplicagdes de suavizagdo Bayesiana em modelos de espago

de estados utilizam o pacote dlm (conforme apresentou a subsecao anterior).

A amostragem completa de Gibbs é fornecida para o caso basico de um modelo de
espaco de estados univariados (de ordem 1), com variancia de observagao desconhecida e
matriz de covaridncia de evolugao diagonal desconhecida (dV e dW'), porém com prévios de
inversdo de gamma independentes (fungao dlmGibbsDIG). As ferramentas para a anélise da
saida do MCMC também sao fornecidas. Assim, uma amostragem de Gibbs da articulagao

posterior para as matrizes de covariancia é implementada pela funcao dimGibbsDIG.

Um amostrador de Gibbs pode ser obtido por amostragem iterativa a partir da
distribuicao condicional completa dos estados dos parametros, juntamente com os dados,
e a condi¢do completa dos parametros, o que deve levar em conta os estados e os dados.
Utilizando o algoritmo Forward Filtering Backward-Sampling (FFBS) serd possivel amostrar

a posteriort.

Foi adotado um limitante de 100.000 (cem mil) iteragoes para o algoritmo MCMC.
Além disso, o método armazena uma amostra a cada 10 iteragoes (thin = 9), com a
finalidade de reduzir a autocorrelacao. O pacote dlm inclui algumas ferramentas para
facilitar o diagnodstico basico de convergéncia da saida do MCMC. A Figura 6.7 mostra as
médias das amostras em execu¢do, bem como as fungoes de autocorrelacao empiricas para
as amostras de MCMC das variancias. Apos o descarte dos primeiros 1000 sorteios com o

burn-in.
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Figura 6.7 — Diagnéstico de convergéncia da saida do MCMC

Os graficos de diagnéstico do MCMC auxiliam na anélise visual do desempenho
das médias amostrais e fungoes de autocorrelagdo das amostras (cadeia) MCMC. A Figura
6.8 ilustra as estimativas MCMC das densidades posteriores da variancia de observacao
e da variancia de evolugao, respectivamente. Esses resultados sugerem, a partir de sua
densidade posterior conjunta, que existe uma evidente e alta correlagao, que reflete uma

mistura bastante lenta do amostrador de Gibbs.

As estimativas Bayesianas das varidncias desconhecidas (dV e dW), com relacao a
perda quadratica, sao dadas por suas expectativas posteriores, juntamente com a estimativa
MCMC e com os erros padrao de Monte Carlo. A Figura 6.8 ilustra as densidades a

posteriori para os pardmetros desconhecidos (variancias).
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Figura 6.8 — Distribuigbes estimada a posteriori via MCMC

Uma vez que foram obtidas as densidades a posteriori dos parametros desconhecidos,
ajustou-se o filtro de Kalman com essas estimativas. Este é o modelo dindmico mais
simples de ordem 1 para fins ilustrativos, conforme apresenta a figura 6.9, em que a linha
continua representa a média do processo estimado dado o modelo ajustado, e as linhas

tracejadas representam o intervalo de credibilidade de 95% associado ao pardmetro da
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Figura 6.9 — Previsdo da vazao do rio Nilo

Vale destacar que para a filtragem e previsao Bayesiana on-line, no entanto, o
MCMC nao ¢ eficiente. Isso se deve ao fato de que q amostragem de Gibbs tem que ser
executada novamente conforme novos dados se tornam disponiveis. Solugoes fechadas sao
possiveis desde que tenham algumas premissas restritivas e pré-conjugadas, geralmente em
conjunto com técnicas de fatores de desconto (WEST; HARRISON, 2006). Dessa forma,
ap6s ilustrar uma aplicagao rudimentar do MCMC (via Gibbs) para a problemética de
modelos dinamicos, utilizou-se a andlise conjugada Bayesiana com fatores de desconto, que

mostrou-se computacionalmente mais eficiente.

Considere uma série temporal, como aquela saida de um sistema dinamico que foi
perturbado por ruidos aleatorios. Esses ruidos permitem uma interpretacao da natureza
dessa série temporal, por meio da combinacao de varios componentes, como os de tendéncia,

0S sazonais ou mesmo 0s regressivos.

Ao mesmo tempo, esses componentes tém uma estrutura probabilistica poderosa,
oferecendo uma estrutura flexivel para uma ampla gama de aplicagoes. Com isso, as
inferéncias podem ser implementadas por algoritmos recursivos. O problema de estimativa
e previsao ¢ resolvido por meio do célculo recursivo da distribuicao condicional das

quantidades de interesse, dadas as informagoes disponiveis (estrutura Bayesiana).

Dessa forma, um filtro de Kalman mais sofisticado foi adotado, obtendo as respostas
a seguir. As estimativas de maxima verossimilhanga para pardmetros desconhecidos de

um modelo de espaco de estados arbitrario, dada a funcao de atualizagdo e considerando

42



o método BFGS com valores estimados de varidncia inicial igual a 10,26. A Figura 6.10

apresenta o desempenho do filtro de Kalman ajustado.

1400 -

1200 -

1000 -

800 -

600 -

Figura 6.10 — Série filtrada (via Kalman) da vazao do rio Nilo

Também é possivel adicionar a essa analise o alisamento da série, comparando a
aderéncia do filtro de Kalman ao se considerar o processo bayesiano recursivo. A Figura
6.11 apresenta a estimacao do estado da vazao do rio Nilo via filtragem e alisamento. A
Filtragem estima o estado atual dos dados, levando em conta as observacoes até presente

ponto. A suavizagao estima o estado a qualquer momento, condicionada em todos os
dados.
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Figura 6.11 — Série filtrada e alisada (via Kalman) da vazao do rio Nilo

De acordo com resultados obtidos, é possivel notar que as abordagens consideradas
aqui sao alternativas competitivas em modelar dados complexos, como os de séries temporais

(sinais), até aquelas que apresentam nao-linearidades.
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Capitulo 7

Conclusao

7.1 Discussoes

A literatura a respeito da inferéncia bayesiana teve seu inicio bem antes do métodos
frequentistas, embora sua expressiva notoriedade tenha ocorrido apenas a partir dos anos
1950. A literatura apresenta uma vasta quantidade de trabalhos utilizando métodos
bayesianos, a exemplo o survey de Fragoso, Bertoli e Louzada (2018), que combina o
método de MCMC.

A utilizacao do filtro de Kalman, a obtencao de parametros iniciais a partir uma
rapida convergéncia originada pela filtragem do sinal de entrada, contemplando uma classe
de modelos lineares e nao-lineares. Adicionados a isso, a alteracao dos pardmetros de ruido
das medidas e também de processo garante o controle do periodo transitério dos sinais de

saida.

Algumas vantagens do método proposto aqui envolvem o baixo esfor¢o computaci-
onal exigido pelo filtro de Kalman, além da possibilidade de sincronismo em sinais que
contenham variagao de frequéncia. Também podem ser citadas outras caracteristicas inte-
ressantes, que também estao presentes em outros métodos, como a filtragem de harmoénicos

e a facilidade de implementagao dos algoritmos.

7.2 Trabalhos Futuros

Mesmo com os consideraveis esfor¢os empreendidos, seria invidvel proceder aqui uma
analise sobre todas as técnicas relevantes dentro do universo da estatistica bayesiana. Ainda
que delimitando o escopo apenas no que toca ao MCMC, pode-se realizar mais revisoes da

bibliografia disponivel, no quesito das recentes inovagoes sobre a tematica. Como exemplo,
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pode-se citar os métodos de reamostragem utilizando técnicas Hamiltonianas (Monte Carlo

Hamiltoniano).

Além disso, uma &area de pesquisas que também vem ganhando notoriedade, é a
das Redes Neurais Artificiais (RNA). RNAs sao sistemas conexionistas que realizam uma
determinada tarefa, aprendendo sobre exemplos sem que haja conhecimento prévio sobre a
tarefa. Geralmente, as RNAs usam estimativas pontuais, como pesos, e apresentam
desempenho satisfatério quando ha grandes conjuntos de dados. No entanto, essas
estimativas pontuais nao expressam as incertezas em regidoes com poucos dados, podendo
levar a decisoes excessivamente confiantes. Por esse motivo, Bayesian Deep Neuro Networks
pode ser um conceito alternativo que também incorpora uma medida para incertezas e
regularizacao, trazendo interpretabilidade ao modelo (SHRIDHAR; LAUMANN; LIWICKI,
2019).
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Anexo

Inspirado no texto Bayesian state space estimation in Python via Metropolis-
Hastings disponivel em <https://github.com/ChadFulton/tsa-notebooks/blob/master/
state_space_mh.ipynb>, acessado em 20/05/2019.

HHHH R R R R R R R R R
## IMA(1,1) via Espago de Estado ##
D L IR I I R A S SRS IR IS S R T
\%matplotlib inline

import numpy as np

import pandas as pd

import pymc as mc

from scipy import signal

import statsmodels.api as sm

import matplotlib.pyplot as plt
import seaborn as sn

np.set_printoptions(precision=4, suppress=True, linewidth=120)

# True values
T = 1000
sigma2_epsO

3
10

sigma2_etal

# Simulate data
np.random.seed(1234)

eps = np.random.normal (scale=sigma2 epsO**0.5, size=T)

eta = np.random.normal (scale=sigma2 etaO**0.5, size=T)
mu = np.cumsum(eta)

y = mu + eps

# Plot the time series
fig, ax = plt.subplots(figsize=(13,2))
ax.plot(y);

ax.set(xlabel="$T$’, title=’Simulated series’);
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##Simulagdo Posteriori
# Priors
precision = mc.Gamma(’precision’, 2, 4)

ratio = mc.Gamma(’ratio’, 2, 1)

# Likelihood calculated using the state-space model
class LocallLevel(sm.tsa.statespace.MLEModel):
def __init__(self, endog):
# Initialize the state space model
super (LocallLevel, self).__init__(endog, k_states=1,
initialization=’approximate_diffuse’,

loglikelihood_burn=1)

# Initialize known components of the state space matrices
self .ssm[’design’, :] =1
self.ssm[’transition’, :] =1

self.ssm[’selection’, :] =1

@property
def start_params(self):
return [1. / np.var(self.endog), 1.]

@property
def param_names(self):

return [’h_inv’, ’q’]

def update(self, params, transformed=True, **kwargs):

params = super(Locallevel, self).update(params, transformed, **kwargs)
h, q = params
sigma2 eps = 1. / h

sigma2_eta = q * sigma2 eps

self.ssm[’obs_cov’, 0, 0] = sigma2_ eps

self .ssm[’state_cov’, 0, 0] = sigma2_eta

# Instantiate the local level model with our simulated data
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11 mod = LocalLevel(y)
11 mod.filter (11l _mod.start_params)

# Create the stochastic (observed) component
@mc.stochastic(dtype=LocallLevel, observed=True)
def local_level(value=11l_mod, h=precision, g=ratio):

return value.loglike([h, q], transformed=True)

# Create the PyMC model

11 mc = mc.Model((precision, ratio, local_level))

# Create a PyMC sample
11 sampler = mc.MCMC(11l mc)
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