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RESUMO

DE SALES, R. B. Testando os limites do atalho para a adiabaticidade da acao
minima. 2024. 21p. Trabalho de conclusao de curso - Instituto de Fisica de Sao Carlos,
Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2024.

O problema de construir campos externos de controle para suprimir erros na computagao
quantica é, essencialmente, similar ao realizado em maquinas térmicas quanticas para
garantir que processos adiabaticos possam ser executados em tempos finitos. Os chamados
atalhos para a adiabaticidade ( shortucts-to-adiabaticity - STA) , uma classe especializada
de controles quanticos, sao projetados para suprimir transi¢oes indesejadas que impedem
os estagios adiabaticos de um ciclo termodinamico de serem ideais. Uma dificuldade em
construir esses controles externos para sistemas de muitos corpos, particularmente na
criticalidade, é o fechamento dos gaps espectrais. Uma proposta recente de obter o controle
ao minimizar a a¢do adiabatica mostrou resultados promissores para os modelos de Landau-
Zener e Ising com campo transverso. Este projeto pretende estender essa abordagem para
outros modelos. Focando na fidelidade do estado final desejado, comparamos a precisao do
STA da minima agao com controles paramétricos simples definidos a priori e analisamos o

desempenho termodindmico em termos da distribuicao de trabalho.

Palavras-chave: Controle quantico. Fases criticas. Termodinadmica Quéantica.
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1 INTRODUCAO

No contexto do intenso desenvolvimento tecnoldgico atual, a miniaturizacao de
tecnologias classicas alcangou escalas suficientemente pequenas para que efeitos quanti-
cos tornem-se relevantes. Avangos nas tltimas décadas levaram ao advento da segunda
revolugao quantica (1), impulsionada pela demanda por novas tecnologias quanticas com
vantagens em processamento e sensoriamento de informacao. Em processamento, destaca-
se a computacao quantica, cuja vantagem ja foi demonstrada em alguns algoritmos. No
entanto, um empecilho enfrentado na implementacao de algoritmos quanticos efetivamente
vantajosos esta relacionado a limitagao nas escalas de tempo para a sua execucao. Intera-
¢oes indesejadas com o ambiente impactam a duracao da estabilidade de bits quanticos
— o0s qubits —, levando ao fenémeno de decoeréncia em tempos curtos. No estagio atual,

circuitos mais complexos tornam-se experimentalmente irrealizaveis.

Dessa forma, surge a necessidade de formas de contornar a decoeréncia. Uma
estratégia para minimizar o efeito do ambiente externo ¢ diminuir a temperatura. Porém,
existe um limite inferior para o qual o resfriamento ainda nao blinda completamente os
qubits de decoeréncia. Ao ser alcancado, é necessério aplicar ferramentas de controle. Esses
controles sdo utilizados para levar um estado quantico em outro especifico a um tempo finito
desejado. No caso da computacdao quantica, a ideia é assegurar que a informacao quéntica
codificada em um estado quéntico genérico, que nada mais é do que uma mistura estatistica
descrita pela matriz de densidade p, nao seja corrompida. Na pratica, a corrupc¢ao acontece
quando as populagoes — os elementos diagonais de p — mudam devido a transi¢oes internas
entre niveis energéticos do sistema mediadas pela interacao indesejada com o ambiente.
A cada uma das possiveis mudancas de populacao, existem formas diferentes de controle
quantico. Neste trabalho, iremos nos ater a controlar mudancgas internas de populacao, ou

seja, impedir transicoes eletronicas.

Manter um qubit no estado desejado se traduz em realizar um processo de forma
adiabatica. Dai, surge uma conexao entre a computacao quantica e a termodinamica
quantica: evitar a decoeréncia gerada pelo contato com o ambiente externo se traduz em
otimizar, com base em custo energético, a dindmica de um sistema aberto. Assim, os
controles quanticos surgem como alternativa para realizar a dinamica em tempo finito,

evitando ao maximo transicoes indesejadas.

Sabe-se que correlacoes em sistemas quanticos sdo um recurso valioso e relevante
para a extracao de trabalho (2), o que inspirou diversos estudos de maquinas térmicas
baseadas em modelos de muitos corpos como fluido de trabalho (working mediums). Porém,
apesar de aumentar a energia extraida, utilizar sistemas de muitos corpos acarreta em um

aumento exponencial do tempo necessario para atingir a adiabaticidade, pois ele escala



com o tamanho do sistema (3). Esse efeito é ainda mais acentuado na presenga de fases
criticas, caracteristicas nesses modelos. De acordo com o teorema adiabatico, no ponto
critico, o fechamento do gap faria com o que processo fosse mais lento ainda. Isso indica
novamente a indispensabilidade do uso de controles quanticos adiabaticos, chamados de
atalhos para a adiabaticidade (shortcuts to adiabaticity - STA (4)). Existem diversas
propostas destes métodos de controle quantico que almejam garantir a adiabaticidade
sob determinadas condigoes, e uma proposta muito promissora, objeto de estudo deste

trabalho, é a do atalho para a adiabaticidade da a¢do minima (minimal action shortcut to
adiabaticity-MA-STA, (5)).

Para o estudo desse STA, serao utilizados trés modelos de matéria condensada.
Dois deles foram estudados na referéncia original (5) e tiveram seus resultados reproduzidos
e estendidos: os modelos de Landau-Zener e de Ising de campo transverso. O terceiro é a
cadeia de Kitaev (6), que possui fases de interesse da computagdo quantica e ainda nao
teve a dinamica sob o MA-STA testada.



2 ADIABATICIDADE E CONTROLE QUANTICO

Teorema adiabdtico: Dado um autoestado inicial

|n(0)) de um Hamiltoniano H (t = 0), se a taxa de Figura 1 — A escala de tempo
variacao H (t) for suficientemente pequena, apds altera o resultado final
a evolucao temporal o sistema terminara no auto- da dindmica.
estado correspondente |n(7)) de H(t = 7) (figura L)

1). O tempo suficientemente lento, chamado de ot = 3

. o , A . L(t=0)
tempo adiabatico, é uma escala para a dinamica

. —~ ogt = 0))
e pode ser estimado como 7, ~ 1/wpp, em que o

wmin € a frequéncia associada ao menor gap de ey e
FOI2(t=T)) + e

energia partindo do nivel n. Por outro lado, uma

dindmica rapida resulta em transi¢oes para outros

niveis, tdo mais provaveis quanto menor o ga . , .
' P 4 £ap Fonte: Autoria prépria

associado.

Uma aplicacao importante do teorema adiabatico em termodinamica quantica
sdo ciclos para implementar maquinas térmicas quantum heat engines (QHE) (7). Um
bom exemplo é o Ciclo de Otto (figura 2), composto de dois processos adiabaticos e duas

termalizacoes.

A extracao de trabalho é implementada por

meio de parametros de controle que modificam o Ha- Figura 2 — Ciclo de Otto.
miltoniano H (t), levando p(t = 0) em p(t = 7). Quando g i

o sistema esta isolado esta evolugao é feita de forma “' $‘J‘ 3 ‘
unitaria, mas considerando interacoes com o ambiente S N Yo

ou banho térmico, podem ocorrer trocas energéticas e Wep

de particulas. Para estudar essas trocas, vale a conser- i ¢

vagao de energia dU = dQ + dW, onde, na termodina-

mica quantica a variagao de energia interna dada por Qo4 Onc

dU = di[H (t), p(t)] é decomposta em calor dQ) = H[d;p] A B

e trabalho dW = [d;H]p. M ,
= o A

Observe que, conforme ja mencionado, o calor é
. . B Fonte: ZAWADZKI
associado & mudanga das populagoes de p(t). Quanto ao
trabalho, para quantificar sua extragdo de (ou injecao
em), é preciso estudar a dindmica energética induzida por H(t) entre 0 e 7, pois, nesse
intervalo, o sistema passa por transi¢oes entre todos seus autoestados. A contribuicao de

cada transi¢do é proporcional a populagao inicial p? dos autoestados |¢,) de H(t = 0)



(aqui, serdo respectivos ao estado de Gibbs & temperatura T') e a probabilidade condicional

P = (D U(T) [0)° de o estado evoluido colapsar em um autoestado |¢,,) de H(t =
i [t . /

T),onde U(t) =Te Jo W HE) ¢ 6, operador de evolucao total. Assim, para obter o trabalho

médio (W) e suas flutuagoes é necessario utilizar a estatistica da distribui¢do de trabalho:

P(w) = Zp?zp:m—n(s (w - (Em - En)) . (2'1)

Esta distribuicao possui picos localizados nas frequéncias de transicao entre os
niveis de energia final E, e inicial F,,. A dindmica adiabatica é caracterizada por picos
isolados, e a nao adiabatica por gaussianas devido a excitagdes para niveis préximos.
Aqui, cabe comentar que este protocolo de medicao de trabalho, chamado de two-point
measurement (medicao de dois pontos), nao captura a contribui¢ao energética associada a
coeréncias na base de energias, assim, ele s6 pode ser utilizado quando o estado inicial é

um estado de equilibrio.

Figura 3 — O possivel trabalho extraido depende das transigoes entre os autoestados dos
Hamiltonianos inicial e final. Mudancas stbitas ou lentas o suficiente resultam
em P(w) descritas respectivamente como uma Gaussiana ou deltas. A tempo

finito, os formatos de P(w) sdo mais complexos (8).

U,. (o
Po
H(to) — H(ty)
»
S -
.{,
871 Pmln 8m

Fonte: ZAWAZDKI (8)

2.1 Condicao de adiabaticidade

Em termodinamica quantica, garantir a adiabaticidade consiste em evitar transi¢oes
indesejadas entre niveis energéticos. Matematicamente, isso é visto ao estudarmos a

evolugao de um estado [¢(t)) com a equacao de Schrodinger dependente do tempo (2.2):
L0
thay [W(t)) = H(t) [¥(2)) . (2.2)

Para um instante t fixo, "congelado" no tempo, é valida a equacao de Schrodinger

independente do tempo (2.3) para autoestados |1, (t)):

H{(t) [n(t)) = En(t) [¢n(t)) - (2.3)



A partir da combinagdao linear |1)(t)) = >, Cp(t) |1n(t)), constrdi-se um Ansatz

para [4(t)), onde Con(t) En(t) = i (Con(t) + Con(t) (o (D] ehn(1)) + T Calt) (€ (1) (1)),

Variagoes temporais do estado contidas no primeiro e segundo termos estao associadas a
trabalho, enquanto transicoes entre estados diferentes, embutidas no terceiro, relacionam-
se com calor. Uma dindmica adiabética exige que estes ultimos se anulem, assim, os
coeficientes sao dados por C,,(t) = exp{ fo E,(t)dt — [ <1/Jm(t’ ) 1/}7,l(t’ )>dt’ } Por-
tanto, na dindmica adiabatica, os autoestados evoluidos somente ganham fases. O termo
U (' )> dt’ ¢ uma fase

geométrica chamada de fase de Barry, que pode ser observada experimentalmente. Além

—L [3 Ep(t')dt’ é chamado de fase dindmica e o termo — f; <1/)m(t’ )

disso, da equagao independente do tempo (2.3), notando que, para m # n:

) = Om L) [ (®))
(Um[n®) = =55 (2.4)

temos que a adiabaticidade pode ser garantida se a evolugao temporal for lenta o suficiente

(H(t) — 0) ou se o gap entre os niveis n e m for grande o suficiente (E,(t) — Ey,(t) — 00).

2.2 Forca contra-diabatica

A discussao anterior sugere que a adicdo de um termo extra proporcional a
(W(m(t)|(n(t')) no Hamiltoniano original permite anular transi¢oes nao-adiabaticas.
Dado H(t) e seus autoestados instantaneos, deseja-se encontrar H(t) tal que [ty (t)) =
U(t) [1n(0)) = exp{—1 Jy E ( Nt — Jy (n(t)|n(t)) dt'} [4n(0)). Deve-se, entio, resol-
ver a equagao H(t)U(t) = ihd, (U(t)) para o operador de evolugao temporal, cuja forma
deve ser U(t) = ¥, [ (1)) (10,(0)]. Assim, encontra-se que H(t) = H(t) + Hop(t), onde:

0 (O FF0) (1) ()
"2 B,(6) = Bl 29

m#n

¢ chamado de forca contra-diabética (counter-diabatic drive).

No entanto, esse STA nao é praticavel, pois sua construcao depende da obtencao
do espectro inteiro de H(t). Para sistemas de poucos corpos e estaticos esse procedimento
pode ser realizavel, mas para sistemas correlacionados de muitos corpos com dependéncia
temporal a solucao pode se tornar muito complicada e impraticavel experimentalmente.
Como mencionado, sistemas criticos apresentam fechamento de gap, gerando divergéncias
no controle. Tentativas de contornar essas dificuldades inspiraram STA’s especificos para

sistemas correlacionados com fases criticas. Destacaremos a seguir um deles.

2.3 O atalho para a adiabaticidade da acao minima

O atalho para a adiabaticidade da agdo minima (5), ou minimal action shortcut

to adiabaticity (MA-STA), é um protocolo baseado na minimizagdo da agao adiabética:
||2

2
S = /dth ”d’ , (2.6)



em analogia & minimizagao da agdo cléssica, sendo 7 a duragao do protocolo, ||-|| a norma
de Frobenius e I'(t) o gap relevante de energia. Em uma transigdo de fase controlada por

H(t), este gap é a diferenca de energia entre os estados fundamental e primeiro excitado.

E interessante notar que, conforme ja apontado, o tempo minimo para uma
dindmica ser adiabatica escala com o tamanho do sistema, seu perfil de variacao e com
o inverso dos gaps de energia. A acao adiabatica escala com exatamente os mesmos

parametros.

Apés definida a agao adiabatica para um dado sistema de interesse, realiza-se o
processo de minimizagao variacional, por meio das equacoes de Euler-Lagrange, em relacao
a algum pardmetro ¢(¢) do hamiltoniano que possa ser controlado. Neste trabalho, esse
pardmetro representa caminhos possiveis que levam o estado fundamental inicial [1o(t =))
ao final |¢o(t = 7)), e a minimizacao (6S/dg = 0) encontra o perfil de rampa ggra(t)
que melhor aproxima a dinamica da adiabaticidade, ou seja, nesse protocolo de controle,
ao invés de interferir no tamanho dos gaps (A — o), interfere-se no perfil da rampa

(0.H (t) — 0 perto da criticalidade) para obter H(gsra,t) aproximadamente adiabético.

A vantagem desse método é que, ao contrario do protocolo da forca contra-
adiabatica, nao é necessario conhecer todo o espectro do hamiltoniano. Ao estimar razoa-
velmente o gap mais relevante, consegue-se obter um controle efetivo que, a depender das
condigoes experimentais alcan¢aveis no dado problema, pode ser suficiente. Naturalmente,
transicoes entre o estado fundamental e outros estados podem ocorrer, ainda mais se o
tempo de evolugao total 7 for muito curto. Assim, espera-se que a estimativa do gap seja

menos efetiva para obter controle quanto maior o sistema utilizado e menor 7.

2.4 Figuras de mérito

A fidelidade F = [(4)(7)|do(7))|* serd a fi-

gura de mérito utilizada para medir a qualidade de  Figura 4 — Distancia entre ¢ (7) e

um protocolo, e é dada pela sobreposicao do estado ¢o(T) sob g(t).
final evoluido |1 (7)) com o estado final desejado,

|po(7)). A performance do MA-STA em cada mo- /&/?(}T)Tz K e
delo serd comparada com a performance de uma  ¥°© I )

rampa linear (LR) ¢;(t) = go + (9 — g0)t/7, comu-

mente utilizada para controle quantico. Também Fonte: Autoria prépria

serd estudada a dindmica energética dos protocolos
através da distribuicao de trabalho, visando entender melhor de que forma a adiabaticidade
é induzida.

Além da fidelidade, também exploraremos a distribuicao de trabalho P(W),

complementando os resultados do artigo original.
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3 MODELOS DE MATERIA CONDENSADA

3.1 Modelo de Landau-Zener

O modelo de Landau-Zener (LZ) descreve, basicamente, um qubit — um sistema
de dois niveis, o fundamental, |0), ¢ o excitado |1) — com um gap de energia controlado no
tempo. Seu Hamiltoniano é:

Hiy; =Ad® +g(t)o®, (3.1)

onde A é o gap de energia fixo entre os niveis, ¢g(t) um campo externo controlado no

tempo, e 0™¥%* sao as matrizes de Pauli.

Este modelo pode ser facilmente diagonalizado, resultando em autoestados que
sdo combinagoes lineares de |0) e |1), com autovalores Ey = +,/A? + ¢2(t).

3.2 Modelo de Ising de campo transverso

O modelo de Ising quantico descreve spins interagindo. Uma versao paradigmatica
desse modelo, o Ising no campo transverso (TFIM - transverse field Ising model) descreve
uma cadeia de N spins com interacoes entre primeiros vizinhos na dire¢do z e um campo

transverso ¢(t) na diregao x:

N
Hrpiv = Z {—JUJ;U;H - g(t)aﬂ ) (3-2)

Jj=1
onde J ¢ a unidade de energia.

No zero absoluto, este sistema apresenta uma fase ordenada para g(t) < J e
torna-se paramagnético para g(t) > J. Assim, g(t) = J é a transicao de fase de interesse.
Sob condi¢oes periédicas de contorno, os sitios final j = N e inicial j = 1 se conectam e

ha simetria translacional.

A solucao exata deste Hamiltoniano é menos trivial, mas pode ser obtida por
meio da transformacdo de Jordan- Wigner, que mapeia o Hamiltoniano original em um
sistema de férmions sem spin por meio das relagdes of = Kj(c; + c}), of = iK;(c; —
c;r) eo; = 2c;cj — 1, em que c} /c;j sao operadores de criacao/destruicao de férmion no
sitio j e K; = [[;;(1 — QC;CJ-), chamada de Jordan- Wigner string, assegura a relacao de
anticomutagao exigida pelos férmions. Aqui, o spin para cima |1) é mapeado na presenga

de um férmion |1) e o spin para baixo |}) na auséncia |0).

A vantagem desta transformacao é que um sistema de particulas interagentes é
trocado por um sistema de particulas nao-interagentes. A desvantagem é que o problema
torna-se nao-local devido a presenca de férmions. No entanto, no caso de Hamiltonianos

quadraticos em operadores fermionicos, a nao-localidade é contornada pois o termo K;
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deixa de ser nao-local quando elevado ao quadrado. Assim, o sistema de N spins pode ser

mapeado em subespacos de momento k sob as seguintes condi¢oes de contorno:

N par: +20+1)r/N, 1=0,1,...,N/2 -1
k:{ par: £+ Dm/N, 1=0,1,..,N/2 - 1. 33)

N impar: 0,+2lx/N,7w, [=1,..,N/2—1.

Por simplicidade consideraremos, sem perda de generalidade, N par, pois este
mapeamento resulta em N/2 subespagos de momentos +k, simétricos em torno da
origem. Cada um desses subespacos se traduz em um modelo de Landau-Zener fa-
cilmente diagonalizédvel. Em cada subespaco, as quasi-energias de momento sdo £; =
:|:2J\/(g(t)/J)2 +1—2cosk-g(t)/J, respectivas aos autoestados ‘£f> obtidos por meio

de transformagoes de Bogoliubov. O estado fundamental é, entao:

N/2-1
B= Y —2J1/(g(t)/J)? + 1 — 2cos (2L + 1) /N) - g(£)/J, (3.4)
10) = [ex/w) ® |e3/n) ® - ® eiasa-tymyiv) (3.5)

Os estados excitados podem ser construidos por meio das combinagdes de i
positivo ou negativo em cada subespaco, resultando em 2/2 autoestados, sendo o primeiro
excitado construindo levando ExN = gi/N. Note, no entanto, que o problema original
possuia 2V autoestados. Isso ocorre porque a paridade de N separa o Hamiltoniano em
setores "desconectados’, ou seja, Hppry = HES @ HIPO o cada setor possui 2M/2
autoestados. Portanto, apesar de possuir 2%V autoestados, somente 2V/2 sdo de fato acessiveis
em cada cadeia, pois N é ou par ou impar — exceto no limite termodinamico N — oo, em

que esta diferenciagdo nao ocorre e os somatorios tornam-se integrais definidas.

3.3 Cadeia de Kitaev

A cadeia de Kitaev (6) ¢ um modelo unidimensional simples que descreve férmions

sem spin (ou com spins iguais) com interagoes tight-binding e um termo supercondutor:

N
Hg =) {—,u,c}cj - w(c}cjﬂ + c}+1cj )+ (A*C§C;+1 + chﬂcj)] , (3.6)

Jj=1
em que c} /c;j sao operadores de criacao/aniquilacdo fermionicos no sitio j, 1 é o potencial

quimico, w a energia de hopping e A = |Ale? o gap supercondutor com fase 6.

Kitaev propdés uma diagonalizagdo por meio de férmions de Majorana, particulas
cujo operador de criacao ¢ igual ao de aniquilacao, dadas pelas transformagoes cy;_1 =
0 T . ;0 Y : . .

2 (3 — (3 (3 —
e'zaj + e '2a;, ¢y = —ie'2a; +ie '2a; para j = 1,..., N. Mostra-se que existem dois

autoestados que satisfazem o estado fundamental dessa cadeia, associados a fases diferentes.
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Figura 5 — Dois tipos de paridade.

c1 Co C3 Cy Caf—1CaL c1 Co C3 Cy €of,—1CaL
a) b)

Fonte: KITAEV (6)

Na figura 5, as formas circulares sao os sitios, que possuem, cada um, dois
operadores de Majorana. O arranjo desses modos determina a fase do sistema. Se os
férmions de Majorana forem formados por pares do mesmo sitio (figura ba), todos os
modos estao ligados e o sistema possui paridade global bem definida. No entanto, se
os férmions de Majorana forem formados por pares de sitios diferentes (figura 5b), um
modo de Majorana nao emparelhado sobra livre em cada extremidade da cadeia. Assim, a
paridade global nao é bem definida, ou seja, o sistema pode variar entre ter um nimero
par ou impar de particulas mantendo a mesma configuragdo topologica. Isso significa, na
pratica, que os modos de Majorana de borda sao protegidos contra perturbacoes locais,

tornando esta fase muito promissora para a computacao quantica.

A cadeia de Kitaev e os modos de Majorana nao sao o enfoque principal deste
trabalho, mas sdo amplamente discutidos na academia. Aqui, nos satisfaz saber que a fase
(a) da figura 5 leva o nome de fase trivial e ocorre quando |u| > 2|w|, enquanto a fase (b)
leva o nome de fase topoldgica e ocorre quando |u| < 2|w|, ou seja, o ponto critico ocorre
em |u| = 2|w|. Além disso, aplicando o mesmo procedimento de diagonalizagao usado
para o modelo de Ising (com excecao do uso de Jordan-Wigner), é possivel calcular o bulk

spectrum da cadeia de Kitaev, com N par e usando condigoes periddicas de contorno. Suas

ﬁj:>
Ck .

quasienergias i = :I:\/ (i + 2w cos k)2 + 4| A% sin? k sao associadas aos autoestados
Analogamente, k = (2l + 1)n/N,l=0,1,...,N/2 — 1 e o estado fundamental é:

N/2-1
By= Y —V(u+2wcos((20+ Dr/N)] AP sin? (20+ Dr/N),  (37)
10) = |exin) ® [Eamn) ® - ® /a1y ) (3.8)

Os estados excitados podem ser construidos com o mesmo procedimento usado no

modelo de Ising.
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4 RESULTADOS

Os codigos utilizados estao no GitHub.com/bebentinho/ma__sta__models
disponiveis para download. Em todos os resultados estao sendo utilizadas unidades tais
que i = 1 e estados iniciais de Gibbs pg = e/*7 /Z. Para aplicar o MA-STA nos modelos

destacados no capitulo 3, é necesséario estimar o gap de energia mais relevante I'.

A solugao exata do modelo Landau-Zener fornece I" e a norma d,Hyz(t):

Uz =E; — E_=2\/A%+ g*(1), (4.1)
diHpz = §(t)o*; ||A]l, = /Z ANi|2 = ||d:HLz|| = V24(t). (4.2)

Dessa forma, minimiza-se a agdo adiabatica resolvendo a equacao de Euler-Lagrange:

22

T g

Srz = / dt————=, 4.3
L2 )y 8(A2 + ¢2)? (4:3)

oS  dos G(s=)=g(s7)_ 2G(s)G?(s)
dg dt g 0 Gls) A2+ G%(s (44)
A equagdo acima possui solugao analitica, obtida pelo software Wolfram Mathematica

ao utilizar as condigoes de contorno G(0) = go = —G(1) e a substituicdo s = t/7:

gLz(t/7) = —Atan [(2t/7 — 1) tan™" (go/A)] . (4.5)

Mostramos o protocolo gpz(t) obtido em 4.5 na
figura 7a e comparamos a fidelidade por ele produzida Figura 6 — Niveis fundamental
com a de uma rampa linear na figura 7b. O perfil de (amarelo) e excitado

grz(t) condiz com a condigdo adiabatica (equacao 2.4): (vermelho) do LZ.

dinamicas rapidas onde o gap ee grande e lentas onde

é pequeno. Note que o MA-STA alcanca a adiabatici-

dade quase dez vezes mais rapido que a rampa linear.

Energia
)

A linha pontilhada na figura 7b é a escala de tempo
adiabatico minimo 7, = A~'. Além disso, levando em  _;|

conta a féormula de Landau-Zener para a probabilidade

de transicao de um sistema de dois niveis, tem-se que o 0.0 s~ G L5

estado do sistema pode ser escrito como [¢)(t)) = (1 —

exp[—mA%/(2]go|)]) [0(t)) +exp[—m A%/ (2]go])] [1(2)), de
forma que a fidelidade é bem descrita por F(t) = 1 — exp[—7A?t/(2|go|)], concordando

Fonte: Autoria prépria

com o observado no grafico.

Note que o perfil de g(t), na figura 7a, condiz com a condigao adiabatica (equagéo

2.4): nas regides em que o gap é grande a dinamica é rapida, mas nas regices de gap
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Figura 7 — Resultados exatos para o Landau-Zener para T = 0.1 e go = —10A.

(a) Perfil de controle grz(t) que  (b) Evolucao das fidelidades com g,z (t)
minimiza Spz em 4.3 no tempo (vermelho) e com uma rampa g;(t)
adiabético 7, = 1.5. (azul).

104 1.0

0.8 3 e s

5
by
\

061 | —

gt)/A
F

0.4

0.2

7 —— Acgéo minima

10 ool ---= Rampa linear

0.00 025 050 075 100 125 1.50 00 25 50 75 100 125 150 175 200
AT
t

Fonte: Autoria propria

Figura 8 — Distribuigao de trabalho P(W) e probabilidades de transi¢ao para o modelo
Landau-Zener comparando o MA-STA com a rampa linear. A transicao do
estado fundamental para o primeiro excitado é indicada pela cor verde e a do
excitado para fundamental é rosa. 7 = 1.5, A = 1.0.

(c) Probabilidades de
(a) Rampa linear. (b) A¢édo minima. transigao.

Fonte: Autoria propria

pequeno, a dindmica torna-se suficientemente lenta. A minimizacao da agao adiabatica é
uma forma de construir esse comportamento na regiao do gap relevante, como visto na
figura 6. Para todos os graficos de niveis de energia e probabilidades de transicao, as linhas

continuas indicam o MA-STA e as tracejadas a rampa linear.

A evolugao da distribuicao de trabalho no tempo adiabatico 7, = 1.5 é mostrada
na figura 8. Observa-se que o MA-STA ¢é muito mais efetivo na redugao das transigoes

para o estado excitado em tempos relativamente curtos em relacao a duracao do protocolo.

Seguindo para a analise do modelo de Ising (TFIM), primeiramente generaliza-se
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a acao adiabatica de hamiltonianos de particulas independentes:
T a1
&:/dﬁ—j———ﬂ, (4.6)
o |(g=8)+~
em que 3 é um termo relacionado ao ponto de cruzamento evitado (avoided crossing,
similar ao ponto critico), v é associado ao gap minimo de energia e @ é um termo constante.

O termo +* no numerador evita singularidades. Quando as condigoes iniciais sao G(0) = g
e G(1) = gy, a solucdo da equagao de Euler-Lagrange é:
_ 2G-pe”
o [2 +~2 —28G 4+ G2’

= G(s) = +~tan ((1 — s)arctan (go ; 5) + sarctan (gf ; B)) . (4.8)

(4.7)

No caso do TFIM, o gap de energia entre

estado fundamental e excitado do subespago de me- Figura 9 — Energias em 7, = 15

nor momento é considerado o gap mais relevante de do TFIM.
energia. Naturalmente, é esperado que o desempe- N =60,J =1.0 do
nho do MA-STA piore, pois os diferentes subespacgos estado fundamental
de momento sao como diversos modelos de Landau- (amarelo) e excitado
Zener com pardmetros diferentes (ditados pelo valor (vermelho).

de k). Assim, em tempo suficiente, o método deve ga-
—60

rantir a adiabaticidade no subespago de menor mo-

mento, mas nos de momento superior nao. Dessa = —%
forma, I'rpiy = 4J\/(g(t)/,])2 +1—2cos(n/N)g(t)/J, &
|0:Hrriv|| = 2v/24(t) e: |

~120 |

Energia

92

Sr = /0 N Tl T = 29 cos(r/N) T 112"
a = [4v2wsin?(7/N)]™'; B = cos(n/N); v = sin(7/N).

Utilizamos gy = 0 e gy = 2. Observe também que a

[N}

(4.9)

estimativa de tempo adiabatico 7, = 1/[4Jsin(n/N)]

Energia do menor momento

associada ao subespaco de menor momento nao é razoavel =

. . . ., . 0 5 10 15
para sistemas de muitos corpos. Assim, ja que a maior t

distancia possivel entre dois spins é N/2 (considerando Fonte: Autoria propria

que a distancia entre dois spins vale 1 e que a cadeia esta sob condigoes periddicas de
contorno) e que a velocidade de grupo méaxima alcangada na cadeia é 2J (9), cria-se
uma escala de tempo estimada de 7, = N/(4J), que serd usada como aproximadamente
um tempo caracteristico de adiabaticidade. Na figura 10a mostramos a fidelidade para
diferentes tamanhos de sistema. Naturalmente, sistemas maiores demandam mais tempo
para alcancar a adiabaticidade, mas o MA-STA claramente se apresenta particularmente

vantajoso a medida que N aumenta, mesmo sem considerar gaps de outras excitagoes.
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Figura 10 — Resultados para o TFIM com T = 0.1, J = 1.0. A transicao do estado
fundamental para o primeiro excitado é indicada pela cor verde e a do
excitado para fundamental é rosa.

(a) Fidelidade do MA-STA (vermelho) e de uma rampa linear (azul) para N = 20, 60, 120.
Perceba que Tiee = 120 para N = 120.

1.0 -
—— Acde minima —— Agdo minima

----- Rampa linear
N =120

----- Rampa linear
N = 60

0.84 i
0.67:

0.4

/: s
It —— Acfio minima

0.27:

————— Rampa linear
N =20

10 20 30 40 50

(b) Rampa linear em 7, = 15, (c) Agdo minima em 7; = 15, (d) Probabilidades de transicao
N = 60. N = 60. em 7, = 15, N = 60.

W [0(0)) — [0(t
- (0(0)) — [1(t
[1(0)) — [o(t

(

)
)
)
_—[1(0)) - |1(t)

)
)
)
)

Fonte: Autoria propria

Embora a distribuicdo P(W) completa da cadeia envolva 2"/? autoestados, avaliar
as transi¢oes entre o estado fundamental e o primeiro excitado é ilustrativo para a
discutissao do controle. Mostramos nos painéis 10b e 10c¢ a evolugao de P(WW') no tempo
adiabatico 7, = 15. Observe, na figura 9, o efeito do MA-STA nos niveis energéticos: o
subespaco de menor momento possui comportamento muito parecido com o de Landau-

Zener, conforme esperado dada a utilizacao das transformacoes de Jordan-Wigner.

Finalmente, discutiremos resultados inéditos para a performance do MA-STA na
cadeia de Kitaev, que ainda nao tinha sido explorada. Os parametros do modelo que podem
ser controlados experimentalmente sdo o potencial quimico i e o gap supercondutor A.
No entanto, a transicao de fase ndao pode ser induzida ao variar temporalmente A, entao a

modelagem da acao adiabatica deve ser considerando p = g(t). J& que ||0,Hkitaeo|| = V241,

obtemos:
-2

SKitaev = /T dt a : ok (410)
0 8((p+2wcos(m/N))2+ 4|A|2sin?(7/N))
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a = (32]APsin?(r/N)) "' B = —2wcos(n/N); v = 2|Alsin(x/N). Utilizamos as con-
digdes gp = —Hw e gy = w (dindmica simétrica em relacao ao ponto critico) para obter
nossos resultados.

Figura 11 — Fidelidade na dinamica da cadeia de Kitaev comparando a rampa linear
(vermelho) e 0 MA-STA (azul) a T'= 0.1, w = 1.0.

(a) A =1.0.
1.0 s
—— Acgao minima —— Ag3o minima
----- Rampa linear 5 ----- Rampa linear
08l P : P

N = 60 : : N =120

3 —— Agfo minima
----- Rampa linear
N — 20

20 40 G0 80 100
T

—— Acdo minima

-- Rampa linear H =
N =20 R P
0.2l oA —— Acdo minima : : Pl —— Acio minima
E . i A 54
s I ------ Rampa linear L2 N B RS Rampa linear
_ N = 60 N N = 120
2 10 60 g 100 20 10 60 8 100 2 10 60 8 100 120
b ¥ o

Fonte: Autoria propria

Comparando a fidelidade — figura 11a — para diferentes tamanhos, observamos
que o MA-STA torna-se vantajoso somente para cadeias maiores. Para N = 120, ambos
protocolos mal chegam a 20% de fidelidade, mesmo a tempos bem longos. Porém, observe

que no caso N = 20 a fidelidade da rampa ultrapassa a do MA-STA proximo a 7 = 60.

Perceba que no caso da cadeia de Kitaev o gap supercondutor ¢ a distancia entre
as bandas de energia — tal qual era o gap do Landau-Zener. Aumentando o gap A espera-se
facilitar a adiabaticidade. Para testar essa expectativa, comparamos o MA-STA para um
gap maior. Na figura 11b, mostramos a fidelidade com A = 2 para diferentes tamanhos, e
destacamos o caso N = 60 em funcao do gap na figura 12. J4 com A = 2, notamos que
sistemas grandes N = 120 conseguem atingir fidelidade préxima de 80%. Comparando os
paneis (a) e (b) da figura 12, notamos que o MA-STA performa cada vez melhor com o

aumento do gap, sendo sempre superior a rampa linear nas mesmas escalas de tempo.

Perceba que a superioridade do MA-STA parece ser condicionada pelo gap A,
indicando que os métodos escalam com ele de forma diferente. Para estudar essa tendéncia,

calculamos a fidelidade dos dois protocolos para diferentes valores de N, A e 7.
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Figura 12 — Fidelidade vs A. Os tempos selecionados estao entre 0 e 60.

(a) Agao minima, N = 60. (b) Rampa linear, N = 60.  (c) Os dois métodos, N = 40.

60

0.0 0.5 Lo L5 2.0 2.5 3.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Fonte: Autoria propria

Figura 13 — Valores de JF: No grafico (c¢) da figura 12, observa-se, ao

diminuir N, que para cada 7 existe um intervalo
(a) vs. A, N =20, 7 = 15 (verde), 30

(laranja), 45 (azul), 60 (rosa).

de valores A em que o MA-STA é vantajoso, e ana-

lisando quando as linhas continuas (minima agio)

sdo ultrapassadas pelas tracejadas (rampa linear) na
figura 13a, podemos concluir que o tamanho deste re-

gime de superioridade escala com N e com o inverso

Fidelidade

de 7.
0.2
» Assim, dados N e 7 fixos, existe um intervalo
oo s 202830 de valores de gap supercondutor [Apin, Amas] que
(b) vs. 7, N =20, A =0.5. MA-STA  torna o uso do MA-STA vantajoso em relacio a uma
(vermelho) e LR (azul). rampa linear. A existéncia desse intervalo indica que

— wnmasaon | pode existir um valor A,y que otimiza algum para-

=== Linear ramp

"= | metro de interesse — como por exemplo o trabalho

0845+

extraido. A existéncia de um par 6timo, formado

- ¥ pelo perfil u(t) que minimiza Siijgey € POr UM gap

0441

A,pt, pode ser interessante pois os dois parametros

02fii podem ser controlados experimentalmente.

0.0

| ‘ ‘ ‘ Analisando a distribuicao de trabalho redu-
] 20 40 60 80 100 120
wT

zida e os niveis energéticos em situagao de superi-
Fonte: Autoria propria oridade da rampa (N = 20,A = 0.5,7 = 20), o
MA-STA performa muito melhor em evitar transi-

¢oes do estado fundamental para o primeiro excitado (figura 14). Porém, dado que mesmo
assim a adiabaticidade nao é garantida, temos a novidade para o Kitaev de que o gap
associado ao subespaco de menor momento pode nao ser o tnico relevante. Revisitando o

resultado para gaps de outros subespacos:

Iy = 2\/(;1 + 2w cos k)’ + 4| A]2sin? k Sl T, =2 (u+2wcos ((2l+ 1)m/N)), (4.11)

notamos que a medida que A diminui, gaps de subespacgos de k diferentes tornam-se

comparaveis. Analisando os niveis energéticos para A = 0.1 (figura 15), percebe-se que a
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Figura 14 — Distribuicdo de trabalho da cadeia de Kitaev. T = 0.1, 7 =20, w =1.0,A =
0.1. A transicao do estado fundamental para o primeiro excitado é indicada
pela cor verde e a do excitado para fundamental é rosa.

(c) Probabilidades de

(a) Rampa linear. (b) A¢ao minima. transicao.
- (0(0)) — [0(£)) _(0(0)) — [0()) 1.0 < ==
. (0(0)) — [1(2)) . (0(0)) — |1(t)) \"\\ : il

0.8 Teanl

0.6

PW)

0.4

(ad

0.2 S

0.0 = s

Fonte: Autoria propria

rampa linear s6 promove um fechamento de gap perto do ponto critico, enquanto o MA-
STA mantém os niveis proximos a dindmica inteira. Conforme k£ aumenta, o ponto critico
se desloca relativamente, mas a forma do MA-STA nao o acompanha. Na verdade, passa a
ser observado o fechamento de gaps em pontos diferentes e casos em que derivadas muito
altas sao observadas justamente nos pontos criticos, como se observa no sétimo subespaco
de momento. Se o gap supercondutor A fosse maior, além dos niveis apresentarem mais
discrepancia de relevancia entre si, os fechamentos de gap deslocados nos subespacos
de momento superiores contribuiriam menos para as transi¢oes indesejadas, tornando o
desempenho do MA-STA melhor.

Por fim, observa-se nos graficos de Kitaev que a escala de tempo estimada 7; é
acompanhada de picos de fidelidade pouco proeminentes, em contraste com os observados
para o TFIM, ou seja, esta nao parece ser uma escala de tempo caracteristica do sistema
evoluido sob gsra(t). Para modelos similares — quadraticos em operadores fermionicos —, a

clareza destes picos pode indicar se o método performa bem nele ou nao.

Figura 15 — Energias de Kitaev do estado fundamental (amarelo) e excitado (vermelho)
em espacos de momento. 7 =20, N =20, w=1.0, A=0.1.

(a) Energia total. (b) Segundo subespago. (¢) Sétimo subespago.

-10 ; 31

—40

Energia do 22 subespaco
o

Energia do 72 subespaco
o

0 5 10 15 20 0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

t
Fonte: Autoria propria
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho, estudamos o protocolo de controle quantico da minima acao
MA-STA proposto na Ref. (5) e o aplicamos ineditamente para a cadeia de Kitaev.
Reproduzimos os resultados para a fidelidade nos modelos de Landau-Zener (LZ) e na
cadeia de Ising com campo transverso (TFIM), discutimos a distribui¢ao de trabalho a
baixas energias, importantes em transi¢coes de fase quanticas. Nossos resultados indicam
que o MA-STA ¢é de fato promissor e pode trazer vantagens considerdveis sem grandes
esforcos. Em relagdo a rampa linear, a fidelidade para o LZ & alta, diminuindo o tempo de
dindmica em quase uma ordem de grandeza, e consideravel — melhor para cadeias maiores

— para o TFIM, mostrando que a simples estimativa do gap relevante pode ser suficiente.

A contribuicao autoral deste trabalho foi uma anélise profunda do MA-STA para
a cadeia de Kitaev. Obtivemos resultados inesperados: apesar de apresentar da evidente
vantagem sobre a rampa em grande parte dos casos, em alguns a performance do MA-STA
nao foi tao boa. Vimos que os métodos escalam diferentemente com o tamanho do gap
supercondutor, indicando que o MA-STA é superior a rampa somente para alguns intervalos
de gaps, que é maior para cadeias maiores e menor para 7 menor. Além disso, sob esse
protocolo, a escala de tempo estimada 7; nao pareceu caracteristica para a cadeia de Kitaev

como para o modelo de Ising.

Assim, apesar de promissor, o MA-STA possui aparentes limitacées. Uma proposta
inicial para melhora-lo seria considerar um controle de duas varidveis — em diregoes
perpendiculares, aqui sendo o gap e o potencial quimico — e minimizar a ag¢ao adiabatica
resolvendo a equacao de Euler-Lagrange para duas variaveis. Essa abordagem se embasa
na existéncia de um intervalo de valores vantajosos, o que sugere um par de valores 6timos.
Outra abordagem possivel seria a de considerar mais gaps de energia relevantes com outros
setores, e minimizar uma acgao total generalizada, ponderada pelas a¢oes de cada subespaco.
Considerando o resultado esperado, pesos que obedecem a uma distribuicao gaussiana —

de geometria regulada pelos pardmetros do sistema — parecem promissores.

Além disso, motivado pela referéncia (3), em que se mostrou que o tempo adiabatico
possui uma escalabilidade muito similar com a definicdo da ac¢do adiabatica, pode ser
estudada uma reformulagao que inclua a derivada de segunda ordem do hamiltoniano.
Para tanto, seria utilizada uma equacao de Euler-Lagrange generalizada para incluir mais

uma ordem de derivada, o que pode trazer dificuldades de encontrar solugoes analiticas.

Por fim, no futuro, convém estudar e testar esse método em modelos que nao
possuem solucao analitica, mas cujo gap pode ser estimado, como o modelo de Hubbard,

cadeias Ising desordenadas e suas variantes.
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